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Exercice 1. Soit ⌦ ⇢ Rd et T 2 D0(⌦) d’ordre inférieur ou égal à k. Montrer qu’il existe une
unique forme linéaire eT : Ck

0 (⌦) ! C telle que eT |C1
0 (⌦) = T et eT |Ck

K(⌦) : C
k
K(⌦) ! C est continue

pour tout K ⇢ ⌦ compact.

Exercice 2. Montrer que T 2 D0(⌦) est une distribution d’ordre  k si, et seulement si, pour tout
K ⇢ ⌦ compact il existe un nombre positif C tel que

|hT,'i|  C
X

|↵|k

sup
x2K

|@↵'(x)|, pour tout ' 2 C1
K (⌦).

Exercice 3. Soit T : C1
0 (R) ! C la forme linéaire définie par

hT,'i :=
1X

j=0

'(j)(j), pour tout ' 2 C1
0 (R).

— Montrer que T 2 D0(R).
— Montrer que T est d’ordre 1.

Exercice 4. Soit vp 1
x la distribution sur R définie par

D
vp

1

x
,'

E
:= lim

"!0+

Z

|x|�"

'(x)

x
dx.

Montrer que vp 1
x est d’ordre exactement 1.

Exercice 5. Soit K : Rd \ {0} ! C une fonction mesurable qui vérifie les conditions suivantes :
1) il existe B � 0 tel que |K(x)|  B|x|�d pour tout x 2 Rd \ {0},
2)

R
r<|x|<sK(x) dx = 0 pour tous 0 < r < s < 1.

Montrer que la formule

hvpK,'i := lim
"!0+

Z

|x|�"
K(x)'(x) dx, pour tout ' 2 C1

0 (Rd)

définit un élément vpK 2 D0(Rd), d’ordre  1. Montrer que vpK est d’ordre exactement 1 si, et
seulement si, K 2 L1

loc(Rd).
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Exercice 1.

Soient TT , Îz deux formes linéaires CICR)→e
telles que Tk.gr, pesos,

et JTI icitte
est continue pour tout KCR compact et je { 1,23 .

Il faut montrer que T' = JT, c'est-à-dire
(TT

, y) -CI, ces, Hye 6kfr) .

>
Soit qe Cé

' (R)
,
et K un ensemble compact

tel que supp q
c lé

.

¥:÷±÷÷÷÷÷÷÷÷÷:::÷÷:*:÷üïËComme
pc ;

est continue
,

ET , D=LT, fin, sexe>= +
tisse * ces

= frime LÎ , q) ,
+ sexy) se) .

Idée : approcher q par des fonctions
dans CICR)



Exercice Soit T une distribution d'ordre Ek

et F son extension sur Cole )

( qui est unique, d'après
l'exercice précédent) .

Soit Kc R compact .

T' Iciécsz)
est une forme linéaire continue

sur l'espace de Banach CÈ (R), la norme duquel
est llqh : - ¥, %:p Iôqcxslü' Tex# ⇒ ttqlçcllqllxttl
donc KTqst-KFDIECE.se#plFq
Inversement

, supposons que V Kel compact 3- C top
147471F CÉ .es#pldqlxY,V-qecECR).

On construit une T :C ! (b)→6 extension deT
.

Soit qe CMR) . Soit Kel compact
tel que suppqc É ,

et considérons

le # q .

Si EN assez petit, alors paye CÊCR),

et on a le * q y dans CÈCR) .

On pose <qq) : - fight, le * 9) .

Montrons que la limite existe .

Il suffit de montrer que VS > 0 7 Eo >0

tq si 4 , Ez E Eo , alors

| LT, fe , X-p)- (T, fçxq) ) E S
.



Mais on a

14T, le , * q ) -ftp.iqb/--KT,fq*q-fe*qSl
← CÉ .es#.lOTq.x-q-se.*q)lxY .

Mais friç, sexy → q dans CÉ (R)

⇒ Je tq si ça EE. ⇒

¥, .es#?IOTq.x-q-sez*q)lxY=llk,*y-ser*qkpicr,
← Es .

⇒ / ftp.#q)-4Tdz*q)/eS .

Il faut montrer que :

1) LTTY) = LT
, y) si qc-C.HR)

2) Flopée : CÈCR )→E est continue .

1) si qe ciel) , Kel tg

suppqc E , alors fçxq→ y

dans CE ) .

Comme T est continue sur CICR) , on a

LIN - fin, exe) -4,1 peut
⇒ y) .



2) Soit Kc R compact , et tel
un compact tg ke L

.

§rOn sait qu'il existe C tg

qe CICR), alors

KTIQHE CÉ ççplôqlxll - (*)

Soit qe CÉ (R) . On veut montrer que

KF471 ⇐ CÉ : tôt "" .

Par (*)
, pour tout ce >0 assez petit,

1479*471 ⇐ CÉ :# 10×4*+11×4 .

{ en f-0
KF471 c

,
¥210444



Fenice
En invoquant le résultat de l'Exercice 2,

pour mq vpfz C-D' (A) d'ordre! il suffit de montrer
que

:

1) Svp # , q) est bien défini Hye (R)

2) HM>0

zcsotqkvpksdlscl.es#?mylqlxttxEImsHY""),
V-qec.my?nylR)

soit qec.cm?mztR) . Alors

on sait que

qlx)- y (a) + § # (qttxhdt-qlotxfqktxldt-qldtxylxlxlxt-S.iq#x)dt
en particulier,

*¥.gs#lxllEx?EImzl9YxX .

On peut écrire

↳§, te qlxtdx = SÏ txqlxtdxt § feylxldx =
= } ! (qld-txxlxhdx-SMtlqld-xyl.cl/dx--qld(%fcdxe-%fdx)-.!xlxldx-§ ulxldx .



= Ëy(xldxt Êvlxldx , donc

Ez §
,

tielxldx = Îmxlxdx ;
en outre

,

kvpk.at/--.f?xlxldxlE2M.%EamHkh
← 2M supxet-M.my/4' (x ) ) ,

donc up! bien défini , d'ordre Et .

Il faut mq up! n'est pas
d'ordre 0

.

(¥÷:÷a÷÷üËËKyste , cest > c
⇒
1441 .

Prenons l' intervalle [0,1$ .

nn va trouver une suite (qrdn ,

que Ce,Î ( Rt , tq {¥, lqnlxll
⇐ 1 ,

Un
,

mais ftp.tqny → as



Si y c- CÊ,] ( R) , pour un certain aso
,

alors
Lvptx , g) = § feu lxldx

En effet, et

<vptx , y )=¥çË # qlxldx-i.tk qlxldx)
-0

= § { qlxldx .

Soit qn une fonction C
"

tq

* Qn 70 , qn Et

• qn (x )- 1 pour tout x c- [ test]

• qnlx)- O pour tout x Etz , et pour tout
x 71

.

du

:÷÷÷:c:
"

K - [ tn
,
f) c R compact

on sait 7 que CICR) ,
que = 1 sur K

,
0nsquel .



On a

{vpt-e.cn) - { teqrlxldx > Ëtxqnlxldx
= Ëtxdx = lutz - hula - hÎ=⇒os .

Supposons que vplz soit d'ordre 0 .

Il existerait alors C tq

Kyste , g)le cas.ir?alqktbV-yECfo,ylR)
.

En posant q=qn , on obtiendrait

WEE Kvptx.ydlsc.se#*lcenlxH--cVnC-N
.

Absurde .



Exercice
On essaie d'appliquer le même raisonnement

qu'à l' exercice précédent.
On voudrais écrire

q (x) = qco) + x. y(x), où y : Rdse!

Par le Théorème Fondamental
,

q (x) = q (a) + § È qctx) dt =
=

q (a) + { x. tqltx) dt,
il suffit donc de poser y (x) §qltxdt .
On remarque que {¥.pro, lylxtl E.es#yqltqlx)l .

Soit BCQR) la boule de centre 0 et de
rayon
R .

Soit qe %,

( IRD ) . On obtient

«pk, g) = fin, §
,

Klx) qlxldx

= ¥34 §
, ça

Klxtqlxdx =

= elina §
,"

" (x) (

qldtx.ycxbdx-t-f.IE
, §

,"

Kcxtxeulx) dx .

Mais I K (x) x ) E Blxtd"
,
une fonction intégrable

sur BCO, R) .


