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Exercice 1. Soit ⌦ ⇢ Rd un ouvert, f 2 L1
loc(⌦) et Tf la distribution associée à f . Montrer que

suppTf coïncide avec le support essentiel de f .

Exercice 2. Soit T, S 2 D0(⌦) et a, b 2 C1(⌦). Montrer que
1) supp(aT ) ⇢ supp(a) \ supp(T ),
2) (a+ b)T = aT + bT ,
3) a(T + S) = aT + aS,
4) a(bT ) = (ab)T .

Exercice 3. Soit T 2 D0(R) et x0 2 R.
1) Montrer que (x� x0)T = 0 si, et seulement si, il existe � 2 C tel que T = ��x0 .
2) Soit k 2 N. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que (x� x0)kT = 0.

Exercice 4. Soit S 2 D0(R). Trouver toutes les distributions T 2 D0(R) telles que xT = S.

Exercice 5 (*). Soit S 2 D0(R) et k 2 N. Trouver toutes les distributions T 2 D0(R) telles que
xkT = S.
Indication : Considérer la distribution T définie par
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où ✓ est une fonction cut-off.

Exercice 6. Montrer que (log |x|)0 = vp(1/x). Ensuite, montrer que
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Exercice 7. Soit T 2 D0(R). Calculer (xT )0. Ensuite, résoudre dans D0(R) l’équation différentielle
xT 0 + T = 0.
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Roy En coure
, on a montré

que Tp -O ⇒

f- 0 presque partout .

C'est un cas particulier de l'exercice 1,

| parce que Ty⇒⇒ supp Tg - d

v

⇐ si F- AS" , et qc-C.TK ), alors ,
¥2 soit 4f R) définie par ylx-f-cx-xdylxl.am

{ (x-x.IT, q) - LT, ( x -a) y)
= 4T, x)

= Sam> = hcxlxa) =D .

(x-a) y signifie
la fonction yfc.TK)

définie par
ylxklx -xdylx ) , donc ylxoto.



Exercice
Rappelons que, par définition, le support essentiel de f-

est le complémentaire du plus grand ouvert tel que

f- = 0 presque partout sur cet ouvert

(ce qui a un sens parce que
Rd a une base

dénombrable de voisinages ) .

Montrons d'abord que supp Tg c ess supp f #

⇒ [ (esssuppf) c [ ( supp-1ft . ⇒#(esssuppp ,
⇒

'

soit
q

C- CICR), supp q cl less supp f) .

Alors ff4 =D, donc # clesssuppf)⇒ (Tf , g) = 0
donc [ ( ex supp f) c ( ( supp Tg ) .

Montrons maintenant que [ ( suppE) elles supp f) .
-

Soit U : - ¢ ( supp Tf) , g f)y E L'
*
LUI .

Alors Tg c- D'(4) = pu =P donc

d'après le
court "Ëx)=0 pour presque

tout xeu,

donc UC [ less supp f) .

⇒ Si qc-C.MU ) , alors (Tg , g)= tu , q)- ftp.q)
→ qc-C.HR) Il Y

fgq = ffq
-

'

après le com, #Il supplie ) = °
( Proposition , iii , avec F- suppTp )



Exercice 2 .

F) (at b) T Îaltbt.

Soit qe GTR) . Alors

{(atblt, g) ¥ (T, ( aeb)p) =
defcaebt

= ( T, aqxbq) = aq) -14T, by)

= ( at
, y) # (btq) = (ATTBT, q)î

det

⇒ Ca t = attbt
.

1) supp (at)
Ê

supp a n supp T .

⇒ [ ( supp as supp -1) c [ ( supp lat ))
Il

[ ( supp a) u [ ( supp T)

⇒ a) [ ( supp a) c [ ( supp (ATI )
b) [ ( supp T) c [ (supp CAFDD .

Ada ) Il faut montrer que

Cattle ( supp a)
=D

donc que ttqecî ) tqsuppycclsuppa) ,
{ATY)- O

"

( Jay) ,
mais aq - O .



Adb) Il faut montrer que

V-qec.HR/tqsuppqcl(suppTI,
CAT

, g) = 0
"

{Tay>
Si suppyc ( ( suppT) , alors supplaqkl ( supp-1)

⇒ (T, aq) - O ,

parce que Tlccsuppt)
= 0

>

-

Une autre manière de rédiger la solution :-
Soit xocfsuppa
Il faut montrer que x. et supp lat,
c'est à dire 3-V vois . de sa tq

(afp , =D ,
c'est-à-dire suppycv

⇒ LAT, y>⇒
"

(Jay)

Prenons V vois . ouvert de xo tq alxko , ttxev .

Alors
,
si qe R) tq suppqcv, on a au ⇒0,

donc 0=21, ay) = GAT, y) , donc

(aT)w=0,doncxo¢suppla
-



Exercice 3
.

# est clair que (x - a) Sx
.

-- 0
.

Réciproquement, supposons que (x-a) 7=0 .

Montrons d'abord que supp Ton Exo} .
Soit qe c:( IR) tq suppqtxo,
c'est-à-dire QEO au voisinage de xo .

Alors ¥
, y

c- CÉIR)
,

donc

{Ty> = (T, (x-x.la#.q)--flx-xdT,!=q)--0 .

m

D'après le cours
,
7=-2a.si?j--oJ ,

donc on veut

mq a,- at - - .
-auto

et on aura 1€00 -

m

(T, = [ e-Diaj "(x.)
j'0

Soit qlxt-cx-x.MX ), JE GTR )

On sait
que 27,41=0 .

On peut prendre ÇCXK (x -a)
'
ocxl

,

O - fonction cut -off , c'est-à-dire

O.GE/--1 au voisinage de xo
,
OECÉIR)

.

Si on prend 1=0
,
Sfx)=O(x ) ,

donc q ( x )- (x-x) Ocx )
,
on a

qlxo ) -_ 0, M' (a) - 1, y (xoko
,
si j' 72 ,

donc 07T
, y) ⇒ - a , ⇒ a

,
-0

.

Si on prend 1--1
,

JCXK (x-a) Olxl
,

qlxk ( x- xojolx )
qlxoko, M'CHO

, y "(xoK2, 94%67-0, n'j' 3
⇒ O- <Te) = 2¥ ⇒ az=D . etc .


