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Exercice 1. 1) Calculer la limite de la suite de distributions Tn = 1
n

Pn�1
p=0 � p

n
.

2) Calculer la limite de la suite de distributions Tn = n
�
� 1

n
� �� 1

n

�
.

Exercice 2. 1) Calculer la limite

lim
n!+1

lim
r!0+

Z

r<|x|<1

einx

x
dx

en fonction de I =
R
R

sinx
x dx (On rappellera pourquoi cette intégrale est semi-convergente).

2) Montrer que pour tout R > 0, limn!+1
R
|x|<R einx (x) dx = 0 pour toute fonction  dans

C1(R).
3) Calculer la limite au sens des distributions de la suite einxvp

�
1
x

�
en fonction de I.

Exercice 3. 1) Soit Tn = n2xeinx. Montrer que (Tn)n converge dans D0(R) vers une limite à

déterminer.

2) Même question avec Sn = n2|x|einx. (On calculera hSn,'i avec ' fonction test, et on écrira

einx = �in�1@xeinx).

Exercice 4. (1) Montrer que la série
P+1

k=0 �k ⇤ (�1 � �0) converge dans D0(R) et déterminer sa

somme.

(2) Calculer
P+1

k=0 �
0
k ⇤ [0,1].

(3) Déduire de la question précédente qu’il existe une distribution E à support dans [0,+1]
telle que E ⇤ [0,1] = �0.

Exercice 5. Soit E : R2 ! C donnée par E(t, x) := |x|<t. Calculer, au sens des distributions,�
@2

@t2 � @2

@x2

�
E(t, x).

Exercice 6. On note |x| la norme euclidienne sur Rd
, d � 3, |x| :=

�Pd
j=1 x

2
j

� 1
2 . On pose � :=

dX

j=1

@2

@x2j
.

1) Soit F une fonction C1
sur ]0,+1[. Montrer que

�
�
F (|x|)

�
= F 00(|x|) + d� 1

|x| F 0(|x|).

2) On pose f(x) = 1
|x|d�2 pour x dans Rd \ {0}. Montrer que f définit une distribution sur Rd

et

que sa restriction à Rd \ {0} vérifie �f = 0.

3) En déduire que �f est une combinaison linéaire finie de dérivées de la masse de Dirac en zéro.

4) Soit ' 2 C1
0 (Rd). Montrer que

h�f,'i = lim
✏!0+

I✏, où I✏ =

Z

|x|>✏

1

|x|d�2
�'(x) dx.

1



5) Montrer, en utilisant la formule de Green, que I✏ = J✏ �K✏ avec

J✏ =

Z

|x|=✏
|x|2�d@'

@n
(x) d�✏, K✏ =

Z

|x|=✏
'(x)

@

@n
|x|2�d d�✏

où d�✏ = ✏d�1d! est la mesure de surface sur la sphère de rayon ✏ et
@
@n = �

Pd
j=1

xj

|x|
@

@xj
la

dérivée normale unitaire.

6) Déterminer la limite de J✏ et K✏ lorsque ✏ tend vers zéro, en fonction de µ(Sd�1), mesure de la

sphère unité de dimension d� 1.

7) Calculer �f au sens des distributions, et en déduire une solution élémentaire du Laplacien en

dimension d � 3.



Exercice
1) On a

§
"
dx=Ï"" à

= i ! Sing dy → i§si dx .
2) Par intégration par parties,

§
"

eimirlxtdx = -§
,

e
""
m'(a)dx

+ ¥e"Rylr)- + e-
""

yt → 0
nos

3) Ta :c e.
""'

up ( K)
Soit qe C.

" ( IR), qlxk qlottxrxlxl ,
supp q

c [- R
,
R]

{Tn , g)= Gupta), e.
""g) =

= ¥:(Ï * + { é÷a)
= ¥:(Ë dx + { è"ax)=
= cela ¥:(ÏÏ'dx+ÎeÏax )
+ § eüixlxdx = n' Iqco)Ëë"xhddx

Quand a-ses
,
iI y 6)+ È ein# rxlx )dx → n'Iylo ) .

Réponse : Tn → iI S
. .



Exercice 1) Tn := rixe"" .

Soit qe Ca
" (B) .

{Tn , y) = § rixe
""

q (x) dx
=

= - it § n ( qlxtxq ' (xD e.
""
dx =

= - § (2cg
'

( x)-t xp
" (x)) ein" dx → 0 .

Réponse : Trio .

2) Soit qe GTR) .

{ Sn , q) = § n'xeimcqlxdx -§ n'xeicqlxdx .

Par intégration par parties !

§ n'xeimcqlxdx = - f- [ ne""( qlxltxylxlldx
= § ein" ( 2yYxHxq"(x )) dx + 4¥,

terme de bord
.

De manière similaire
,

% rixe "" qlxldx → - q lol .

Hépense : Sn - 25. .



Exercice
1) On a 8k * S ,

= Su ,
et Sa # Sa -_ Su ,

donc

ÎË sacs ,
- a) = ( s", - 4)= Sn- so .

Si qe CFCM), alors

{ sa - So, q) → - qco), donc

Ê sa * ( s, - 5.) = - So dans D'CR) .

2) 8! * 1µg = Six ( A-cas)'=Sx*( A- s.),
cs

donc [ SI * Iep ,]
= - So -

kF0

3) Soit E :*-Ê SI . Alors

En →E
,

où En:= - ËÎ SI , En# ton- So
,

donc par la continuité de la convolution
,

comme 1µs est à support coupants
Et A-

roi]
= So

.



Exercice Soit QEÇIRD .

Par la définition de la dérivée au sens des distributions
,

4¥ -¥) E. a) =# 6¥ - Êtes
-=
!! (¥ - lqttsxldxdt - ¥→

Considérons Le changement de variables
u= txx

,
v= t -x

,

*.us :-D , i

¥
,

⇒ qlt, a)= yftxx, t -x) , donc

qqltixt-ouyltxxst-xl-Qylt-x.to),
Qiqlt,xt-diylttx.t-xl-ouqylt-ix.tn)

+ QQxft-x.t-xl-diyft.sc, t-x),

dxqltsxtouylttx, t-x)- Ovylttx , t-x),
oùqltsxl-Qylt-x.tn)- QQ ylttx, t-x )

-QQ ylttx
,
t-x) + directe, t-x),

qqchx)-Qiqttsxt-40udylt.sc, t-x) .
Le jacobien de l' application QÆ Des#HD vaut 2, donc
dxdt = ztdudv, donc

§! 6¥ -È) qltsxldxdt-2SSQQylu.ir) dudv=
= 2 § ( [ oulovxluidv) du)=



= 2 § du [ [Qyluisdvfdu-%df-ylu.at) du=
= 2×0,0),

la dérivation sous le signe f étant justifiée
par le fait que y c- César) .

On a donc (Ç - ¥)E = 250 ,
c'est

-à - dire EE est une solution élémentaire

de l'opérateur différentiel 0¥ - ¥2 .

Indication Soit f- une fonction intégrable
à support compact -

,.Une solution particulière de

Ieiquationdbnde@E-QcYu-_festdonneeparu-_ltzE7x-f.On
peut voir facilement que cette dernière

distribution est en fait une fonction , donnée par

(*) (( EE) #f) A.x) - t!! f- (t-six-g) dyds
A xltsx)

En effet, il existe 1270

et une suite de fonctions
( fn)n dans ce

,
à support #

dans BCQR)
,
telle que

¥:b Il f- fallu =D .



Par le thin page 63 du poly ,

(t# *fn est une fonction lisse donnée par

( ttE) * fn) (tm)-LÈE, fnlctsx)- D) =

( ¥) = t §! fact-s, x-g) dyds
Comme fr1 f- dans E) ( IRD)

,
la continuité

de la convolution
, page 66

, implique
( ÈE) *fini LEE) * f.

D' un autre côté ( E) , et le fait que fn→f ,
dans L

'
et supp ( fn) CBCQR) pour tout n

,

implique { §! fnft-gx-yldyds-zty%fCt.sn-y),
uniformément en Lt, x), donc (ÈE) *f
est la fonction continue donnée par (x) .

Rémmaque La solution élémentaire f-E n'est pas
la seule solution élémentaire de Ê - ¥2 ,

"

mais c'est la seule qui vérifie
no incoming radiation condition

"

,
c'est-à-dire

le système est en repos pour les temps négatifs
et décrit la

"

réponse
"

du système initialement
en repos à une excitation en Lt,x) -10,0)

par un delta de Dirac .



Exercice 6.

Êtais rcx) lxt-f.EE .

Par chair Rude
, ¥g= ¥ , = f- IÏ ,

O.ci#CrD--FKr) ¥

Qg?#D= F-"H + t'f) ( f- Ï) ,
IEN)=ËfF"H¥#Htt - AÏD =

= ¥ G)Îxi + ÉFGI - IFK)Ëxs?
= F-

"

f) + f- t'f) - IFK)-F-"f)+ t'G) .

2) f- (x) 1×12-d .

f- est une fonction localement intégrable,
donc définit une distribution .

En effet, l' intégrabilité sur tout compact
qui ne contient pas 0 est claire .

Sur BCQI )
,
on a

§
",
f- (x) dx = où § Mdr"dr = fra ,

où q est l' aire de la sphère unité .

Par la question D
, pour Ffr)- Fd , six-70, alors

If (x) = F
"(r) + ¥ t'f)= (2-d)( t-d) rdxld-D(2-d)r

-d

=D
.



Soit qecéslrd) tq 0$ supp q . Alors

{ 1-Tp , g) = ,
1-g) = 4f, Ay) =

= §
,
f- (x) Aqlx)dx=§

,

Aflxlqlxldx =0 ,

donc #f) 1µg,
= 0

,

3) supp ( Atp) c f03, et un thon du cours

implique qu' il existe KEN et axe pour ldkletq

Atp - §« axàs.
4) On a

<Af, g) = 4f , A-g) = § ¥ A- qlx)dx=

= §
,
¥dz A qlx) dx * Ie .

A-y est une fonction bornée
,
donc le premier terme

tend vers 0 quand E-90
,
et on a

{ Af , g) = fin Ie .

5) Par la formule de Green,

§
,

Éole Aq (x) dx =

§
,

¥ù Onqlxldre -§
,

them) . tqlxdx =



= Je -§
,

on#à) qlxldri-%A4.ae/qlxIdx
= Je - Ke , car A ) =D .

6) On observe que

tel E svp ltqlxl §
,

lxltddr , et que
XEIRD

§
,

lxl
"
dre = §, E-de

"
do = EH
→ O
E-20 1

donc ¥} Je -0 .

Concernant Ke , on voit que ¥ txt"= Cd-2)lxltd,
Ke = QQ! (d-2) lxltddr t§(qlxtqld) (d-2) lxltddr ,

¥ ( d-2) Etddr = ( d-2¥, dr = ( d-2) µ
")
,

¥
,

(

qlxt-qldlld-flxltddqf.si?y.ptqlxt-qldlld-2)!eetddre 0

¥-145,4)
par la continuité de q .

On en déduit que ¥ç Ke = (d-2M$
")q(o) .



7) Les questions 4) 5) 6) impliquent

(Af , g)=¥çIe=¥ç(7- Ke)- (2-d)µ qlo),

autrement dit A- f- = ( 2-d)µ ($
") so,

au sens des distributions .

On obtient une solution élémentaire

F- (x) = f- (x) - cz.dz#i-Fxd-T .

Application Si g est une fonction continue
à support compact, alors une solution

particulière de l'équation Amg est

ulx) = - §, §¥÷T dy ,
ce qui peut être justifié de manière similaire

à ce que j'ai écrit dans la Remarque
après la solution de l' exercice 5.

E-(x) n'est pas la seule solution élémentaire

du laplacien, mais c'est la seule qui converge
vers 0 quand lxl→os

.


