TD V: SUITES, CONVOLUTIONS, SOLUTIONS ELEMENTAIRES

1ER AVRIL 2021

Exercice 1. 1) Calculer la limite de la suite de distributions T;, = %Zn_é op.

2) Calculer la limite de la suite de distributions T}, = n(5 1—0 1 )

n

Exercice 2. 1) Calculer la limite
ein:v
lim lim dx
n—4o0o0 r—0+

r<lzj<l T
en fonction de I = fR % dx (On rappellera pourquoi cette intégrale est semi-convergente).

2) Montrer que pour tout R > 0, lim, f|x‘<R e"®)(z)dz = 0 pour toute fonction v dans
C*(R).

3) Calculer la limite au sens des distributions de la suite ei”xvp(%) en fonction de 1.

Exercice 3. 1) Soit T, = n?ze™*. Montrer que (T,), converge dans D'(R) vers une limite &
déterminer.

2) Méme question avec S, = n?|x|e On calculera (S, ) avec ¢ fonction test, et on écrira

einx — _inflaxeinx).
Exercice 4. (1) Montrer que la série Y725 0k * (61 — dp) converge dans D'(R) et déterminer sa
somme.

(2) Calculer > ;2% ) * Ljo,1-
(3) Déduire de la question précédente qu'il existe une distribution E & support dans [0, +00]
telle que B x 19 1] = do.

Exercice 5. Soit F : R?> — C donnée par E(t,z) := 1j4|<¢- Calculer, au sens des distributions,

02 9?
(52 — 3 E(t, ).

1
Exercice 6. On note |x| la norme euclidienne sur RY, d > 3, |z| := (Z;.lzl x?)i On pose A :=
d 82
—.
j=1 837]’
1) Soit F' une fonction C*° sur |0, 4+o00[. Montrer que
d—1
A(F(lz])) = F"(l=]) + WF'(\HTU

2) On pose f(z) = M% pour z dans R%\ {0}. Montrer que f définit une distribution sur R et
que sa restriction a R?\ {0} vérifie Af = 0.
3) En déduire que Af est une combinaison linéaire finie de dérivées de la masse de Dirac en zéro.
4) Soit ¢ € C§°(RY). Montrer que
A = 1 IE, U IE =
(Af,p) = lim I, o /

|| >e€

1

1



5) Montrer, en utilisant la formule de Green, que I. = J. — K, avec

Op 0

Je = 2>~ (z) do,, K. = z)=—|z[* 4 do

=[Gt @ K= [ gt

ol do. = € ldw est la mesure de surface sur la sphére de rayon € et 8% = — Z?Zl %% la
J

dérivée normale unitaire.

6) Déterminer la limite de J, et K lorsque € tend vers zéro, en fonction de ,u(Sdil), mesure de la
sphére unité de dimension d — 1.

7) Calculer Af au sens des distributions, et en déduire une solution élémentaire du Laplacien en
dimension d > 3.
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Exerve 3. ;) T = e
Sovt € COW(Q)

<T\)*~f> = g nx e (X)Ax =
R

'\ﬂ')(

= - 1\’ é (Lf(%)+”>(cg(x)€, dx =
- (ZLf (x)~+ iu()" X)> e ™ —0.
R
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Ex@ro’oe 4 .

D) On o 5 %65 = 5., et S x5 =35,

donc
o~ a~|(
2 §x(s-8)= 2 (6,-8)= 6.— 6

61‘ Q-f 6 Cow ("Z)/ CJ.O"S
< S S g ) — —CP(O)/ donc

;Z %k X ( 8\“’ 80) =| — 60 dans Qj(’E)‘
2) 6! * :ﬂ'fO;l] = 8k* ( 4_(:0’0)’: 8k7(~(5\’ 60))
doonc k,i=o %\: X 1(:@\] = |— 6»‘
3) Soit T :::-f 8,2 v Alors

=\

En_ — E/ O.\\A Ew: = | T -kZ 82 ) E\N* :d'EO;\] —> 6:;)
G(~0ng POA- l&, COV\/\'JUV\W'*\{/ de \Q, Conwvolution
Comawe_ j—to,q b « Suﬂ\or’t uom[)ayb
E Ly iro/q = 80 ,

/



Exercite 5. Soit S - CWO’Z?)
CU' ].O— de lm)clon de lo. dérulec Cbbt sens des cltstrb'ouhons

<(®tz‘ J)E C?> <E fatz g.')‘-[’>— 1

Sf (fav fa:)cr(t)—x) dx dt - %/7
lc|<t

x
Considérons e chcuxﬂe,men’c de yarnables
w = 't —+ X, v= t -’JC).
\'\/(U)V)iz QF u;_\/) U‘i\l L
"
7
o alt 0= w(tix, k-x), donc 7/
A (to)= Dy (brn, tx) +/3 (e, t-3), ////4
’Btch (‘t)x):/é:'\‘/ (txx, t-x) + [, vy (kex, t-x) u

+ 9./, w(t+x,t—x) +9V2x\/(t+1c, t—x)
rD,Lcr (tyx)= Oy (tex, t-x)— Ay (trox, -x),
Q,f‘cf (5x) = ly (£+x, t—x) = 9,9, y (B4, t—x)
— 9,9, vy (tex, t-x) + I~y (t+, t"‘),

('a%ch (t)’x—)/ zecf (t)’)(,):z l-l/aug\,’\Y(‘t-(")C) E—X) .
Le ja.(,o[a\'e,h. de L’ Ctpplfcafcion (‘tpc) — (U,V) vaut 2, donc
dx dbt = 7 dudy, donc

SS (’BL’ z)‘\’(tf")d*&‘ 25 gra 0, Y (un)dudv =



= Z f”c)u [ Swa,«l/(u)v)dv] du=2(§9%u("\r(u)0)> du=
’ 0 - 2~ (90),

oo dérivabin sous le sgne | Gtomt jusifide
le fait que vy € C(RY).

On o done  (B-)E =25,

C)efc —a— dire LZE est  une solubont  Elémentasre
o* 2
de Uoperateur différenbiel Fz-

AWL(LCLHOY\ Soit -i» une ,-Foncfcfon. x'n,’céa rable
oV 6\«&1)])0\3( Com[)&ct
WUoe So].ujaon, Pa,rtmuhere. de [)Q/Clu.ahon d or\o\a,

(@2' 9 )u = est  donnce pas

u = ( ';\Z'E) X % ,
O\’L Pe,ut N(oly J’fagclemen’c c‘ue cette dem{e‘re_
distribution  est en &a{t une %onobqorb ) dorme/e ?ar

(9‘«\ ((%E)*~¥~>(‘t,x)=%‘g\g %(‘E 5, -—\j\djo\s

\\J|<5 £~

(t)"ﬁ)
Ea e,He’C, L oexiste K20 é\

et une suk de «K—ondtb'ons

/ x
(’Y’m)a dans C% a Support //%

—
dons @(O,K)/ telle que

Um \\ ,‘.— %r\,“‘_l =0.

n—= v




P le thm page 63 du poly,
QE)*%& est  une fonction lise domée par

(QE) X »?rL) (t0)=<3E, t(GEx)--)) =
(5) = % $.Ces xoy) dyds

\\3\<5

Comme -‘-m—k%_ dans E)(\Qd)) oo continuité
de la convolution, Paae 66, fm?l\'c\wa

(£E) #4e = (LB« fr
Dun omtre O (,&)) et le ,fq’(\: que ,fn'.—y'_‘"
dons L\ et 5u?p(~}“)cf5(0,l2) pous ‘tout n,
mpls
2 g Ges <y dyds > 1S 4Csny)

\jl<5 \j)<5

uni{ormefment en (‘E)x)) donc (%E) 76%—
es’c lCu ﬂyom,’don. Coanue donnée Par (96)

“eemarqw La.  solukion €lementuire Jz-'E lest pas

laa  seule solution élémentaire de %—2 - 7;%‘2 y
mais cest  la seule CTlLC Vénfie

" ho incOm{nj cadiakion condition ) Cest —~a-dire
le S\js’céme est en wepos  Pour les t’emps ne’ﬂaﬁ{—s
et ddurit o réronse” du Systeme initiolement
en reps A une extabion en (x)=(90)
pas  n delta. de Tlrac



Evxeruce 6.
|> Notons +(x):= |

x| = \)ioc: :
i
Or

“or  Chain Qule/ ’Bx\‘ = lc(‘-i‘) Dot — ‘):’ o3 )
%(F@)): () %A
2 2
@;Q:(r)): q:h(")% T T_ﬂ(")(ir_ ﬁ?))

c

AFE) = 2 [P0 F(L- )] -

J-\

= 7.’\'—"“(\')2’jc + "F(J‘_F()ZF’C

)
= T () + F'\:)(r) :F)( )—f[:“( ) F (“)
2) ()= 1=

-? est  une _f—onc,‘tt'on Localement \'ntéﬁra,ble ’
donc dé{'xni’c une distribution.

En effet, l)intégrabilike/ sur tout Lom()o»ct
c‘w' ne Contlent pas O et daire.

Sur (6(0)\), on Qa
\

S «?(X)dx = S S rz'dra/\d" = ‘Si'“-d)
BLo)n) o
o & et lare de la sphére wnite.

Tar |l quesjc\'on l)} pour ‘F(r)___ rZ—d) st x 20, alors
AY(x)= F()+ )= (2-d)(-a) s -2
=0,



Soit p € C;’”(nzd) 'l:C, O¢ Suﬂo g Alovs
< AT, L[’>= <T%> AQ{’> = <{H Ag) =
= S «%(’I)Acf(”()dx = S A%(X)Cf(x)‘ll =0,

‘51/«()‘) “F S\Aﬂ) cf

C\OHL (AT+>l\Q4\{of == O)

3) f’“VP(ATJ&-) c {Of/ et wn thm du cours
fmp[iciu& Ciu)ﬂ existe kelN et Ou€el pous ’ollsk%:q

A_lt‘- = Z a’eL Q‘LSO
) sk

4) Oa a
<A%’ “P> = <%) A“(’> = ‘é \T}L‘\Tz‘ Acf(x)dx:

= S —LA_—‘)_ AQP(*)C‘I + T..

\xls € ‘m\

A t.? EA\’ ne —gov\d:\'on_ bOH‘\Q,Q , donc LQ Prew‘er ‘te rme-
tend wvees O C‘wmd €——'>O/ ek on

CAba>= Uy T
5) Tar la %ormu\e de %reer\)

l
S )82 AL"(’X)A?&‘-’-

bd»>¢

§ am g dn-§ vlidm) 79todx =

lxl=¢ x)>¢




= 'J&—-g Q(BJT')? &6'+5A||H)Qf(fx)

b )=¢ lx|>¢

= De—Ke, car A(gm) =0
6) O\'L observe c‘ux.
3 € sup %) § Wids, e que

xe(z = §

Yo de = § ed'\c{f:e/«(“i‘*’D

x|= ¢ \“dlf— 1 g O
€0

donc Lim U =0.

&0

Concernant K¢, on Vot que %\\1\2’&_@,2)],1\ \'&,

QP(O)S (d 2) |x|\ dds’ + S (q?(x (.F(OD(A— )"X"ch[Fi).

=g lx\=¢

I

S (d-Z)Equ (d-2) S dy = (d-2) /«(5‘* ')

)=t \\3\'
l S (L[’(%)~cf(0)> (d_z) lx\"“ols; <
bd=¢
s lgeq] (42)§ s, o
- &2/“/_7 o)
Ccovvwt _—_/.\ 5

par lo.  Conbinwité  de ¢
O en  dédwt qur Lim K “(cl Z) (‘SA \)cf(O).

&0



'7') Les qu.e/)h‘ons L) 5) G) 1'mpli’o[we,n‘c
Ay gp= im To = L (Jp-Ke) = (2-d) 1 (8 (0)

¢—=9

cukrement  dit A-} = (2-4 )/‘l (‘Sd-\) 5

ou Sens  des  distribubons.

O obtient  une solukion  élémentasre

I - \
(248" 'PV('I) ~ (@) 1(5*) xS

E (x)

/\W[\wu’cwﬂ S 3 est  une —%or\ cbion  continue
o Support COmP a.ct alory une  solukion
P(lr‘l:t caliere de L ec]w{:{on Au= 8 est

| qly)
u(”() = (d_z)ﬁ(ﬁd“) S |'>(—j\d'2 dj )

Vzd

ce cybu P(’Mt ef\'ﬁ st\:\—f—\e de mowuere sSmilae
e} (e c‘ue_ J c\,L éenk dans la EemarC‘ue.
Q,i)res la.  Solukion de \} exercice S

Elx) nest pas la. seuwle solubion ¢lémentaire
O\u\ LCLP[(Lc{er\ maus Ces‘l‘ lo. seuwle Cim Con\/efje
ves O C‘ua/vxd x| =0o.



