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Info-matin pratiques
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* CM les mardis 9h00 - 12h15

,
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,
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Examén
date à préciser .

☒
10% de la note finale .



C-hapitr-I.IE/acesdeFrechetD-efinit-in.--Soit ✗ un espace vectoriel sur E.

Une Sexion est une fonction p
: ✗→ [poste

ayant les propriétés suivantes :

i) plu-1ff plut -1 plu)V-u.ve/Iii)p(7u)--I7lp(u ) thee
, u
EX .

☒

Soit ✗ un espace vectoriel sur E

et P , , pas :* . une suite de semi - normes

DefinitionI. On dit que
la suite de semi- normes

(p;); est séparante si tu c-✗\ { 0}
il existe je N'

+ tel que pj (u) > 0 .

☒

D-Efinition-3.S.at p , , pa , . . . une suite

séparante de semi- normes . On dit qu'un
ensemble UCX est ouvert si tu #U il existe

jo C- N'+ et E>0 tels que
{ vex : pj ( v- u) - E pour tout jsj. } CU .

Proposition 2. La fonction d : ✗ ✗✗→ [pas[
--

as

définie par deux)=¥,ÈÎËpË→
est une distance et induit la topologie défi ci-dessus .

T



Démonstration Posons d'abord

d. (u) :=;Ê, ¥ ÊËË .

On montre que do a les propriétés suivantes :

i) doc#=D ⇒ ⇐0

ii) do ( ut v) Ç docu) + d. (v) , tu>VEX
La première propriété résulte directement du fait

que
la famille (pj ); est séparante .
Pour montrer ii) il suffit de voir que

⇐ËÊ + ¥Ë÷, , vient.
La fonction f- (t) :=¥t est croissante et concave

pour f70 .
Posons a:=pj(u), b pjlv),

on a donc pj (utv) Eatb et

f- ( pilum )) s f-(atb) E f- (a)+ f-(b) .

Les propriétés i) et ii) impliquent facilement
que d est une distance .
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Soit UCX un ensemble ouvert selon la Déf . 3,
et "

:::: : :: ::::::::?Sans restreindre la généralité, on peut supposer EE 1
.

La définition de la distance d implique alors

¥ < 2-"
"

e
, vient .

En particulier, lfjsjo on a

Pi( < { { ⇒ (2- e) pjlv - u) - E )l + pj.lv-u)
donc pjcv-u) < E pour tout jsjo ,

ce qui implique v c- U .

Ainsi
,
la topologie

de la Définition 3 est mi-fin que
la topologie induite par d.

Pour montrer qu'elle est aussi plis fines ,
il suffit de prouver que pour tout veX , E >

0 il existe

je N'
+ et E >0 tels que

{ve# ÷. pjlv-ukcv-jc.jo } c { ✓ c-× : dlusv)-ê} .

Pour cela
,
il suffit de prendre j'☐ C- IN

"
tel que

2-ï < {ê
,

et E - E E .
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Puisque ✗ est un espace métrique, il est clair
ce que signifient la convergence

de suites

et la notion d'une suite de Cauchy .

Lennie. Une suite (ui)n d'éléments de ✗ :

1) converge vers u si et seulement si

Linn pj. (un - u ) = 0 , pour tout jeN'
+

.

n→ es

2) est une suite de Cauchy si et seulement si
V-E>0

, jeN'+ 7- NOEIN tel que

Pj (un - un) < E pour tous mon > No

☒

Si (p;); est une suite de semi- normes
,

alors en remplaçant pj par Max pi )LE ;

on peut supposer sans restreindre la généralité
que §)j est une suite croissante , c'est -à-dire

pj.CH#pg;+ii (u) pour tous u c-
✗ et j'

•

c-☒
*

.

Proposition-2. Soit ✗ un espace vectoriel,
muni d'une famille croissante de semi- narines (p;); .
Une forme linéaire T : ✗→ ¢ est continue

si
,
et seulement si, il existe j' EN

* et C>0

tels que /Tu / E Cp; ( u) , tu c-× .

Démonstrationsait T : ✗→6 une forme linéaire telle que
/Tu / E Cpj (u) , uex

,

et soit fun)n une suite qui converge vers O
.
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En particulier, pjlun)→ 0 ( voir Lennie 1)
donc Tun→0

,
autrement dit Test continue

en u-0 . La linéarité implique que Test continue .

Inversement
, supposons que pour tout je N'

+

il existe Uj
. c- ✗ tel que

/Tu;) > jpj.lu;) .

Considérons la suite ✓
j'= .

Par l' homogénéité,
"

Pj (Y ) = pjluj) < § , JE N'
+

.

Soit KEN? On suppose
la famille ( pi);

croissante
,
donc V-jzkonapklvjkps.lv;)Ejt,

ce qui implique tim pklvj) = 0 .

j'→os

Par le Lemme 1 de la page précédente,
Vj 0 dans ✗

.

Mais /Ty. / = /T Ëj / = 1 JEN'
+

,

ce qui montre que T n'est pas continue .
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☒finition Soit ✗ un espace vectoriel
, muni

d'une topologie induite par une famille séparante
de semi- normes

.

On dit que ✗ est un espace
de Fréchet si ×

,
vu comme un espace-

métrique, est complet .

Étripes
1) si ✗ est un espace de Banach

,
alors

✗ est aussi un espace de Fréchet .

En effet, il suffit de poser plu) :- Hulk
et pj (a) =D pour tout ; > 2 .

2) Soit ✗ := EN
"

l'espace des suites de nombres

complexes ⇐ ( u
"
, u
"} . _ .) et posons

pj
. ( u) : = / ucj) /

Montrons que ✗ est un espace de Fréchet .

Soit ( u o , u , , _
_ . ) une suite de Cauchy

dans × . Par le Lemme ↳

pour tout g.EN
*
,
la suite (u!" .us", . . .)

est une suite de Cauchy dans 6, donc elle

converge vers u C- ¢ .

Encore une fois par le Lemme, Un→ u dansX.
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3) Soit C(Rd) l'espace des fonctions continues
u : ☒→ ¢ et posons

pj ( u) : = sup / ufx) / .

txlsj

Alors C (Rd ) est un espace de Fréchet .

4) Soit / Epics . On définit LEUR
") comme

l'
espace

des fonctions mesurables u : Rd→ ¢

flux) /Pdx < es pour touttelles que
×

tard compact ( ess sup /ulx)) si f- os) .

✗ C-K

/ ulx) /Pdx)
"P

Posons pj (u) :=;

_

Là! (Rd ) est alors un espace de Fréchet .

-héorème- Soit ✗ un espace de Fréchet,

dont la topologie est donnée par une suite

croissante de semi- normes (p;); , et soit

(Tn)n une suite de formes linéaires continues

Tn : ✗→ ¢ telles
que

sup /Tru / < os ,
tu c-✗ .

n

Alors ïl existe C >0 et j'EN
# tels que

/Tnu / En Cp; (u) * NEN, UEX .

Démonstrations La preuve est basée sur le théorème

de Baire
,
et ressemble beaucoup à la preuve

habituelle du théorème de Banach- Steinhaus .
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Considérons les ensembles

Ann : - { UEX :

sup t.hu/ En}, ment .
n

Par l' hypothèse, U Am - X -

MEIN#

Chaque An , étant une intersection d'ensembles

fermés , est un ensemble fermé .

Par le théorème de Baire
,
il existe me IN

"

tel que Ann est d' intérieur non vide .

Il existe donc WEX
, JEN

" et E>0 tels que

{vex : p; (v-u ) - E } c Ann .

On observe que Ann est convexe et symétrique
par rapport à 0 , donc

pjfv-u) - E ⇒ pj (u-v)=p; (Run)-a)«⇒ Zu-veau

⇒ v- ZUE Ans

donc { (v-1 (v-Zu)) = v-u c- Ann
,

autrement dit

pj.tw) < { ⇒ WE Am ⇒ sunptnw / Em
,

et on obtient sup /Tnw / ⇐ E- pjlw) . ☐h

À



C-hapitre-IIE-spaees-defonct-insdiffei-entiables-1.LU
espaces C

'' (R)
-

Soit RCR" un ensemble ouvert
. On pose

[ (d)=CYR) := { u :D→E ; u est continue sur R}
C

' (R) := { u :P→ E ; u admet des dérivées partielles
d'ordre 1

,
continues sur R }

:= { u :D→¢ ; i=l
, . . . ,

d
, 8¥.

existe

et ¥
,
c- CLR) }

Par récurrence
,
on peut définir

CKCR) :- {u :P→E, ti=L . . _ d , %÷. existe
et ¥

,
e-CHER ) }

On
pose CMD )

: = À CYR) .
1<=0

Montrer que , pour tout ke
Nu {os},E×"

Ck (R ) est un espace vectoriel sur € .

De plus, si ↳ ✓ C- CYR)
,
alors avec "(R) .

DIfinition-N-atinllnmu-ti-ind.iq est un élément de IN
"

,

✗ = (L
, , .

. .

, La ) . On pose
121 :=L

,
+

. . . + Xd (Longueur de &) ,
x ! i. = (& ! ) . . . ( La ! )
Ô : = ¥ . . .

d"
XD

Si 4f c- IN
"

,
on écrit

-

✗xp ⇒ Psx ⇒ i=l , -→ d pi Edi À



Si t.pe Nd et x >p , on définit

X-p : = (x ) -p , , . . . , La - Pd ) c- Nd et on pose

("coefficient(F) PÈTE = !Ï( FË ) binomial")

Exercice soit KEN { as} , UECKER) ,
DE Lek et ije { 1

, . . . >
d} pour j' =L , . . _

,
L .

Pour ME { l , . . _ , d} , posons

d-m'= # { j
'

: ii. = m} ,
et soit d'- = (x , , . . .

,
✗d) c- Nd .

Montrer que
* KI =L
* ¥

,

¥
,

_ . .
u existe et est continue sur le

* Xu existe et est continue sur R

*¥¥
,

- . _ ¥ u = du .

Exercices (Formule de Newton )

Pour ✗ c- Rd et LEN
"
,
on pose À :=xÎ

'

. .
. xÎ' .

Montrer que , pour
tout x

,yet
"
et ✗ c- Nd

,

(x+yY= [ (F) x'y" ,
Psx

où la somme est étendue sur l'ensemble de tous

les multi- indices PEND tels que PEX .

À



Exercise ( Formule de Leibniz)
soit ↳ ve c

" (R ) et ✗ c- IN
"
avec HIEK .

Alors Mur) = -2 (f) (alu ) %) .

par

Pour x> y c- Rd, on note txt : = FÊTÉ
la norme euclidienne de x .

Si ✗ c- Rd et Fc Rd
,
on pose

d (x,F) := inf Ix- y / .
YEF

LEE soit RCR" un ensemble ouvert
.

Pour tout j c- N'
+
,
soit

kg. -

_
= { ✗ c- R

"

; Ix / Ej et dlx.cl) >j' } .
Alors

i) tje IN
*

, Kj est un sous-ensemble compact de R
et Kjc Êjti )

ii ) U ÊJ = R
j'EN#

iii ) Si KCR est un ensemble compact,
alors il existe je N'

+ tel que Kckj

Reinrque Une suite de sous-ensembles compacts
de l vérifiant les conditions i) , ïï) et iii)

est appelée une

suiteexhaustive-decompactsdel.IE/ercice-5.Démontrer le Lemme 1
.

À



Par la suite
,
( K;); est toujours la suite

exhaustive de compacts définie dans le Lemme 1
. .

Définition ( Semi - normes et pseudo- boules)
-

Soit KEN et UECKER) . Pour tout je N'
+

,
on pose

pj
! (u) := I sup /Ôu(x) / .

la /EK ✗ c- Kj

Pour KEN
, j' EN

# et E>0, on pose

V
;
" ( c ) : = { uecicr) ; p,! (u) - E }

( pseudo- boule de centre 0 et de rayon E) .

Définition (Topologie sur CHR))
soit KEN et UCC " (R) . On dit que U

est un ensemble ouvert dans Ck (R) si

pour tout uc-U.it existe jeN'
+ et ce>0 tels

que

ut Vice) : = {un ; vc-Y.ME) } cu .

☒

Pour montrer que cette condition définit une topologie,
il suffit, comme on l'a vu au Chapitre I,

que La famille ( pjkj soit séparante, ce qui est vrai .



Définition-
_

(Topologie sur CER) )
Soit UC C- (D) . On dit que U est un ensemble

ouverte dans C- (R ) si pour tout ue U il existe

KEN
, je N'

+ et { >0 tels que

{ un ; ve CTR) nY:'(c) } cri .
Reinrque La topologie est définie ici par
la famille dénombrable de semi- normes (p !),
indexée par jeu

* et KEN . On est donc toujours
dans le cadre du Chapitre I :

Exercie. Montrer que
c'est la moins fine topologie

sur C- (D) telle que pour tout KEN

l' injection CTR )C C
"(R) est continue .

Pr-oposition-50.it KEN et (un)n une suite d'éléments

de CHR) .
Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) un→ u dans Ck (R)
, pour

la topologie ci-dessus,
ii) KCR compact et ✗ c- Nd avec Kkk

,

⑨ un→ d'u uniformément sur K .

Démonstration. Rappelons que, par le Lemme 1

du Chapitre I, un →u si et seulement si

Lim pjklun- u) = 0, pour tout j -
n→ os

En remplaçant un par un- u,
on se ramène au cas u=D

.

II



f ^

i )⇒ ü)
-

Soit j tel que Kckj .
Alors Linn pÎ( un)=O⇒ àun→Ounif . sur Kj ,

nos

donc aussi sur K
, pour tout LE /Nd tq IL / EK .

ü)⇒i_ Kj est un compact, donc

tim pj
! ( vin) - O -

n-ses LT

troposition Soit (un)n une suite d'éléments

de C-(R) . Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) un→ u dans CTR)

, pour la topologie ci-dessus,
ii.) H Kar compact et ✗ c- Nd ,

Nun→ Vu uniformément sur K .

Exercice-7. Démontrer cette proposition .

☒

Pour tout PCR " ouvert et KENU {as}
,Théorème

est un espace de Fréchet .

Le reste de cette section est consacré

à une démonstration du Théorème 1- et sera

abordé en TD .

Lemmy Si (fa) n une suite de fonctions C
'((a, b ))

telle que fn→ f- et f-n'→g uniformément sur (a) b),
où f et g sont des fonctions bornées continues

,

alors f- C- C
' / Ca, b)) et f-

'
=g.

Soit ce (a) b) et
✗Démonstratif

f- (x ) : = f-(c) + § gcy) dy , ¥"""

On sait que fncxt-f.de) -1 Ê f-n' (g) dy .

On en déduit que fnlx)→ f-(x), donc f-Ê .

☐



On obtient facilement une version en dimension d :

-

Soit ] : = Ca, >4) × . . _ ✗ (ad , ba) C RdLemme

et (fr) ,, une suite de fonctions C
' (J) telle que

f-n→f et Qçfn→gi uniformément sur J ,
où f- et gi sont

des fonctions bornées continues
,

alors f- c- C
' (J ) et Gif - gi .

Démonstration En fixant toutes les variables

sauf une et en appliquant le lemme précédent,
on trouve que Qç. f-

=

gi .

Corollaires soit J : - (G) 4)× . . _ ✗ (ad, ba ) c Rd , KEIN
et (fin)n une suite de fonctions C

'' (J) telle que
* fn→ gx uniformément sur I , the Nd tq KKK,
où gx sont des fonctions bornées continues ,

alors f- : - Lim fn c- Ck (J) et Ôf=gx V¥ Kkk .
nos

Démonstration Récurrence par rapport à k
.

Pour 1<=1 c'est le dernier lemme .

Soit 1<72 . On obtient
, par l' hypothèse

de récurrence
, gi

: = Linn Oxifn C- C
"# G) .

n→cs

Comme dxi f-=gi, on obtient la conclusion .

*¥¥÷:%aË÷ËKen
.

Soit (Un)n une suite de Cauchy .
Par le Lemme 1 du Chapitre I, on voit que
d'eun / µ,

est une suite de Cauchy
pour la norme sup , KIEK et j'EN

#
_. lis



On déduit du Corollaire que, pour tout g. c-N'
+

il existe vj.EC
" ( Ej ) tq

d'eun → d'
vjg unit. sur ÈJ .

On définit une fonction v : l → Ci

par la condition ✓ (x)- y. (x ) si ✗ C- ÈJ. .
Alors ✓ est bien défini, veck (R)
et un→ v dans CKCR) .

La preuve dans le cas [•(R) est similaire .



Èé¥ËàEpprt→p¥Soit ne CLR) . On appelle le stepper
de u l' ensemble

supp u : - 52nF où T-i-lxc-R.su#--o}

Comme F est un fermé de Rd, supp u

est un fermé de R
.
Il est caractérisé par

✗
•
ER\ supp u ⇒ xoER et JE>0 tel que

/x- x. / CE ⇒ ulx)=O .

Pr-opositi.org L'ensemble D.\ supp u est le plus grand
ouvert sur lequel la fonction v. soit nulle .

Démonstration Soit U un ouvert tel que
uilx) =D pour tout ✗ c- 21

,
et soit x.EU .

Alors il existe E>0 tel que /x - xd - {⇒ ✗ EU

⇒ u(x)-O
,

donc x.EU supp u.

Cela signifie que UCRI supp u .

☐

Definition soit KCR un compact, KEN v { os} .
On note Cà (R) : = { UECKER ) ; supp uck}
L'espace des fonctions C

" à support inclus dans K .

Rerq¥ On voit que CE (b) = ACER) .

KEIN

Definition ( semi- normes)
si KCR compact, KEN et vec ,! (R) ,
on pose pié (u) : =I sup tchi (x)) .

IL/çk
"C- K

À
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Proposition 1) Si Kel compact et KEN, alors
-

Cpf (R) , muni de la norme pÈ ,
est un espace de Banach .

2) Si KCR compact , alors CÊ (R) ,
muni de la famille des semi- normes (p#% ,
est un espace de Fréchet .

Démonstration l ) ( È (R) est un sous-espace

fermé de C " (R)
,
donc il suffit de vérifier

que pÈ induit la même topologie que la famille
des semi- normes (p!)j. .

Mais d'un côté
,
il est clair que p;

" (u)» px
"
(u)

si j est tel que KC Kj .

D'un autre côté
, pj
! (u) E piètre) pour toutj,

si supp uck .

2) La preuve est similaire
,

et laissée comme exercice .

Exercice Démontrer la partie 2) .

À



Remarque Si KENU {os} et si on pose , pour xeprd,
-
-

ûlx)- utx) si ✗c-R et ûlx)=0 six #R ,
alors a- c- CYR") . En prolongeant par zéro une fonction
de CECR)

,
on obtient une fonction de C 'à (Rd) .

Définition Soit KE Nu {as} . On note

CMR) :={uec "(l) ; supp u est un compact de R
"

inclus dans le } .
On a donc C! (D) = U

Kcompeut
[È (R) .

KCR

Si Kes
,
on note aussi CE = DCR) .

☒

On voit immédiatement que Cà (D) est

un espace vectoriel .

Req¥ Dans la littérature
,
on considère souvent

COKER) muni de la
"

topologie inductive
"

,

mais nous n'allons pas le faire ici
.

Exemple Trouver une fonction uec ! ( R )

qui est quadratique par morceaux .

☒


