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Chapitre T.  Espaces de  Fréchet
Pefinibion 1. S0tk X un espace vedoriel sue C.
Une semi—norme  est wne ~For\c,’a’or\ P X —> [ O 0oL
&.jant les Proprt’é’cés Suivaxbes ¢
1) P(\-H-v) < plu+ P(v) Yuv eX
w)  p(A )= Al p(w) VaeC, weX.

Soit X un espace vedonel  sur C
et Pi> Pasess une swre de semi—normes
Definition 2. 00 dit Gue lo- swite de semi-normes
CP3>J est séPqu,nfc st N we X\ gO}
il existe G N¥  tel que ‘Oj(u)>0.
%{nch’on 5. Soik P Pzy-~  Une suite
Sé?&mr\,'t{ de  semi—normes. On dit cfu'un
ensemble U <X est ouvet si T ueU il ewste
Joe N* e >0 tels que
{VGX: Pj("’u)<£ pous Jcodtj(jo}cu.

V|

47"’0?050:\"0&& La «for\t:b'or\ d: X~X—>T0 e[

o S 1 L)
de,Fm\E, par d(u)\l)= Z 24 \_:.. P‘-(v-u)

est une distance et ndut la +oPoloT'e, def e~ dessus .

i=!



Dé monstration TPosons d’abord

— 3 L Al
do (W) := J%T T ?j(u).

Oa  montre Cfue do a lea Propn'é{:és suwantes
Y db(W=0 = w="0
{t) do (U< v) < do(u)+do(v)) Yuwve X
La fr)rem»’e\re fro')r;ef’cé resulte  directement  du «%ﬂi\?
ciue lee %Cum‘lbe. ( P )\) est SéP&TCLn’Ce :
/pour montrer {c) 1L su,ﬁct de Vow c{uc
__E{_(““’V) < Pi(w) + _ﬁ\&')— PN
| < P&(uA—v) P Vi(u) -+ 0;(v) ) J :
La »{Lonc,’c»'on. -r—({’) ;= \E-_’c est wossante <t Concave
pour £20. Bsons a:= ﬂ(u)) br=py(v),
on a dont Pj'(u-w) sa+b ek

«f-( (’i(uw)) < -‘—(Cutb) = ‘('CQ«){- {—(‘9)

Les PPO‘)H’E{:’Q-S i) et ﬂ'i) mel»que,wb *&u‘hmew\?
ciue. d et une distance-

N



Soit UC X un enemble ouverst selon la Def. 3,

el uwe U. Sout d° kb g donnds pas lo @4.3.

Sans  restreindre oo jénéral(’cé ;o peuk supposer € .
Soit veX el que d (uv) <27 "¢ .

Lo définition  de lo. distance d Lr\'\‘\,")lzt'(‘u& odors

N oSt o~ -
21 |+ py (v-u) <2% ¢ | yewT.

En Pav‘tth,ulfev) \/j S So on G
Py =)
|+ P (\l-u')

done P (\/—u\ <€ Pour tout J < jo,

< 7e (2-¢)plv-u) < e,

Ce qw x'm[:biqu& Ve lU. Auns , la Jca‘)oloﬁn’e
de la @é{»’r\i’cim 3 est mowns .Y-{ gue
loe fo‘\oloju’e wndurte par d.

Your montrer qu)dle, est ausst ?_lix_s_' rg—t&_ )
L suffit de pouver que Pour touk ueX, €>0 il exste
pEN*et €30 fels que
{veX: pi(v-u)<e \djsM < {vexX: dluv)<T].

tPOur c,e,la) iL 6\&%1'{ de P"Qn&fe joé ,N* {‘d CIM
27 <‘\i€) et £<-‘2'/€v-



Pusque X et un espace métn'c‘ue , b est daur
Ce quﬁ st'ﬁm'][\’ent la conversence de swies
et lo  notton  dlune  swite  de chdnj-

lLemme |- Une swite (Un)\—\ déléments de X :

I)Corwerﬁe vers w5 et seulement sy
\vfg\;}; 175(\.1“ -u) =0 5 four touk jeN*.
2) et une suite de CCuAd\j $v et semlement s
Ye>0, jeN® 2 NeIN  tel que

Pj(um—u,\) S ¢ Pour tous myn 2 N,

X

) CPI)} est une suie de semi— normes,

alors en re,m;\al&ga,nt Pl P(LT Y{\Qf ’?\_ )
$)

on Pebbt Su")POSCf sans vestreindre o Séne/r&u\'e/
UR (ﬂ)& et une swite crossante N est —a—due
FJ (u-) < ’PJ'H (‘U-) ?our tous uexX et je\N*.

?roposil:for\. 2- Soit KX un PO vedkortel,

munt J)W —Y—&mﬂke, Lrossante de semui~ Nermes q){){.

Une %orm indasre T ¢ X—=>C st (ontinue
51, et seulemen} si, il exite SQN* et CrO
Lels Gue \_ru‘ < C,ﬂ(u)) N uweX.
Pémaastrakion
Soit T:X—>C une fgorme Lnéaire  telle que
[Tul s Cp(w) , Yuey,

et St @Wp)h  une swite cru( wrwerje vers O,




En ?th{cu,\,fer) ﬂ(uw)-—’ O (\IO\'V Lenme ﬂ.)
donc Ty —AO) coutrement dit T et conbiaue
en  wu=0. La linéart fm‘)l»’(‘ue clue T ext contihue-

’nv@ﬂement) $uﬁxosons C'ue pour tout je N*
il exsste 1'% EX tel que
\—I"uj' > J FJ(U‘J) "
COnSCderons lCL Sm{’c \li = —J__\‘rual .
Tar l"homo jefn,é te, .
l | N -
Soit ke N*. On  suppose o fomlle (e |
Croissante, donc W 42k on @ plspily) s,
Por k Lemme 4 de lo page farécédew’te,
NV, —> O dans X.

i . -
Mais | Tvl= \ \‘-?J)'\\: 1 Yiew?

'3 quu' montre c‘wz_ T r\!&\? ?(LS Conbhinue..



g{m Soit X un espace veckoriel ,  muny

d une topalojx’e mduite pPar une {amuue séparmte
de semi—normes. Oh dit cl“ue X est un QP&
de Frechet o X, vu comme un u’)au.
m&n’ciue , est complet.

'Exem‘)\e_s—

1) S0 X et un espace de Banach , olos
X et auss un espace de Frechet
Bn effek, W sulfit de poser P\(u) o= Il
et Pj (u) =0 powr tout J z2.

Q) Soit X :=CW L)eSPcu,e des swites de nombres

ComPLQxes u= (Um) U(Z)y——) et ?osons

pi(w) 1= u9
Montrons que X est un epase de TFréchet
Soit  (uo, u,, ) une Swie de C&ud:\3
dans X. Far le Lemme |,
T)ou,r tout J'eN*) la swite (uo(’.),u,(i))-_-)
est une swite de Ca,uu\\:j dans C, donc e
Coh\lerae vers W e C .

BEncore  une ""Ol.rs 1)0.‘- le Lzme/ Ua— U dons K.



3) Solt C(ﬂZd) l}eslxue des efond:t'ons continues
u: R C et Posons

(D= sup 1)

x|$d

Alors C(R?) est w espace de Tréchet.

‘L') SOH: |$P sco. On clé-%ﬁnit L_?Oc('z(i) comme
[‘e,s ace des {»onc’n’ons mesurables w rQ,d—AC
+ellen qm g |u(~x)\pc\1 <  pour ‘touk

K
’)< C YQA C,omPC\,Gt ( 295 SuP ‘fu('x)) St P—:_ (p),

x eK

\
sons Pj (u) 1= <g \ u('n)\P C\x)/P .
l

x| sj

L—\i and) est  alon un espace de TFréchet.
K
Théo®me |. Sott K un S de Techet,
dont la toPolo gie est donnée par une swite

Croissante de  semi— normes CPJ)J 5 et soit
C-rr\)n wne  Swite de eForme,s lindaires  Continues
ot X=>C telles clm
Sup | Tou| <@ , Wuex.
Alos il existe C>0 et jG‘N* tels que
Thoul < C_Pj(u) , YnelN,uen.
Demonstration La Preuve est  basée sur le théoreme
de Baire, et ressemble becuxcouP a la Preuve
habituelle du théoreme de Banach— Steinhaus.




Considérons  les  ensem bles
An = {uéX '~ Sar,tp I—\'qu' Smf) meN¥.

Tar L)htwo{:hése/ “\\gm* Am = X,
Ch(l.c‘ue Am, €tant  une intersection dlensembles
termés ,  est un  ensemble ,Y-ermé.
Far le théordme de Baire, 1l existe me N¥
tel Gue A est  dintreur non wide.
IL exite donc weX, jeN* et €0  tels que
gveX: pi(v-u)<ef o An.
On  observe que A ot convexe et Sjm,e/ L—u‘c‘ue.
par ra,lbport & ©O, donc
Fd’(\/-u) <g > ﬂ(u—v)a Ps ((2uv)-u)<e=> 2u-veAn
= v-2ueAn,
donc % (\H— (v-Zu))= v-u € Am
autrement  dit
Pﬁ-(w)<£ = WEANn = Sup lﬂ""' sm,

; M
et on obhent Sup "l',L u' S ¢ PA(”)' 0



Cha,loi-\:re Es?cues de _gonc’a'ons du‘ﬁémn’c\'ableg

i . Le,S eﬁ[)&.u&s C‘l (Q)

Sok R CHZO‘ un  ensemble ouvest.  On /Pose

C(Q)=C°(Q) = {\UQ—AC ;) - est Continue sur Qj
C\(Q>’= {u.= SRR—>C ; u admet des dénvées pastielles

d’ordre i) Continues sur Q}
={w:Q=C; Yi=), ,d, %ﬁ;

et %~:t € C(S)) }
“Hour reourrence , on T)e,u,t d&%{nir

exuste

C“'(Q)::{ug—ac) V{=|..~Cl) gc‘\ existe
ot %GC""(SZ)}
O pose CAR) = A Q).

k=0
Exeruse 1. MOY\JC\'Q\‘ Ciue ) ’I’)D\u‘ tout ke Nu {C/O})
Ck(g2> est  un espace Vectorel sur (.
T ps, s w,ve C(Q) alors uve CH{(R).
&-‘Z(nihbm / Nototion Un mulbi=1ndice est un &lément ole N‘1 )
0¢=(¢\).-~,oéd>- On pose

‘OLI":OC\ + ... 4+ oLy (\ohﬂue\w de 04>)

QL‘. = (BA‘!>,_‘ (Oz,d‘.)

/ad' = DT .. D

x, X

51: OL)PQ \t\]d) on &t
0&2(3%> (EsoL S Vi=|,..,d [5;@4»'

|



S ope N' ot oL 2f, on definit
—(5 = (Ol\ -[5,)..,) da—{LA)eNd et on ‘)om

d ) "
(OPL) = p?%c-;s)! - E-(? ) Ccoﬁiiicﬁ

Exercice 2. Soit ke N u {C/Oj) uE€ C"(SZ) )
Vs lsk et id-e{l,..., d} pour J'——-‘)---)L-
Pour M e {' d} Poson s

U 1= :ﬁ:{’ . ":‘ “’\,}

et soit ol:= (oé' ) - - oéd) (S N
Montrer que
x || =L .
*K % 5%. - -9’1—‘% W exvste et e,s’c Continue Sur Q

ol .
x  du existe et est continue sus Q

2.9 2 o
* <, ’_Q?tL_\ - ox u = 9 u,

Exerace 3, (erule de MQ.\JJCOV\)
Pour  xe R et ol N , on pose <= x‘f'.-. x:fd
Mor\l’rer ﬁue) ?Ouf tout 'x)je lﬁ et Xe Nd)
(Ocirj)*: (p) ’ “'P
e
ou la somme ost éEtendue sur Uensemble de ous

les multr —wndices (Be NA tels qUQ /A <ol .

o



Exercise 4 CtOF\'\'\u\e de Leilom'z)
Soikt  u,ve Ck(sz) et oleN® avec |0L|§k~

Alos  (uv) = PZoL (g)(fépu)(fadﬂpv) :
Pour 'x)jeYed) on  note "xl-': \si TZ’

A=)

d

laa.  norme  eudidienne de ~x.

Sv xelR? et T-'CY\ZA) on  fose

d('x)'?) = 1'nf"— l‘x-\j\,
\je\‘—’
Lemme 4. Soit QLc \120' un ensemble ouvert.
Pous  tout (S (= N* , soait
K = {—:ce nZ"‘)' 'I'SJ el d(x)CQ)Z-A‘—}.

d
Alors

i) VJEN*) KJ‘ est un sous— ensemble (;omPact de G2
et K < K,

W) U K, = Q

ﬂ'em* d
wi) 9 KeQ et un easemble C.om")cu.t)
alos 3L exite i N* L que KoK
emamgue Une suite de  sous—ensembles Compacts
de G2  vérhant les conditions i), W) et ait)
est aﬂ)n.\e’a une sute exhaustive de Com’[')d.CtS de Q.

Exerace 5. Démontrer le Lemme 1.




Tar lo suite (KJ)J est touJ‘ours la swite

exhaustwe de comPuts dé‘—m(e dans le |Lemme A..

@é{—x’ni{-\'m (semu'~ normes ek r‘)sw&o— };oubzs)
Soit ke N et ueck(gp_). @owf toult de \N*) on Pose.

\Oolk (u.,) 1= Z Sup |’8°Lu(x)’ :

lo| €k x ek

Pour kel}\l/ J'elN* et €>O/ on pose

\/&.k(g) t= {U.e CK(Q,) J Pdk (u_)< g}
( P&eu&o— boule de centre QO et de \‘ijon €>.

fpé%int)cion (TO?OIOju'e sur C“(Q))

Soit keN et U< CH(R) On dt que U
et un ensemble  ouvet  dans CH(R) st

Pour tut we U L exste d’eN* et >0 &l clue

u+ \/J-k(a) = {u.—\-\/)‘ V€ \/dk(e)} < U . v

%ur montrer Clue cette condition dé«fl’ﬂit une ‘\:vI)o\Oj"e/
L 5uﬂ—{b comme on Vo Vu o itbre T,

Gue loo {-Cvmi\\f. ([7;)1 Sot Séﬁavcuft’e/ ce ciu.x" est vrak -



:D_é{i\'n()ci'on, (‘ro?oloat'e sur C°(S) )
S50t Uc Cw(.Q.)- On dit que W est un ensemble
ouert dans CT(R) si pour tout ue U il exste

LEN J’G\N* et £€>0  +tels c1ue

/

{ wev; ve C”(sz\n\/f(e)} < .
emarqgue La '\:oPolojte. est c\e]ﬁmte Yo Copar
Lo -fra,mn\\g c[.enombrcbu( de semi— normes (PJ>
‘ndexée pPar jeN* et ke N On ot donc '\Tou)ours

dans le  cadre  du Cha,{)il'r(’. I.

Exerdw G Hmtrer (1\49, c.e,sf lae mowns %L'r\e. kovolog\'e,
sur CM(Q) telle Gue  pour tuk kLEN
L’ LﬂJQCthrL C(R )C— C k(Q) est continue .

Tiofost’abn, Soit kelN e (wn) une suite déléments
k(Q) Les conditions suivantes sont écrw\/aleni‘e,s-’
1,) WUy —> w dans C (SZ)) pous la J@?ol,a o ci—dessus,
W) ¥V KeQ wmpat et WoreN ave sk,
u. — %u undormement  sue K.

Vémonstration . @apPelons Cjue J /Par le Lemme 4

du Cho.fitre T, Uy U St et seulement s
Y}L"’;\; ij(u\r\‘ V) = O/ PO\U‘ ‘out 5-
En rewplacant Uy par w -,

on g umene auw ws w=0,

|

R



'f)‘=> W) Soit J tel que K < \(J' ]
Alos  lim pi(u)=0=> Fu—>0 unfusur K,
O[onc. OUALSSY Sur Kf/ Pouv ‘kou’c OLG Nd fq \&\Qk
w)=>1) K j et un compact, donc

ALion Pak (U\'\,B = Q0.

n>oe
(Pm\vosth'm Sott (Un).  une suie d%)gments
de C(2). Les conditins swivantes sont éc‘w’vc\len{'esi
1) Un—>w dans C”(SZ)) pour lo 'L'cPolo e G—dessus,
n) Y KeQ c,omPcu:t et O&GNd)
’B“um — P*u um‘{—orme’mcnt' sur K .

—Exeru'c,e ; (.Dafmonfref ce’c’ce. Proposﬂrion- m

“Theoreme |, Dur  tout ch’ed ouvert ek keh\]u{m})
C"(Sz) est un espace de T téchet- m

Le rete de (ette seblon et consacre
> ume  demonstrakion du Theordme 4 ot sera

> oborde en TD.

Lemme  SU (*‘m)a Une swite de ~{—ouc’c\'o(\s Cc'((a, b))
telle que —Yq\ -—»‘. ok ,F,i —9 um'{-ormément sur (a, b) }
ou -F et 9 sont des }fonc:t»‘ons bornées continues |
alors -@e C'((a,b)) et _P-_—,g.

Démonstration. Soit cé€ (('L) b) X
_T_,('x) P = —Y-(c,) + S C(}(lj)dﬂ , Yxe(a,b).

On sait Gue -fn(fx)= —s—,\(c)Jr S—ﬁ-@(g)o\j.
On en déduwit Clue -Fn(’x)-) %(’X)/ d.oonc .‘,f—(—\( D\—H/

ul




O\’l obtient «‘laulement une veson en dimenaon d -

Lemme Soit J:=(a,,b)x . = (ag, by) < R?
et (-fm)n' une swite de tonchions C'()) e que
{'(\,_;“' S v 9.,{ {-n —qy um‘{—orméf\r\en’c sur J,

o F et gy sont des fonckions  bornées  centinues,
alos $e C'(J) et Af=9: -

DVémmdration.  En  fixant  toukes les variabey
sauf une et en aﬂslsc‘uan* e lemme Préce’den’c,
on trouve que 91@ —‘- = Gi -

Corollaire  Sotk D= (@, b)x .. x (a4, by) = 1R, ken
et C*?a)n Une swite de {onch'ons Ck(J) telle que
4 — Gy~ Mnidormément sur I, Vaen! 4q W<k,

ou . Sont des ef—onc:tions bornées continues,

alos  £:= lim 4, € Ct(J) et T% =g, Vsk-

n—->

Démonstration.  Keéaurrene  par rapport a k.
TPour k=4 et le demier  lemme-
Soit kz2. On obhient, par \.)h\jroﬂ»ése
de récurrenc, qs = }_\»“;L Dehn € C kA (3)
Comme (axg%:ﬁi 5, on  obtleat la Conclugion.
Vémonstration du  Théoeme 1.
Considérons d’abord le cas keN.
Soit (Un)n, une sSuite de CCLU.c,h\j-
Par le Lemme 4 du C)\[b‘)d'rﬁ 1, on voit que
D% Un e ot une suite de Co.udxj
(Powr ch norme  SUpP , Y sk et J'GN*« s




On  dédwt du  Corollare que, Pour tout \"GN*
il existe V; e Ck(&%j) Jcc‘
D% W, —> ~a Vi und.  sur EJ, :
O définit  une  Jonctlon v 1 2 —C
Par lo.  Condition V(%)= \/J'(T) st x€ %0‘ :
Alos v est bien dq-(néj \IGCE(Q)
et  Uw—> v dans CK(RQ),

La_ preuve dans le cay Cm(g) est simidaire .-



2. Tonctions de dasse Ck a suﬂ)ort comPaCl,‘ -
j_Zé-ffnﬂ:COn Soit we C(.Q) On va’])?/\le le :&Lﬁb_i

de w Lensemble

Supp & 1= R AT oo = {xe.Q;u(f:.)#o}z

Comme T est un -f—errne’ de nZ"‘) supp w
est  un fY—erme’ de S2. Il est caractsiss Par
T, € RN\ supu S %ER et >0 tel que
[x-x,)<e = ulx)=0.
(Pio?osch'oa Lensemble  S2\0 supp w est le pkus jm,nd
ouverl  Sur \u‘ue,l. low {—Onch'or\ W sot nulle |
_@émonsfrﬁ,’c(or\ Soit U un ouvert tel que
u(x) =0 four tout <eU, et soit x,eU.
Alors il easte >0 tel que l’x-~:co\< e=>xelU
=D u(m):O/ done  xe 2N\ Spp W
Cela 9ﬁm‘_]ife que Uc gl\wv‘) .

!
@éﬁni{nbr\ Soit Kel2 un c,omfa.d:J kel u g w}.

On  note C; (Q)= {U.E Ck(Q) 5 supp W& K,}
L’es[)c»ce des _Y-ond,’l'ons Ck & suﬂ)ort indus  dans K -
('eefmcwa_bﬁ On voait que 0,2(9)—-' t@ CéCQ).

@ef{-{ni’c{on ( semi— normes)
Si KcQ wmpat, keN ot uweC(Q),

on  pose P (W)= D~ sup | 9% (x)) -

)k *




@Mml>5i Ke Q Compact et keN, alox
Cé (R), muni de la nomme Pé)
et un espaLe de Banach .
2) Si Ke 82 wmpact; alows Ce(Q),
muny de  la H‘Z@mt‘\le des semi—normes ( Pé)k )
est un espace de Fréchet.
;Démons{'ra.hbrt l) C é (9) est  un sous— espace
-ferme’ de Ck(SE)) donc il sufhit de eritier
que 19.5 wndwt  laa meme to’\soloat'e que la famile

des  semi— normes (P:)J :

Mais d'un 3t€, 1l et darr que ij(u)a PK"(u)
51 j est fﬂ.quc K c '<\i \

Dun qutre  C3HE, ij(“) N p'é () our buty,
S Supp u € K.

2) o preuve eat  similaire j

et lQissée comme  exerule -

Exercice  Pémontrer | Par'h"& 2).




(Qemem—que, St keNvu icfo] el sl on posc, pour xe@d)
Gx)=ulx) s xeRQ &t TG)=0 sv x éS2

alors Ve Ck(ﬂzd)- En T)ro\onjea,nt par 2ér0 Une %om,t'tbr\.

de C:z (Q)/ on oltent une X—oncbbr\, de Cé (MZd).

@éftnt’n’or\ Soit ke Nwu {C/D} On note
Co"(Q\ -'={ué Ck(52>5 Suﬂ) w est un COMPMt de YQ"\
incdlus  dans S2 }
k k
On a dome C_ (Q)= N Ce ().
KcmoQ
Si k=2, on ak auws CI(Q)=D(XR).

A
On  Voit  immédctement que Cok (S?.) st
un - espace veckorel .
Kemargque Dans la Littérature, on considere  souvent
C;‘“(Q} mun de  la n{-qaol@jit wndudhive

) . . .
mais nous nallons ’1)&,5 le -Y—cw‘e Yoy

EK&mP’l(_ Trouver une ffor\etsbr\. ue C c',(VQ)
qu,u" ent ciu(ulrcdn'ciuc plr  Morceaux.



