
3. Approximation par convolution
TT FtpÆespace CRR)

contient des fonctions autres que la fonction

identiquement nulle . Pour examiner cette question,
on commence par le lemme suivant .

Lénine ll existe une fonction qe (Rd)
telle que supp g = BÂ ,

gcx) >0 pour tout xtqlxkl , et § qlsddx-1 .
Démonstration soit f- : R→ R définie par

f- (E) = { e-
"t si t>0

0 si TEO .

Alors f- C- C
" ( IR) .

Soit jlx ) : = f- ( t- txt
') .

On a je ( IRD)
, suppj-BCO.IT

et floc)>0 pour tout x tq lxkl .

Enfin , posons
q (x)
:=F
¥5445

.

Et

Si qe C. ( IRD) et f-c- L'* (Rd), on pose

@ * f) (x) : - § qlx - g) fly) dy (A)
Observons que, pour tout x c- Rd

, ytsqlx- y)
est une fonction continue à support compact,
donc l' intégrale (*) converge . ⑦



hein 1) Si qe C. (Rd) et feu! ( IRD ),
alors q * fe CARD) .
2) Si qecéltd) et f- c- Là (Rd) , alors

4Kf C- C
' d) et

Qcifq #f) = ( Qciq) #f, Vie {b.→ d} .
3) si keNuts} , qec! ( IRD) et ff4! ( IRD ),
alors q * f- c- C

" ( IRD) et

( y #f) = (d'g) *f, KLEIN! Kkk .

Démonstration
1) Soit x c- Rd , Oss - 1 et à c- Rd tq là-xks .

Soit REIR tq supp QCBCQR ) .
Alors

, pour tout ce >0 710 tq S Eso implique
supp q (à -

e ) C B ( O, Rtlxltt) , et

§:&,
19Gt - y)- qlx- y ) ) s e donc

Ilq#f) là ) - (q #f) (x) ) =

=p §, @ là - y )-qlx-ydftyldyl-lpyr.a.eu
,
Ellie -

ytqlx-ybfhgldyffxof.am/HI-Yt9k-yYtflyYdy
± ES lflylldy ,

BCO
,Rxlxlxl )

ce qui prouve la continuité de q *f. 12T



2) Soit ie {b. . . , d } . D'après l)
, (dxiq ) #f-

est une fonction continue .

Montrons
que Qçlq #f) (x) existe

et est égale à ((Qçq) # f) (x) .
Soit e; (O, . . .

, 1,0, . . _) . Il faut vérifier que
IIème position

| (qx-fXxt-teiI-Cqx-fXxI-t@xiqIx-fXxII--oCtIquandt-s0.Pour
cela
,
on exploite la continuité uniforme de Qciq,

de manière suivante : montrons que pour tout ce> 0

existe à>0 tq se so et ltlsso impliquentÏq( xxtei) - qlx)- tdxi.ql.cl/EetHV-xeRd .

En considérant séparément les parties réelle et imaginaire,
on peut supposer que q est à valeurs réelles .

Soit sa >0 tq
là - xles.es/Qciqlx)-QciqlxI/EE .

L'existence de So résulte de l'uniforme continuité de @a.q .
Par le théorème des accroissements finis,
JE tq IEKIH et

qlxttei) - qlx )- tQciqlxttei) , donc

(

qlxeteil-qlxl-tqeiqlxll-ltdxiqlx-teil-toxiqlxllslttloxiqlx-teil-Q.iq(x ) ) e EIH .

On conclut maintenant comme dans la partie 1) :



( (q *f) Cette;) - (qx-fkxl-tkq.gl#f)lx)/--f!(q(x+tej-y)-qCx-y)-t0xjqCx-yI)fly)dg/
= ↳§#↳µ, (cflxttei

-

y) - qlx-yt-tdxjqlx.gl/fCy)dyf--dt)

3) Récurrence par rapport à K
.

Remarque On dit qu'une fonction mesurable

f- : Rdse est à support compact s'il existe
KCR compact tq f-(x)-0 pour presque tout

xe RIK . On voit que, si f- est à support
compact , alors 9Kf également .

Notation Soit je CÇ( Rd) vérifiant les conditions
du Lemme 1- Si E >0, on pose felx) := (E) .
Alors supp je =BF et §, getxdx- 1 .

Preopositin. Si u est une fonction continue sur Rd
,

à support compact, alors le # u→ re uniformément,

quand e→ 0 .

Démonstration
Soit 8>0 . Il faut montrer qu' il existe e >0

tel que / (peu) (x) - ulx ) ) s s pour tout
XÎIRD

.

et EE Eo -

12T



La fonction u est continue à support compact,
donc elle est uniformément continue .

Soit 0 tel que
Ix - y ) s e

. → Iulx)- uly) ) es .
Soit xe ¢ et EEE. . On trouve :

Ils#a) lx)- ulx) )=/! gdx-g) uly) dy - ulx) )
= ( §, fdx-g) uly) dy- §, gdx-g) ulxldy )
⇐ §, felx-y) lulytulxldy s

=

§?,P« lulytulxtlfgdx
-g) dy E S .

Rd

corollaire 1 . Si ke Nu { es} et mec! ( IRD ) , alors
-

pour tout ldlek , d' ( qe # u)→ du uniformément

lorsque {→ 0 .

Prévue Par le Lemme 2
, 0% * a)=p * (Fn),

donc il suffit d'utiliser la Proposition 1
,

avec Fu au lieu de u .

À



théorème 1) si ne LPCIRD ) , alors

¥3 Ille * u - ville = 0 .

2) L'ensemble CE d) est dense dans L' (Rd) .

Démonstration
-

Étape On montre que, Yvette
et ED

,

il fçxvllhp se Nkp .

En effet,

Agathis - 5ffgdx-ylvlytdyfdx.RO/Rd
Par l' inégalité de Holder

, pour XERD fixé ,

| §, felx-g) vlytdy [=/ §, fdx-g)
""
gdx-g)

" vtydyl
"

= lgdx- a)" vthp -§, gdx-g) htysldy .

En utilisant le théorème de Fubini
,
on a

Hsexvllu? ⇐ §, §, qdx-g) hlyltdydx
← § (vlytl " §, gelx- g) dx ) dy = llvlhp

"
.

÷

Reqz 1) L' inégalité %,
gdx-g)vlyldyfqf.pk-g) hlytldy

peut être aussi obtenue facilement
de l' inégalité de Jensen . ( Exercice ) . #



2) L' inégalité ltgxvllhpellgllullvlhp
est un cas particulier de l' inégalité de Young
et un cas particulier de l' inégalité de Minkowski .

Exercice Expliquer la dernière Remarque .

Étape 2 .
Soit 8>0 . Il faut montrer qu'il
-

existe Eo>0 tel que EEEO implique
Hg , * u- villas E S .

D'après le cours sur la théorie de lamesurç on sait qu' il
existe v

, une fonction continue à support compact,
telle que Hu- vllhp E ts .

La Proposition implique qu' il existe E. 70 tq
EEE. ⇒ 11f, #v - v Hep e tss .

En utilisant l'étape 1, on obtient

Hféu -ullhpEHfex-u-qx-vlh.pt/lgg*v-vlhp-llv-ulkp=llqex-Lu-vllhp-llu-vllLp-llqx-v- vlhp
⇐ 21h-vlhptllgex-v-vlh.PE S .

Etapes Dans l'étape 2, on a vu que
11f, #v- ullus EÊS .

Mais fçxve Co"( Rd) et s est arbitraire >0
,

donc Ca"( Rd) est dense dans L'( Rd) .

\ Et
A présent, on formulera et démontrera des résultats

analogues dans le cas d'un domaine général Perd .#



Théorème soit le Rd un ouvert et KCR un compact .

Il existe une fonction qe CICR) telle que
Nx)= 1 pour tout xe K et OE izlx)et Axel .

Démonstration
Soit (Kj); une suite exhaustive de compacts de R .

Soit j tel que KCÉJ , et posons

←= min ( :# test , ¥;
""Y ')

yctkj

qlx) : = (qe * A-g) (x) , Ixe

÷.ae#iai::is:::en:::::-
On sait déjà que zec

" ) .
IBE

On va montrer que supp q c Kj , .
En effet, soit xeRh Kj# .

On a

Ux) = §, gdx-g) 1dg)dy= { fecx-g) dy . (*)
j

j

Mais lx-y ) 7 E pour tout yekj , donc felx-y)-0,
donc Ux)- O .
Par la définition de CICR)

,
on conclut que

rec.HR) .
La fonction µ est positive , d' intégrale 1 ,

donc (*) implique aussi Oçnl# 1, Axel .



Enfin, si xek , alors

plat §.pl#y)dy--!gdx-y)dy-&yeCx-y)dy--1-&%felx-y)dy?

Par le même argument que tout à l' heure,

{
*,

felx-y) dy -0, donc plx)- 1 .

Corollaire soit Mord un ouvert et (Kj);
une suite exhaustive de compacts de R .

IL existe une suite de fonctions (Mj} telles que

Rj ECÇCR ), pj (x ) =L pour tout xekj ,
supp Rj

C
+,
et OE Rj

. (x)et pour tout x-P.

Démonstration On applique le théorème précédent
avec § ,

à la place de R
,

et Kj à la place de K -

là



Théorème 3 . Soit RCR ' un ouvert .
-

1) Pour tout ke Nuts}, coach) est dense dans CYR),
2) Pour tout petit, cst, COMM) est dense dans

LPCR) et dans L'Lcl) .

Démonstration 1) Soit UECKCR) et ¢;);
la suite trouvée dans le Corollaire 2

"

.

"

Il est clair que, pour tout j'EN
*

que c! (R) et t.im guerre dans CYR)
.

Mais
, pour je N'

t donné
,
si ED est assez petit ,

alors fç * (Mj x) C- CFCM) , cf - la preuve du Théorème 2 .
Par le Corollaire 1

, le # (Rj 4)→ rlju
uniformément avec toutes les dérivées d'ordre Ek

,

en particulier dans C " )
,
donc qju c- CET ,

-

.

donc ne ÇCR) également .
2) Si ue Lidl), alors Ying qu - u dans L':(RI

,

donc il suffit de montrer que tu C- CFCP
,VJEN?

Mais
, pour j'EN

* donné
,
si ce>0 est assez petit ,

alors qe # ( izju ) c- CICR) .
Par le Théorème 1

, le * ( Rj a)→ tlju
dans LP ( IRD) , donc aussi dans L'Ill),
donc tjue ÇTRT .

Exercice Traiter le cas de l'espace LPCR) .

Remmarqué La famille (fc) , lorsque e→0
,

est un exemple d'une approximation de l'identité .
-
-

là


