5. A me(m action fPCUr Convolution
IL rlest pos évident su L’e,s[)o.ce Co (SZ)
Contient des eFonctm'On ¢ Qoubres Tue la *on chon

1‘dm’cfﬁuement nulle. Pour examiner cette ciueg’c\’on ,

on  Commence par le  lemme suwant.

lLemme | Il existe  une _f—onc’abr\ ?6 C”(n@d)
telle que  supp ¢ = B(O1) ,

§(1)>O Vouv tout X JCC\ \’)C)d) et Ssy(jc)&,c: .
Kd
Démonakin ot $: R>R défini por

et st £>0
-Y'(t)——' { O st t<O.
Alors £ e c(R).
Sot ?('x) c= «f»( | — |oc|2).
On o ’?\' € CwOﬁd)) Supp ’SF' = B(0))
et ?’(’X—)>O /l')ouf tout )cc‘ Ix)< ).

(x)i= == .
y 5,594

En{iv\. ) T)o&on&

1
o1 e C, (ﬂed) et {-6 L_:OC(RJ), on  pese

(g* PG <= é g9 fPdy (%)
Observons que,  pour tut <€ HZ“, ‘j'—” Cf(X'tj)

est  une fonc)cm'or\ continue o sul)rort Com[)act )

donc L)L”n‘tef rode ¥ Converge .
" J (%) con " %



Lemne 2. l) Sy Qﬁ e C, (Rﬂ et %G L.\Q (YE“)

alos  cpx ]Ce c(r).
2) S cfe C, (Kd) et fé Ly (tﬁd)) alors
gt € C!'(RY) et
Qq(?*—‘-) (@ Cf)*%) ‘6{‘) ~) }
3) Si keNuff | U{GC (W{d) et %6 L.\Q(Y?d)

aLors JS C (rre°‘ et
c_(;*{. (o )*%) FoleN? o<k
@é monstration
1) Soit ’JCéVEd) O<$<| ot ekl tq T -«|<8§.
St Kelk 4y Suppch%(O)Q)
Alors, pour tout €20 33830 g § S, LmJPLx(iu.e
Supp cf(oc -) « B(9 Q+|x|+1)
sup | (% - )= ¢lx-9) < e

jel

[ (pe)E ) = (gef)0)| =
=l é\@?(?“j)“ @(x-y)) £(4) O\\J)

=|

8(0, Relxit1) (C((SE NTj)"gf(’("‘j)) —"(3)63 )

N g Iﬁf@c’ —g\—cp('x-\ﬁ\ H’(\j)\ dj

B(Q@\ x| 41)

<e | |49l dy,
B0, R+(xl+\)
Ce qui  prouve Lo continuite  de S %t |21




2)  Seit  iefl,.,d]. Dapres 1), (O q)xt
est  une %Or\cbfor\. Conbrnue .
Montrons que ®1¢(°f k&-) (x) existe
et est éaq,le. o ((%@*%Mx)
Soit e i= (0,-,1,0-). 1L duk vérfer que

] (0 x4) (o) = () (0)- 13, ) £8)60)) =)
C‘ucu\d t—O.

TFour cela , on e,xfsloitc la.  continuité undorme  de Qxcg(;)

de manlere suivante! tnonron s que [Jour tout ¢> 0
Loexste 670 g 86, ek bl S6 mplquent

lcf(au te;) — L{?(x\—t’&x;cf(x)l < eft, Vxert

En  considérant séParément les patles réedle et mw.j(nc.{re )
on Pe,u;t Supfloter  que c.f ot a valeurs réelles.
Soit 5, >0
l X-x|<g8, ﬁ]@x\.c\)(;ﬁ)- @r{c')(x) < €.

L'existence  de &,  Tesulte de L‘uniforme continuilke de Dr‘(’

/170,? le ‘Hxéoréme des  GLecrorscements %\'m'g/
3% JcC\ lt)\c'( €l et
‘-f(‘r-t—te{\——tf(x): f@x{(.f (’)C‘*[EQ\B , donc

lc‘)(i%teﬁsLf(x)~‘t(a,“c‘7(oc)' =
= [ —b@xt‘ c‘?(o(+!:€€¢) — % Oy cp(x)}
< &l \@,(\\r_f(au%ef\——@,\- ¢(x)] = €\

—

O condut maintenant comme dans (o ]')a,\-‘l,’\'e l)
|22



[ 2 4) (o) = () -H( (e Y| =
§ (glerte ~)= gly)- 13, 4G-9) {9 &y

) |fb(£,z+ i) (e b 9) = 9lemy)= 3 ) § 9y =9

—
—_—

3) Kecurrente par raﬂwf‘t o k.

gema;qm On dit C[u)une %Onci't'on mesuroble
.g. RI>C et & Suﬂ)ort Compa.ct sl existe
Ke R ComPact tcl {-(w)cO pour  presque tout
xe QNK. On voit que, sv t et a Suppert
Compact , alors Cf*% éﬂ&lamen’c'

Notation — Soit g€ CO(RY) Vérifant les condbions
du Lemme 4. S €>0, on [7056 fg(’x)“—’é‘f(z_),
Alors Suﬂ) fizﬁiQE) et Sgitx)dxei.

Rd

fm?oﬂiﬂon.‘ | St w est une -\Zonc;b"on, continue Sur lQA)

a Support (,omPa.ct) alors Pe*u—>u LLm!f—ol-mémen‘t 5
ciucmd e— 0.
Deémonstrahon
 Soit §70. 1L dauk monteer  quil exste €20
tel que ’ (gaaeu)('x)— uwlbx)| s 6 pous touk xed
et €<5¢,.
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e -Fon cblon W est  conttnue o su,m)or‘t COMPatt)
donc  elle est um'f{iormément Continue .
Soit €20 el que
lx-y| s & = |uld-uly))s s
Soit xelRt et £€€,. On trowe :

' (giseu\(x), u(‘r)) = ] S fe (x-j) U(j)dj - w(x)
R4

- | R{ 0 (x-) wly) dy é gex-y) wG) dy |
< Hgd S)i (Xaj) ‘ u(\j)‘— u(x)'dj S

s sup  July-ut) § e Gey)ay € -

ly—=ls¢ Rd

Corollaire |- S0 ke Nufw] & wueC5(RY), alors
Pour tout )<k, 9“( ?a xu) —> 9w um‘{-orme/mer\'t
LorSc‘ue £ —>0.
Prewe Poar le Lemme 2, 3“‘(&95 xu) =fe (T*u) )
donL 1’L Su,Htt d)wh'[\'ser la (Pl‘OPos{{'for\ | )

ol
Gvec @ (e O lu'eu de .




Théortme L ) S0 we LP(RY), alors

L | gexw =l =0

2) L.)enseml)le Cf()e“) est dente dans LP(\\Zd).
D¢ monstration
fé‘tccpe 1.4 On montre que, V\IGL.P(Rd) et >0
lgexvie s vl
En  effet,
"fiaé\/”‘_g :S \ S fa("’@\/(‘j) d\jr d .
R4 R
Tas l.)l'ne/ﬁalité de Hé'ldef, Pour Iéﬂzd %t;é)
| Sl fe () g loeg)* vy |
Ro\

R

s g (== )7y

=4

En uhlsant le théordme de —‘F\,\lomf) on CL

YE (x-\j\ Y (\j)dj

EECERLAG 8 ="§d g (<) vlpl'ly.

n gng " L[; < ré; éd ?i(dc-\j) 'v(‘j)lp dj dx

= S Qv(j)'rjg ?i(x-\j\ cb(>dtj g “V“Lg
R W

) P
(\Ze/mc»rqlwc l> L’ LMjCLL»fé 'éd S?S(X-\j)v(kpo\j\ $\£A§i(%—j)|v(\j)|&j

Pcuv‘c etre aunn’ obtenue r"&bfl&m&r\’t
de l)L'ngacuttte/ de Jengen. (E%CVU'CQ)- (25



2) L nGgalite fpavle < Ngly Wl

eaAt un L f\)a,r’cfc.uUer de me/ﬁa.h'te’ de Yo un%

et wn  ws ?artt‘m\(u de l)mf’ﬁa\&-{ de Minkowske -
Exercice Expltquer lo.  derniere (‘Eema,rc‘ue,.

—

Ttope 2. Sot 0. U dauk montrer quil

existe £,>0 tel cluc €S E imPU‘iM

\\98* u — u.“l_p < S5
’P)aprés le cours sur loc théome de la mesure, o saut C[u) il

existe V), une —%onc’a’or\, continue & SUL()POrt (,om?act )

telle Gue \\ u~-\ ”L.P s % S .
La /\Qrol’)mﬂn'on, \'mpL.’c(wL qu’ L existe €, O )0:?\
é"Seo :> \\€£*V~Vl'Lp S “:l,;g

Bn  uwbilisant  Uétane i) on obkent
| fa*“ - ’U.“Lp < “ P X w= Qg *V “Lp"' “gi*\/—\l“\—p lv-ullp

= ”fi* (u ot Tu-vllp + \\fix-v—vl\\_p
< 2 ||u~v||\_p -+ “YE*V‘V\“US < 5.

T-_:t_a,pe 3. Dans L‘é*:&pa 2) on G vu que
“?5*\/—\.&“'—9 < %8.

Mais  ggev € C( RY) e § ot arbitrain >Q
donc CA(RY) ot dense dans LA(RY)

\ .
A P,\ésm-t ) on fY—orr\r\u\,lera_, et démontrera.  des résultnts

cmc\,Loaues dans le cay dlun  domaine géné\‘al ch?d.(zz



Théortme 2. Sot KL< R? un ouwvet ef KcQ wn Compaxt
IL excste  wne r‘zondn'or\ € C (Q) telle  que
q(m)Zi fPour tout xe K & Osnbdsl  VxeQ.

DEmonstration
Soit (Ki):  une swhe exhawsbive de compads de Q.
Soit j tel que K < K;, et posons

€= min <xt:j» l’JC"jl ) ::jﬂ ll’jl)
j&Q 364
"L(I): (fa" 1|<J-> (),

ou ;ﬂ_A designe  lac {onch'or\,
Qarac‘tc/rish'c‘ue de Uentemble A.

O sout o\éj'cl que rLeCw(Q)-

O va montrer que  Supp K

En effet, soit e S\ ’CJ'-H- On a

10 = { b9 (Phy= Gy ay ()
R Ky

Meus ‘x—xj' = ¢t Pour tout zeKJ',cloru, S)E (%-\j)=oj
done nlx)= O,
For lo d%th(%\’on de C2 (Q)) on Conclut que
q e C(82).
La {»OM,’C\'O& fe est Pon‘l:r"ve ) d)fn‘céjralz 1,
donc (*) t'mplique ausst Os Q(x)s i, " xe Q2. \27



BEnfin, st xek, alors
(’X)= a(:v':- dy= i(vc- )o\ — E(I—- )d ,
)= J pleydy= iy § ey
= i — S fi('x’j)dj'

RN
D A 5\
Far le meme a,rSumewt que touk o | heure,

S (x—y) dy =0, donc (x)=1.
‘26‘\\(5 S){ ‘j j g q
pomlla{re 24 Soit Q2c "2“ un ouvert et (K'&)J
Une sultte exhaustive de C,om\’)a,bts de Qo
Il existe une sude de &Ondcions CQJ)J telles que
('Ls c C?(Q)) r‘L‘ (x) = {L Pour touk xe€ Kj)
supp 1; < €J+, et Os Y (x)s4 fous touk Q.

q)émond:ra,hbn,\ On C\,FPLCC\L»& le théoreme Pl‘écédent
avec l<°J'+, a lo ploce de 52,

et |CJ’ a la T)lo.ce de K-



Théordme 3. Soit Q2 cR? un ouvert .
l) Tous tout ke N u{cp}) CZ( D) et dence dans C“(Q)/
2) Tour tout ?ED)WE) C2(R) et dene dans
LP(R) et dans L.fOCCQ).

Demongtrapion 1) Seit we CH(R) et (qy);
lo. swite trouwde dans le  Corollasre 2-
IL est dair c"ue) Pouv tout jeN*
VU u € C,‘;(Q\ et Lim rLj\L—:u dans Ck(Q)

>

Mais, pour JENY domé, st €20 est assez petit,
alors f& * (QJ u) e CZ’(Q)) - la prewve du Théortme 2-
Tar e Corollaice 4, fe*(rlj u) = ;i u
UQ|'forM€nlent avec toutes les dénvées dlordie Sk,
en \)a,r*h'wb'er dens C"(S?), denc (h u € C?(Q))
donc “E Cf“(SZ) 58alemen't-

2) 51 ue L_FOC(SZ)) alors  Lim Y=\ dans L::C(Q_))

J'-ac/a

donc il suffit de montrer que  Que C2(R) [ fjen*

Maus, pour J'é N* donaé , s €>0  est assez petit,

alors ¢ % (\h we CI(R).

Par e Théoreme 4, P % ( U u)—> q;u

dans LP ('Kd) , donc  cuust  dans LE,L(Q))

donc (L; u € EO”T@
Breie  Traiter le cas  de  lespoce LP(R).
Qemarcitﬁ La «-ﬁ-mm'\te ( S?E) | lorsque e —0,

est un Qxempl( dlune _cl»‘)?mmmc&t'on— de Lidentitt. (29




