
Chapitre II. Distributions
-

1- Définition des distributions
--

Définition. Soit Mord un ensemble ouvert .

Une distribution T sur R est

une forme linéaire T : CRR)→ E

q '→ LT , q)
telle que pour tout Kel compact

Ttc ;
? CÎ (b)→ ¢ est continue

.

Exercice Montrer que l'ensemble des distributions

sur R est un espace vectoriel ( sur E) .

Notation On note D'(b) l'espace des distributions surR.pro#sition-Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) T est une distribution sur l

ii) T : C? (b)→ 6 est linéaire et pour toute

suite (qu)n de CICR) vérifiant

a) il existe KCR compact de R

avec supp qnck pour tout
n

b) HLEIND
,
d' qn→ 0 uniformément

on a finis 4T, a) = 0 .

iii ) T :C? → CI est linéaire et

HKCR compact 3- C >0
,
KEN tels que

pour tout qe ETR) avec suppqck on a

KINE CÉ là9""
*,



Démonstration il # ii) résulte de la définition
de la convergence dans CÊCR) .

il# iii) On utilise la Proposition 2 .

du chapitre I , page 4
.

Rémarque Dans iii), K et C dépendent de K ! Et

Définition Z -C " '

-
-

distributions d'ordre Ek )
On dit que T c- D' (b) est une distribution

d'ordre inférieur ou égal à KEN si T s'étend

en une forme linéaire F : Cà →c

tqtKel compact, TJ :Gill)→ est continue .

Exercice 1 . 1) Montrer que l
"

-

ensemble des distributions

d'ordre EK est un espace vectoriel.

2) Montrer que TE
D'(b) est une distribution

d'ordre Et si et seulement si
) )

tt Kel compact 3- C>0 tel que

pour tout qe ETR) avec suppqck on a

KTQH E CË ¥ lôqlxl .

Comparer avec la proposition ci- dessus .

Notation 1) On note D' '"(R) l'espace des distributions

sur 52 d'ordre çk .

2) On note D'Fcs) :- ¥, @
"" (D)

L'espace des distributions d'ordre fini .
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Definition2-On dit que T' C-D'(b) est d'ordre

(exactement) KEN" si l' c-D' ""(D)\D"- "(R) .
On dit que TEDKR) est

d'ordre (exactement)
0 si TED"» (R) .

2. Exemples de distributions
-
-

1) Fonctions localement intégrables .-
Soit le Rd un ouvert , f- C- L'* (R) .

Pour tout qe R)
,
on pose

{Tp , g) ÷ § f-(x) qlx) dx
Si Kel compact et qe CHR), alors

KTpsqtl-%fCxlqlxldxlelttrftux.se#lqlxH ,
donc Tp est une distribution d'ordre zéro sur R .

Considérons l'application § : Là (B)→ D' (D)
donnée par Élf) : - Tf .

Alors OI est une application linéaire injective .
En effet, soit f- c- L! ) tqt, g)⇒ , V-qec.HR) .
Considérons Rj , cf - la démonstration du Théorème 3

.

Pour xe Rd fixe, on a

@ * (gif )) (x) = §, gdx - g) izjly) f-(g) dy .
Comme ytfelx-ylqj.ly) est un élément de CICR),
on a

✓

le * g.f)= 0 sur Rd .
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Par le Théorème 1
, le # (nif)→ Rif

dans L' ( Rd) quand {→ 0
,
donc tljf -0

presque partout . En particulier , f- (x)-_ 0

pour presque tout xekj .
Comme D= À Kj ,

f- (x)- O pour presque tout XER .

La linéarité de OI est claire .

On voit que Tf est une distribution d'ordre 0 .

En effet, si qe CICR), alors

KTpqt-pffcxlqlxldxpsftflxlldxk.se:p HUH) ,
et on applique le résultat de l'Exercice 1 .

2) Massesdediracsoitx.cl
. On définit Sx

. par

< s
" , g)± qlx .) , V-qec.HR) .

Alors S
,

est une distribution d'ordre 0 sur R,

appelée la masse de Dirac en xo .

Exercice Montrer qu' il n'existe pas de fonction
Fall) telle que &

.

- Tf .
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3) Mesures
-

Si µ est une mesure borélienne

positive sur R telle que µ (K ) ces pour tout

compact KCR, alors on peut lui associer

la distribution Tu définie par

<Tu, q) : - § qlxlucdxbv-qec.HR) .

Par le même argument que dans 1)
,

on voit que Tu est d'ordre 0
.

S' il existe une fonction f- c- L'↳ (D) telle que

µ (A)
= § f- (x) dx, VACR borélien

,
alors

on dit que f- est la densité de la mesure µ .

On voit que, si µ a la densité f,
alors Tu = Tp ,

où Ty est définie dans le 1er exemple .

On remarque que , si µ
= Sx

.
est la mesure

"

masse de Dirac"
,
alors Tu= Tg, = Sexe ,

où la distribution Sx
.
a été définie dans le 2ème exemple .

Exercice Examiner le cas des mesures complexes .
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4)

DeiriveesdelamassedediracsoitLE.CL
, -

- - La)e Nd, x. C- R -

On note d' Sx
.
ou s'% la distribution

définie par
<Ods" , g) i. = C- 1)

'"

otqlxo) .
Proposition 2 . Pour tout Le Nd

,

-2×8
»

est une distribution d'ordre 121
.

Démonstration Il est clair que d' fxo est

une distribution d'ordre ç 121
.

Supposons qu'elle est d'ordre < 121 .

Soit OEC? d) telle que 0×0-10) #0 .

Une telle fonction existe
,
on peut prendre par exemple

①(x) xdylx), où y est une fonction cut-off -
Soit KCR un compact tel que xoe %

.

Puisqu' on suppose que
0×8

.co
est d'ordre EKI- I

,

il existe C tq

làqlxdtecp-z.u.su/qMxIbv-qeGeTrl .
Considérons en particulier q (x)

- D- (Atx- xd)
,
7 grand .

On obtient l
'" 10×0-611 ç CA

""

,

ce qui n'est pas vrai si 1 est assez grand .
La contradiction termine la preuve .
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5) E-xempte-dunedistributi-ndrdreinfiniso.itT définie par

{T, q) : = I
j
! Q (j) , V-qc-C.TK) .

Exercice Montrer que 1- c-
D' (R) .

Montrer que T n'est pas une distribution d'ordre fini .

6) LE principal .
Soit vptx : CICR)→ E définie par

Gpl-c , q) : = lin 5 { qtxdx .

{→0" txt? E

Alors vp ¥ est une distribution

d'ordre exactement 1 .

ta



Rappelons le résultat suivant de la théorie de la mesure .

Définition. Soit R un espace de Hausdorff localement

compact . On dit qu'une forme linéaire l : ÇCR)→ ¢

est positive ou nulle si l(f)70 pour toute fonction-

f- C- Coll) telle que f- (x) > 0 Vexer .
Théorème ( thm - de représentation de Riesz
-

ou Riesz- Markov- Kakutani ) .
Soit R un espace de Hausdorff localement compact
et l :C . →E une forme linéaire positive .

Alors il existe une mesure borélienne µ sur l tq
l (f) = fflx)µCdx ) , V-fc-C.CM) .

r

Définition. Soit le Rd un ouvert - On dit que
Te ① (R) est positive ou nulle

→

si

g) 70 pour toute fonction qecéscl), q>0 .

Ppositions. Toute distribution positive ou nulle est d'ordre 0
.

Démonstration Il suffit de montrer que, si T est une

distribution positive ou nulle et KCR compact,

alors il existe Ce 70 tq
KT, g) l £ Ca !:p lqlxll , tqecpîtr) .

Soit qe CICR) tq Osizcxlçl Axel
et qcx) - 1 VXEK ( une telle fonction n
existe
,
voir Théorème 2

.

du chapitre précédent),
et soit qe CÊCR) .

On observe que , Axel,
Fi



- lgy.iq/dyH)nlxteqlx)E(g:plalyH)nlxt,
donc la positivité de T implique que

- (sup lqlyll) DECIDE (sup lqlyHKT.ir),
JE K YEK

d'où on déduit qu' il suffit prendre Ce :# y) .

Corollaire Si T une distribution positive ou nulle

sur 52
,
alors il existe une mesure borélienne

positive sur R telle que

< Ice) = § qcxluldx) , V-qec.HR) .
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Chapitre I :

fpei-ationssurlesdistributions.to
Produit-marchéfqnctionc-T-hernreet-D.finitin Soient 1- c- D'(D)

,
ac-CMR) .

On définit AT par

<AT, q ) : = (Faq) , pour tout qc-C.HR) .
Alors ai c- D'(R) .

Démonstrationsi Kcl compact, alors il existe G-0 et KEN tq
/(Toy) / E CE sup 1271×11 , Hye CECR) .

K / EK XEK

Si qe CÉ (R) , alors AQECÊCR) aussi, donc

KT, aq) / E CI sup / OKay ) (x ) /
IXIEK ✗ C- K

E C
'I sup Idle (x ) ) ,
KIEK ✗EK

où la dernière inégalité est une conséquence
de la formule de Leibniz . On a donc

AT : CECR )→ CI continue
, Cqfd ☐

Exercice soit 75€ D' (D) et a, be CMD) . Montrer que :

l ) (a+ b)T = a-t-Il

2) a(Tts) = a> + as

3) a (BT) = (ab)T .

Exemptes • a Sx
.

= alxo) Sx
.

• xvp # = 1 .

Et



Exercice Soit TED' (R) . Montrer que x-1=0

si
,
et seulement si

,
il existe A c- ¢ tq -1=1 So .

2.DE/rivationdesdistributionsDIfinitionettheoi-eme-Soit TEDYR) . On définit une

forme linéaire ¥
,
sur GMR) en posant

, q) : =-(T
,
¥;) , pour tout qec:(R) .

Alors ¥
,

c- D' (D) .

Démonstration si Kcl compact, alors il existe KEN et ↳0

tels que / (Ty) / E CE sup 1071×11, V7ECÊGD
,

KKK XEK

donc | , q) / ⇐CE sup /d'Qçqlx) /ECI
"k¢+1
¥? /%>c) |

,
KIEK XEK

donc ¥
;
c- D' (D)

.

Equités i) si -1=71 avec f- de classe C) alors

¥. Tt = -1¥
;

°

ü) 1-c- D' '" (D)⇒ ¥.
c- D' "

""(D)

iü ) si aeCMD) , TEDYR) , ¥.CAT/--&ag-.T+a&-g.- .

Preuve .

-

Exercice

Reinarque (dérivées d'ordre supérieur)
si ✗ E- Nd, on a

✗
T
, g)= C-1)

'"{T,%) .
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3.

Exzmptesdederiveesausensdesdistributions-F-xempk-1-S.itne Lui CIR) et vcx) - { uctdt .
Alors v est une fonction continue et la dérivée

de Tv au sens des distributions est Tu .

Preuves . On écrit u au lieu de Tre

et v au lieu de Tv .

Soit qe César! On a

{↳ g) = -↳ g) = -§ ( { utydy) célxdx .

On peut utiliser Fubini :

<↳ g)= - § (§ ulylqkxtfxye.edu/dy
+ § ( { uly) célxtttxeyeodx) dy

= - § (ËqYx)dx) ftp.ulyldy + § qkxldxlky.eu dy

= § qly) ftp.ulyldy-fqlyttyeoucyldy - Luçq) .

Exemptez soit H (x) - 1g»» . Alors t'= So
.

Exempte Au sens des distributions
,
( hoglxl )

'
= vpfz .
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Prmoposition Soit ICIR un intervalle ouvert , l'C-D'CI) .

Alors 7- const ⇒ T'=D
.

Démonstration ⇒ évident .

⇐ Si T'=p alors LTE)⇒
,
VOICI) .

Fixons geCÇ(I) avec

"
{gcxtdx-1.si

QEÇCII, soit

ylxli-qlxl-gcxpfqlyldy.EC?CI) .

Soit Olx) :=Ëxly)dy .

Alors D-
'

=p et OECÇCI) .

En effet, si aeb sont tels que

suppqusuppgc [a, b)CI , alors

supp Ac [a, b), puisque, si x7b
,

ocx)=Ï ( qlz)- plz)§q(g) dy) dz =

= { (qlz)-gfz)! qly )dy) de - On
Par conséquent, LT, 0-7--47,47=0, donc

<Iq) - tp)! qlytdy-CLI.cl,
où C-= (Ip), donc F- C = const .
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4. Translations
, changement d'échelle, changement de variables .

-

Notation : soit qecilRD.ae Rd .

On pose (Tag ) (x) - qcx - a) .

Définition Soit l'C-D' (Rt), a c- Rd .

On définit Tate D' ( IRD) par
<TAT, q) :- LT, T-aq) .

Soit le et
, pour f- C- L'we (Rd), soit

f-> (x) : = f- (Ax) . Si qecésltd) , on a

§, falxlqlxldx =! f-Ux)qlxldx-
= §, f- (g) tttdq a) dy = §, ftylhtdq,> (g) dy .

On utilise donc cette formule pour définir

Ty lorsque 1- c- D' ( IRD) :

Dnféinition Soient 1ERE
,
l'E- D' CIRD) .

On définit T.se D' (Rd) par

< Ta, g) = LT, Al
-

dq") .

F5



Soient R
,
l' a Rd deux ouverts

,
x : M→ M

'

un difféomorphisme C
"

.

Soit f- il →¢ , f- c- L'all)
et font

'
: l' → E- Alors font

'
c- L'
*(R

' ) .
Pour qc-C.HR

') , on a

§ ( fox-tkxlqcxldx-fflxlqlxlxlldetz.CN/dx,
où J×(x) est la matrice jacobienne de K -

On a donc ftp.wsqY-LTpqokldeth.D,
et sets qox (x) I det Ix (x) ) est une fonction C"

car Ix (x) ne s'annule pas .

Cela permet de définir la composition d'une distribution

et d'un difféomorphisme C" .

Notation : si qe CRR
')
, on pose xkqi-qoxec.HR),

donc-xx-i.CM → CMR) lorsque x :P-sh
'

.

Définition préposition Soit 1- c-D'(B) et K : R→ l'

un difféomorphisme C"
.

On définit K*T c-D'(b) par
«*T , y) : - LT, (Hq) I det 3*1) .

Démonstration Soit K'ch ' compact .
-

,
On doit montrer qu' il existe K' c- IN et C

'

tq

KKx-T.pt/ECE,.supl0dqCxYl .E K)

Soit K KICK ') C R compact . Alors x* qe cite).
Si on pose y=K*q I det 3×1 , on a donc

{ K*T, q) = LT, y) .
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Comme TEDKR)
,
il existe KEN et C 70 tq

KTYHE CÉ .es#ldxCxtl -

Il suffit donc de voir que

Ça à:B là [qoxcxlldetaxcxsbls-CYE.es?ug.lodqcxYl .
Or on vérifie par récurrence que

d' [ qoxlx )]
est combinaison linéaire d'expressions
( Aq ) ( xcx )) Pap ( (d'x) ,"" ,"

) avec PKK)

et Pap polynôme -

Exempte Soit x : R→ R difféomorphisme .

Calculons K* So . On a

{ K¥5 . , g) =L So , (q.ro/x4)--q.xco)IxYdI--lxYdKsxc.,,q7
,

donc K* 5. = INCO) ) sac» .

Remarque Les translations et les changements
d'échelle sont des cas particuliers
de changements de variables .
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5.Linnitedhenesuütededistributionsl
Définition Soit RCIRD ouvert

, (Tah une suite
d'éléments de D'(b) .

On dit que Tn→T dans D'CR)

si {Tn, 4)→ (Iq) , V-qec.HR) .

On écrit souvent Tn-T .

Prmepriétés i ) Si Tn-T, alors → OH
,
VXEND

.

ii) si Cfnln une suite dans L'be (R) , lepeos,
et fn→ f- dans L'lock), alors Tfn- Tz .

LA

Définition Soit
a une suite de distributions

.

-

On dit que la série IÊ Tu converge dans D'(b)

si la suite Su : - ÎÈ Tu converge

Remarque Si IÉT converge, alors

d'CIÊT) - IÉ d'Tn , Haenel .

Exemples
- -

i ) Soit y c-
L' Atd) vérifiant fxlx) dx=1,

et Xn (x) - ndxlnx) . Alors xn- So .

ii) Soit X. (x) : - exp( 2Tinx), Xne D' GR) .

Alors qnd dans D'CIR) .

iii) 14¥ → vpfz dans D'UR) quand {→ 0 .

Remarquer Dans le dernier exemple il n'y a pas de suite ;

il faut comprendre que fin , 4) = Cpt,d, VI. psy



théorème Soit (Tn)n une suite dans D'(b)

telle que, Hqe CICR) , il existe lq C- CI

avec { Tn , g)→ lq . Il existe alors

1- c- D'(B) telle que Tu
- T

.

Démonstration
IL est évident que LT, q) : = lq

est une forme linéaire sur CFCM)
.

Il suffit de montrer que TIC.gr)
est continue pour tout Kel compact .

Rappelons que CICR) est un espace de Fréchet .

Les formes linéaires # Ici g) n vérifient
les conditions du Théorème 1

, page 7,
donc il existe KEN et Czo tq

KTnsqYECJ.gs#peldqCxIbV-qeCECR) .
En passant à la limite

,
on a

KTQHEÇJ !:p, ldqlxsbv-qec.im,
autrement dit la continuité de Tlc; '

a

Txercice Soit TED
' (Rd) .

Montrer que

Theil - TLim
-1N

= QÇT dans D'Atd) .
tu0

ET
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