Cha[)t‘cre TT.  Distributions

. ﬁ®é&t‘nih’on des  dustributions

—

ﬂ)é%tnd:\)or\, . Soit R<ciR® un ensemble ouved.
Une dustribubion T sur $2 est
une  dorme likare T CT(RQ)— C
g =><T, >
telle Jue Pour tout KcQ Compact
: C:(Q>—~) C est continue,

—r)c"’(sz)
K
“Bxertice |- Montrec que Uensemble des  distributions
sur Q2 et un espace vectoriel (Sbu‘ C)—
\(Omhbi On  note @3(52) L)e}])ace des distrbubions sur Q.
(P\'gpasih'on, I. Les conditins  swvantes  sont éqmvcder\tcsi
1) T est une distibubion sur S2
W) T CP(R)>C et lndire et pour toute
sube  (@u), de CT(R) vértfiont
Q) il easte KeS2 compact de Q
Ovec SUpP P c K Pou\* touk h
b)) WoLe N, QdLFm —> O unformément
on a lm <"l') q),\> = O .

W) T CP(QL)>C et undare ok
¥V KeQ compat 3 C>0 kelN ds que
pour tout (.FGC:’(Q> avec Suﬂ)({CK on G
[KTls C 2 sup 19%¢(x))

IR)sk xeK @I—-




Dé monstration )& W ) rsulke de la délinikion
de la Corweraea,nce dans C;(Q) .

S i\’i) On  utilise la Propasti:»’or\ 2.
du  Chapibre T, page h.
Ze&\gz(y_x Dons wi), & et C dépendent de K A
@é‘-dntﬁ'oa 2-(_ distribubvons d'ordre < k )
On  dit que T e Q)(Q) est une distributton
d’ordre inférieur  ou 6301 & kEN si T sétend
en une '-Fol'me, Linéauire ?i C: (Sz) — ¢ ‘tq

Y KeS2 c,omI)a.ct) ?l Cé (Q)-;’C etk continue.

Ce(R)

Exercice | l) Montrer que Uensemble  des  distributions
dordre s k  est ua espoce vectorvel -
2)  Montrer que T € D' () est une distributin
dordre <k si, et seulement i,
Y K< R Com‘ﬁo.ct A C>0 Gue
Pou.r ‘tout c()é C?(SZ) Quec Supp L‘?C K ona

\<-r)<-f>' s C > Sup \g*cf(ac)‘

ek xek

Comf)arec avec la Pro‘)osition, o — dessus .
Notation |> On  note ZD) (k)( QB UQSPCLLQ des dustributions
sue G2 dlordre < k.
2) On nte DT(QR):= U DU(Q)

ke

UQ}F&LQ des  distributions dordre {—Cni.




%Cﬂﬁ:iom 2. On dit que TeD(R) est dordre
(exadement) keiN* su Te CD)LD(Q)\Q)’“"')(_Q).
On dik C{ue Te iD)(SZ) est d’ordre (excu,‘tement)
O su Te DOCK).

2. Exempks de  distributions
1) Tonctions  localement integ rables .
Soit RLeciRY un ouveit -?6 L.' (Q)
Pour  touk cyeC (SZ) on  pose

T, @y = S $(x) p(x) dx
6t KeQ (ompact & e Ce(2), alors

<7 l= )j 1) )] <

14, £, = Sup (),

donc ‘T,g. est une distribubion dlordve zéreo sur L.

Considérons  Vapplication @ sl \,‘L ( QR)—=D (SZ)
donnée por @ (-?) =T
Alors @ et une application  Lindaire inj'ed:»\/e.
elfet, sovt «f e Li (R) tq {T, cp>=O ) VcFGCow(.Q)_
Considéron s (. cf- o démonstrabion du Théoreme 3.

Pour X E de *Lxe on o

(pe* (i) (0 = S pe (-y) q; (4) $(dy .
Comme \jl—> fa(X«\j) QJ(\:‘) est un élément de C:’(Q))

G L L= O sSur fﬁd.
on ge *(7;$) =



Por e Théoreme 1, 37{* ((h_p - Q\%
dans  L'(RY) ciuwnd e=>0, donc & =92
?resc‘ue Pa,r‘towb En ?o.rtic,u[t(’,r ) ..‘,(1)—_—. O
Pour  presque tout e K, - Comme 2= U <)
\‘—\
%(%)—zo /‘)ovw ?restiue Youk xe S2.

La.  Llindarid de (I) est daire.

On voik que ‘F}r st une distribution d’ovdre O.
En  effet, s op € CZ)(Q)) alors

KTl | § 4o gk s(S l’t(ﬂldx)(w ),

AEK
et on aﬂﬁ,fque le vésultak de UExerue 4.

2 > Masses de Dirac
Soit  x,€ 2. On defint &, par
<ouy 4= glx), Ve CI(RQ).
Alors ch est une distabubion dorde O sur Q)
o,Wdée la. masse de Dhrec en o .

Exercfc/e. Mon‘crer qu)il, n)exfsi'e ?&5 de egonc,b'or\,

~—

“?6 L.L,L(.Q) telle que 8%:—['_‘_,



3) Mesures S /\A est une mesure  borélienne

positive  sur £2 telle que /uU( ) <P pous tout
Comi)act Kc SZ ) clors  en q‘)ud( Lt associer
la.  distribution T/A dé{i.nte par

< T, cf> = g Cf(x)ft(dfx), chéCf(Q).
jod
“r le meme ovrrjument c‘wz dans i))
on voit Clua T}* est d)ordre O.
S)iL existe  une fYVOnc,h'on %E Lsac (SZ) telle quc
/A.(A)"—’ g-\-(X)c\x) VY A=Q borklien,  adors

A
on dit que % est la  densite de la mesure /*

On voit que, U M oa la denut? 1)
Alors ‘I"ﬁ = _r{_ , ou T@ est dé{-t’nie dons le \® exeple .

On remarue  que Sv M= %x, &t la mesure
"masse  de  Dirac” alors  T,= T, = S,
) M o ° .
o lac  distribution Sxo o €t dé‘—{m't dans le 2°7° exempla.

EXerc»’ce Emmt'ner \e, (@79, dz,s mesured Coml)\exes.




4) Dérivees de la masse de Dirac

Soit o= (& --- La)€ NY  x, e Q.

On nae  O%S. ou 8% lo  distibubion
défine par

<9%s.,, ¢ = (D" g (=),

/Pro?asf{—{or\ 2. Pour touk oLe I\Id/

0%6,. et wune distrbubon dordre o |,
“Démonstration IL est dair Gue > 6x, est

whe distribubion  dordre < N)

Supposons qulelle est dordre < |2
Soit © € CO(RY) ‘telle que 76(0)=0.
Une  telle f%onct\'on exste , on peut prendre par exemple
O(x):= ’xocfx(x) ou X est une —Fonc’ﬁon cut-oft .
Soit  Ke &2 un c,omPcht ‘el que  Xe€ I(.
(Pu,\')(iu on Suppse  que Ah o<, est dlordre s [»l-1,

L existe C tq
l@“cf(xo)] < CZ Sup \cf x)i) \fchC “(R).

trsls IR\ xex
Consfde/rons en Pafhculter Cf (’JC) @(/X(l’ Yo)) 9\ Smml
On obteat  A™ | Q60| s A",

Ce ﬂbu’ T\/Q«ﬁ: ?a,s Ay 1) S K est  alssez 3\‘&,\“&,

Lo Conbradiction ‘\;‘er’m\’ne la. Qreuve.
i O



53 Exempla d’une  distribution  dlordre i,n{lim'
Sk T dé-?fm’e pPar

= Gy /., o
{Tgd = Jz_ ¢V(j), VYeec(R)
Exertice M onkrer c'u,e T & Q)’(lﬁ).

Montrer que T st pas Une distribution d’ordre -Y-ini.

6) \Jaleur ‘)n'nu'?ala de l/g&
9otk V)""/x TR C dédine por

lvpk, ) = him § Lqladx

g-=0* hlze

Alovs \’fji et une  distrbudion
dlordre exackement A




@a{)‘)elons le sulbat suwvant de la théorie de la mesure.
Définitlon 4. Soit §2 un espace de Hausdooff  localement
oompad:- On dit qu)une {—orme, Lnéaure A CD(Q) —> C
e positive ou nulle st L(—{—);O pour toute vY—Onc’cv'orL
‘jl € CO(SZ) telle que ‘Y'(%);O Y xef-

T héoreme. ( thm . de rerréseﬂta:b"or\, de Resz
ou Rlesz— Markov— Kakutant ) .

Soit S un espace de H&usdorH localement comPa.c,t
et L COCSZ) —>C une _‘.Orme Linéasre posd:{ve-
Alors il existe une mesure borélienne M sur P 'tc‘
L) = §HIpte),  N4eC(Q)
Q

X

@é«Ffm‘Hor\ 5. Soit RcR? un ouwvet- On dit que
Te D (9) est T)ciih've ou nulle St
(D> 20 pour ke fonction g€ C(R), ¢20.

(P\’Ofosi)obr\. D. Toute distribution (Pos&t\le ou nulle est d)o\-&re 0.
Vémonstrabion |1 SuJH& de montrer C‘ue) st ] est une
distribution ?ost’civC ou nulle et KcS2 compact,
alors il existe CK_ >0 ’Eq
<T, <-|>>\ s Cg sup 9|, N e CZ ().

xXER
Soit (€ CI(R) & Osqlx)s) VxR
et QC1)= i FxeK (une telle «%ond:\’or\. _
existe,  \oir Theoreme 2. du d’\&‘)i‘\t“e P\‘efcédent) )

et oot € C,:(SZ) On  observe CIUQ)V’JCGQ)
fat




\36 K ‘JGK

—(sup lcf(\3)|)q(x) < g(x) S(Sup \ce(j)p (),
donc  la  positivit€ de T implique que
(¢ 4 ONT D s <ods g () <T,
dod on déduit quil sufft prende  Cp =T

Coroll aire S5y T une dstribution Posi)cive ou nulle

Suv Q ) a,lo\'s i). exCS'te une  mesure boréh'e,nne

Posi)cwe sur S2  ‘telle C\u,e

< gy = g Lf(%) ﬁ(dx), \‘I‘c.fecow(Q).
= R



Chapitre 1V Opradions  sur_les  distributions
|.  Produit d’une distribution et dune -Y—cyiwctioa C”
Théoeme et Difinttim  Seient Te D(Q), aeC(Q).
On définit T Par
aT,¢Y = <T aq), pour tat 5eC(Q).
Alos o T e D(S2).
Démon stration
S5 KR CohtPact , alow Wl exste C20 ot ke g
[<Td 8 € sup 4@, Vye C2(S).

Risk XK

o2 Qfé C\?(SZ)) alory CL(.IJGCS(Q) Gusst, donc
KT agd| s € sup | 3(ag) (I

lXlsk XeEK

s C)Z Su\f \fa‘ﬁp(x)])

k)sk x<e

o |la. dermiere  Mégalitd est une Conse/ciucv\ce
de \0., —‘-Ormu,l,e C\.e, Let‘am'z, Or\ a  donc

aT: CS(SZ) — ¢ Continue, cT%o\ .

Exeraie S0t TSE QY(Q) et abe Cw(Q). Montrer ﬁu&.‘

| ) (a4 b)T = a&T+bT

2) a(T+3)=aT+as

2) a(bT) = (@b)T.
%Fﬁi . a S, = alx) &

=wpx = 4.

U



Exercice St TeD (R), Montrer que xT=0
si, et seulement si, ileste A€C &g T= A%,

2. Dérivaktion des distribubions

gé{—iniﬂbn, et théoreme Soik Te@)(SD On dé—?fr\ilr une

%Orme Lindaire s—;:‘ Sur Cow<g2> en Poscmt

oT 9 o
</a—’ﬂ , P 3:-<—|—) fj:% ) Pour touk g€ Co (Q)

Alors %‘-J’- e V(Q)

Demonstrakion Sv KeQ compadty alos il existe keW et C20
tels que |<T)\y>| s C> S \ad'\y(ﬁd') ‘f«yec‘f(Q),

kisk xew

donc ‘<:§%) Q‘?>) S CMZ& j::f ]Bwaﬁcfb&
donc %xls C (D)(Q)

SCZ Su lr&a’q}(x)‘)

J2| sk+) X€

/l)ropm’éte/s D) S T=—|1 Qvec —Y- de classe CL adors

2
—_ T — .
g’cj t T%

J
W) Te DP(Q)=> 3—3%76 DEIN(R)

W) n aec?(R), TeD(Q), %(CCF): %ﬁ;ﬂa% |

@ew/e . er \‘CL‘CQ

Q&m&rﬂw& (dérivées dlordre s \&fért'w,r)
. d ol |oL| o
S oLeN ) o a <® -T)C?>= (—l) <T)® CF>

5



5, Exem ples de  ddnvées auw sens des dustr bu{\ons
E)(e,mPLe 1. Sotk we LLo (n?,) ek v(x):= u(’c)o\\:

Alors v est wune Jonchion conbinue et Loj dérivée
de Ty aw sens des distribubons et Ty
Reouve - On éurk w auw len de T,
et v au Llew de T,

Soik € CS(R). On a

<v7) “F> — <V, ¢p > = — S ( u(j)dj)cf (x)dx.

OYL Pe,u,t utiliser fu‘m\\ .

<V (,f> = — S ( S u(j) Cf)(x) ﬂ—o«jq o‘x) Aj

. S(S () 6 Lo &) dy
:-é( () ax) utj)avé(pg’ P dx) L udy

= S ‘f(j) ﬁ-j>o u(‘j)dts + S ﬂ?(j) 1’-5«7 ‘*(‘j)dj =<y ‘i’>'
R R,

FEXinPle 2. Soik H(X): jl'{voo}' Alovs H = do .

Exemvk 3. Au sens des distribukions, (bﬁ\x\))z '\/P—'x—_ ,




/Pr,o?osi\:\'on, Soik IC ﬂ?, un  {ntervalle Ouxleft, Te :D)(I).

Alors "T= const <D T)=O_
@éMOﬂSWVON =>  évident

€ SU T=0 abrs <T,0)=0, YOeC(T)

/

Tixons f&C:DCI) vec S?(x)dx =4
R,
5i 9e((T), ook
()= ()~ p(x) ) (WDdye C20T).
¢ Q[7qk f éC{? y)dye (1)

Abrs &=y o 6el7(T)
En e,H?e,t) st a<b sont tels que
Suppep U Supp p & la,b]Jc T, alors
Supp O c [a,bJ) P’LL(S({M,Q) s x 2b,

O(x)= S (Q(Z)«f(%}fq(\j)dj) dz =
R

o

o) (LP@A?(E)é gly)dy) de =0
tar C,ons€7uerd:) <.T; @)> = <T q;) =0 donc

T =<T5> § 9pdy = C< g,
R

N

ou C:= <FT)f>) donc T= C = (onst.



4. Tr&nslahbn\s) ohanﬂement d'échelle ) dr\anjement de variables.
Notation @ Soit ¢ € C:’UK“)J ae R4,
On pose (T&c‘:)(x) r= Lp(x—a,).
Dépinibion Soit TED'(RY); ae RY,
On dé{mi’c T T € D(RY) par
{TGTgd = KT, Toa D

Soit AeR™ ok, pour $e L, (RY), soik

£, ()= $(ax). 5t ge C(RY), on a
§ 309 6dx = | $0m) g (hdn =
R4 pd

= § 1@nrteMh)dy= § 1), (-
R4 Rd

On ubilise done  cette ﬂ‘l.ormu[e pour détinir
N lor&qu& Te Q))(fRd) :

Dfinition  Sorenk A eR*, Te D (RY).

On difnt T, e D(RY)  par

CTugy = <T I e, S 2




Soient $2 Q< \Qd deux ouvetts | w: Q22— Q

un dfflomorghime  C7. Dotk §: Q2 —>C, fe L (Q)
b den Q€ Aln foxell(Q).

/Pour C,IDGC:O(Q)))%Q«
XN () dx = §2(x) 9(x) [ det T, (0]dx,
QS,(% X)) ¢() d é&()ce(w)ld 3, (0|d

ou D,( (x) ot la matrie J’acobfenne de XK.
On a donc <Tgr°"“°‘ ) c.|>> = <T\_) oK | det 3«\>)

e‘t > > (_QO’K (,’)C) ) Cle,t j,\( ()c)) est une %oncb'or\ (@

ar U,K(x) ne sannule pas.

Cela permet de défine la composibion dune distribubion

et dun d(WM(or?}\t’sme (@

No‘\.’&k\"m\f S g€ Cf’(gl))) on ose %*cpzchoKGch(Q))
done  K*: CP(R) = CAR) losque ®: Qs

Soik TeD(R) & x: Qo
On défink KT eD(R) par

@eﬁf\'mk\’or\ et [)Eposﬂ—,\’om
un dt‘—ﬁéomorph(sme C”.
<RT, 9D =T (K*g) ldet D4 1>
Démonstration  Soik K'e Q’ compact -
On doit montrer qu'il exste ke ek >0 tq

\<"‘<xT>‘~{>>\S IS sup [0%9(X)].

sk =€ K
Soit K:= x"(K) < Q compact - Alors X¥* g€ Ce (.
Sv on pose  y= K q | det jx\> on @ donc
<X T, C{’> = < Twy>.

E3



Comme TeD(RX), L exste ke N &k C20 4y
KTyl < 59 | 9%y ()]
\xlsk X €

L su,ﬁ\'{ donc de  Voir que
Z SZ )(a [Q‘Jo’\((x)\c\z’ca (x)ﬂ‘

llsk e
s O sup | O CfCX)l
)€ ke xesz’

Q' ove \Iérf{l‘e_ Pw. récurrence C(u,e, Qx[cfoﬂ((x)]

. r - ) r
Q,S% Combinayson \mefcure deKPremons

(a(sq))(fk(X)) Q,p((an)lszslx\) Gvec 'P,S‘OL\
et /\Qoz,)s P@Ljname,-

Exemj)‘k_ 601‘3: 4 G Q—> R CL\"H-éOmor\\\\\'SM(-
Calaulons Kx S, . Ohn &
< %e $a) CD =<8, (o) (]S
= g% () | (o] = (w8, 9
done K SQ = R0 8,

qeemarclu,e Les  translabions ok les ckanjemerécs
d’échelle  sont des cas ()(L\-chh'ers

de dﬂanae/mer\‘ts de variables.



o . Limite d'une swite de distributions
Vefiniton  Soik Q< RY ouvet, (T), wne swite

déléments de D(R) On dit que Ta—>T dans D)
5 LT = <Ted, Yoels(Q)
On éurik sowvenk 7T, — T

Propn’étés 1) v =T, alors adTmﬂfa&T) Y oeNY.
) S ({n)“ une suite  dans L{’%(Sl), \&psw)
kb= § dans LE(R), o T, —7Ty

1
%ﬁ\i blon ok (T une swite de  distrrbukions.

O dit C‘ue laa  $€rme i_ TY\_ C,am/evﬁe dan s @(Q)

f\.:o

n
Sv l.cL Suike SW = Z (n,’ C«om/erje/
\’\-’=0

n=0

@Ema/rclu Sv f T c@nuerje/ adars
B“Cnﬁ ) = T,  Yent

Exe;n_xptes
V) Sait rxel_‘ (H?") véntiant SX(X) dx= 4

)
et X (x):= nd/x_(ruc). Alors = D .
w) Stk oy (x)i= ex‘,( Aminx); o € D(R)-
Alows = O dans QDJ( fz) :

w) Ltwd ol das D(R) quand €20

>

Qcmrqu Dons le dernier iexcwle vL r\]xj @ pes de swite ;
U fout compendre que  dim (RGN < Tupd @) Vo



_rhéore\mc; ik (Tm)n une swite dans D(R)
tele que e C2(Q), il exute LL‘, e C

ovec <T“) c{>> — Lt‘) . IL existe alovs
Te @)(Q) telle que T,.— T
Deémonstration

IL est évident que LT, &f> = L‘f
est une —?owv\,e Wnéaire  sur  CI(S2).
L suflit de montrer que T‘ C2(2)
est Conhinue pour tout  KeS2 Compact -

&Ppelons que CKw(Q) est un espace de Frechet.
L eo *‘ZOVW\,@S linéaires (’l‘n l C z (SZ)) L \/ef\‘\"%\' ent

les  conditions duw Théoreme 1, Page SL)

done il exste keN et (20

KTy o> s €2 sup [9%6)], VeeCO(S).

Rjgk xe K

En P&Ssarvt o la LIM(‘]?G) on G

'<—B&?>| s CX Sup |9°ch(x))) VLPGC:(Q))

sk xeK

Cutrement d()c loo  continuite de T) o (5.2) .

Exercice Sovk T e Q)) Oed) MOn’crer qwt

Lim, The, T = T
W~O h

= /a,CJ,T dans Q)’(rzd).

%
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