
Partïtionsdeunitélhéorème
4. Soit RCIRD un ouvert

,
et soit (g)j

-

une famille d'ouverts telles que

i) R = ¥Î wj
ii) pour tout je CICR compact,
iii) Vexer, 7 V ouvert tq xev et

l'ensemble { je N* : Vncoj#A} est fini .
Alors il existe des fonctions Xj C- CE (g) , telles que
Osxjcx) El et Ë # (x)- 1 , Axel .

Démonstration

Étape On montre qu' il existe une famille (q?)j
d'ouverts tels

que
• ) VJEINK, ccoj ,

• ) D= ¥7 cf? .

On construit ce
,

'

,
oé , . . _ un par un,

de sorte que les conditions suivantes soient satisfaites:-X§ auj pour je 1
, . . _ , m

- t

* j' toi ) vieu;) - r .

Pour nel
,

cela est vrai .

Supposons, que 4
'

, . _ , um! sont construits .

soit Rm :-( ÊÎ 9? ) v (¥Î , 4) .
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C'est un ensemble ouvert et 52mV Un = R .

Soit Fn := RISK . C'est un ensemble

fermé dans S2 et vérifiant Fn c Une >

Par hypothèse, ct est un compact, donc Fn aussi .

Il existe alors Uni ouvert tel que

Fn C Copé c Uni c com .

On a l = Fmu Rm C Win Ulm ,

ce qui prouve
l' hérédité .

Il reste à vérifier que D= É q? .

Or
,
si XER

,
il existe

,
d'après l'hypothèse iii),

N tel que xtecoj si j > N, donc x# ¥Î , Oj .

Puisque D= (t.IQ?)u(tI*cg)sxeYIoj?E#pe2
.

Par le Corollaire 2
, pour tout je N'

+

il existe une fonction Oje CI (cf.) , OEOJEI,
Oj = 1 sur § :

•

Posons olx) Iq. (x ) .

j'=/

Pour tout XER
,
c'est une somme finie sur

un voisinage de x
,

donc de classe C" sur ce voisinage .
Aussi

, e- (x) > 1 pour tout XER .

On définit xj := % .
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On termine ce chapitre par un autre résultat

du même type .

Théorème 5- Son
-

et KCIR
"
compact

et (g)j' =p . . - m
un recouvrement ouvert fini

de K par des ouvert bornés . Alors il existe
m

Xj C- Co
" (u;), OSXJEI , ¥, Xjlx) Et pour tout xeltd

et ÎËXJ = 1 sur K .

Étape# On montre qu'il existe une famille
(agi )jÎ d'ouverts tels que
• ) cf auj , tt j-1 , . - -on

• ) KC ËÎ oj .

Exercice Faire la Étape 1
.

-

Étape. Soit Oj C- City ), OEEJEI,
Oj =L sur q

?
,

a- ÷ ÊÎOJ ,
donc a- (x) > 1 sur q

?
_

Soit × c- CI ( ËÎ g) , OEXEEI, XH sur K .

On pose xjcx) :-p
si xey.iq .

0 si xet ËÎ 0$ .
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3-supportdesdistributions-Definition-6.soientl.IR" un ouvert et w un ouvert
noir vide cool . Si 1-c- D'(D), la restriction
de T à w

,
T /o , est définie comme La forme

linéaire sur Cicco) donnée par

{T / u , q) := (Tq), V-qc-C.TW) .

Comme CPG) c CMD), la définition a un sens .
Si Kccu un compact, alors

{ Tico , g) = (Iq) , V-qc-CECwt-C.EE),
donc la continuité de Tpa sur CÊ (w) résulte

directement de la continuité de T sur CECR),
autrement dit 1-pu C- D' (a) .

On voit
que, si alcool, alors (Tko) /ai⇒ là .

- -

(Propriété de faisceau) . Soit De Rd ouvertProposition
et (uy); une famille localement finie d'ouverts

ou

telle que U wij =D .
Pour tout je N'

+
,
soit

j=l

J' C-⑦(w;) et supposons que ,V-i.jo#*tqwinwj=$Ti/winuj---j/winwj.
Alors
,
il existe une

distribution 1-c- D'(D) telle que -11cg. =Tj , VIENT .

Démonstration (incorrecte ! celle faite en cours est la bonne)
Existence : Soit ( x;); une partition de l' unité

subordonnée à la famille (wj)j , dont l'existence

est garantie par le Théorème 5 ci- dessus .
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Si qe ETR), alors Xjqecécwj )
et {Tj , Xjq) a un sens. On pose

<T
, q ) : = ÊLT , xïq) . (A)

Comme supp q est un ensemble compact ,
l'ensemble { j : aojnsuppq #d} est fini,
donc la somme dans (A) est finie .

Exercice Montrer
que
TE D' (D) .

- le

Montrons que 71cg. -Tj , Kjell?
On doit vérifier que

<Tq) = (Tj , q) , ttqecécaoj) .

Or
, ⇐ g)= ÊLTI , Xie)
comme Xiqe Co

" (coin coj) et que Titano, loing ,
on a {Ti , Xiq ) - (Tj , xiq) , d'où

⇐ e)= .FI#Xiy)-- Ïtisxiq) -
= (Tj , Ïxiq) = ( Tj , q)

Unicité : Il suffit de voir que Tko, -0 pour
tout i

implique 7=0 .
Mais
,
si qe Cicr),

alors il existe Io tq cf- ÏÈ Xiq , donc

< Iq) = ÈËLT, xiqd-i.EC/oi,xiq)--0 .
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finition On appelle le zipper de TEDKR)
le complémentaire de la réunion de tous les

ouverts cool tels que Tu =D.

On le note supp (T) .

Pmroposition Soit Te (R) .

i) xo Et supp T ⇒ 3-Vol ouvert tqxoev et TIEO.

iii) xoe supp T⇒ tt VCR ouvert tqxoev,
3- qe CFA) tq (Iq)#0 .

iiï ) si FCR un fermé , alors

supp TCF ⇒ Tlmt = 0 .

Démonstration i) est une réécriture de la définition .

ii) Par la partie i), on a

x. c- supp T ⇒ # VCR ouvert tq xoev,Tu#0.
Mais Tu #0 signifie précisément
qu' il existe qc-C.TV/tqLIq)t-0 .

iii) f- Si Tirer =0 , alors,
comme RIF est un ouvert

,
RIFCRI suppT,

autrement dit suppTe F-

⇒ Soit suppTCF et qe Ca"(RIF),
donc qe C? I supp T) .

Soit K : = supp q
c Rt supp T .

Par la partie i) , V-x.tk il existe vx.cl

ouvert tq x. Eux et Tu
,

-0 .

On en extrait une famille finie qui recouvre K .

Soit co leur réunion . 45T



On a q c- Cice) donc
, par

la Propriété
de faisceau, LT, q) = 0 .

Exemptes . Soit f- C- Li! (R) , et Tp la distribution
associée

. Alors supp Tg est le support
essentiel de f.
Dém : Exercice

• supp (à sa.) = { xo} .

Dénr : Soit F : = {xo} dans la Proposition ci-dessus , iü )
si qe c

"
et supp qell fxo}, alors

q est identiquement nulle sur un voisinage ouvert

de xo
,
en particulier LES", g)=L- Il qlxo ) -O .

On a donc supp (d' Sx.) c {xo} .
Il suffit maintenant de vérifier que supp Seo)#d,

c'est à dire que
d' sx

.
#0, autrement dit qu' il existe

qe ciel) telle que T.co , g) =L- 1)"otqlxo) #0 .

Il suffit de prendre q (x )
: =

× (x) (x- xo )?
où y c- CICR) et y = 1 près de x. .

Théorème soit l'C-D'(B) et x. c-R .

Supposons que supp l'
= {xo} .

Il existe alors

KEN et des nombres complexes (ad) ," × tels que

G) T - ftp.axddsx. .

Démonstration Par translation, on se ramène au cas x.=D .

Soit r>0 tel que BÜ - R . On sait
,
ou
'
il existe

C >0 et KEN tels que , VEE avec supp D-cB# µ



Æ) KTO-HECE.pe ¥, latent .

Fixons une fonction cut-off yet, supp x .

On montrera (A) avec

a. = LT, six) .

2-ôSoit qe ÇCR), qrcx) : - qlx )- × ! xdxlx) .
KKK

On observe que , pour tout KHI
(T, F)=L q) -{ f- D'

"

axôq =

KKK

=(T-Épands , q) ,
donc il suffit de montrer que (T, F) =D .

Pour cela
,
on observe que , VILIEK ⇒ Ca te

Iotqlx ) ) s ↳ txt
"""

,
tlxler . (Exercice)

Pour tout ne NE posons qn (x)
: = X.(nx) .

La formule de Leibniz donne
, pour tout IPIEK,

qncxtls (f)prêt.ch/nMirDtrxcnxY5ilxI7ri'r
,
alors la somme vaut 0

.

Si lxlçrilr
,
alors elle s'estime par

¥ (f) cpcn-trftttrtnm-trtgnm-k-n.jo,
donc (¥ ) implique ¥ç LT, qn) - O .

Mais supp (F- qn) #0, donc <Tqn> =# q) ,
et on conclut que LT, F)=D .

¥



1) Soit x. y c- Rd et a une fonction
+ 1

de classe C" sur un voisinage ouvert du segment
reliant x à xty . Démontrer la

formule-taybr-ulxtyl-EL.%aCxl-E.fi?-y%C1-tYdulx-tydt
KK

2) Soit vu une fonction de classe C
" '

sur la boule

de centre x et de rayon r>
0
, tq Fu =p VINE k _

Montrer qu' il existe C>0 tqlqlxysclx-x.lk,
pour tout x dans cette boule

.
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4. Distributions à support compact .

--

Définition On dit
que TEDKR

) est à support compact
si suppTc R est un ensemble compact .

On note EKR) l'ensemble des distributions à support compact .

Théorème si RCIRD un ouvert et #D'(D)
,

alors TE l' (B) si
,
et seulement si

,
il existe

T : (b)→¢ une forme linéaire continue

telle
que
T'
peser,

= T -

Rmematque On sait (Théorème 3, p - 29) que
l'ensemble ETR) est dense dans CTR )

,
donc I

,

si elle existe
,
est unique .

Démonstrationduthéorèmesupposonsd'abord qu' il existe F : CTR)→ ¢
,

une extension continue de T . Par la Proposition 2, page 4,
il existe KJCR compact , KEN et GO tels que

KIM = KTIQXE 4¥, IQiqlxhtqec.TN .

Montrons que suppTe Kj .
En effet, soit xotekj , et VCR un ouvert tqxoev
et Vnkj -0 .

si qe ETR) et suppqcv,
alors sup IOÎQCXY = 0 pour tout KKK,

XEKJ

donc l' inégalité ci-dessus montre que g)= 0 .

Cela montre que xo ¢ supp T,
autrement dit supp Te Kj .
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Inversement
, supposons que TCEEYR) .

Soit Kjc R compact ta supptck
Par la définition d'une distribution, page 33,

Tpçç.
: C.% → CI est continue

,

autrement dit il existe KEN et C >0 tq

KINE CÉ ! :& 1%41 , tel ippqciç. .j

Fixons XEC
"

tq X (x)- 1 sur un voisinage ouvert
de supp T et supp Xckj .

Soit y C- CFCM)
.

et considérons q
: -

Xy .

Par la règle de Leibniz
,
il existe ↳ 70 tq

Ère .IE/O4xHls-CxE* tôt .
j j

En appliquant l'inégalité ci-dessus
,

on obtient

KTxxtlsccxE.es#ildxlxY .

Comme supp ( ( t-x)x) m supp -1=4 , LT, ( t-x)4)⇒ et
'

KTTHECCXE.ae?y.qldxlxY.V-xecoTr)
On en déduit que T s'étend en une application
continue T : C

"
→¢

.

Rerque En particulier, toute distribution à support

compact est d'ordre fini .

Fo



6.

Produitdeconvdutiondesdistributionsconvolutiond'une distribution par une fonction test
--

Notation si qecésltd), on note que ÇIRD)-

la fonction qtfx)-qfx) .

Si TEDYRD )
, on

note T' c- D' ( Rd)
la distribution LT,y) : - LT, cf) .

Soit f- c- L'wird), et qyecôslpd) . Par le thon de Fubini,

<q*f , x) - § ( q* f) (g) xlytdy -§ !qlxtffy-xlxlydydx-faflxllqx-xllxldx-lf.ci*x) .

Comme d' habitude
, on utilise cette relation pour définir

9*-1 pour Te (Rd) :

Définition Soient qeco"( Rd) et Te@
'

(Rd) .

On définit q*T=T*q par

{9*9×7=47*4 ,x) : = LT, qt #x) , V-xc-C.TK .

Exercice Montrer que cette condition définit,
en effet, une distribution .

Préposition 1) Pour tous TE (Rt), qe Cô(Rd) et tend

0×(9*7)=(0×9)*-1--9 # (d'T) .

2) Pour tous 1- c-D' ( Rd), q, YEÇIRD)

(4*4)*7=4*(4*-1)

TOT



Démonstration

Æt xecélkd) .
Par les définitions, on a

{d'Cq #T), x) - C- 1)
"( q *Tox)

= C- 1)
"LT

, j'*d'd) = C-D'"LT,% * xD
= Là , qt #x) = ( q * (OM) , x) , et

C- D'
"
LT
, à *d'xD- f- D'

"LT
, g) *x)

= LT, g)
"

* x) =L *Tx) .

2) Si XEÇ"( Rd), alors

{ (4*4)*9 x) - (T, (y #x)
"

#x) et

( q * (y *T), x) - {y *T, cè *x)
v v

= LT, y * ( cf *XD -4 ~

donc il suffit de vérifier que (q #4)
"
*×- y * (q *x) .

On calcule :

¢q*xY*x) (x)- § xlx-g)(q *xttyldy
= §, Xlx- y) §, qty - E) y (E)dzdy ,
✓ v v

(y * ( y *d) (x) - §, yfxtyly *x) dy
'

= §, ytxty') ! qteylxtédzdy
'

,

ce qui est la même chose par le changement
des variables ( y

'

,
E) = (xtz, x- y) .

a
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Si f- C- L'* URD) et qec.MN), alors q #f- EETRD) et

(q#f) (x)- fqlx-g) fly) dy = 4f , qlx - . )) .

Cela reste vrai pour les distributions :

Théorème Si 1- c- D' (Rd) et qecéltd), alors
1-*y c- ( IRD) et (7*4) (x)-1T, qlx- . )) , Vexer!

Démonstration
Soit + (x) LT, qfx- . )) . On montre d'abord

que y c- ( Rd), et ensuite que T*q=y .
Il suffit de vérifier que YEC

'

et dxjylx)- (T, Qçqlx- . )) .
Par récurrence

,
il en résultera que qe

(Rt)
.

Pour xe Rd
,
soit qxly) : qlx- y) .

Soit xoeltd et xn→ x. . On voit alors qu' il
existe KCRD compact tel que supp (qx.dck.tn,
et ¥ç sup ldex.ly)- dqx.ly ) ) - O,

YEIRD

donc qxn→ qx. dans ÇÉTRD), donc ylxn)→y(xD,
donc y est une fonctions continue

.

Soit x. c- Rd
,
et considérons

Ylxothg)- + (x.)- kf-1,Qçqlx. - . ))
-7T
, q(x. + hej - . ) - qlxo- . )- hQçqlxo-. ))

Par la formule de Taylor,

qlxothej - y )- qlx. - y )- hdxjqlxo- y ) =

= n'§ ( ts)Qçqlx.- ythsej ) ds .



En dérivant par rapport à y sous
le signe

d' intégration, on obtient que KLEIN! 3- Ca >0 tq

¥2 là (qlxothq
- y) - qlxo- y ) - troxjqcx. -g) feat,

donc / ylx.tk/-ytxo)-hLT,Qg.qCxo-.D/EtE ,
ce qui montre que Oxjvlxo ) = LT,Qçqfxo- . )) .

Montrons maintenant que T*q=y .

Soit xecéltd) . Il faut vérifier que

{T*q , x) - Ly , x)# LT, ê*#=Lx. x)

⇒LT, yts! qlx-ytxlxdx)=! XCXKT, ytmqlx-y)) dx,
il faut donc justifier la possibilité d'échanger l'ordre

de T et f. L' idée est d'approcher l' intégrale
par sa somme de Riemann

,
et d'utiliser la linéarité deT.

Pour ho
,
soit Galy) :- N' ¥¥, qlhz -g)xlhz) .

te supp X.

Alors tous les supp ( In) sont dans un compact
fixe K pour 1h41, et limfn-ytnqlx-yhdxtd.ch-so

dans CÇIRD) . En effet , KLEIN
'
,
d' En

est une famille de fonctions continues
,
bornées

uniformément , et ôç(g)→ C- D'"§, d'qlxytxlxdx
pour tout yek .

'

IL en résulte que la convergence est uniforme .
*



Oi
,
T est continue CÊ(Rd)→§ donc

{T, yi-sfqlx-ylxlxldx-4.in {T, Jn) .

Rd two

Pour tout h >0
, la somme définissant Ça est finie, donc

{T
, G) = tit-2 (T, y ↳ qlhz -g)✗ (hz)) =

2- C- Ed
hz c- supp✗

= ti'-2 ✗ (hz)(T, yt> q(hz- y))= hd-2 ✗ (trzylhz) .
2- C- Zd 2-C-Ed
hzesuppx HESUPPX

La fonction y est continue
,

donc la dernière

somme de Riemann converge vers {y, ti) - ☐

Théorème Soit RCR " ouvert et TED> (R) .
Il existe une suite (yn)n dans CICR ) telle que

Tu -1T dans DER) .

Démonstration Soit µ le
"

noyau régularisant
"

,

comme au Chapitre I. 3, page 20 .

Soit (Kj )j une suite exhaustive de compacts
et ✗j EÇÊ ,

(R ), xj = 1 sur Kj .

On pose Un : = fun #(À) .
Soit y c- CICR) . Pour n assez grand, ✗n=1

sur supp y , donc

Cyn , y>=

fqtxxnlxllqax-Tlxldx-pd-fqlxllf.sn/tT)(x)dx=Lq,n*T,q)-pgd--
(T, pin # y} → (IQ) 1-65


