Tartibions de U unité

—l'héore\m,e, Ll Soit QC YQA un Ou\[ert') et Soit ((;)1)3
F"CLMLUQ d’ouverts +elles que

J

) Pour tout J&N*) EJ < Q Compact,
W) Ve Q) 4 \V ouvert ’E‘ xe\V et
L’e,nsemue { \SG N* - \J Ny ¢¢j est %'Lni
t‘(lors il existe des F‘—onctwns X € Co (CJ )) telles que

S ')(J(’JC)S\ et ZXJ(I) 1, Vzel.

Démonstrativon.

Etope | On montre quil existe une famdle (),
d’ouverts  tels que
) NNt o e,

J J
(7]
.) Q-: U C.)) .
= J
On  constrwit CJ')) CJ,)_) - un Par un,

de sorte que les condibions swivantes sofent sai\'sfi-ai{'esi

% CJ? \‘ KPOur J': \) NP m~|
> CJJ)B J )-—- 2 .
j_m

Pur m:l/ celaa est v

) ) .

Soik Sa"'" (Cj‘ CJJ)U (gﬂ wJ.)'

o



C)ert un  ensemble  ouvert et S?_mu O = Q, .
Soit Fmi= 2N\ Q. C )e,v\- un ensemble
-fermé dans _(,2 el \Ién'%\'a,nt 1:;\' C On -

TFar hmxothése ) O ot un c,om[)act , donc T ausst’
‘L ex[ste a,lOrs CJnl Ouvert "EQL que

T € ) @ ) 2 W,

O‘(LQ— R'«"i:muﬁ?mcwwl UQW\_)
ce qu,\,' f)rou.ve V hevédike .

(ve)
Il reste & vé\—t.‘tmr que Q= U wJ?.
J=!

Ol') St xeS’Z) WL e_x{s’cQ) d)cs.()ris l)hﬁpo’chése l"‘L'))oo

N tel ciua x & CJJ' SV J'>l\l, done x & szJw CJJ~ :

N ; oo N
?u(sque_ .9.‘—' (U cJJ- ) U ( U wji) , XE€ '\) co.)
)=

J=N+|

)
:Etape, 2. e le (orollaure 2) (Pous tout J& IN*
il exite  une ~f-or\c,h'or\ @J' € C,ooo (CJJ)) Os QJ < |)

9\]: i Sur —CS‘;‘ .

00
osons O(x):= JZI QJ- (x) ,
%ur 'tOu‘t < € Q) c.,e/rl' une Somme -s—t'm'e, sutc
un \{ofSt'n(L\fje de =, donc de dase C” sur L&Vofsfr\o.je..
Auss;') Q(x)z i Pou\- '\:Out A€ SZ

On dé{ﬁ’nik ’X.J 1= QJ/@ .




On  ‘ermine ce df\CLPitre par un oautre doultal
du  meme {—jl;e,,
Théordme. 5. Soit K< R compadt
et (cJJ-)J=|___m un recouvremenl ouvert L
de K par des ouvert borngs.  Alot Il ewste
XJ € Cow(&)\l')) OQXJ' S \} i.XJ (x) s\ Pour tout ~e R
et iX’J =4 su K. J

J=!

)
Etafe 1. On montre c[u’«il. _xiste  une {-&mcl\e
(wj’)j:' dlouverts  tels que

o) CJJ) < wj' ) V‘\':l)‘--)m

(&

) <K <

1 CJJ'

J
Exercice Taire |l "éca(m |

2

Ehape 2. Sot 6 € G5(w)), Osgsl,
m

-

g-1 we o) o= Ze,
done  ©(x)321  sur J ! -
i
Sty € C;”(JQ C,JJ') , Osxsl, x=] sur K.
(’)C)@‘(fx) M
st e U
On pore 'XJ'('&)* O(x) ' 1: ‘
O ' ~¢ U a .



3. SUﬂ;ort des duistributions

Défimtion 6 Sotent Q2 < IR? un ouvert et o un ouverit
non vide e . St TedD(R), la restrckion
de T @ o, T|,, est define Comme lo }orme

Linéaire  sur CZ’(CJ) donnée Par
CTlos ¢ =<T 9>,  VgeCe).

Comme C:T“) < C?(SZ)) lo clé-fmi.ﬁon O un sSens .
59 K<€aw wun compact,  alors

KTer 9= STy, Vge 2 ()=,
donc  la. continuité de T'w sur C;(w) résulkte
directement de o continuité de T sur C2(R),
autemet  dit T, € D(w)

On voik que, U Dewe 82, aos (T|w>|w>:T\m’°

fPro?osth'or\ (‘r)rol)rvé{:é de —?Q,CSCE’,C\,LL)- Sott Q¢ rﬁd ouverk
et Cw?i)ﬁ une —‘—u,mtlte localement {-L'm'e d’ouverts
telle Clue (j‘ (:Jii = S?. /Pour tout J’G\Nk) sovt
a,:

T eD(e) et suppaens que, Y vjeN* iy & noy#EP,
T, = T

v ;N e, J 'w{nus

distribubon  TeD(R)  telle que 'T'|w =T, VYiewr
“DE monstration ( neorrecte ] celle —\’—cu’ce en Cowrs et la bomw.)
Existence ¢ Soit ( Xj J une Parteaon de Uunié

subordonnée & la famille (wj)j , dont Uexistence

est 3arcmt\’q par le Théoreme 5 wv—dessus .

A].OF'S il existe wune




51 CféCZ’(Q), alors f)(jcréCf(wJ')
et <—|.J‘) ’><Jﬁr> . un  %ens. On pose

<Ted = 2<Tngd (9

Comme Supp ¢ est un ensemble COrnPa.(t )

| 'ensemble { J T 0 supp ¢ iﬁ} et {—fm‘ )

donc  la.  somme dans (*) est Fgfm'e'
Exertite Montrer que TE CD’(SZ).

Montrons que -T|CJJ, =TJ' J VJ’EN*-
On  doit \Iéﬂ'*ter Gue

CTogd> =<T, 97, W pe G ().
<Td= 2<TH xig)

CO\’Y\W\& ’)(\_CP S Cow(c‘)i n wj) et que _Tilwir\w" :-r“mt-r\w")
on a <Ti> ?(»‘“l’>= <TJ') XG‘F> , dlod
co I
<T)‘P>=% <—'—J) X ‘f>= ;<T> X{¢P>=
o
= <Tp Z2xg> = <Tp ¢

u'\f&f‘% : IL 3M'H»i‘t de Vor ﬂ‘ue T |w£ =0 Pour tout v
iml')ll'qua T=0. HO.,\AS/ Sy (.P € C?(SZ))
alos il exste T, Jocl p= IZ X P, donc

Lo To
<Tgp = Z <T xvr>=§\<‘rlwf)x{cr> =0,

Or,

m



Déinition On appelle le swppot  de TeD(R)
le melémen'ta,ire de la réunion de touws les
ouvets < G2 tels que Tl =0O
On  le note Supp (7).

:E\:o?osih‘or\ Soit Te€ @)(Q)
1) Xod supp T IVcaQ ouvet )cc( %€V et T)y=0
1) %€ mﬂ,’\' & VYV Va0 ouvert ‘a‘ A€V,
SRIS Cgo(\/) q T9>=+0.
) S Fe R oun {—ermé) olors
supp T < F S Tlsz\\: =Q.

Démonstation. 1)  est une ériture de la dehinition
W) Far la pete 1), on @
o € Supp Te YVcQ ouvet {c‘ ocoe\// T\\‘#O.
Maus ’T\v =0 sx’jm’%\'e Préu’sémen’c
quil existe € CI(V) )G‘ <_|:°€> =0
) & U T =90, dbs,
Comme S2\TF est un ouvert, Q\_\:CQ\suﬂ)T)
autrement dit %uwTCT—'.
= St supTeF ok g€ C;”(Sl\"\:))
donc ¢ € CT(SN\ Supp ™).
Sot K := Supp 9 c 2\ SUpp T
“ar  la ]’)a,r‘c\'e t)) YV xeK 1l exvste wxocQ_
ouvert tci X, € CO, et T|wu o)
On en  extrait une Famille %im’e quv  recouve K-

Sotk ¢ leur runion- Wa?



Ol’\ G C_f € Cow (CJ) donc ., por Lee (\/)\-o]an'é{:e/

de —Y-&\"SCECW) <'r) q)> = 0.

Exemples = Dok € L-[},C,(SZ), et _l'; lac distbubion
Qssocibe.  Alors  supp 'T,f est le support
essentiel  de {— :
D . Exercice
Sw\?p( 6.,) = {xf
Dém - Soit F = 8%} doms la qo\-o()asijdor\. ci—dessus iii)
Svog¢ C” ot su(:chCQ\{xo]) alory
‘:f ext L’de,n‘thJuemen‘t nwle  sur un \lofsfna.je ouvesL
de %, en pasticulier <> cf>'= (")Ma“cf () =0.
On a denc  supp (9%6,,) < {=:}.
I subfit  maintenant de  vérther que supp (5. )*5,
Cost & dire que e O, 7O autrement dit ciu)iL exite
qe CO(R) tole  que <80, gy =EN" () #O .
U osufft de prendre  p(x):= g () (x-=.)",
ou Y€ C:’(Q\ et rXEi Prés de o .

Théoreme Sowt Te @)(Q) et «.eQ2.
Supposons gue  supp = { 'xo], IL exvste alors

ke N et des nombres ComP\exes (Cl%)m‘sk 'l:d.S Ciuc
Gé) T= 2 a, 978, .

le| €k
Deémonstration Far translation, on se mmene au ws x,=0,
Soit >0 tel que B(or) = L. On saa'«tl ouil existe
C>0O et ke N +os que N OeC” avec supp O<B(Or) m




(;é )<_T) @>| S C—Z SuE )3“@(3()..

l)sk xe |

Fixons  une -f-onc,h'om cut- O’W Y E Caa) suP\g x.<cB(Or) .

QO montrera ( *) avec
L C- |)|vl,|
Ay = T <'T') xdx>.

ik € Co”(SZ)) Cf’(x)i‘: Cp(x)~zgq(0) . ().

o) sk

O observe c]ue. Pour tout |l <k,

(T = <T“F> 2 (0" Tg(0) =

elsk

lsk
donc il Su.—H-LJC de montrer que <T ‘-]7> =0,
Tdur cela) on  observe que Y Ik|<sk AC, ‘\:L"
l/aoch(x>, CQL ,’X_,lﬁ-i |°¢|
Tour Youl ne n\]*) Fosons Ca (x):: EF(x) /X_(nx).
La e%ormuta de Leibnuz donne | ?suw touk \P]Sk )

R

Avd "x;’ sSr. (Exer(,(c,e)

Sy \x,?\f'f) alors  la somme vaut O.
3¢ l’Ll < n—' r alors elle sestime par
Lk - -
( ﬁ) C (ﬂ[">* s) rL\(Bl Iyl < LR o)
P 2
donc (*) 1m‘)b ue L;W: <_|— P

Mais  supp (F- LP“') 20, dmc T, %> <T ?F> )
et on Conduk we <T ¢> = Q.
9 ) D o



Exercice 0 60{,\;; x)jer@ et U une %Onc‘(fow
de classe C«k+| Sur  un VOLSLhaﬂe Ou\/e\"t du Se\rjmew\:

reliant X a '?C*tj, Demontrer la fso\‘mul& de T&jlm-:

S oL ol + OL\ ol
u(oc)f\j\--— L ’9_79 w(x) + Z i!l Y Sg(l—‘t)k@ u(x»«*l:j)d’c

Risk =k

2) 50ik W une &onc‘cfom de classe Ck“ sur la boule

de cente T, et de gy >0, 4y Fu(0)=0  V lsk.
Montrer ciu)x'l. exste  C>0 Jcc‘ |cf(x)J < C ‘fx—'xo]k”)
/,)ou\- ‘E@u& X dans cette boule | ]Z



4. Distritbutions g suﬂ)or)t C,om‘oa.d:-

Delintkion
C—

On dik ciue Te fD)(Q) est a Su\oport com")cuk
S 5u13p'_r < Q est un ensemble ComPaC?t .

On note 6)(SZ> Uensemble  des distribubions & Sum)ort c,om‘)a.c?t
“Thgoreme

S QLo un suvet ef _\"6:2))(93)
alos Te &(R) s, et seulement sy, il existe
T C”(Q)—i C  une fome Unéaie continue
tlle que T engy = T

On sait  (Théoeme 3 P-Zﬂ) que
Uenseole  ((S2) est dense dans CRQ), donc %,

sU elle Q%L’sfe) est um‘(]ueﬂ

Dmonstrakon  duw théoreme

(Qemarciue

Su()‘)osons d abocd CIU){L existe :T\: : CW(Q)—é C,
ung  extension  Continue de T. (p(lr lec (Pf o?oﬁi]:for\- Z) i)aje L )
il existe KJ' - Q ComPact 5 ke N et C=0 Tels ({\Le

‘<T)CV>\ = \<—T:) ‘\’>\ < CIZ)Z:? ::K\o \ﬁfcf(x)\)quec?(gz).

Montrons que SuPpT c Kj'
En e,He‘t) sot X, ¢ Kj') et VS 2 un ouvert ‘)cc‘ x.e\V

et \/ (\Kj -9 > SAS Cf(R) et Suppq < \J,
alors  sup \”afcf(x)\ =0 four touk s k,

XEKy

\
donc L7 \'ne’jawct/ U~ dessus  montre Ciuc <(T) Lf>= Q.
Celck montre CY\A,Q_ P, é 5\}.‘)\9 T)

autrement dit Supp Tc |<J' )



lnverement, Suppesans  que TE E,\(Q)
B0k K c Q2 QomPact tq $uPPT c K
For de{-\mhon dune distribution, (7(1_69 33,

Tl CKJCQ) ' (9)—9( sk Continue,
autrement dik il exste ke et C=0 %c‘
<T > sup |50 ()|, Ve
l “F \ |o¢l<k x ek ‘-{7 \ ) Cf{c‘ S\Aﬂo c.PC:K

ixons XC—;CW {:1 X(x)'- 1 sur un \loCsfr\aje ouver
de suppT et supp X C ICJ‘.

it yEGTR) ek considérons @ i= Xy

Tor  la r€3le de Ledbnz, il exste C, 20 q
2 e [Flxy)| < C 2 swp \3"‘*1/\

loz) € k. reK, lochk IE:K

E\'\ PUC‘\A&V\JC \Lm,e.ﬂald:t u~c[essu€ on obhenkt
KT s CO2 amp (0|

|oz)<k xel

Comme  supp ((Fo)y) 0 swp T=B, <T (- )wp=0 et
\<T "Y>' CC, Z. Vf | ’Y(’x)\ VVGCW(SZ)

|oz|<k x

Oﬂ en dédut c,u,e T s Q-Ee,nd en.  une QPPL\OCL‘&\O"\
Continue T C ‘”(SZ) — (.

Ee,marqwa | = Pa,rtfwh'er ) toute distribubon G 5u.mwrt
COW\.PCLQJ( e,s‘t d)ordre. -?Cnf.-




6. Produit de cowolutin des disteibutions

Convolution dlune  distrcbution par une {-ond:u’on test
Notabin 83 g€ C7(RY), on note e CI(RY)

lo ,Fonciort ?(1):‘—'?(—1).
St Tém)(ﬂad)) on noke T € (D)(ﬂad)

la_ dﬂg—trtbu{'\br\ <—\r/-/(.|>> = <"T) (_\é> . n
so{t _‘,e L\’oc (Izd)) et gr)/xé Cow(lgd) |0(Lr ]Q 'H’\TI'L de FF-\.Lb{\f\t.')
ey x> = § (D9 x(9ay sz é,; 96 §(5=) x (g dy dx

R4 4
= éd fv(x)(c\r(*x)(x)d'x = <f) ‘;?*X> .

Comme d)hcdoi’cude,) on ubtlise cette relaton pour ié’{-mir
CfX'T pour TG,@)(ted) "

Définikion  Soient g CT(RY) ot TeD(RY)
On définit ¢ 1 = Tx¢  par
{xTd=<Teg,n>= <T, §xxy, Ve G,

Txercice Montree gue cette condibion d.é{—t'r\ib

—

en eHet ) une distribution -
@royosi)cion. ) Four  tous _T-EQ))QQd)) CFE C:(Rd) et Dien\]d
F(gxT)= (%)% T = 9% (*T).
2) Pow tous TeD(RY, o,y eC?(RY
(42 )x T= g (y+T)




@é\’Y\O\’\S‘\T&HoL\.
) Soit X € Cf("(d)' T les définitions, on a
o geT), gy = (D q *T, 9%y
= (DT FHEE) = (DT TG0
=TT, Frad= {gr(¥T), >, et

(<7, § 5 @%b = (05T, )
= <% xy ) = <O RS

2) S g€ CP(RY) adors
lgx)x T 0 =<T, (9x9) %0y &
Corlr o> =<y s ¢ 500>
=<7 v *(C(* *>O>
dome il suffit de Vénifir que (gxy) *x= “l’*(“? tx).
O caleule

(penelex )@= § x(xe-g)g o) (-y)dy
Rd

= gé’)(("‘j) g Cf(-\j—z)\y(%)dzdj)
R R
(‘1\: %(c;)/ *%))(’x)’-' éa '\\’(”7“3))(:?/ *x)(\j’)dj’

— — X+ o) ) R
= éd \I,( ‘j) hgd LY(E \j)x(l)&%dj)
Ce C]LL],‘ est la meéme  chose /[)ar le d’\&\jeme,rct

des VaGriobles ( \j ) Z )— (9(‘1' £, xX— ‘j) 0

Te2



> te Lo (RY) et Qe CZ(R%), alors ¥4 eC”(R?) et

() ()= g ¢ (x-y) £ly)dy = <4, ¢(=—-)).

Cela reste vran Pous les  diskributions:
Thiotme 51 TeD(RY) et ge C(RY), alors
Trg e C7(RY) et (Txg)(0)=CT, g(x—-)), VYxeRr'
Démonstration
ﬁ Soit ’\I/(X <_|- QP(X— )> On wonkee  d’abord
que N{GCW("Z‘J)) et ensuite que T =y

L sufft  de Vérifier que ~yeC!

et 'ajxr(x <’l’ @xcr('x— )>
For  dourene, il en  résulbera que '\yeC” ﬂ?f*)

Pour xelk?y  soit c{Jx(\j) "‘&F("x \j)

Soit xEMR® et An—> .. On wvoit alors qu'il

Q,Kt'e‘te K.CIKO[ com/’)ac‘t {'cL 7uc Su’o’o (C'Dx ) C K} \7(&)
et lim  sup | 9% P (Y- T (y)) =

VT yerd
donc Px, — Px, dans Ce (R ) donc v (xn) = (),
donQ \}/ est une f,fonctl"ons Continue .
St x. € e , et considérons
sl thg)— ylx)= hST, Dy g ()b =
=<-T') (‘70(I<,+ hej —_— ')_(f) (')co-.)—— h QxJ’ 90 (’XO—-)>

/’%U‘ ZCL rfOi'h'\ ule de Ta_,j lor)

¢ (L. +hg—y )= q (.- y)— h O ¢(xomy) =

|
= h?'S(l-—s)Q c_[:(oc y+ hse') ds.



En  dénvant Par ra’),':ort a 3 sous le signe
d’intégraion, on ebbient que Ve FCyp20 t

Sup /’a“ (c{ (o + he; — Lj)— c,O('xo— 'j) —haxﬁo(fo—tj) / SC W

ge r
donc , x',(fro-l-h)—«.}z('xo)- H<7') ijcf(’xo—~)>) S h,?')
ce Ciui montre qvbe 9,ijy(vco)= <'T;®.XJ(.F(’DCO-—o)>

Montrons  mauntenant ‘1“‘ T’“f’ &
Soit g€ CP(RY. L faut vénfer que

{Txg, x> =<y xd>e <T o =<w>
é><-|') y > g cf(oc~~j)x(x)dx>: S fx(x)<’l') ‘j""[’("“‘j)> dx,
R4 R4

1‘_ FFOALt donc jush‘%ér l.CL T)osstl)d,(l:t/ d )e{C/[’\ a,njer L’Ol‘c{rb
de T et S : L) e est d )a,p))rod'\er Ufn%jmlt
par SG. Somme de Qt'emanr\) et d'ublser o lLindanke de T,

Rur k>0, set g (y)= hdze}; ¢o(hz—yg)x(h=).
hz esup

Alors Tous les SuPP(E k) sont dans un C@m])acft

fxe K pour Jhjed, et limE = ye n; oy )x()de

dans  C%2(RY). En offet , oLend, %f,
est une »F(Lmtue de {Zonc’cfons Conhinues, bornées
‘ , X lo) ol
um-Formemer\t) et O Th (j>——9 (-1) 3;9 CF(’C-j)’X,('&)d’L
Pour tout yek . &

L en résulte que loe (,on\/eﬁence est unrforme -
64



O\‘) T est conhinue CK”(FQ“)«—vC) donc
<y § gl Gdy=lin <T 5>
lﬁd h=>0
Four tout h >0, la somme o\é{ithﬁsa,nt "{h est X—fmh) donc

(Tgy= 1> Ty glhe-yyha)d =

ze Z°

hz esupp .
= hdzd 0% (hz)<‘\j Yk Cf(hz—g)>= hdZ x(ht)y(lf&).
hieeszn;rpx_ h:se;z[):/)(,

La afondcx'om V est continue, donc la dernizre

Somme de &emann com/erje vers < Y, h> . =

Théoreme. Soit QcR? ouwet et T €D (L),
L existe wune suite (o) dans CJ (R)  telle que
Yo T dans D(R2).

Démonstration Soit % le ”novcw réﬁularisan’c n/

comme au Chapitre L. 73, paqe 20.
Sot (KJ)A une swite exhaustive de Com")ad:s
et % €C|:+|(S2)) /X'S_——i sur K-
o 2 e
Soit LpéCo”(SZ). our N assez Srand) /Xn—_—i

Sur SUFP LF) olonc

</\'Yn) L[’>="- g Cr('x) ’)(n(x) (f,/n*T) (x) dx =
Rt

- g CF(I) (fvn*‘l-)(x) dx =—'<§an"|‘) Qf> -
md
=T gnxgy = <Tgy -



