DM I: ESPACES DE FRECHET, FONCTION DIFFERENTIABLES

A RENDRE LE 15 MARS 2022, EN PERSONNE OU PAR COURRIEL

Exercice 1. Soit Q C R? un ensemble ouvert et p € [1,00[. Soit L

1oc(82) T'ensemble des fonctions
mesurables u : Q2 — C telles que

/ lu(z)P dz < oo, pour tout K C 2 compact,
K

ou 'on identifie, comme d’habitude, les fonctions égales presque partout.
Soit (K); une suite exhaustive de compacts de (2, et posons

1/p
pj(u) = (/ |u(:v)|pda:> ) pour j € N, u e L} (Q).
K;

(1) Montrer que LI () est un espace vectoriel sur C, et que (p;); est une famille séparante et

croissante de semi-normes sur cet espace.
(2) Montrer que L{, (£2), muni de cette famille de semi-normes, est un espace de Fréchet.

(3) Formuler et démontrer un résultat analogue pour p = oo.
Exercice 2. Soit ¢ € C°(RY), et h € R%\ {0}. Pour t € R\ {0} on pose

o) = H2 )= )
(1) Montrer que ¢, € C°°(R?) pour tout t € R\ {0}.

(2) Montrer que, lorsque t — 0, ¢; converge dans C°>°(R?) vers une fonction & déterminer.

Exercice 3. Soit X un espace vectoriel muni d’une famille séparante de semi-normes (p;);. On dira
qu’un ensemble A C X est borné si

VieN“IJR>0Vue A ona pj(u) <R.
Montrer que tout sous-ensemble fermé et borné de C*°(Q2) est compact.
Exercice 4. a) Soit f € C®(R) telle que f(0) = 0. Montrer que la fonction x — @ se prolonge
en une fonction g € C*°(R).
b) Soit n € N. Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur f € C°°(R) pour que la

fx(f) se prolonge en une fonction g € C*°(R).

fonction x —



Exeruce 1.

l) 51: WV oo |<—-> C deux rg-onc:k'wns meswbles

telles Ciue S \ul?c\x <P et S\ledfx <P,
(- K

alors S l?\u*/«ﬂ?c\x < \'f%/*é(.
K

(car on sait que LP(K) et un espace \Iecton'e,L).
On. a ADF\L Ciue LPL(SZ) QA]L' un e,s[)ace \IC(,tOr\'e,\..

On a QLSS pour lo. mEme rauson,

(§ o)« (g (ot
( S VXU\Pde)Vp - \M (é |u\9 d,()‘/‘))

K.
donc Pour tout J'eIN* ) P1 ett une semi —normes .
Montrons que lo. swite (ﬁ)j est $€T)am.nfe.

Soit u: K—=C wune «{-onc‘(\'or\ mesurable  telle Gue
P (W) =0 Pous tout )‘eiN*,
autrement At w(x)=0 pous touk acC-Ka'\ Aj |
oo A i < Kj est de mesure (de Lebesjue) nulle .
St A= U Af c QL o xeQ\A.

JENX
Comme QLNA=(U kK. \\(V A\c U (K~\A'))
jenk 4 yenr ) sent — 4

on obtient u(sc) =0. Mas /—\ est de mesure nu\m}

donc uw et nulle presque P&,\‘tout )
donc Cfa')j et une suie s€perante.

Kj < Kj+| CmPlcque r)i (u) < Pw (u) Pour toul ue Lil(g)



2) Sait ( u“)r\ une Swte de Ccmdwj dans L{;_ (Q)
Sovt J eN* et consddrons la swte
u\'c\,‘) 1= U“ ' K:

3
On sait ( Exercice |) que Ye0 IN, €N Y
Ps(um_‘un) <& PDLU‘ ‘E@\.LS m)“zt\jo)

autrement dit (uﬁ))r\_ est une swte de Caud\j
dans L__P(KJ').
L exste alos v@e L.P(Kj) g {l\hw; uﬁ‘)-:v("))
avee la COrwerﬁea.nce dans LP(K,j).
Soit v: & —C lo 4onctin défive par
(2)i= i\lm(x) su xe K,
YT v(")(x) Su xél(j\\(j-.) 5'?2.
On voit que  V et une ‘%On(,’ct'on, mesurable .
Montrons que  V |K5 = VCJ) ( Presque P(Lrtwt), Va'e\kl*.
L 5L~H£t de montrer que, s | < L< S)
odors v ()= v (x) pour presque  tout xXEK .
On o uﬂfp—> v dans L_P(KJ') , donc

u‘f")\b — v dans  LP(KL).
L

Mas u‘f")lKl = W o W v dans LP(KL))

donc vc")m =y presque partout-

OT\ Q dom. U \K' — V“f da.ns LP( Kj'))
1

Gutrement dit lao'(“m‘ v) >0 | V4 € INY,

est—-C —dire  U—>V dans L...‘;L (S?,) .



3) L suffit de remplacer  les normes L”
por  les  normes L”,  cdet—a-die L Supremum
essentiel .
On defimt Ly (Q) comme L/es‘oa,c,c,
dlea *ond(»‘or\s mesusables  wr 2= € telles que
ess sup |u("x)\ <o, Y ke compad,

~x €K
c7es’f-c:.—d{rc Y Ke Q c,om‘)a.c.t D AcK de mesure nulle
tel que Swp ‘u(ﬁt)\ < 00

AEKN A

On pose Fj' (u) t= eSS SuP |u(x)) .

IGK]'

On  montre comme  dans \) qm (Pi)j

eat une  swite Sé[)a,rcux’& ekt cCrossante de Semi—normes.
Lo preuve qQue Lo (R) et & mame
iu dans Q).



TExercie 2 .
l) Tur te (Q\{Oj %Cxe) la %omh’or\
wix)i= ¢ (x+th)
est  de casse (7 (em edtet, Oy ()=9"¢ lx+th)
pour bout olemd).

@Cu\ Com&iwm‘t ) Corame Cw (Rd) est un espawe \Iec,tonu)

b e C”(RY

2.) On  montrera qQue d’t Conve rﬁe dans (%
VEerd t&— d,ériV& de ¢ dCU(\S la direcbion )
Cest — - dtre

d
¢, — 2 b dans C2(RY).

L=l
IL suffit de  wvenfer que, ¥V Ke \124 Compact
oL e N , et toute swite . —0,

L, sp [P, = 20294 =0 (9

Ot\, Q‘OSGNQ C\we

Fo(xtuh) ~F) .
9°L Cb‘t\\, = tr\. = (9 d))‘h\ )

donc, ean \’em‘)a.gant 4 pas 344;) on  (eut

Suﬂ)oSer sans  resteevndre o 3éne{ra,li‘t€ C(&Le o[,=(0)-,,)0).
IL —‘La,q,t donc  montrer Que

d
“ﬂt e l ¢tr\~ Zh{@xt_{b\:(}-
A=\
C’est une c,oné uene de la -F-ormm de Lo+

JC du “—CU& qu,a lea dém’vées

nde o ci; sont born,q,es sur c,twgut



"Exeruce 5

g/l%u‘sﬁwg C?(&2) et un epae Métrigue,

on Pewt whilises  lo. caradénsation séquentielle

de la compacite. Il faubt donc montrer que,

=14 (&Fr\)m et une swite bormeée dans (,”(Q))
alon  elle a une  Soua— Swite ciwc wrwerje dans C‘”(Q).

@ﬂﬁdm\ que lo Wl& de  Semi—normes
CT\u' dé,—g(r\i’( la tOPOLOjl:Q. de COO(Q> At

K = < ol
pi (4) oo | ()
QU Kj et une swite  exhauntive de (pm\aadcs de Q .
(.Donc_) ( L.Pr\)n' ot wne swlke bornge dama CW(Q)
si eb  seduwenk sy
(X—\ SUWP  max Sué») \’8“%\(1)\ <, VJ)\LGN
i

n ek xe€
Soit (u?“),\ une  suike  qw \\én’%{g (%)
Montrons d'alord (Tuz f\)our touk d’en\] W exite
e Sows— swite (‘fﬂﬁ)) L) 5 -
qu,»' Lovwercde \Aw'%ormﬁmkmk Sur K’j'
B effd, ona sw iltf (g4 1V, (x)]) < oo,

done  le théorme dAscoli donne lexistenwe de oV o7

l j“l )‘!9

Yar la. wskhode de  (Cantor . on obtienk aeu’ il

existe  wne  soun-suite NACHES OIS de (&?m)n.

oiw; c,orwerae \)\/wi,ﬁom\famzv»\: sur  Youwt KA'.



Var l meme a/rawwwwt ;W existe
W S0uN— SW’CC Cf ™ (.{7“0) b ded AC Q(n(o))(fn_go)),..
Tl Oue ™ Lf“—i‘) (Onve rﬁ& ww{.ormme/v\t

sur  toub K’ﬁ ?om— touk 10()

ar réunmene, powr towk kAl easke wwe soun— swite

q\\fh) C‘F ﬂé") T dQ C-f (k=1) (k«l)
%@LL& C‘VLL fau’m (k) C/O\’\,\N,rja \M\,\% OFW\«Q/.W
1

sur  touk K3 ()ow tout \ou < k .

Var lo. mgthode de  Cantor Al existe wne sows- swite
c'fn\ ) (-fnl) Ln, - de (Lﬂ‘)'\
telle CiWL ’9"‘(.[7,,\L C,om/erje uwm'forme’mawt
SUrT JCO\A& Kj ) CQT(D

/)



Exevww 4 o) Soik %6 C?(R) el e %(0),39
Gar e théordme %ond&mmkok) \v‘uer\{of

x \
£0x) = §0)- 49 = § Poat = = ) Fxu)du
M

TPour  touk x€ R, sot (j('x)rz g%)(xu)du-

/Par \LQ ‘\tkéore\.vv\k d& a<r f\/a.Jcior\ SOuN l,)(n'\fe/j \’(1,\2/ on a
\

3Ck)(x)= S uk -“’-(H)(’xu) o\u) \V{kél\\/
0

ek g¢ c ().
Commme | 9 _ g(x) V=0,

b) suﬂ\Oﬁons d)&,l)o\‘d C[%L :E%n% =3('X—) \7/1”-#0/
ge C(). On a done §()=x"glx) TxeR.

LCL réalt de Leibniz dome alors

$@=4(0)= . = £7(9=0
lnvenement, st »-3-6: C?(R) +tele C\v&
{(0= £ (0)= ... = §""(0) =

/Pa/v l& aFO e A,Q T&jbr QAR LQ FQ‘\T( Lr\‘tejra,L

§GI= 40 f k< fAE \). +3 xf“’(f)i}‘)-. i
=04+ _ . +0+7x § ‘?C“)(I\Q

( |)\ du) \V[I#O



Tour Yot ~ec R, st g(x) "f {4

(|7ar le théordme de dérvation sour L f\jnz m%ﬁfau )
|
(n+ Nl
3(k)(1)= §oc -ﬁ- k)(xu)j;— du, v ke N
et 36 C”(VQ)_
Comme —E(_’x_ = 3(1) A x#O/

lee prewve at  termunde .



