
⌦ ⇢ Rd p 2 [1,1[ Lp
loc(⌦)

u : ⌦ ! C
Z

K
|u(x)|p dx < 1, K ⇢ ⌦

(Kj)j ⌦

pj(u) :=

✓Z

Kj

|u(x)|p dx
◆1/p

, j 2 N⇤, u 2 Lp
loc(⌦).

Lp
loc(⌦) C (pj)j

Lp
loc(⌦)

p = 1

� 2 C1(Rd) h 2 Rd \ {0} t 2 R \ {0}

�t(x) =
�(x+ th)� �(x)

t
.

�t 2 C1(Rd) t 2 R \ {0}
t ! 0 �t C1(Rd)

X (pj)j
A ⇢ X

8j 2 N⇤ 9R � 0 8u 2 A pj(u)  R.

C1(⌦)

f 2 C1(R) f(0) = 0 x 7! f(x)
x

g 2 C1(R)
n 2 N f 2 C1(R)

x 7! f(x)
xn g 2 C1(R)



tÜ%i↳~ : K→ ¢ deux fonctions mesurables

telles que { tu /Pdx < os et SKIP doc <os,
K

alors { / Au -1µV /Pdx cas , 1fr c- E

( car on sait que
LPCK ) est un espace vectoriel) .

On a donc
que LE (R) est un espace vectoriel .

On a aussi
, pour la même raison,

( { luth Pdx)
"
< (§ /upd>c)

"
t'
+ (f)v1 Pda)"
K

( § /Au/Pdx)
""
= la / ( { tu /Pdx)

'"

,

donc pour tout g. c-N'
+
, pj est une semi - normes .

Montrons que la suite (p;); est séparante .

Soit u : K→ 6 une fonction mesurable telle que

pj (u) -O pour tout j' c-N'
+
,

autrement dit ulx)-0 pour tout ✗ c-Kj) Aj ,
où Ajc Kj est de mesure (de Lebesgue) nulle .
Soit A : = Ujc-wx-A-j.cl et ✗c-RIA .

Comme RIA _-(¥µ* kj)\(¥µ*A;) c U (Kitaj),jeux

on obtient ulx) =D .
Mais A est de mesure nulle

,

donc u est nulle presque partout,
donc (p;), est une suite séparante .

Kjckji , implique pjlu) c- pjii (u) pour tout uc-LP.IR).



2) Soit (un)n une suite de Cauchy dans L'fall).
Soit j' EN

* et considérons la suite

until -

_ = Un lkj .

On sait ( Exercice 1) que
tte>0 3- NOŒN tq

pj ( un - un) < E pour tous mon>No,

autrement dit finit)n est une suite de Cauchy
dans LPCK;) .
Il existe alors v c- LPCK;) tq ¥ç un" - v

"?
avec la convergence dans L' (Kj ) .

Soit v : l→④ La fonction définie par

✓ (x) {
"" (x) si xek ,

v (x) si xc-kjlkj.is j > 2 .
On voit que v est une fonction mesurable .

Montrons que vp ,ç.
= v
" (presque partout), Kjell?

Il suffit de montrer que , si leKj ,
alors n'" (x)- v (x) pour presque tout xekc .

On a until→ ve" dans LPCK;) , donc

Un
"
pp
,

→ Ville
,
dans L' lkr) .

Mais un
"
,"
= un
" et un

"
→ v

'" dans L' (ki)
,

donc veille
,

eu
"

presque partout
.

On a donc unhç. → vhç. dans L' ( Kj ) ,
autrement dit pjfun- v )→0 , VJEIN *,
c'est-à-dire un-su dans LE (R) .



3) Il suffit de remplacer les normes LP

par les normes Les, c'est-à-dire le supremunr
essentiel .

On définit L:(R ) comme l'espace
des fonctions mesurables x : R→ 6 telles que

ess sup Iulx ) ) cas, VKCR compact,
XEK

c'est-à-dire tt Kel compact JACK de mesure nulle

tel que sup lulx ) ) ces .

XEKLA

On pose pjlu) : = esçeqçplulx ) ) .

On montre comme dans 1) que (pjlj
est une suite séparante et croissante de semi- normes .

La preuve que Là (D) est la même

que dans 2) .



Exercice
1) Pour TERUO} fixe, la fonction

+ (x) : = d( ✗+ th)

est de classe C" ( en effet, 071×1=0%1×+1-4)

pour tout Le /Nd ) .

Par conséquent, comme C
" (Rd) est un espace vectoriel,

4- C- c- (Rd)
.

2) On montrera que dt converge
dans C"

vers la dérivée de § dans la direction h,

c'est-à- dire

4- → È triaxial dans GGRD) .

[=L

IL suffit de vérifier que, KCIR
"
compact ,

✗END
,
et toute suite tu→ 0,

lin sup /OH
,

- È triaxial / = 0 . (*)
Nisos ✗ c- K Et

On observe que

Odin = °%k+t¥ = (G)* ,
donc

,
en renrpaçant & par % ,

on peut

supposer sans restreindre la généralité que E- Ca . o) .

Il faut donc montrer que

lin sup / dtn - Èhi Qç.IO/--0.n-scs
XEK i=\

C'est une conéquence de la formule de Taylor
et du fait que les dérivées 2nde de d sont bornées surtout

compact .



Exercices
Puisque C- (R) est un espace métrique,
on peut utiliser la caractérisation séquentielle
de la compacité . Il faut donc montrer que ,
si ( yn)n est une suite bornée dans CMD)

,

alors elle a une sous- suite qui converge dans CMD) .

Rappelons que la famille de semi-normes

qui définit la topologie de CMD) est :

pj
" ( q) := max sup 12×4 (x) /IXIEK XEKJ

OÙ Kj est une suite exhaustive de compacts de R .

Donc
, (yn)n est une suite bornée dans CMD)

si et seulement si

(*) SLP E.fi Identités, V-j,KEN .

Soit (yn), une suite qui vérifie (*) .

Montrons d'abord que pour tout g. c- IN il existe

Une sous- suite Qui;) , Qui;) , - - -

qui converge uniformément sur Kj .

En effet , on a sup sup ( Ickx) / + ltqnlx) )) <os,
n ✗ C-Kj

donc le théorème d'Ascoli donne l'existence de infiltré" , . . .
Par la méthode de Cantor

,
on obtient qu' il

existe une sous- suite Qnço) ) Qué» , .
. .

de (yn)n

qui converge uniformément sur tout Kj .



Par le même argument, il existe
une sous- suite qui) , Qnçn , . . .

de Qn
, Mnt» ] .. . .

telle
que dtqnc;) converge uniformément

sur tout Kj pour tout Kff1 .

Par récurrence, pour tout k
il existe une sous- suite

Unik) Qnék) -
- -

de 4nF" 9nF" . . .

telle que d
"

niki converge uniformément
sur tout Kj pour tout ILIEK .

Par la méthode de Cantor
,
il existe une sous- suite

Qn , ) Qnz ) Qn , - - .

de ( yn)n

telle que 0hpm
, converge uniformément

sur tout Kj , CQFD
.



Exercice a) Soit f- c- C- (R) telle que f-loto .

Par le théorème fondamental, V-xeR\{0}
* t

f- (x) = f- (x)- f- (o) - ff4Hdt = x { f-'(xu) du
o T

f-xu

Pour tout XEIR
, soit g. (x) := § f-'(xu) du .

Par le théorème de dérivation sous l'intégrale , on a

g.
"" (x) = § u" f-"""(xu) du , KEN

et ge CYR) .

Comme f¥=g(x) tfx#0,
la preuve est terminée .

b) Supposons d'abord que f{¥=g(x) ¥-0,

g c- CMR) . On a donc f-(a)⇒
"

gtx) XEIR .

La règle de Leibniz donne alors

f- (D) = f-
'

(a) = . .
_

= f-
'"'" (a)= 0 .

Inversement , soit f- c- CHIR) telle que
f- (D= f-

'(a)=
. .

.

= f-
""" (o) =D

.

Par la formule de Taylor avec le reste intégral,
x

f- (x) -_ f- (a)+ f-
' (o)#+ . . _ + f-

""" (o) { f- "
"

A)Ê dt
= 0-1

. .
. -10 + ✗

" § f- ""(xu)ÊI du , tfx#0 .



Pour tout ✗ c- R
,
soit glx) : -{ f-""(xu)HÉ, du -

Par le théorème de dérivation sous le signe intégrale,

g
" (a)= § xkf"""(xu) du

,
KEN

et ge CMR) .

Comme fÇ = gtx) it x#0
,

la preuve est terminée
.


