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x 2 K y 2 F |x � y| = d(K,F )
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R
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f✏ 2 C1(Rn)

supp(f✏) ⇢ K3✏, 0  f✏  1, f✏|K✏ = 1.

↵ 2 Nn

lim sup
✏!0

✏|↵| sup
x2Rn
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K3✏
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✏!0

✏|↵| sup
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Exercice

1) Pour tout ✗ c- R
"

,
on note j

'

"

i F

'
-
-
-

-

-

-

'

'

d (x,F)= inf Ix-y / .

YEF

Alors ✗↳ d (x,F) est une fonction
lipschitzienne de rapport 1 (en particulier, continue)
et dlx,Ff-0 si et seulement si XEF,

voir Proposition 6.1.2 p . 202 dans le poly .
Puisque K est compact, il existe
✗

☐
C- K tel

que
d (x
»
F)= infdlx,F)=D (K>F) .

✗EK

On a xo #F, donc dlxo ,F)70 .

Il est clair que y ↳ / xo-y / atteint son inf
sur F

,
autrement dit 3- y.EE tq

/Ko- yo / = inf Ko- y / = d(x» F) = dlk>F)= y .
YEF

2) La fonction ✗↳ d (x
,
K) est continue,

donc KE est un ensemble fermé .

Si R>0 tel que K<BÆ ,
alors l' inégalité

triangulaire implique Kee BLART ,
donc

Kc est borné
,
donc compact .

L'ensemble { ✗ c- R" / dlx ,Kkc } est ouvert,
contient K et est contenu dans ke

,
donc

Kg est un voisinage de K .



Enfin, si ✗ C-Ke , alors d (x, K)EE-ry-dlk.FI,
donc XIEF, donc XER

,
donc KECR .

3) Par le thon de dérivation sous le signe somme,

f- { C- c- (Rn) .
Il est clair queOEfdxkspgnxdx-ytdy-1.si
XEKE et ✗{ (x-y) >0 , alors lx-y / < E

et l' inégalité triangulaire implique y c- Kzc , donc

✗ [ (x-g) =D y # Kree , donc

f-{(x)= 5 ✗ { (x-g) dy = #✗ { (x-g)dy- 1 .

KZE

Si xtckzc et yekzç, alors par l' inégalité
triangulaire lx- y / > E, donc ✗ { (x-g) =D donc

f-[ (x) = 5
%,
✗{ (×-y)dy= } Ody =D .

KZE

Cela prouve que supp f-{ c Kase .

4) Puisque ⑨f- { (x)- S Qélxdx-y)) dy
KZE

= f e-
""' d'✗ (%-) dy , on obtient

KZE

lÔf{ (x) / ES E-
"" IOTXLÊ) / dx - E-"'S /dtxlzldz

Rn Rt

donc {
'"
sup /Ôf{ (x) / ES /dtxlz) / dz ,
✗ERR Rn

ce qui ne dépend pas de E .



5) Soit f-ce une telle suite de fonctions .
Fixons ce>0 et soit XEK et y # Kse
tels que lx- y / f4 E.Posons gct)- f- { ( (1- Hy + tx)

pour OETEI . Alors
g
=-D au voisinage de E-0

et gel au voisinage de 7=1
,
donc

1-= g( 1)= S g
'"(Hdt:

On observe que 1g
""Ct) / EUE)

"

-240×7<1/ pis ,121=4

il est donc impossible que sup EKHÔ fellas→O .

Ktk E-si



Exercice Soit XLECÇCR) tq XE 1 on Ka .
Then
, for any qe Cl), XM 9

in (b) . Il suffit de montrer que

Xzq E F pour tout l, où l' adhérence

est prise pour la topologie call ) .

Il suffit donc de montrer que, pour tout ne l) ,
il existe une suite que P telle que , Vend

Qqn→ Eu uniformément sur tout compact K .

On pose qnlx) :-Ç e

""" { e-""July)dy
n

la n-ième somme partielle de la série de Fourier

de re
,
vue comme une fonction sur le tore

T' = dlzd . Mais
,
comme ne GTR )

,

UE (
"

( Id )
,

donc sa série de Fourier

converge vers u uniformément sur Td,
et de même pour les dérivées

,

donc d'qn→ de uniformément
sur tout compact Kel .


