Analyse harmonique, option “Distributions”
Université Sorbonne Paris Nord, M1-Math

Examen du 21/04/2022 (durée 3h)

Instructions.

— Le sujet comporte 4 problémes.

— Vous pouvez utiliser 1 feuille A4 de notes.

— Ecrivez vos solutions en utilisant des phrases complétes en langue
francaise. Essayez s’il vous plait d’écrire lisiblement et n’oubliez-
pas de numéroter les pages.

— Vous pouvez utiliser tout résultat correct énoncé dans les notes
de cours, les DM ou les TD, a condition d’indiquer clairement
le résultat utilisé.

— Vous pouvez utiliser chaque sous-probléme dans la suite de la
solution, méme si vous ne ’avez pas résolu.

— Vous n’étes pas obligés de suivre les indications; si vous donnez
une solution différente de celle proposée, vous aurez le nombre
maximal de points.



Probléme 1. 1) Trouver toutes les distributions S € D’'(R) telles que
S'+ S = 6.
Indication : Considérer la distribution exp x.S.
2) Trouver toutes les distributions 7" € D'(R) telles que
T" + 37"+ 2T = .
Indication : Considérer la distribution S = T" 4 27T
Probléme 2. 1) Soit f : R — C une fonction continue & support com-

pact, et pour tout n € {1,2,3,...} soit f,(z) := nf(nz). Montrer
que

£ = ( /_ Z f(a) dx)éo dans D'(R).

2) Soit g : R — C une fonction continue & support compact, et pour
tout n € {1,2,3,...} soit g, () := n?g(nz). Montrer que si la suite
(gn)n converge dans D'(R), alors [~ g(z)dz = 0. Ensuite montrer
que, réciproquement, si ffooo g(x)dx =0, alors

Gn — (—/ zg(x) dx) 6 dans D'(R).
—00
3) Soit k € {1,2,3,...}, h : R — C une fonction continue a support
compact, et pour tout n € {1,2,3,...} soit h,(z) := n*h(nz). Don-
ner une condition nécessaire et suffisante pour que la suite (h,),
converge dans D'(R), et trouver sa limite lorsqu’elle existe.

Probléme 3. Démontrer que la relation suivante définit une distribu-
tion T' € D'(R?) d’ordre exactement 1 :

(T, ) := lim //|> 2, y) dzr dy, pour tout ¢ € C5°(R?).
x|>e Y
|

e—0t T

y|>e
Indication : Montrer, en considérant séparément les cas z < y et
x >y, que pour tout ¢ € C5°(R?) et z,y > 0 il y a l'inégalité
lp(z,y) — e(—z,y) — ¢z, —y) + p(—z, —y)| <
< 4y/my max(|| 0z L, |0y | L)



Probléme 4. 1) Soit p: R — R une fonction mesurable positive telle

5)

6)

que [ p(z)dz = 1. Pour tout € > 0, on pose pc(x) := € 'p(z/e).
Soit ¢ € C§°(R), et pour tout € > 0 soit ¢, := pe * ¢. Montrer que
e — @ dans C*(R) lorsque € — 0.

Indication : Commencer par montrer que ¢, — ¢ uniformément.
Soit P(x,y) := %xg—iyz € L (R?). Montrer que AP = 29,0(0,0) au
sens D'(R?).

Indication : Justifier que P(z,y) = 20,Us(x,y), ou Us(z,y) =
= In(2?+y?) est la solution élémentaire du laplacien en dimension 2,
connue du cours.

Soit g € £'(R). On définit g ® &y € &'(R?) par la formule

(g ® 6o, ) := (g, 2 — @(x,0)),  pour tout p € C¥(R?).

Montrer que supp(g ® do) C supp(g) x {0}.
Soit P, g et g®Jy comme dans les questions précédentes. Posons T' :=
Px(g®4dp). Dire pourquoi T € D’'(R?) est bien définie. Montrer que
T|rx)0,00] €st une fonction harmonique de classe C*°, qu’on notera
f R x]0,00[ — C.

Indication : Vous pouvez utiliser le résultat suivant vu en cours :
siT e€D'(Q2) et AT =0, alors T € C*>(Q).

(difficile) Montrer que pour tout (z,y) € R x ]0,00[ on a

fl,y) = (Ky * g)(2),
ou K, € C*(R) est donnée par K,(x) := P(z,y).
Indication : Soit x € C§°(R) une fonction positive telle que x(z) =
1 pour tout |z| < % et x(x) = 0 pour tout |z| > 1. Pour tout
e > 0, soit P.(z,y) = (1 — x(y/€e))P(z,y) et fe := P.x (g ® dp).
Justifier que f. € C*(R?) et montrer que f(z,y) = f.(x,y) pour

tout (z,y) € R x e, 00].

Pour tout y > 0, soit g, € C°(R) donnée par g,(z) := f(z,y).
Montrer que g, — ¢ dans D'(R) lorsque y — 0.
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