
Analyse harmonique, option “Distributions”
Université Sorbonne Paris Nord, M1-Math

Examen du 21/04/2022 (durée 3h)

Instructions.

— Le sujet comporte 4 problèmes.

— Vous pouvez utiliser 1 feuille A4 de notes.

— Écrivez vos solutions en utilisant des phrases complètes en langue

française. Essayez s’il vous plaît d’écrire lisiblement et n’oubliez-

pas de numéroter les pages.

— Vous pouvez utiliser tout résultat correct énoncé dans les notes

de cours, les DM ou les TD, à condition d’indiquer clairement

le résultat utilisé.

— Vous pouvez utiliser chaque sous-problème dans la suite de la

solution, même si vous ne l’avez pas résolu.

— Vous n’êtes pas obligés de suivre les indications ; si vous donnez

une solution différente de celle proposée, vous aurez le nombre

maximal de points.



Problème 1. 1) Trouver toutes les distributions S 2 D0(R) telles que

S 0 + S = �0.

Indication : Considérer la distribution exp⇥S.

2) Trouver toutes les distributions T 2 D0(R) telles que

T 00 + 3T 0 + 2T = �0.

Indication : Considérer la distribution S = T 0 + 2T .

Problème 2. 1) Soit f : R ! C une fonction continue à support com-

pact, et pour tout n 2 {1, 2, 3, . . .} soit fn(x) := nf(nx). Montrer

que

fn !
✓Z 1

�1
f(x) dx

◆
�0 dans D0(R).

2) Soit g : R ! C une fonction continue à support compact, et pour

tout n 2 {1, 2, 3, . . .} soit gn(x) := n2g(nx). Montrer que si la suite

(gn)n converge dans D0(R), alors
R1
�1 g(x) dx = 0. Ensuite montrer

que, réciproquement, si
R1
�1 g(x) dx = 0, alors

gn !
✓
�
Z 1

�1
xg(x) dx

◆
�00 dans D0(R).

3) Soit k 2 {1, 2, 3, . . .}, h : R ! C une fonction continue à support

compact, et pour tout n 2 {1, 2, 3, . . .} soit hn(x) := nkh(nx). Don-

ner une condition nécessaire et suffisante pour que la suite (hn)n
converge dans D0(R), et trouver sa limite lorsqu’elle existe.

Problème 3. Démontrer que la relation suivante définit une distribu-

tion T 2 D0(R2) d’ordre exactement 1 :

hT,'i := lim
"!0+

ZZ

|x|�"
|y|�"

'(x, y)

xy
dx dy, pour tout ' 2 C1

0 (R2).

Indication : Montrer, en considérant séparément les cas x  y et

x � y, que pour tout ' 2 C1
0 (R2) et x, y � 0 il y a l’inégalité

|'(x, y)� '(�x, y)� '(x,�y) + '(�x,�y)| 
 4

p
xymax(k@x'kL1 , k@y'kL1).



Problème 4. 1) Soit ⇢ : R ! R une fonction mesurable positive telle

que
R
R ⇢(x) dx = 1. Pour tout ✏ > 0, on pose ⇢✏(x) := ✏�1⇢(x/✏).

Soit ' 2 C1
0 (R), et pour tout ✏ > 0 soit '✏ := ⇢✏ ⇤ '. Montrer que

'✏ ! ' dans C1(R) lorsque ✏ ! 0+.

Indication : Commencer par montrer que '✏ ! ' uniformément.

2) Soit P (x, y) := 1
⇡

y
x2+y2 2 L1

loc(R2). Montrer que �P = 2@y�(0,0) au

sens D0(R2).

Indication : Justifier que P (x, y) = 2@yU2(x, y), où U2(x, y) =
1
4⇡ ln(x

2+y2) est la solution élémentaire du laplacien en dimension 2,
connue du cours.

3) Soit g 2 E 0(R). On définit g ⌦ �0 2 E 0(R2) par la formule

hg ⌦ �0,'i := hg, x 7! '(x, 0)i, pour tout ' 2 C1(R2).

Montrer que supp(g ⌦ �0) ⇢ supp(g)⇥ {0}.
4) Soit P , g et g⌦�0 comme dans les questions précédentes. Posons T :=

P ⇤ (g⌦ �0). Dire pourquoi T 2 D0(R2) est bien définie. Montrer que

T |R⇥]0,1[ est une fonction harmonique de classe C1
, qu’on notera

f : R⇥ ]0,1[ ! C.

Indication : Vous pouvez utiliser le résultat suivant vu en cours :

si T 2 D0(⌦) et �T = 0, alors T 2 C1(⌦).

5) (difficile) Montrer que pour tout (x, y) 2 R⇥ ]0,1[ on a

f(x, y) = (Ky ⇤ g)(x),
où Ky 2 C1(R) est donnée par Ky(x) := P (x, y).

Indication : Soit � 2 C1
0 (R) une fonction positive telle que �(x) =

1 pour tout |x|  1
2 et �(x) = 0 pour tout |x| � 1. Pour tout

✏ > 0, soit P✏(x, y) := (1 � �(y/✏))P (x, y) et f✏ := P✏ ⇤ (g ⌦ �0).
Justifier que f✏ 2 C1(R2) et montrer que f(x, y) = f✏(x, y) pour

tout (x, y) 2 R⇥ ]✏,1[.

6) Pour tout y > 0, soit gy 2 C1(R) donnée par gy(x) := f(x, y).
Montrer que gy ! g dans D0(R) lorsque y ! 0+.



Problèmes) Par la règle de Leibniz,

(exp ✗ 5)
'
= exp ( s'+ 5) = expxso = 80 ,

ce qui est vrai si et seulement si

expxs = H+ C1 ⇔ 5=1-1 (x) e-"+ ce
-×

.

2) On a
, pour

5- T'+2T
,

s'+5=(-142-1) '+ (T'-12T) = T'43T'+2-1=80 ,

donc T'+2T = H (x)e-" + ce"

( exp (2x)T)
'
= Hlx) e "+ ce " , donc

exp (2x) -1=5 (HH) e l'+ ce Idt

= Y (x) -1 ce
"
+ ê
,

où

Y (x) = {
° si x ≤ 0

Ïetdt - e" -1 si ✗☒0

= t' (a) (e"- 1)

⇒ T = e-
"'
✗(a) + ce

_"
+ Te

-2"

= Hlx) ( e-"- e-
"') + ce-✗ + E e-2x

Réciproquement, les étapes du calcul étant
en fait

"
si et seulement si"

,

1- = ( e-"- e-"') Hlx) + ce_"+ e- e-2x

est solution de l'équation pour tout choix

des constantes C et ê .



ÎᵈᵈᵉᵐᵉgÇ→ 12>0 tel que suppfct-RR] .

Alors suppfnct- E, E] . Pour tout 9EUR)

< fniq) - { nftnxqlxdx-nfly.ly (E) dy
R

=

-
{ fly)q(E) dy .

Par la formule de Taylor, 7C tq

/ q(x)- q (o) ) ≤ Clxl Y HIER
,
donc

n≥ )
R

R

/ { f- (g) q(7) dy - f- (g) q(ddy / ≤CE Îlflyldy
- -12

→ 0
as

↳as

donc < fniq>→ qlolxfflyldy ,
-es

donc fn→(Êf(g)dy) so .

2) Soit supp get-R, R] et ✗ une fonction
test telle que ✗ (x)- 1 Y tx / ≤ R .

Le calcul ci- dessus montre que
< gn ,# = n Îglydy ,

-R
as

ce qui ne peut converger que si §g(g)dy =D .



Réciproquement , supposons que % gly)dy=O ,
qe Cftr) .

Par la formule de Taylor,

7C tq Iq (x)- qco)- xq '(d) ≤ C /xp

la / ≤R .

On obtient tn≥ /

R

<gmq > = nfgly)q(E) dy ,
-R

R R R

/ nfeg.ly/qHn)dy-nfgly)qlddy-n.fgly)Y-nqYddy/
≤ nclkf.fi/glyHdy
→ O

.

R ruses

Mais nfegly)q(o)dy=0 , donc
R R

nfrglylqlktdy-sfyglyqyddy-H.su?ygly)dy)si,q) .



3) On a déjà traité le-1 et k=2

dans les questions l) et 2) .

On va montrer que la condition

nécessaire et suffisante est que
cs cs as

5 htxdx =D
, fxhlx)dx=O , .

.
. fx

"#

htxdx =D
.

-cs
- cs -cs

Supposons d'abord que hn converge et
soit ✗ comme dans la question 2) .

Soit ◦ ≤ j' < K- l . On a alors

as

<nn
, xix> = Snkhlnxtxidx - n

" §yihlydy,
- cs

cs

ce qui ne peut converger que si §yÏHy)dy=0 .

Réciproquement, supposons que ÊyÏh(yt-OV-O-jo.tt,
et soit q c- CECR ) .

Par la formule de Taylor, 7C tq
lqlx)- qu)- . . .

- " x
"-4 ≤CH

"

,

HIER.

•

-
" à"

On obtient

Chu
, y> = n'" Sky) ql?) dy ,

-es

IÎ HHH) - not . . . - YÏ¥ "*
_ q"ˢ⇔¥

≤ CI? /
"Î lhlytldy ,



et on en déduit que

n'"Î nly) y (F) dy →&ËÎy" hlyldy ,
donc tu→ si"" dans D'(A)

.



uhaite montrer que la formule

⇐ y> = lime 55 dxdy y c-EH
{→ ◦ { lxliyl≥{}

définit une distribution d'ordre au plus 1 .

Pour cela
,
on observe d'abord que

55 dxdy =
{ txliyl>{}

= ggkxistql-YYJ-QH-D-cd-x-YI-dxdy.sc
,y > {

Observons à présent que pour tout x.ge]0, [
2

on a l'estimation

lqlsçy) -qfx > y) - qlx , -g)+qfx , - y) / ≤4FF lltqllus .

En effet, supposons sans restreindre la généralité
que ✗ ≤ y ( le cas x≥y est analogue ) .

On trouve

/ qlx> y)- cpl- x, y)- qlx , -g)+qfx, -y) / ≤
≤ lqlx, y)- ql-x.gl/+lq(x,-y)-q(--x, -y ) )
≤ 2x lldxqlliis + 2x lldxqllus ≤ 4 Fey 11TH /lus .

Soit R>0 tel que supp qc {⇐ y) : txt , /y / <R}



Par conséquent,

Ils %¥ dxdy /
{ txlslyl > {}

≤ gglkx.yl-ql-xjfy-YH-YHYC-xi-I.ae dy
x,y> {

RR RR

≤ §Ç4FY dxdy -4111741455¥ frydxdy
00

= 16 Rlltqlkn ,

ce qui prouve à la fois que la limite {→0

dans la définition de T existe et que
T est une distribution d'ordre ≤ 1

( la linéarité de T est évidente) .

Enfin , supposons que T soit d'ordre 0
,
donc

R il
y aurait ÇO tq YQECÎIR) avec

supp qc { (xy) : txt
,

/
y /
<R } on aurait l' inégalité

14,431 ≤ Cryptos . ( *)

Prenons en particulier qcx ,g)= ✗ (a)yly)
où ✗ ECÎIR) et suppy a ]-BRE .

On obtient / (Ty)/ = Kvp ¥ , y>12
et Hyllus = 11411<5 , donc ( *) donne

Rupt > 4) | ≤ KÂWUS .



Comme R est quelconque et y est quelconque
à support dans ] -R

,
RE

,
cela signifierait

que vpÊ est d'ordre 0
,
et on sait

qu'elle ne l'est pas . Contradiction qui termine
la preuve .



Îᵈᵈᵉᵐᵉg g >0
.

Il existe alors

R tel que 5
bel≥R
llx)dx≤ g .

On a /q{ (x)- qlx) / =
os

= / f. Idf)@ (x -y) - ulx )) dy )
RE

≤ Sets Iqlx - y)-Nx ) / dy
-RE

+ S
type,

(7) 144- y)- qlx) / dy

≤ sup / qlz)- q (x) / + 28 Hyllus .

Iz -x / ≤ RE

q est uniformément continue
,
donc

sup
1*1 ≤ re,

IYLZ)- UK) )→ 0 uniformément
{→0-1

par rapport à x,
et on obtient q{→ q uniformément .

Pour tout KEN on a QÊ=f{ * y
""
,

donc d'après ce qu'on vient de montrer
,

y {
"
→ q

""
uniformément .



2) On voit que Play)- Zdyllzlxsy) ,
(xy)# (0,0) . Si 4E CÉIRZ), alors

<Pq>=) Play) qlxsy) dxdy =
1122

= lin f5 Play) play) dxdy ={→
µ ≥E

= lin ff20,Uday) qlxiydxdyse> 0+1×1 ≥c

= LEE, ff-2 Udxiyloyqlx, g) dxdy
txt≥{

= f5 -2424cg) @yqlxsy) dxdy
1122

= (2GHz , q) ,
où on remarque que dans l' IPP il n'

y a pas
de terme de bord puisque l' IPP

est faite par rapport à y .

Puisque Uz - Seo
,» ,

on obtient

D= (2%42)=2%(11-42) - 2dg Scan .

Rqᵉ IL y a d'autres calculs possibles
pour vérifier que F- 2GHz au sens D'



3) Si
y c- CECITE) et

supp Y CIRY ( suppg ✗ { 0 }), alors

la fonction ilx) = Y (x, o) vérifie

supp fa R) supp g ,
donc

2g ☒ So
, f) =D, donc

supp (g # So) c supp 9×401 .

4) T bien définie puisque 90×4 est

à support compact .

A-T = 2dg Sca» * (90×80) .-
= 2%(9*50) , donc en particulier

(AT
, y> =D y à support dans

Rx ]0 , [ ,
de manière équivalente (1-1*3%-1)=0 .

5) REGARD et g. ☒ So C- { '( R2) , donc
Pee# (g. ☒ b) c-Ette) .

On va montrer
que

< f- >4)= <fçrt)

pour tout y c- CECITE) à support dans

Rx ] ça [ .



On a

(f)y>= * (g. ☒ So) ,# (P, (9%6) *y),
< fçy> = <Pc

,
(g☒Ù) *y) .

Comme supp ( ( 9¥80) *y) C Rx]ça [
et P /

Rigas -1
= PEI ,R×]ç•[ ,

on Obtient

{ f- , 4) = ( f-{ ,y), donc ftp.ygos-E-f-E/lRHE,cs- .

On observe maintenant que
V- (x,g) c- Rx] ça[

f-{ (x, g) = ( g ☒ So , (Wit)↳ Pdx -w, y - z))
= ( g , wt> Pete-w, y))
= (g) wt Ky (x-w ))
- ( g. *Ky) (x)

6) gy = Ky *g ,
donc Vye CRR)

( gy , 4) = Cg , Ey * x) .

Par la question l)
, Kig *y→ Y

dans C" (R) Lorsque y-30-1,
donc < gym>→ Kg , x) .

Remarque La fonction f- construite dans ce problème
est solution du

probtemedeDirichlet-surkx-qcs-LA-flx.yt-OV-y.si
, f-Gy)→g lorsque y-sot .


