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Abstract
We present the classification of global radial solutions of the wave equation with energy-
critical focusing nonlinearity, in three space dimensions. This result, obtained recently by
Duyckaerts, Kenig and Merle, gives a positive answer to the soliton resolution conjecture
in this special case. This is the first example of such a classification for a non-integrable
system. The proof is relatively self-contained. The present work introduces all the necessary

material beyond standard tools of mathematical analysis, in particular the Cauchy theory for
the critical nonlinearity and the profile decomposition technique.
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Chapitre 1

Introduction

1.1. Le théoréeme

On s’intéresse a I’équation des ondes non linéaire énergie critique en dimension 143 :

{8ttu(t,x) - Agu(t,z) = u(t,z)®  (t,z) ER xR’ (1.1)

(u, Opu) p=0 = (ug,u1) € H'(R3) x L2(R3).

La théorie de Cauchy pour cette equation sera présentée plus tard. Notons pour l'instant que
I’équation est localement bien posée dans H! x L?(R3).

Remarque 1.1. Pour u € C(R; H') N CY(R; L?) on notera  (t,z) = (u(t,z), du(t,z)) et

up(t) = /\fTu (%.%). Une fonction u est une solution de (1.1) si et seulement si uy 'est.
En plus, |lux(t, )|l = [[u(%,-)]l et cest la raison pour laquelle I'équation (1.1) est dite

”énergie critique”.

On va toujours supposer que les données initiales possédent la symétrie sphérique. Par
I'unicité des solutions du probleme (1.1), cette symétrie est préservée pour tout temps. Une
solution radiale particuliere est I’onde progressive ou un soliton

22\ ™
W(x) = <1+ ”;) . (1.2)
En utilisant l'invariance par rapport au changement d’échelle on obtient d’autres solitons
Wi(z) = /\fﬁW (%), A €]0,+oc]. Dans le cas de la non linéarité critique, les solitons sont
des solutions stationnaires.
En suivant [DKM4], on va démontrer le théoreme de classification de solutions globales.

Théoréme 1.2. Soit (u,du) € C(Ry, H' x L?) une solution globale de (1.1). Alors il existe
une onde linéaire v, J € N, 1; = 1 et \j(t) €]0,+o0[ pour j € 1,...,J tels que pour
t — +oo

/\1(t)<<...<< )\J(t) <Lt (1.3)

et

(u(t), Byu(t)) — <UL(t) + iszAj(t), atvL(t)> H 0. (1.4)

Hlx L2



1.2. Perspective historique

Chronologiquement, le premier résultat non perturbatif de classification (partielle) pour I’équation
des ondes dans le cas de la non linéarité énergie critique est le théoreme suivant de C. Kenig
et F. Merle [KMOS].

Théoréme 1.3. Soit u(t,x) solution de (1.1) pour la donnée initiale (ug,u1) telle que
E(up,u1) < E(W,0).
Alors

a. |luollgr 7 Wl g,
b. |luoll g < [|W | j1 = u disperse pour t — o0,
c. |luoll g > [|W|| g1 = blow-up en temps fini pour les temps positifs et négatifs.

Comme il est déja visible dans 1’énoncé, ce théoreme est basé sur la caractérisation varia-
tionnelle de I'état fondamental, donnée par le théoreme suivant de [Aub76] et [Tal76].

Théoréme 1.4. Soit
Cn:= sup |luls (1.5)
IVull 2=1

la meilleure constante dans l'inégalité de Sobolev pour l’exposant critique 2* = 6. Alors
lluoll s = CN||VuollL2 <= Wy, (- — x0) pour Ao > 0,z9 € R® 6 € C. (1.6)

Le théoréme de décomposition en profils de H. Bahouri et P. Gérard [BG99] permet
d’employer la méthode de “compacité et contradiction”, utilisée avant par exemple dans
[MMO1] pour étudier la stabilité asymptotique des solitons.

Les auteurs ont repris cette stratégie dans les articles [DMO08], [DKM1] et [DKM2]| pour
compléter et améliorer les résultats. Il existe des théoremes similaires pour d’autres équations,
notamment pour ’équation de Schrédinger (cf. [KMO06], [DMO09]), mais 1’équation des ondes
est le mieux étudiée dans le cas de la non linéarité H'-critique.

Dans 'article [DKM4], I’angle d’approche est différent. La caractéristation variationnelle
des états fondamentaux est complétement remplacée par la caractérisation dynamique, connue
sous le nom des “canaux d’énergie” (cf. Section 4). Il faut mentionner que cette idée apparait
déja dans [DKM2], sous la forme du principe suivant :

Toute solution assez petite engendre une propagation a la vitesse de la lumiere. (1.7)
Ici, un principe beaucoup plus fort est utilisé :

Toute solution radiale qui n’est pas une onde progressive (1.8)
engendre une propagation a la vitesse de la lumiere. '

Le mot “radiale” dans (1.8) vient du fait que la démonstration de ce principe fait usage de
I’existence des canaux localisés, qui sont tres difficile a analyser dans le cas non-radial. En
revanche, (1.7) est toujours vrai.



1.3. Plan de la démonstration

Dans le Chapitre 2 on résume la théorie de Cauchy pour I’équation (1.1).

Dans le Chapitre 3 on présente brievement la méthode de la décomposition en profils
[BG99] qui, dans ses nombreuses variantes, est la clé de tous les résultats concernant la
conjecture de décomposition en solitons. On montre aussi, par un argument de type viriel,
que toute solution globale est bornée en norme H' x L2. Ensuite, on utilise la décomposition
en profils pour extraire la partie linéaire v;, de la solution. On obtient en particulier ceci :

u — v, Se propage moins vite que la vitesse de la lumiere. (1.9)

Dans le Chapitre 4 on démontre (1.8).
Dans le Chapitre 5 on combine (1.8) et (1.9) pour identifier tous les profils non dispersifs
comme des ondes progressives, et terminer ainsi la démonstration du Théoreme 1.2.






Chapitre 2

Préliminaires

2.1. Théorie de Cauchy

La théorie de Cauchy pour I’équation (1.1) a été développée pendant plusieurs années par de
différents auteurs. Elle est toujours basée sur les inégalités de Strichartz, mais les choix des
exposants varient. Ici on utilise [Chemin] pour la théorie locale et [BG99] pour la théorie de
perturbation en temps long. La présentation est organisée selon le résumé de la théorie de
Cauchy dans [DKM1]. La théorie locale peut étre développée de fagon similaire pour toute
dimension d > 3. La théorie de perturbation est plus compliquée pour la nonlinéarité non
algébrique (c’est le cas pour d > 3), mais il semble qu’il n’y a pas de difficultés fondamentales.

Notation. Dans ce qui suit, les symboles H! et L2, si le domaine n’est pas précisé, signifient
toujours H'(R3) et L?(IR3).
L’équation des ondes semi linéaire générale s’écrit :

—Au=F I xR3
{@tu u (t,z,u) (t,z) € I x (2.1)

(u, Oput) [1—0 = (ug, u1) € HY(R3) x L2(R3),
ou F' est une fonction réguliere par rapport a wu.
Il est possible de développer une théorie de Cauchy pour cette équation dans le cas critique,

mais pour simplifier les choses on va considérer seulement les deux cas particuliers qui seront
utilisés plus tard :

e F(t,x,u) =u® (Proposition 2.2, Corollaire 2.10),

o F(t,z,u) =5Viu+10V3u2 4+ 10V2u3 + 5Vut +u, ou V: I xR3 — R est petite dans
un certain sens (Lemme 4.5, Lemme 4.6).

Rappelons que I’équation des ondes linéaire

_ — 3
{ﬁttw Axw h (t,ﬂ?) ERxR (22)

(w, Bew)|i=0 = (wo, wy) € H'(R3) x LA(R3).
posseéde une unique solution donnée par la formule de Duhamel

t—s5)vV=A)
V—A

w(t) = S(t)(wo, wr) + /0 sin(( h(s) ds,

9



ou

S(t)(wo, wy) := cos(tv/—A)wg + sm(t_\/gA)

est le propagateur linéaire. On dit que u est solution de I’équation (2.1) sur Uintervalle I 5 0
si elle vérifie I’équation intégrale

w1

t—s5)vV/=A)
V—A

(en particulier l'intégrale a droite doit étre bien définie).

u(t):S(t)(uo,ul)—i—/O sin(( F(s,z,u)ds

2.2. Existence locale, existence globale et dispersion

Pour un intervalle I C R et des fonctions w, h : I x R? — R on définit
S(I) = L>(I; L' (R?)), lwllsry = llwllzsr,L10®s))»
N(I) := L'(I; L*(R?)), 1hllnry = [Pl iz 2 rey)-
On admettra sans démonstration les estimations suivantes :

Théoréme 2.1 (cf. [Tao|, Théoreme 2.6). Soit w solution de (2.2). Alors
supl|(w, )l 2 < C(Il(wo, wi)ll g 2 + 1Rlvn) (2.3)

lwlisy < C(I1(wo, wi)ll 1, g2 + IPllnry)- (2.4)

L’inégalité (2.3) est appelée “I'estimation d’énergie” et (2.4) “une estimation de Stri-
chartz”. Ces estimations permettent de résoudre le probleme de Cauchy en utilisant la méthode
de point fixe.

Proposition 2.2. Il existe une constante d9 > 0 qui a la propriété suivante. Soit 0 € I C R.
Soit (ug,u1) € H' x L* avec ||S(t)(uo,u1)|lg(r) = 0 < 6o. Alors il existe une unique solution
intégrale v € C(I; HY) N CY(I; L) N S(I) du probléme (1.1). Cette solution vérifie

iﬂg!lﬁ(t) = W)l + lu = w5y < C8° (2.5)
S

ot ug(t) = S(t)(ug,u1), et
1
20 < lullsqn < 26 (2.6)

Démonstration. Pour p > 0 soit

B, = {ue S() : |lullsqr) < p}-

On considere I'application

tsin — S —
O (u)(t) := S(t)(ug, u1) +/0 ((i/%\/j)

Soit u € B,. Par I'inégalité de Strichartz on obtient

(u(8)5) ds.

1®(u)lls(r) < 6+ Cp°.

10



Alors, si on choisit p = 20, 'application ® préserve ’ensemble B,, pourvu que C (26)°> <6, ce
qui est vrai pour § < §y et g suffisamment petit.
De facon similaire on obtient que pour Jy suffisamment petit ¢ est une contraction sur
B,. Par le Théoreme de Picard il existe 'unique application v € B, telle que ®(u) = wu.
L’estimation d’énergie avec (wg,w1) = 0 montre que

lim | (u(t) — wo, pu(t) = ur) |l 10 =

tim | (u(2) — S () (uo, 1), 0 ((t) — S0 (w0, w)) 2 < C lim 3. = O,

(2.7)

donc u € C(I, H') N CV(I, L?).
Le Théoreme 2.1 (dans le cas (wo,w1) = 0) et le fait que |lul|g) < 20 impliquent (2.5).
L’estimation (2.6) est une conséquence immédiate de (2.5) pour ¢ suffisamment petit. O

Lemme 2.3. Soit u € C(I; H') N CY(I; L?) N S(I) une solution de (1.1) telle que lulls(ry =
€ < €g, ou €y est suffisamment petit. Alors

1
5¢ < 1S(8) (wo, ua)lls(ry < 2e. (2.8)

Démonstration. En vue de (2.6) il suffit de montrer que si [lul|g;) est suffisamment petit,
alors [|S(t)(uo,u1) | s(r) < do, olt dp est donné par la Proposition 2.2.
Sinon, il existe un intervalle J C I tel que ||S(t)(uo,u1)||s(.s) = do. Or par I'inégalité (2.5)

1)
(50 = HS(t)(U07U1)”S(J) S HUHS(J) —+ C(SS S HUHS(I) + ZO’

ce qui est impossible si, par exemple, |lulg;) < %0. O

Remarque 2.4. Pour ¢ petit et I = |—¢,¢[ la norme |S(t)(uo, u1)|| g1y < do par I'estimation
de Strichartz (dans le cas h = 0) avec le théoreme de convergence dominée, donc on a une

unique solution u € S(I). En particulier pour toute donnée initiale (ug,u1) € H' x L? on
définit I'intervalle maximale d’existence Iax = | =71 (ug, u1), T (ug, u1)].

Définition 2.5. On dit que la solution u de (1.1) disperse pour les temps positifs (négatifs)
s’il existe v, une solution du probleme linéaire telle que

lim | @ (8) — T4 (8) 1,12 — 0 (2.9)
quand t — T4 (t — —T1_).

Remarque 2.6. En particulier, si u disperse pour les temps positifs (négatifs), alors T = 400
(T = +o0). En effet, dans le cas contraire @ (t) aurait une limite forte dans H' x L? quand
t — Ty, ce qui permettrait de prolonger la solution, contradiction avec la définition de T .

Corollaire 2.7 (Critére de dispersion). Soit u solution de (1.1). Alors u disperse pour les
temps positifs si et seulement si
Hu‘|5([O,T+[) < +00. (210)

Remarque 2.8. En particulier, on obtient le critére de blow-up :

T} < 400 = |lullso,r.p = +oo-

11



Démonstration. Supposons (2.9), soit Ty > 0 et soit § = ||v]| g7, +o00- On voit que § — 0
quand Ty — +o0. Par I'inégalité de Strichartz et I'inégalité triangulaire on obtient

15 (s — To) W (T0) | +00p < C I (To) — T (o)l g1 2 + N0 lls (170 400)) —— O

To—+oo

Alors (2.6) (appliqué pour I = [Tp,+oo[) montre que ||ullg(7y 00y < +00, donc aussi

|l 5([0,4-00)) < +00-
Réciproquement, supposons (2.10). Pour Ty € [0, 7% [, soit vy, la solution de 1’équation

linéaire telle que U, (To) = W (Tp). 11 suffit de démontrer que ¥, (0) a une limite (vo,v;)
dans H' x L? quand Ty — T Soit € = ||ul| gz, 7, - On voit que € — 0 quand Ty — T'y.. Les
estimations (2.8) et (2.5) montre que

sup || T4(0) = Ty (0l grayee = sup [T () = V()12 < C
te[To, T+ te[To, T+

donc v(0) satisfait le Critére de Cauchy pour ¢ — 7', ce qui termine la preuve. O

Remarque 2.9. Cette démonstration est une fagon de dire que l'intégrale
/+oo sin((—s)v—A4A)
0 vV—A
converge dans H'. Ensuite, il est facile de voir qu’il suffit de poser
— sV=A)
v—=A

Corollaire 2.10. Il existe &g tel que si ||(uo,u1)|| g1, 2 = < do, alors I’équation (1.1) a une
unique solution globale. Cette solution satisfait I’estimation

(u(s)5) ds

10 sin
v(t) = S(t)(uo, u1) + /0 (¢ (u(s)®) ds.

igﬂg!\?(t)”mxm + llullsm) <40 (2.11)

(en particulier elle disperse pourt — +00). En plus, siuy est la solution du probléme linéaire
avec les mémes données initiales, alors

sup || 7 — u_zHHleQ < Co.
teR

2.3. Théorie de perturbation

Le théoreme suivant est ’outil principal pour traiter de faibles interactions.

Théoreme 2.11. Pour tout M > 0 il existe ¢ = eo(M) ayant la propriété suivante. Soit
I=10,T] ouI=[0,+00|, et soit u une fonction définie sur I x R3 telle que

lullgry < M
et qui vérifie, au sens de l’équation intégrale correspondante,

O — ANgu =1 +h, (t,x)elxR3

12



Soit (up,u1) := (u(0), 0u(0)), (ug,u1) € H' x L% ete €]0, eo[. Supposons que
[(uo, ur) = (o, tr) |l oy g2 + llvry < e (2.12)

Alors la solution u du probléme (1.1) avec la donnée initiale (ug,u1) est définie sur I. En
plus, il existe C(M) < +oo tel que

iléll;ll(ﬂ(t)»atU(t)) = (u(®), Ou®)ll g2 + 1w = ullgry < C(M)e. (2.13)

Remarque 2.12. A cause de la réversibilité temporelle un théoreme analogue est vrai pour les
temps négatifs.

Démonstration. On consideére r := u — w. L’équation pour r est la suivante :
Ofr — Apr = (U +r)° -0 — h. (2.14)
Pour ||| g7y petit on sait la résoudre par le point fixe :

Lemme 2.13. I existe des constantes ni,e1 > 0 ayant la propriété suivante. Soit J C R,
0 € J et supposons que

lallsey <m,  Nhllvey <e<er, [(ro,r)ll iy . <e <er (2.15)
Alors il existe une unique solution r € S(J) de l’équation (2.14). Cette solution vérifie

ig§\|7(t)‘|H1xL2 +rllsy < Ce (2.16)

pour une certaine constante universelle C' qui ne dépend ni de J ni de €.

Démonstration. La preuve est similaire a celle de la Proposition 2.2. Pour alléger la notation
posons f := (i 4+ 7)® — 4 et notons que par I'inégalité de Holder
~14 5
1 fllnvery < CUlallsnlrllsen + ||7"”S(J))-

On définit
t—s)vV—A)
VA

O(r)(t) :== S(t)(ro,m1) +/0 sin(( (f(s) = h(s)) ds. (2.17)

Le Théoréme 2.1 donne

31615)!!7(t)!!;1m2 +lrllsey < U0 )l e + Nl Irllsen + Iy + Ibllven)

<C
< C(2¢+ (g + ||TH§‘(J))||T”S(J))-

(2.18)
En particulier, on voit que si 5{ < 1/4C et (4Ce)* < 1/4C, alors la boule B, est invariante
pour p = 4Ce. De fagon similaire on obtient que pour € suffisamment petit ® est une contrac-
tion sur cette boule. Cela implique existence de la solution r dans l'espace S(J), qui vérifient
en plus |7 gy < 4Ce. L'estimation (2.18) entraine (2.16). O
Maintenant, soit n := [M1] + 1, ot 71 et donné par le Lemme. Alors il existe 0 = t5 <
t1 < ... < t, = T une suite telle que |ul[gsy < m pour J = [tj,tj11], j = 0,...,n — 1.
Soit g9 := €1 - C™", ou €1 et C' sont donnés par le Lemme. On utilise le Lemme sur chaque
intervalle [t;,t;41] et on obtient ainsi la conclusion du Théoreme avec C(M) = C™. O

13



Remarque 2.14. On peut démontrer que si (ug,u1) € C(R?) x C°(R?), alors la solution u
est globale et appartient & C°°(R; C°(R?)). L’ensemble C°(R3) x C°(R?) est dense dans
H' x L2, donc la théorie de perturbation avec la persistance de la régularité justifient des
calculs formels sur des solutions, méme si elles ne sont pas, en apparence, assez régulieres.

2.4. Propriétés de I’équation linéaire
Théoréme 2.15 (cf. [Evans], p. 72 et p. 82). La solution du probléme (2.2) est donnée par
la formule de Kirchhoff

T g 10 000) + Vo) (0 ) ()

1 h(t — |y —
+/ C=ly=2l9) 1502 er
Ar B(z,t) ‘y_l.‘

w(t,x) =

Pour t < 0 on obtient une formule similaire. Observons que dans le cas particulier de
I’équation homogene

(2.19)

Opw(t,z) — Agw(t,z) =0 (t,x) € R x R3
(w,atw>“:0 = (wo,wl) S HI(RS) X L2(R3).

la solution w(t,z) dépend des valeurs de (wp,w;) sur la spheére de centre x et de rayon |t|
uniquement. Ce comportement est spécifique pour la dimension d’espace égale a 3. On I'appelle
le “principe fort de Huyghens”. En ce qui concerne la non homogénéité h(s,y), ce qui compte
ce sont uniquement ces valeurs sur le cone de la lumiére {(s,y):0<s<t:|y—zx|=1t—s}.

Corollaire 2.16 (Vitesse de propagation pour I’équation non linéaire). Soit R > 0, (ug,u1) €
H' x L?, (Qg,71) € H' x L? des données initiales telles que

(ug,u1)(z) = (tg,u1)(x) pour |z| > R.

Soit u et U les solutions de l’équation (1.1) pour la donnée initiale (ug,u1) et (Go,u1) respec-
tivement, définies sur lintervalle I. Alors

u(t,z) = a(t,x) pour |x| > R+ |t]. (2.20)

Démonstration. On évoque la démonstration de la Proposition 2.2. Soit I' C X x X ’ensemble
des paires de fonctions w,w qui vérifient (2.20). C’est un sous ensemble fermé. La définition
de ® avec la Formule de Kirchhoff montrent que

(w, %) €T = (®(w),d(w)) € T = ("(w), d"(w)) € T Vn.
Evidemment (0,0) € I, donc aussi (u, @) = lim,_, 4 ($"(0), "(0)) € T, O
On aura également besoin d’une formule spécifique pour les solutions radiales.

Proposition 2.17 (cf. [Evans], p. 69). Soit w = w(t,|z|) une solution radiale de (2.19). Alors
il existe une fonction g € H'(R), telle que

rw(t, |r]) = (gt +7) —g(t = 7))

14



Chapitre 3

Théorie globale 1

3.1. Décomposition en profils linéaires

Définition 3.1. Soit (ugp, u1,) une suite bornée dans H' x L? et soit Ug, j > 1, solutions
de (2.19). On dit que (ugn,u1,) a une décomposition en profils U/ avec des parameétres tim,
)\j,n si

)\],TL A‘]/TZ |t‘77n - t‘]/n‘

Vi # 5’ — 4o0.
J 7& J )\]/n )\]/n )\]m n—+oo
et
J 1 , L . 1 A t: .
(umenn) = 3= (300 (=525 ) g0 (=25 ) ) + Gt
v ]; A2 A X ) AR N A e
ol
Jim tim supl|S(8) (., w!,) s = 0. (3.1
n o0
On appelle Ug les profils linéaires. 11 est parfois commode de noter
; 1 (t—1, x
U, (t,z) == U < I )
o A2 N A
et

wy (t,x) = S(t) (wi, wi,).

Théoréme 3.2 (cf. [BG99]). De toute suite bornée de fonctions radiales (uon, u1p,) € H' x L?
on peut extraire une sous-suite qui admet une décomposition en profils.

Notons le fait suivant :
Proposition 3.3. Soit (wop, w1y,) une suite bornée dans H! x L2. Alors
lwnlls®y — 0=

n—-+00

Vs tn, ()\%L/zwn(tm An ) )‘i/Qatwn(tm An )) — 0.
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Démonstration. La norme de Strichartz est invariante par I’évolution temporelle et par resca-
ling, donc on peut supposer que t, = 0, A, = 1. Si la conclusion n’est pas vraie, alors, apres
une extraction,

(wn (07 ) 78twn (07 )) - (w07 wl) ?’é 0.

Pourtant, par 'inégalité de Strichartz,
H' x L* 5 (wo, w1) = |[S(£)(wo, w1)]|s(z)
est une fonction continue. Elle est aussi convexe, donc
0 < 11S(2) o, w1)llscey < lim infllun 5z =0,

une contradiction. O

Le point essentiel de la démonstration du Théoreme 3.2 est que I'on a aussi 'implication
réciproque.

Proposition 3.4. Soit (wo,, w1,) une suite bornée dans H! x L2. Alors

1 tn - 1 tn - IR
V)\mtn <)\%L/2wn <)\n7)\n> ) )\%/an <)\n’)\n>> 0=

1wl s(r) noth 0.

Les Propositions 3.3 et 3.4 donnent une métrisation de la “convergence faible a des
symétries pres” des suites bornées dans H' x L2. Le choix de la norme S(R) est arbitraire
et toute autre norme de Strichartz convient (a I’exception possible des normes “end-point”).
En particulier toutes ces normes décrivent la méme topologie sur les ensembles bornés dans
H' x L2

Admettons la Proposition 3.4 et esquissons la démonstration du Théoreme 3.2. Cette
démonstration suit un schéma général dont il est difficile de tracer 'origine. Il a été repris
par de différents auteurs pour établir des théoremes de décomposition dans le régime sous-
critique, critique stationnaire et pour les normes de Strichartz, dans le cas radiale et non
radiale, pour I’équation des ondes et pour I’équation de Schrodinger, . ..

Démonstration du Théoréme 3.2. . Soit
po: H' x L? = R,

une norme qui métrise la convergence faible sur les ensembles bornés dans H'x L?. On suppose
sans restreindre la généralité que po((vo,v1)) < ||(vo,v1)|| 1, 2 Pour tout (vo,v1) € H' x L2
Soit v(t) = S(t)(vo,v1). On définit la norme p par

P((U(h 7}1)) ‘= Sup pO((A1/2U(t7 A ')7 >‘3/2atv(t7 A ))
teR,A>0

Soit (von, V1n)n une suite bornée dans H! x 2. On définit

1((Von V1)) =l sup p((vom, v1))-

n—oo
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On extrait les profils Ug et les suites de parametres (t;n, \j ) par récurrence, en gardant les
invariants suivants (3.2), (3.3) et (3.4).

Les suites (tjn, Ajn) €t (tkn, Akn) sont orthogonaux pour j,k € {1,...,J},j #k.  (3.2)

Soit (wg,, w{,) comme dans la Définition 3.1. Alors

3T = (A0 (s M), N0ty Agn) ) = 0, (3.3)

J,m Y

(1)), (3.4)

VOE 0 ez =

On adopte la convention (wy,!,wyl) = 0, (w,, w?,) = (ton,u1n). Les conditions (3.2), (3.3)
et (3.4) sont triviales pour J = 0.

Soit J > 0. Si 77(( Sy ) =0, on pose U/ = U/*' = ... = 0. Dans le cas contraire,
par définition de 7 et de p, il existe des suites t;,,\s, telles que, aprés extraction d'une
sous-suite,

. /2 - 3
lim po(AJ/nw;f Yt ns A ), AJ /2 Sowd (i A ) >
n—oo ’
Encore apres une extraction on obtient

()\1/2 Tt gy A ) A?rﬁatwi_l(tlm)\l,n D)) = (U, U{) #0

JnWn

et on pose U/ (t) = S(t)(Ug,U7).
Supposons que la suite (¢, As,) n'est pas orthogonale & la suite (¢, Aj,) pour certain
j < J —1.Or, par (3.3) on voit que

(/\l/sz_l(tj,na)‘j,n ) >\3/23tw7{_1(tj7m)\j,n ) — 0.

J,m Y

Si les suites (tjn, Ajn €t (tyn, Asn) étaient comparables, on aurait (Ug,U;j) = 0, donc une
contradiction.
Comme pg métrise la convergence faible, on déduit facilement (3.4) :

U8 U 2 > po((UG,UY)) =

: /2, j- 3/2 - 1 -
Timpo (A 2w ™ty Av s AT 20wl (s A ) = 51w ™n)-
Pour montrer finalement (3.3), on observe que

(Wil i) = (wiy  wi ) = (U7,(0), 0,U7,(0)).

Pour j = J on obtient (3.3) par définition de U”. Pour j < J, on utilise I’hypothese de
récurrence pour le premier terme et pour le deuxieme ’affirmation suivante, que I’on admettra.

Lemme 3.5. Soit (tn, \n) une suite orthogonale a la suite constante (0,1). Soit (vo,v1) €
H' x L? et vy (t) :== S(t)(vo,v1). Alors

(/\:TLL/Q’UL(tna An ')7 )\%/zatUL(tna An )) — 0.
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La récurrence est terminée. En utilisant (3.3) on obtient facilement

J 2
Ny
ool = 3 |07 (522)| -+l + ont) 3.5)
= gm /Al
J VRPN )
|WM%:Z:@W<AM> + |lwi o L2 + on(1). (3.6)

En particulier ||(Ug, U{')|| 12 — 0, donc par (3.4) on a que n((w;])y) — 0 quand J — oco.

Les Propositions 3.3 et 3.4 affirment que si (woy,,w1,) est une suite bornée dans H' % L?,
alors

15 () (won, win)s®) = 0 < p((won, win)) — 0.

On obtient donc (3.1), ce qui termine la preuve. O
Remarque 3.6. Notons par la future référence la conséquence suivante de la preuve.
(A Asin)s A0 (i Asin) ) = (U7(0), 61U2(0)) (3.7)

Remarque 3.7. En extrayant encore une fois on peut supposer que pour tout j, on est dans
I'un des cas suivants :

Vntjn =0 onde centrée,
t .

2 +oo onde entrante,
)‘]}n n—+oo

t .

P o onde sortante.

)‘]}n n—+oo

Remarque 3.8. On peut supposer que la suite des parametres du premier profil (f1,, A1n)
est une sous-suite d’une suite donnée. En effet, il suffit de définir (Uj,U]) comme la li-
mite faible (d’une sous-suite) de ()\;ffvn(tﬁn, Ajm)s A?f@tvn(tjm, )\j,n-)) (ou de prendre une
décomposition quelconque et chercher la suite de parametres non orthogonale a la suite
donnée). De méme, on peut supposer que les parametres pour j = 1,...,.J sont des sous-
suites de certaines suites données, pourvu que ces suites soient orthogonales.

Pour R > 0 et (ug,u1) € H' x L? radial on introduit la notation (up,u1) = Vr(up,ur)
avec

uo(r) = wo(r), wi(r)=ui(r) pour r > R
uo(r) = up(R), ui(r)=0 pour r < R.

Proposition 3.9. Les opérateurs g sont continus pour la norme ||S(t)(-)|sw) et ont tous
la méme norme.

Démonstration. Vg et Uy sont conjugés par une dilatation (qui préserve la norme considérée),
donc ils ont la méme norme (éventuellement +o0).
Soit ¥ = ¥;. Pour montrer la continuité de ¥ on utilisera les Propositions 3.3 et 3.4.
11 existe une fonction g, telle que g, € L%(R) et wy,(t,7) = L(gn(t +7) — ga(t — 1)). En
plus,
Vin, An gn(Anr + t) — 0.
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Soit Wy (t) = S(t) (Vi,) = 1(Gn(t +7) — gn(t —7)). On observe que

() = {gn(it) si |z <1,

linéaire pour —1 <z < 1.

On se ramene alors & un lemme élémentaire.

Lemme 3.10. Soit u,, — 0 dans L*(R) et I,, C R des intervalles. Soit

U () six ¢ I,
~ _ )
tin (@) — Updx st x € I,
(nl J1,

Alors u, — 0.
La preuve de ce lemme consiste a considérer une sous-suite pour laquelle les bornes des

intervalles convergent. O

Le lemme suivant est une conséquence du Principe de Huyghens. On omet la preuve.

. —tin
Lemme 3.11. 5% limy, oo 2" = F00, alors
J,n

. 1 A A
lim Tim sup / VU7 (0)2 + — U7, (0)2 + |0,U7(0) 2z = .
[ERS] B3 v

Sitjn =0, alors

) ) ) 1 . .
lim lim sup /{|x|>mm} VU ,(0)]* + — UL (0)]* + [0,U7.,(0)|*dz = 0.

Uflz|<EAjn}

3.2. Profils non linéaires

Définition 3.12. Soit Ug un profil linéaire. On définit un profil non linéaire associé a Uf
comme 1'unique solution U7 du probléme (1.1) telle que

() -
A.jvn )\Jvn H1 x L2 n—+oo

Remarque 3.13. Sit;, = 0, 'existence du profil non linéaire est claire. Dans le cas contraire,
il faut résoudre en “probleme de Cauchy a I'infini”. Supposons par exemple que —f\”J—Z — 4-00.
Pour construire U7 on peut soit faire un raisonnement similaire & la deuxieme pértie de la
preuve du Corollaire 2.7, soit refaire la démonstration de la Proposition 2.2 avec une petite
modification : au lieu de &, il faut considérer I'application

+oo gin((t — s)v/—
o' (u) = S(t)(Uo, Uy) +/t ((t\/%\/ﬁ)

sur l'intervalle I = [Tp, +oo[ ou Ty est tel que [S(¢)(Uo, Ur)l|s(r) < do- Le point fixe U vérifie
alors ’équation intégrale

(u(3)5) ds

V)

A (U(s)°) ds,

Ut) = S()(U, Uy) + /t T sin((t
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donc

+00 i
t—s)vV-A :
U(t) — UL(t) = / sin((t — s) ) (U(s)’)ds — 0 dans H' x L*.
t v —A t—+o00
La version du théoréme suivant pour ’équation défocalisant a été démonstré dans [BG99].
La démonstration que ’on fournit ici est proche de la preuve originale.

Théoréme 3.14. Soit 0,, € [0, +oc0[. On suppose que pour tout j

Pt 1 ) e timsup |07

>\j n n—+400

)

Vi>1, Vn, —tin en—t]-m]) < +00. (38)

Jyn J.m

Soit uy, la solution du probléme (1.1) pour des données initiales (ugn,u1,n). Alors, pour n
grand, uy, est défini sur lintervalle t € [0, 0,],

Un

lim sup||un|s((0,0,)) < +00, (3.9)
n—+oo
et
Vit €10,6,], un(t,z)= Z Ul (t,z) +wl(t,x) +r(tz), (3.10)
j=1
ou wl(t) = S(t) (w(‘{n, wl‘]’n) et
. . J J J _
lim | limsupl|r; |lsqo.e.) + sup (Ve ()2 + 10 (8)]|22) | = 0. (3.11)
J—=+00 [ n—doo te]

Remarque 3.15. En exploitant la réversibilité temporelle de 1’équation (1.1), un théoreme
analogue peut étre formulé pour 6,, < 0.

Démonstration. (Basée sur [DKM1], démonstration de la Proposition 2.8.) On définit

J

Ut ) = Uit ) + w)(t, ).
j=1

De la définition d’un profil non linéaire on déduit que, pour J fixé,

. =
lim H U,{(O,CE) - 7'r{(ovl')H[—'leL? =0.

n—o0

La preuve consiste & estimer U'erreur e; := 9?u; — A,u;) — (u)). Une fois ceci accompli, le
Lemme de Perturbation (Théoréme 2.11) donnera la conclusion.
D’abord, un calcul standard montre que, pour .J fixé,

H (JZ:; vatt x)>5 N ;U’{(t’ x)5HN([O,9n]) o (312)

Par (3.5) et (3.6) on voit que H(Ug, Uf)HHleQ tend vers 0 pour j grand. Par conséquent,
il existe Jy tel que ‘ o
Vi>Jdo o U7 ls@y < 4TS Ul g
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(cf. (2.11)). Il s’ensuit que

Jim [ S 1071 | <0 (313)

j=Jo+1
Or, par ’hypothese,

limsup\|Uﬂ;\\S([079n]) < +oo pourj=1,...,J.
n—-+o0o

De ce fait, (3.12) donne l'existence d’une constante M > 0 telle que pour tout J

lim SupHaZHS([O,Gn]) S M < 4-o00. (3.14)
n—-+00

Rappelons que par définition U,Z vérifie I’équation (1.1), donc un calcul simple montre que

J J

. . 5

e =30 = (Ui +wl) . (3.15)
j=1 j=1

Le but est de démontrer que

lim lim supHe =0.

J—=00 n—oo nHN([OanD

Une manipulation algébrique donne
J

HeiHN([OﬂnD <C [H (Zi: qu{(tvx))s - Z: Uﬁ(tafc)E)HN([Oﬂn]) + i 30,6,
DI

La conclusion découle de (3.12), (3.14) et de ( 1). O

+”wn”s 0,0,])

Proposition 3.16. Soit VLJ des solutions de (2.19), tjn, \jn des suites orthogonales et sup-
posons que w; vérifie (3.1). Soit 0 < p, < o, < +00. Alors

j#k=— lim (vmn(o,x)-vn’“n(o,x) + Vi (0,2) - 9 VE (0, x)) dr =0
=0 Jpp<|z|<om 7
(3.16)
J>j=— lim (vw{n(o,x) Vil (0,2) + Vi, (0, 2) - atwgn(o,x)) dz = 0.
n—00 an|‘T|SUn ’
(3.17)

Remarque 3.17. Ce résultat est plus fort que (3.5) et (3.6). La démonstration repose sur un
calcul fastidieux a ’aide de la formule explicite de la Proposition 2.17. On 'omettra.

Proposition 3.18. Soit (ugn,u1,n), Un, w!, tin,A\jn et 0, € R comme dans le Théoréme
3.14. Soit 0 < pp, < o < +00. Alors

j# k= lim (VU,{(Hn,a:) U (0, 2) + 0U3 (0, ) - QU (en,g;)) dz =0
=0 Jpp<|z|<on
(3.18)
J>j= li_>m (VU%(Hn,m) Vwl (0, x) + ;U (0, ) - Opw; (O, x)) dz = 0.
o pn§|$‘§0'n
(3.19)
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Démonstration. Pour se ramener a la Proposition précédente il suffit de construire, pour tout
4, un profil lindaire V;/ tel que
Jim [T200) = V4 a0 12 = 0

ot1, comme d’habitude, V//,,(¢,z) = ﬁVL] (t;tj’"

S /\i) En effet, il suffit ensuite de remplacer
J,m J,m
J,m

tjn par tj, — 6, (ce qui préserve 'orthogonalité).
Apres extraction d’une sous-suite on peut supposer que G")jﬂ — ty € [—00,400]. Si
],

_)\t_j’" — 400, c’est clair par
J,n
la définition d’un profil non linéaire. Dans le cas contraire on utilise (3.8) et le critere de

dispersion (Corollaire 2.7). Donc il existe VL] tel que

to = 400, alors U7 disperse pour les temps positifs. En effet, si

tim [|T70) = VIOl = 0= Jim [T50) = V4@ 11,2 = 0

t——+oo
Le cas tg = —oo est identique. Si tg € R, on définit VLj comme la solution de ’équation (2.19)
pour la donnée initiale U7 (tg) en temps to. O

3.3. Borne sur la norme critique

Proposition 3.19. Soit U une solution de (1.1) définie pour t € [0, +ool. Alors

timinf [ 7(0) 1 g2 < 3B (o, un).
Démonstration. Pour simplifier la démonstration, on va supposer que ug € L2. On pose

y(t) := Jgs |u(t, z)|*dz. Un simple calcul montre que

y'(t) =2 / udu, (3.20)
]R3
y(t) = 2/@ (19l — [Vul? + [ul®) . (3.21)
i
(1- 5)/ Vol + |0l > 3E(ug, ur) + 0,
]R3
alors

y'(t) > 4(1 + 5)/ |Opu|? + 46.
R3

Alors pour t grand y/(t) > 0. Par Cauchy-Schwarz, 3"y > (1 + 6)(y')?, donc y'y =179 est
croissante, en particulier —0y 1% < —e < 0 pour ¢t assez grand. Mais c’est la dérivée de la
fonction positive y ¢, une contradiction. ]

1-6

3.4. Extraction de la partie linéaire

Proposition 3.20. Soit u une solution de (1.1) définie pour t € [0,+oo[. Alors il existe vy,
une solution du probléme linéaire, tel que pour tout A >0

lim IV (u(t) — v, (8) > 4 |0 (u(t) — v.(t))|* dz — 0.

t—4o00 lz|>t—A
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Remarque 3.21. 11 est facile de voir que

Vaso lim |Vwy (8) 2 + [0sw,, ()| dz — 0 = w, = 0.
t—+o00 |z|>t—A

Donc v;, est unique.

Démonstration. Etape 1 : A fizé. On va montrer que pour tout A > 0 il existe v}, une solution
du probleme linéaire telle que

,Jm IV (u(t) = v () + 18:(u(t) = vf! (t))] dz = 0. (3.22)
®© J|z|>t—A

L’idée consiste a trouver une solution u de (1.1) qui disperse pour les temps positifs et telle
que pour ¢ grand et |x| >t — A on ait u(t,z) = u(t,x). Cependant, il n’y a aucun espoir de
pouvoir utiliser le critere de données petites.

Lemme 3.22. Soit § suffisamment petit. Alors il existe une suite t,, — +o0o telle que
(tton, t1n) = W (1_g)j1, U (tn)

a une décomposition en profils U} avec des paramétres tjn, \j ayant la propriété suivante :

oo Ajm (3.23)
tin =0 et ||(Vo, Ul)”Hleg petit.

Admettons pour l'instant ce lemme et continuons la démonstration. Soit wu, la solution
de (1.1) avec la donnée initiale \P(1_5)tn7(tn). En vue du Théoreme 3.14, u,, disperse pour
les temps positifs, pour n assez grand. On prend un tel n et on suppose aussi que dt, > A
(ce qui est vrai pour n grand). Alors, par la vitesse finie de propagation, u(t) := u,(t — t,)
satisfait nos exigences.

E’tape 2 : Fin de la démonstration. Soit t,, — 400 la suite donnée par la Proposition 3.19.
On considere la décomposition en profils de la suite (ugp, u1p) = ﬁ(tn) avec (tin, Aipn) =
(—tn, 1) (cf. Remarque 3.8). On pose vy, := U}'. Soit A > 0. La suite (uon, 1) := u(tn)—v{ (tn)
a une décomposition en profils avec le premier profil U} = vy, —fuf‘ et les parametres t1, = —t,,
A1n = 1. Par la Proposition 3.16 on obtient

lim IV (vr(tn) = 0 (a))? + 18e (00 (tn) — v (£a))]? dz = 0.

n—oo |l“2tn—A

Grace a la vitesse finie de propagation, cela entraine immédiatement que

Jlim [V (0u(t) = o () + 0u(wn () — v (1) dir = 0,
|z|>t—A

ce qui, comparé avec (3.22), finit la démonstration. O
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Démonstration du Lemme 3.22. Etape 1. On va montrer qu’il existe une suite de temps s, —
+oo telle que \Il(l,(;/)Snﬁ(sn) se décompose en profils V) avec des parametres s; p, f1;, tels
que

Vj,  lim S fo0 et lim [35n] e1-4d,1],

n—-4o0o Mj,n n—+o00 Sy,
s1n=0 et H(Vol,Vll)HHl 12 betit.
Soit sy la suite de temps donnée par la Proposition 3.19. Supposons que la suite 7(5’”) se

décompose en profils VL], avec les parametres s; 5, 15 ,. Considérons d’abord le cas s;,, = 0, Vn.
On a trois possibilités :

a. Sy < [j, — Impossible par le Lemme 3.11. En effet, en vue de la Proposition 3.16,

lim Vo Vil (0))2 + 10,V (0)Pdz = 0. (3.24)
R—+o00 |-73‘25n+R

Alors, pour R,n grand, %Nj,n < $p+ R.
b. Hjn K Sp — alors \I/(l_(s/)sn‘zzn(()) — 0 dans H' x L2.

C. [jn = sp, — Dans ce cas on obtient d’abord

lim VLV (0)[? + |0,V (0))2dz = 0,
R—=400 J1z|>14+R/sn

donc o
supp(Vy, Vi) C {lz| < 1}.

Soit (Vi, Vi) := \111_5/(1701, ‘711) Ce profil est petit si ¢ est petit.

Maintenant soit f;, < Sj,. Par le Lemme 3.11 on obtient s, + R > |s; | — Rptj, pour R

|37 n

grand. Alors lim <1. Il est facile de voir que si cette limite est < 1—¢" alors, toujours par

le Lemme 3.11, \11(1 5 an 2(0) = 0 dans H' x L. En effet, dans ce cas il suffit de remarquer
que, quel que soit R, pour n grand on aura |s;n| + Rpjn < (1 — d")sn.

Encore une fois par le Lemme 3.11 on a W(;_g/),, V 2(0) — VLjn( ) = 0 dans H' x L? on
on a posé simplement VLjn( ) = VLjn( ). Cela termine I’ etape 1.

E’tape 2. On souhaite avoir des solutions dispersant pour les temps positifs, donc il ne nous
reste plus qu’a trouver un moyen d’éliminer le mauvais signe de s;,.

Soit u, la solution de (1.1) pour les données initiales \Il(l,(;)snﬁ(sn). Par le Théoreme
3.14 on peut écrire :

Observons que

T (5) = i (M) e

in Hin Hjn
On pose § = %5’ . On vérifie facilement que

2| > (1 = 8ty = Un(sn/2,2) = U (tn, T).
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Or, si sy, et s, sont du méme signe, alors

U gy, V4 (%”) 0.

Les autres profils sont traités comme avant, et pour w;’ on fait usage de la Proposition 3.9. [
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Chapitre 4

Caractérisation dynamique des
solitons

4.1. Enoncés des résultats
Le principe informel (1.8) est précisé dans les deux propositions suivantes.

Proposition 4.1. Soit u une solution radiale non nulle du probléme (1.1). Supposons que
pour tout A > 0 les fonctions (ug + Wy, u1), (ug — Wy, u1) ne sont pas a support compact.
Alors il existe R > 0, n > 0 et une solution radiale globale u de (1.1) qui disperse pour
t — too et telle que

(u(z), Owu(z)) = (u(z), dpu(x)) pour |x| > R+ |t|, (4.1)

et que pourt <0 ou pourt >0
/ \Va(t, z)|> + (0su(t, x))* dx > 7. (4.2)
|z|>R+|t|

Proposition 4.2. Soit Ry une constante suffisamment grande. Soit u une solution radiale
du probleme (1.1) telle que (hg,h1) := (uop — W,u1) ou (ho, h1) := (ug + W,uy) a un support
compact. Alors

a. Il existe une solution u, définie pour t € [—Ry, Ry], et R’ €]0, p(ho, h1)[ tels que
(u(x), Oii(x)) = (u(x), Ou(z)) pour > R’ + |t| (4.3)
et que pour t € [0, Ry] ou pour t € [—Ry, 0]

p(a(t) £ W, dy(t)) = plho, ha) + |1 (4.4)

b. Supposons en plus que p(hg,h1) > Ro. Alors il existe R < p(hg,h1), n > 0 et une
solution radiale globale de (1.1) qui disperse pour t — +oo, et pour laquelle on a (4.1)
et (4.2).

La démonstration de ces résultats repose sur l'existence de canaux d’énergie pour des
solutions de I’équation linéaire, ainsi que sur la théorie de Cauchy de petites données.

27



Proposition 4.3 (Canal d’énergie pour I’équation linéaire). Soit pg > 0, (ug,u1) € H' x L2
(radial) et uy, = S(t)(uo,u1). Alors pour t >0 ou pourt <0 :

+00 +oo
/ [ar(ruL(t,r))]z + [8t(ruL(t, r))]z dr > 1/ [@(ruo(r))]2 + [rul(r)]z dr.
P

o+l 2 Jpo

Démonstration. Soit f telle que rur(t,r) = f(t +r) — f(t —r) pour r > 0. Alors

/+oo [0, (ruo(r)]? + [rus ()] 2 drr = 2 </_po (@) de + /+°° F)P? dx) 7

po - PO
pour t > 0
oo 2 2 —po 9
/ o [0 (ru (t,7)] " + [0 (ruc(t,r))]” dr > 2 (/ |f ()| da;) 7
PO —0
et pour t <0

/p+oo [0, (rus(t, 7)) + [0 (run (8, 7)) dr > 2 </+oo \f(:v)Ide) .

o0+t PO

Remarque 4.4.

+oo +oo
[ @ty ar= [ @ = s (oo (4.5)

PO Po

20 (9, (r))2 + (By(rf))? dr).

On va utiliser la notation ||f||l2)0 =Am ( 0

4.2. Théorie de Cauchy autour de W

Pour pg > 0 on définit V,, comme la solution de (1.1) pour les données initiales (Vo, V) :=
U, (W,0). Pour py suffisamment grand, cette solution est globale et disperse.

Lemme 4.5. Il existe ty et dg tels que si po > 0 et |[(90,91)| 12 < S0, alors pour V="V,
le probleme

{ 029 — Apg = 5Vig +10V3¢g2 +10V2g3 +5Vg + ¢°,  (t,z) € [—to, to] x R3 (4.6)

(9, 0t9) 1t=0 = (90, 91)
a une unique solution. En plus, si g, est la solution du probléme linéaire avec les mémes

données initiales, alors

1

%

sup ”7 - gL||H1><L2 < TOH(gO’gl)HHIXLZ'
tE[—to,to]

Lemme 4.6. Il existe Ry et dg tels que si pg > Ro et ||(90,91) || 12 < 00, alors pour V =V,

le probleme

{ 829 — Npg =5V +10V3¢% + 10V2¢° + 5Vg* + ¢°,  (t,2) e R x R? )

(9,0:9)1t=0 = (90, 91)
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a une unique solution. Cette solution disperse pourt — +o0o. En plus, si g, est la solution du
probléme linéaire avec les mémes données initiales, alors

1

—

Sup (| — 90 71wz < 751190, 90) 112
teR

Remarque 4.7. Le cas pg = +00, c.-a-d. V = 0, n’est pas exclu.

Les démonstrations de ces lemmes suivent les lignes de la preuve de la Proposition 2.2.
Pour estimer les termes V7¢* on utilise I'inégalité de Holder.

4.3. Les preuves

Les démontrations des Propositions 4.2 et 4.1 s’appuient sur deux estimations.

Lemme 4.8. Soit pg < p. Alors

p0f (o0) — pF (o) < 2Pz,

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la définition de || - ||,, et de I'inégalité
de Cauchy-Schwarz. O

Lemme 4.9. Soit g comme dans le Lemme 4.5 ou 4.6. Alors, pourt <0 out >0,

L (g0, )12, — pogolpo)?) -

o

/ Vagl? + |Bug]? da >
|z|>po+]t|

Démonstration. En utilisant la Proposition 4.3, on peut écrire, pour ¢ > 0 ou ¢t < 0,

I

1 1
x|2po+

j2l>po-+1) 100
11 S )
> - — —— -

v

1
A (I(g0, 91) 112, — pogo(po)?) -
]

Démonstration de la Proposition 4.2. Considérons (tg, 1) = (W,0) + Vgi(ho, h1). Par la
théorie de Cauchy, pour R’ proche de p(hg, h1), la solution @ est définie sur un intervalle aussi
grand que ’on veut. Il est facile de voir qu’il suffit de démontrer la “propagation du support”
sur un petit intervalle de temps, [—tg, to] par exemple.

L’idée est la suivante : prenons pp arbitrairement proche de p(hg,h1), soit (go,g1) =
VU, (ho, h1), et soit g donné par le Lemme 4.5. On voit que V' + g satisfait (1.1), donc, par la
vitesse de propagation,

2] > po + t] = W (t) = (W,0) + 7 (¢). (4.8)

Alors, il suffit de démontrer que, pour ¢t € [—tg, 0] ou pour t € [0, t¢],

/ IVeg(t)|? + |0rg(t)|* dz > 0.
||>po-+]t|
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Cela s’ensuit du Lemme 4.9, ou le terme de bord est estimé a 1’aide du Lemme 4.8.
Supposons maintenant que p(hg, h1) > Rp. On procede de facon similaire, c.-a-d. on prend

(90,91) = ¥y, (ho, h1), ol pg > Ry est proche de p(hg, h1). Ensuite, toutes les estimations

restent les mémes. O

Remarque 4.10. Cette preuve donne aussi la conclusion de la Proposition 4.1 dans le cas ou
(up, u1) est a support compact (cf. Remarque 4.2).

Démonstration de la Proposition 4.1. Psychologiquement, il est plus facile de démontrer le
lemme suivant :

Lemme 4.11. Soit u solution de (1.1) telle que pour py suffisamment grand on a
/ |Vau(t)]? + |0u(t)|* de — 0 pour t — £00. (4.9)
[z[>po+]]

Alors (ug,u1) est a support compact ou il existe X > 0 et 1 = £1 tels que (ug,u1) — (W, 0)
est a support compact.

Admettons ce lemme et finissons la démonstration.

Le cas ou (ug,u1) est a support compact est déja traité. Supposons donc que ce ne soit
pas vrai. Mais le cas ou (ug,u1) — 2(W),0) est & support compact est exclu par ’hypothese,
donc par le Lemme on obtient qu’il existe une suite croissante ¢, — +oo telle que

/ Vau(tn)2 + [Opu(tn) 2 dz > 0 > 0.
|$‘ZPO+‘tn‘

Par le principe de Huyghens, la méme inégalité est vraie pour tout . O

Le reste de cette section est consacré a la démonstration du Lemme 4.11.

Lemme 4.12. Soit u solution globale de (1.1) telle que (4.9) et soit py tel que
/ (’VIUOF + ”U,1|2) dr < < 6y, (410)
lz|>po

ot 0y suffisamment petit. Alors
(w0, u1) |12, < Copgluo(po)|*, (4.11)

et pour po < p < 2po,

C C
|pouo(po) — puo(p)] < 4/ ﬁpé\m(po)l‘r’ <4/ 47252\/)0100(00)!- (4.12)

Démonstration. En remplacant (ug,u1) par ¥, (uo,u1) on peut supposer que

(w0, ur)ll 12 <0

Ensuite, le raisonnement est similaire a la démonstration du Lemme 4.9, mais avec 'utilisation
du Corollaire 2.10 au lieu du Lemme 4.5 ou 4.6. Pour ¢ < 0 ou t > 0 on obtient

1
/ \Vul? + |Opu|? dz > / |V our|? + |0pus|? dz — C|| (uo, ul)Hllﬁ?lez
|z|>po+|t| [z]>po+]t|

1 5
> 1”(“&“1)”30 — C (w0, w1) |2, + 47 pouo(po)®)”,

30



donc par 'hypothese (4.9)

5
[ (uo, u1) |12, < C (I1(uo, ua)|12, + 4mpouo(po)®)” < C' (|| (uo, ur) |50 + (47po) uo(po)™) »

d’out (4.11).
La premieére inégalité dans (4.12) est une conséquence de (4.11) et du Lemme 4.8. La
deuxieme vient du fait que

pou(po)® < / (IVzuol* + [ur[*) d
||>po

(cf. Lemme 4.8). O

Lemme 4.13. poug(po) — 1€ R. En plus, |pouo(po) — 1| = O(py?).

pPo—+00

Démonstration. Premierement, (4.12) entraine que

Ve >0 |pouo(po)| = O(pp)

Prenons par exemple ¢ = % On obtient de (4.12) que pour py grand et py < p < 2pg on a
|poto(po) — puo(p)| < Cpy . Comme la série S, 27" converge, on peut appliquer le critere de
Cauchy.

Or, |pou(po)| est borné, donc pour pg < p < 2pp on a |pouo(po) — puo(p)| < Cpy?, d’ott

“+o00

o= B
lpouleo) —1 < D 4T =0(pp?).
0 n=0

O

Traitons d’abord le cas | = 0. Pour r assez grand, (4.12) donne [2p(2p0)| > (1—0)|pou(po)|,
ce qui est contradictoire avec 'asymptotique |pou(po)| = O(py?).

On suppose maintenant que [ # 0. On va obtenir la conclusion du Lemme pour \ := %
Apres un changement d’échelle, on peut supposer que A = 1. Or, soit (go, g1) = ¥, (uo—W, u1)
ou po est grand, et soit g donné par le Lemme 4.6. On a (4.8), donc (4.9) est vrai avec u

remplacé par g. Le Lemme 4.9 donne alors, pour pg grand,

(90, 91) 112, < pogo(po)?. (4.13)
Par le Lemme 4.8 on a donc
1 1
20000(200) > (1 _ 7> > . 4.14
pogo(2p0) > N pogo(po) > 2P090(p0) (4.14)

De lautre coté, il est facile de voir que poW (po) —v/3 = O(py?), donc aussi pogo(po) = O(pg 2)-
En vue de (4.14) cela est possible seulement si gy est a support compact. Par (4.13) g1 doit
aussi étre & support compact, ce qui finit la démonstration.
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Chapitre 5

Théorie globale 11

5.1. Décomposition en solitons pour une sous-suite de temps

Soit v, la partie linéaire donée par la Proposition 3.20. Le but de ce paragraphe est de
démontrer le résultat suivant :

Proposition 5.1. Soit t,, une suite de temps telle que la suite ﬁ(tn) soit bornée dans H' x L2.
Alors, pour une sous-suite de t, (que l’on note toujours ty), il existe J € N, 1; = 1 et des
suites \j,, telles que

0< )\1,71 < )\2,71 ... KL )\J,n < tna
et

n—-+00

J
7(tn) - 7L(tn) — <Z ZjW)\j?n,()) — 0 dans H' x L.
=1

Dans le paragraphe suivant il sera essentiel que v, ne dépend pas de la suite ¢,,.
D’abord, on a besoin de traduire les résultats de la Section 4 en langage des profils.

Lemme 5.2. Soit

t— tj,n x
Njn " Ajm

: 1 .
Ug,n(twr) = 1/2 UIZ <

j7n

), U7 (1) = SO, UF).

un profil non nul. On suppose qu’on est dans une des deux situations suivantes.

1.
JLH;O;J: € {fo0}, (5.1)
2. tjn = 0 pour tout n et, en plus,
(a) ou bien pour tout pu >0, 1 € {£1}
(U8 - W, v9)

n’est pas a support compact,
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(b) ou bien il existe v € {£1} tel que (Ug + W, Uf) est a support compact et
0 (Ug LW, U{) > Ry,

(pour la définition de Ry cf. Section 4).

Alors il existe ﬁf solution de l’équation des ondes linéaire, el une suite de nombres strictement
positifs {pjn}, telle que le profil non linéaire U’ associé a U, {tjn, \jn}n disperse pour les
temps positifs et négatifs,

- . .
Vi, 2] > pin = Ui u(0,2) = U1 ,(0,2), (5.2)

et il existe n; > 0 tel que, pour tout t > 0 ou pour tout t <0,
~ . 2 ~ . 2
v, / ‘VU%(t,x)‘ + ‘@Uﬁl(t,x)‘ dz > 1. (5.3)
||>pjn+It|

Démonstration. La démonstration dans le cas (5.1) consiste a faire une analyse de I’équation
linéaire similaire a celle que 'on a déja faite dans la Section 4. On omet les détails.

Soit donc ¢, = 0 pour tout n. En appliquant les résultats de la Section 4 on obtient qu’il
existe U J_ une solution de I'équation (1.1) qui disperse pour les temps positives et négatives,
et R;,m; > 0 tels que

(U7, 0,07)(0,2) = (U7, 0,U7)(0,2)  pour |z| > Ry,

et tels que pour ¢t <0 ou pour t > 0
/ VT (8, 2)|? + 10,07 (¢, ) dae > 1.
|z[>R;+][t]

Un simple changement de variable montre que pour
pim = NinRj,  UL(t) := S(t)(U7(0),0,07(0))
on a la conclusion du lemme. O
La preuve de la Proposition 5.1 se fait par contradiction.

Lemme 5.3. Supposons que la Proposition 5.1 soit fausse. Alors il existe une suite de temps
tn, — +00, une suite bornée (ugn,u1,n) € HY x L? et une suite pn > 0 telles que

2] = pn == (ulln, ), Opu(tn, ©)) = (uo,n (), urn(2)), (5:4)

et la suite (ugp, u1n) a une décomposition en profils

Jo J
(UO,nv ul,n) = ﬁL(tn) + Z (ZjW)\j,na 0) + Z ﬁi,n(o) + (w({nv wi],n) (55)
j=1 j=Jo+1

ayant les propriétés suivantes :

1. Pour j > Jy le profil non linéaire U’ disperse pour les temps positifs et négatifs,
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2. Il existe eg > 0 tel que l’on est dans l'une des situations suivantes :

(a) ou bien il existe un jo > Jy tel que pour tout t <0 ou t >0

o / VU (8, 2)? + (BU70 (¢, 2))? dae > e,
|z[>pn+]t]

(b) ou bien pourt <0 out >0

lim lim inf / V! (8, 2)2 + (B (£, 2))2 dz > <o,
|| > pn+[t]

J—+o00 n—+o0

Démonstration. La démonstration utilise la technique de “regarder la plus grande longueur ca-
ractéristique”. On rencontrera des difficultés supplémentaires, dues en particulier a la présence
de la constante Ry dans I’énoncé du Lemme 5.3.

Prenons donc une suite ¢, — 400 pour laquelle la conclusion de la Proposition 5.1 est
fausse, et prenons la décomposition en profils de la suite ﬁ(tn) - 7L(tn) (o1, on rappelle, v,
est la partie linéaire de la solution que l'on a trouvée dans la Section 3). Il est évident, par
'orthogonalité, que le nombre de profils U7 tels que U7 (0) = (£W),0) et ¢, = 0 Vn, est fini.
On suppose, sans restreindre la généralité, que ce sont les profils U!, ..., U’ (éventuellement,
Jo = 0). On obtient alors la décomposition

Jo

J
W(t) = Blta) + > (15 Wy 0) + 3 T(0) + (wilpwi,). (5.6)

j=1 j=Jo+1

et pour j > Jy on a deux possibilités :

. _tj,n
ou ' )
iz Jot 1 =0 et VA>0, (U5, UL,) # (2W),0). (5.8)

Par I’hypothese (que t, ne vérifie pas la Proposition 5.1),

lim inf
n—-+o0o

> 0,

J
ST TL(0) + (wi o wi,)

Jj=Jo+1

‘Hlez

donc soit un des profils U7 pour j > J est non nul, et on va supposer sans restreindre la
généralité que
Uttt £ o, (5.9)

soit
Vi o1, UT=0 et liminf [[(ug, wit,)

n—oQ

. o0

Dans le cas facile (5.10) on obtient immédiatement la conclusion en utilisant la propriété
du canal d’énergie pour la solution linéaire w, = w; = S (t)(w(‘{ n,wl‘{ ) (qui ne dépend pas

de J).
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Le cas (5.9) est beaucoup plus exigeant. On esquissera les étapes consécutives de la preuve.
D’abord, on choisit € > 0 tel que

e < |UF0), B:U(0)]| e po s (5.11)

et tel que si
(Uo, U1l g1 g2 < 102

et U est une solution de (1.1) pour la donnée initiale (Uy, Uy), alors U disperse pour les temps
positifs et négatifs. La valeur & peut étre aussi petite que I'on veut. Elle sert uniquement &
identifier un nombre fini des profils “grands”, parmi lesquels on considérera celui qui est le
plus aplati.

On réordonne donc les profils de fagon que, pour Jy < J; < Js,

(5.12)

Jo+l1<j< o= H(UE(O)’&UE(O» HHle?

Jot1<j= H (U{(O), atUg'(o)> <e (5.13)

HHl x L2
et, de plus,
o siJo+1<j<Jy,alorsVn, tj, =0, et (UJ',Uf) — 1;(W,0) + (hi,, h1), ot 1; € {£1} et
(hj , h{) € H' x L? est non nul et & support compact,
e siJ;+1 Sj < JZ.’ alors soit limy,— 4 tj,n/)\j,n = +o0, soit Vn, t;, = 0, mais pour tout
A >0, (U(z),U](z)) £ (55 W(%),0) n'est pas & support compact.

Al/2

Pour Jo+1 < j < J; on définit p;, 1= p(hé, h{))\jm, ou p(-) est le rayon du support d’une
fonction & la symmétrie sphérique (cette notation a été introduite dans la Section 4). Donc,
tenant compte du fait que ¢;, = 0, on a, pour Jy < j < Jy,

; 15 X
2] > pjm = ULn(0,2) = <A1J/2W<>’O>' (5.14)

i Nin
Apres extraction d’une sous-suite, on peut supposer que
Motin Koo o L AJim = Piotin K oo L PJyne (5.15)
Pour J; < j < Ja, on définit p;,, a I'aide du Lemme 5.3. On suppose que

PJi+1n <. < PJan (516)

Pour Jy < Ji < Js, on considere la limite

0= lim 22" € [0, +o0]
n—=00 P J n
(on peut supposer qu'elle existe en extrayant une sous-suite). Cette limite n’est pas bien
définie si J; = Jy ou si J; = Jo, mais on vérifie facilement que la démonstration reste valide
avec des conventions suivantes : si J; = Jy, alors on pose ¢ = +oo, et si J; = Jo, alors on
pose £ = 0. Il y a maintenant trois cas, en fonction de la valeur de /.
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Cas 1 : ¢ > 1 11 suffit de définir
)
(o 110) = (v (tn), Bpvn () + Z( f/gw( z, ),o)

Ja
+ Z U wO n’wl n)
j=J1+1

Pour Jy < j < Jy et |z] > pjpnona(5.15), donc en vue de (5.14) on obtient (ugn (), uin(z)) =
(u(tn,z), Opu(ty, x)) pour |z| > pj,n. Par le Lemme 5.3 on a, pour tout ¢ < 0 ou pour tout
>0,

/ (IVTE ) + 0020 2)*) 20 > 0 (5.17)
o121,

La démonstration est finie.
Cas 2 : £ = 1. La démonstration est presque la méme que dans le cas précédant, il faut
juste traiter le profil U/, Pour le faire, posons

o 1 1 T 1 S T
(H07n’ Hl,n) o \Ilp‘lzvn <)\1/2 ho (}\Jl,n)7 )\3/2 hl ()\Jl,n) ’

Ji,n Ji,n

(ici, ¥R est le cut-off radial défini dans la Section 3 et (hgl, h‘lh) = (Ug, Uf) —1(W,0)). On
définit

(s ) = (vr(tn), Do (b +Z( T (M),o>

2
+ > ULn(0) + (Hon, Hin) + (wi, wi?,).
j=J1+1

Par définition du cut-off, on a (ug (), u1n(x)) = (u(ts,x), Ou(t,, ) pour |z| > pj,n. Or,

la contribution de H est négligable :
2 T 2\ dx
vt () bt o))
<) 0 )‘Jhn ! )‘Jhn )‘3J1,n

/(N%W+WMﬂmz/
R3 |
/|y|>z‘;2”“p(h({1,h{1)<‘ 0 (y)| ‘ 1 (y)\ ) Y
1"

z'szg,n

Comme p(h({l,h‘{l) est le support de (h(‘)ll,h‘lll) ZjQ = — ( = 1, cette intégrale converge vers
0. On obtient la conclusion comme dans le cas precedant

Cas 8 : £ <1 Ce cas est laborieux et on donnera seulement I'idée principale.

Premiérement, si p(hgl,h‘lh) > Ry, alors on procede comme dans le premier cas, en
utilisant la Proposition 4.2 (b) au lieu de la Proposition 4.1. Si p(ho‘h, hl‘]l) < Ry, le remede
est de faire évoluer I’équation pendant le temps A, ,Ro. Ceci correspond a une évolution du
profil U7t pendant le temps Ry, ce qui, selon la Proposition 4.2 (a) augmente p(hgl, h‘lh) de
Ry. On obtient ainsi la conclusion pour une nouvelle suite de temps %Vn =1, + A nRo.

O
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Pour terminer la démonstration de la Proposition 5.1, il faut donc exclure les possibilités
2a et 2b que nous laisse la conclusion du Lemme 5.3.
Soit 1 < j < Jy. Alors, par (5.5) et (3.7), on a la convergence faible :
1/2 3/2
(At Agin) A vt i)

j7n

— = (W, 0).

n—-+o0o
Supposons que, pour une sous Suite,

Ain
tn

> 0.

>

vl

Par la semi continuité de la norme on obtient, apres un changement de variable,

lim inf [u(tn, )* + |0u(tn, 2)|* de =1 > 0.

De l'autre coté, soit W arbitrairement grand. Pour n assez grand (précisément pour ¢, > R)
on a l'inégalité ¢, + R < R\;,, donc pour n grand

1
/ _ ultn, )P + |0ty )[* de = 51 > 0,
|z|>R+tn 2

une contradiction avec le Principe de Huyghens. On en déduit donc que

s
lim ~2" =0. (5.18)
n—+oo t,
Pour traiter le cas ou le canal d’énergie existe pour les temps négatifs, on a besoin d’introduire
le profil non linéaire v associé a vy, c.-a~d. la solution v du probleme (1.1) telle que

Jim [[7(6) = 5(6) s 2 = 0. (5.19)
On suppose que v est défini sur 'intervalle [0, +oo] (on change éventuellement ’origine de
I'axe du temps). Notons que par le critere de dispersion |[u|g 0,400 < +00.

On obtient la contradiction par récurrence par rapport a Jo.

Base de la récurrence

Soit Jp = 0. On appelle u, la solution de (1.1) pour la donnée initiale (ug ., u1 ). Rappe-
lons que I’on suppose que tous les profils U7 pour j < Jy (donc, en 'occurrence, tous les profils
sauf v), disperse dans le futur ainsi que dans le passé. On peut donc appliquer le Théoreme
3.14 avec 0,, = —t,. On obtient que pour n suffisamment grand u, est défini sur I'intervalle
[—tn, +0o[ et que

J
i (t, ) = Uty +t,2) + Ti(t,x) + @ (t,2) + 7Lt ),

J=1

lim limsup sup H?iHHl = 0.

2
J =400 n—s+00 te[—tn,+oo xL
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Cas 1 : canal d’énergie dans le futur. Par orthogonalité localisée des profils non linéaires
(Proposition 3.18) on voit que pour n grand :

€0

/ (IVun(t,2) = Fonto + .2) + Ot 2) = Dy (b +1,2))°) x> 2.
lz|=pn+t 2

donc, par (5.4) et la vitesse de propagation,

/ (]Vu(tn 1, x) — Vo (te + £, 2) 2+ (Bpulty +t,1) — Opor(tn + 1, x))2) dz > 0.
|| >pn+t 2

Ceci est équivalent a

lim inf / (\vu(t,x) — Vo (t,2)2 + (Bpult, z) — v (t, x))2> dz > 0.
|z|>pn—tn+t

t—+00

On a obtenu une contradiction avec la Proposition 3.20.
Cas 2 : canal d’énergie dans le passé. Encore une fois on utilise 'orthogonalité (Proposition
3.18), pour 6,, = —t,. Pour n grand on a donc I'inégalité :

/ IVt (—tn, ) — Vo(0,2)[2 + (Gt —tn, x) — Byo(0, 2))2 dz > 2.
lz|=pn+tn
Mais cela dit que
/ (|Vuo(z) — Vo(0,z)|? + (u1(z) — Btv(O,x))2) dr > —,
[z[>pnt+tn 2

une contradiction, parce que p, > 0 et t,, — 400.
La suite de la récurrence : une idée. Soit Jy > 0. Sans restreindre la généralité supposons
que
)\17n < )\27n <L ... K )\Jom <L ty.

L’idée consiste a rendre dispersif, par un cut-off bien choisi, le profil le plus aigu parmi les
W, c.-a-d. celui avec la longueur caractéristique A1 ;.

Soit T" > 0 que l'on va préciser apres. On applique le Théoreme 3.14 a la décomposition
(5.5), avec 8, = A\, T (pour pouvoir appliquer ce théoreme, il est essentiel que Aq , ait la plus
petite asymptotique parmi A, j =1,...,Jy). On obtient alors

0
6n()\1,nT) = U (ty + Al,nT) + Z (ZjWAj,nv 0)
; (5.20)
+ S TiunT) + B OwaT) + 72 (AT,

j=Jo+1

ot limj_, o limsup,, H?;{ ()qu)HHle2 = 0.
On pose (Ug,0) = W7(W,0). Soit U la solution de (1.1) pour la donnée initiale (Ug,0).
Pour T assez grand, U disperse dans le futur et dans le passé. Or, on verra que la suite

(Uo,n, Urn) = u(tn + MnT) + ()\1/2 U ()\1 ) O)

J
+Z< le/2W(j 0)) + 3 TiunT) + B (aT) + 7o 0aT) (5.21)

j=Jo+1
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vérifie (5.4) et (5.5) avec t,, = t,, + MnT et pn = pp + A1, T, mais avec Jy — 1 au lieu de Jy,
ce qui permettra de boucler la récurrence.
L’égalité (5.4) est une conséquence du principe de propagation & vitesse finie. Soit

(w({nv wi]n) = wﬂ()‘L'ﬂT) =+ F?{()‘I,HT)

A partir de (5.21) on obtient la décomposition

Jo ~
(To,n, U1 n) = V0(tn) + Z(;lj/zl/V()\J n),0> + ()\111/2%1 (ﬁ)o)

j—2 1,
—t T 1 1 T
Ui (=2 g —bim J ~J
T Z ( 1/2 ( n’)\An)’)\:;patU ()\,n’/\,n>>+(w0mw1n)7
J=Jo+1 Aj, 9, in 7, 7,

On observe que t~j7n — t~j/7n = t;jn—tj n, donc les nouvelles suites de parametres sont également
orthogonales.

Ainsi, on se rameéne au cas de Jy — 1 profils stationnaires, et la démonstration de la
Proposition 5.1 est finie.

5.2. Passage au temps continu

Soit t, une suite de temps donnée par la Proposition 3.19. Soit J donné par la Proposition
3.19 appliquée a la suite ﬁ(tn)

Lemme 5.4.

Jim Ve = o) ()22 = TIVaW 2 (5.22)
Jim o — ) (02 = 0. (5.23)

Démonstration. On montre d’abord que

lim ||(7 — V) (@)

t 5400 HHle2

= J|VaW || 2. (5.24)

Supposons que ce ne soit pas le cas. Comme la solution est continue par rapport au temps, il
existe € # 0, [e] < [[VaW/||3,, et une suite t, telle que

Voo (@ =T ()3

HH1><L2 = JHVJL‘W”%} +e. (5.25)

En méme temps, encore une fois par la Proposition 5.1, il existe J’ tel que

lim |[(7 = T0) ()3

n——+o00 HixL? ‘]IHVJBWH%% (5.26)

ce qui est en contradiction avec (5.25). Un particulier cela signifie que la solution reste bornée
dans H' x L2,
Supposons maintenant que (5.23) soit faux. Alors il existe € # 0 et une suite ¢/, telle que

Vn o [|0p(u — v)(t)]3. = €. (5.27)

Cela contredit la Proposition 5.1, car on sait déja que la suite @ (¢,,) est bornée dans H' x L2.
En soustrayant (5.23) de (5.24) on obtient (5.22). O
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On est en position de terminer la démonstration du Théoreme 1.2. La preuve se fait en
deux étapes.
FEtape 1. Construction de \j(t). Pour j =1,...,J soit

By = (j — )|V V|2 +/ VWP da. (5.28)
|z[<1
Pour ¢ grand on définit

Aj(t) == inf{)\ >0: /

|z|<A

Vo (u — v) ()2 dzx > Bj}. (5.29)

Lemme 5.5. Soit 0, — +oo une suite de temps et soit \j,,1; les parametres donnés par la
Proposition 5.1. Alors, pour une sous-suite,

lim Hﬁ(tn) — U i(tn) — <J§::1 szAj(gn)ﬁ) H =0, (5.30)

n—-+o0o Flx 2

A1 (Qn) ... K )\J(Gn) < 0,. (5.31)

Démonstration. Pour rg > 0 on obtient, par I'orthogonalité des parametres,

lim IVe(u—v)(0n) > dz = (J — 1)| VoW |32 +/ VW dz.  (5.32)

=00 Jz|<roAjn x| <ro

Alors, pour rg < 1 et n grand la définition de A; donne X\;(6,,) > roA;,. De méme pour rg > 1.
Par conséquent,

nll)l—iI-loo n 1 j=1,...,J (5.33)

et le lemme est démontré. O
Corollaire 5.6.

O< M) ... < \j(t) <t (5.34)

Démonstration. Si ce n’est pas le cas, alors il existe ¢ > 0 et une suite 6, tels que, par
exemple, A1(0,,) > cAa2(6,,). Cela reste vrai apres extraction d’une sous-suite — contradiction
avec (5.31). O

Etape 2. Choiz de 2j. Soit 1,2’ € {—1,1}7,2 # ¢/. Par orthogonalité on observe que pour ¢

assez grand
J

Z W) — Z Z;' Wi

=1 =1

> VoW |2 > 0. (5.35)
H1

Supposons que la conclusion du théoréeme ne soit vraie pour aucun 2. Alors, par la continuité
forte de u par rapport au temps, il existe § > 0 et une suite 6, tels que

J
Vi e {-1,1}/ Hﬁ(en) — T u(0,) — <§; szAj(gn),o) > 6. (5.36)
iz

HHle2

Or, ce n’est pas possible a cause du Lemme 5.5. Le théoréme est donc démontré.
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