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Wst¦p

Koniec drugiego semestru nauki algebry zach¦ca, aby poszuka¢ pewnych spa-

jaj¡cych w¡tków oraz zastanowi¢ si¦ nad jej powi¡zaniami z innymi pozna-

nymi dziaªami matematyki. Spróbuj¦ to zrobi¢ w niniejszym eseju. Skon-

centruj¦ si¦ przy tym na dziaªaniu grup na ró»nych strukturach, które byªo

niew¡tpliwie jednym z centralnych poj¦¢ caªego kursu.

Dziaªania grup

Podstawy. W pierwszych miesi¡cach nauki dowiedziaªem si¦, jak mo»na

doprowadzi¢ to poj¦cie do rozs¡dnego stopnia ogólno±ci (dziaªanie grupy

na obiekcie dowolnej kategorii) oraz poznaªem pewien slogan, który pozwoli

mi na pewien czas zapami¦ta¢, po co wymy±lono grupy.

W dalszej kolejno±ci omówiono terminologi¦ zwi¡zan¡ z dziaªaniami grup

sko«czonych na zbiorach, zwªaszcza sko«czonych (kluczowe w dalszym ci¡gu

Równanie Klas). Pojawiaj¡ce si¦ wówczas zadania i twierdzenia miaªy za-

zwyczaj wyra¹ny odcie« kombinatoryczny. W szczególno±ci pami¦tam na-

st¦puj¡ce zastosowania zbudowanego aparatu:

• twierdzenie Cayley'a, wzmianka o reprezentacjach liniowych grupy n-
elementowej � trywialnej (w GL(n, k)) i naturalnej (w GL(n− 1, k)),

• zliczanie orbit (czyli �elementów istotnie ró»nych z punktu widzenia

grupy�, np. kolorowa« sze±cianu) jako ±redniej liczby punktów staªych,

• szkic klasy�kacji sko«czonych podgrup SO(3) (punktem wyj±cia jest

rozpatrywanie dziaªania hipotetycznej podgrupy na naturalnie zde�-

niowanym zbiorze �biegunów� jej elementów),

• twierdzenie Cauchy'ego.

Nast¦pnie miaªem okazj¦ przyjrze¢ si¦ pierwszemu przykªadowi dziaªania

grupy w kategorii innej ni» Set � byªo to oczywi±cie dziaªanie grupy na

sobie przez sprz¦»enia. Z tego punktu widzenia centralizator elementu to

zbiór punktów staªych jego dziaªania, a podgrupa normalna to suma peªnych
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orbit. Tego typu obserwacje okazaªy si¦ pomocne przy dowodzeniu twierdze«

Sylowa i prostoty grupy An dla n > 4.

Przykªady z troch¦ innej beczki. Dopiero w drugim semestrze pozna-

ªem bli»ej najwa»niejszy chyba z punktu widzenia historii matematyki przy-

kªad dziaªania grupy � mianowicie naturalne dziaªanie Aut(F/k) na F , gdzie
k ⊂ F jest rozszerzeniem Galois. Zwi¡zek dwóch normalno±ci � rozszerzenia

i podgrupy � wydawaª mi si¦ pocz¡tkowo do±¢ mistyczny, i chyba nie tylko

mi. Jednak warunek normalno±ci oznacza dokªadnie tyle, i» dane rozszerze-

nie jest sum¡ peªnych orbit powy»szego dziaªania. A podgrupy normalne to

tak»e sumy peªnych orbit, tyle »e dziaªania przez sprz¦»enia. Uwaga ta wy-

ªuskuje jak s¡dz¦ pewien wspólny mianownik dwóch rodzajów normalno±ci,

czyni¡c ich zwi¡zek mniej tajemniczym. A je±li przypomnie¢ sobie jeszcze, »e

centralizatory elementów na tej samej orbicie s¡ sprz¦»one, wszystko zacznie

si¦ powoli skªada¢ w jedn¡ caªo±¢, pod warunkiem, »e ustali si¦ wcze±niej

bijektywno±¢ odpowiednio±ci Galois.

Moim ulubionym chyba przykªadem dziaªania grup byªo dziaªanie sko«-

czonych podgrupGL(n, k) na algebrze k[x1, . . . , xn]. Omówione zostaªo stare

zagadnienie sko«czonej generowalno±ci algebry niezmienników. Z uwagi na

jako±ciowy, niekombinatoryczny charakter tego problemu, teoria opisana w

paragra�e Podstawy znalazªa, poza dostarczeniem terminologii, niewielkie

zastosowanie. Widoczny natomiast jest zwi¡zek z teori¡ Galois � rozszerza-

j¡c dane dziaªanie na k(x1, . . . , xn) i bior¡c ciaªo niezmienników dostanie si¦

oczywi±cie sko«czone rozszerzenie Galois. Zatem na przykªad w ciele nie-

zmienników znajdzie si¦ n elementów algebraicznie niezale»nych. Nietrudno

udowodni¢, »e ciaªo niezmienników jest ciaªem uªamków pier±cienia niezmien-

ników. St¡d i z twierdzenia Noether o normalizacji wynika, »e n elementów

algebraicznie niezale»nych mo»na znale¹¢ ju» w samym pier±cieniu niezmien-

ników. Takie podej±cie generuje te» du»o trudnych pyta«, np. kiedy ciaªo

niezmienników jest rozszerzeniem czysto przest¦pnym, tak jak w przypadku

funkcji wymiernych symetrycznych?

Zagadnienia te nie byªy, prawdopodobnie z braku czasu lub przydatno±ci,

dokªadnie omówione na zaj¦ciach. Wydaj¡ mi si¦ one jednak na tyle intere-

suj¡ce, »e zamierzam poszerzy¢ wiadomo±ci na ten temat w wolnym czasie,

zwªaszcza »e ª¡czy on w sobie wiele z tego, czego uczyªem si¦ w trakcie caªego

kursu algebry � wªasno±ci pier±cieni noetherowskich, teori¦ pier±cieni z grada-

cj¡... Chciaªbym si¦ równie» dowiedzie¢, czy dokªadniejsza, ilo±ciowa analiza

problemu ujawnia ±ci±lejszy zwi¡zek z podstawow¡, �kombinatoryczn¡� teo-

ri¡ dziaªa« grup, oraz jak mo»na przenie±¢ cz¦±¢ wyników na przypadek grup

niesko«czonych.

Przykªady z jeszcze innej beczki. Na innych wykªadach, na które mia-

ªem okazj¦ ucz¦szcza¢, stosunkowo rzadko eksponowane byªy zwi¡zki po-



ruszanych tematów z algebr¡. Przytocz¦ jednak kilka przykªadów, które

zapadªy mi w pami¦¢, ze szczególnym uwzgl¦dnieniem dziaªa« grup.

• Jak wiadomo ostatni problem poprzedniego paragrafu mo»na cz¦±ciowo

rozwi¡za¢ zast¦puj¡c miar¦ licz¡c¡ na grupie sko«czonej jej niesko«czo-

nym odpowiednikiem, czyli miar¡ Haara. Twierdzenie Haara pojawiªo

si¦ bez dowodu na ostatnim wykªadzie z analizy.

• Dyskretny ukªad dynamiczny to dziaªanie grupy cyklicznej rz¦du nie-

sko«czonego na przestrzeni z miar¡.

• Na polach wektorowych nawias Lie wprowadza struktur¦ algebraiczn¡.

Potok pola wektorowego to dziaªanie grupy addytywnej R na rozma-

ito±ci. Istnieje zaskakuj¡co prosty zwi¡zek przemienno±ci dziaªa« zde�-

niowanych ró»nymi polami ze wspomnian¡ algebr¡ � komutowanie pól

jest równowa»ne znikaniu ich komutatora.

• Bior¡c pod uwag¦ fakt, i» dziaªanie grupy na zbiorze sko«czonym za-

chowuje jego miar¦ licz¡c¡, twierdzenia ergodyczne Birkho�a mo»na

uzna¢ za odpowiedniki podstawowego twierdzenia o tranzytywnym dzia-

ªaniu grupy (analogia chyba nie jest doskonaªa, bo u»ywan¡ dawniej na-

zw¦ �przeksztaªcenie metrycznie tranzytywne� zast¡piono przez �prze-

ksztaªcenie ergodyczne�).

Podsumowanie

Przytoczone powy»ej przykªady s¡ niew¡tpliwie nieco naiwne. Jednak to

tym bardziej pozwala przypuszcza¢, »e zagadnienia te uogólniono w ró»nych

kierunkach i doprowadzono do ±ci±lejszych powi¡za« z metodami algebraicz-

nymi. Niestety, ze wzgl¦du na rozbie»no±¢ mi¦dzy obszerno±ci¡ materiaªu

a tempem studiowania, mo»na w¡tpi¢, czy uda mi si¦ doceni¢ te zwi¡zki

chocia» cz¦±ciowo.


