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Wstep

Koniec drugiego semestru nauki algebry zacheca, aby poszukaé pewnych spa-
jajacych watkéw oraz zastanowié¢ sie nad jej powigzaniami z innymi pozna-
nymi dziatami matematyki. Sprébuje to zrobi¢ w niniejszym eseju. Skon-
centruje sie przy tym na dziataniu grup na réznych strukturach, ktére byto
niewatpliwie jednym z centralnych poje¢ catego kursu.

Dzialania grup

Podstawy. W pierwszych miesiacach nauki dowiedziatem sie, jak mozna
doprowadzi¢ to pojecie do rozsadnego stopnia ogdlnosci (dziatanie grupy
na obiekcie dowolnej kategorii) oraz poznatem pewien slogan, ktéry pozwoli
mi na pewien czas zapamietaé, po co wymyslono grupy.

W dalszej kolejnoéci omoéwiono terminologie zwigzana z dziataniami grup
skoniczonych na zbiorach, zwlaszcza skonczonych (kluczowe w dalszym ciggu
Rownanie Klas). Pojawiajace si¢ wowczas zadania i twierdzenia mialy za-
zwyczaj wyrazny odcieri kombinatoryczny. W szczegélnodéci pamietam na-
stepujace zastosowania zbudowanego aparatu:

e twierdzenie Cayley’a, wzmianka o reprezentacjach liniowych grupy n-
elementowej — trywialnej (w GL(n, k)) i naturalnej (w GL(n — 1, k)),

e zliczanie orbit (czyli ,elementow istotnie réznych z punktu widzenia
grupy”, np. kolorowar szescianu) jako $redniej liczby punktow statych,

e szkic klasyfikacji skonczonych podgrup SO(3) (punktem wyjscia jest
rozpatrywanie dziatania hipotetycznej podgrupy na naturalnie zdefi-
niowanym zbiorze ,biegunoéw” jej elementow),

e twierdzenie Cauchy’ego.

Nastepnie miatem okazje przyjrzeé sie pierwszemu przyktadowi dziatania
grupy w kategorii innej niz Set — bylto to oczywiscie dziatanie grupy na
sobie przez sprzezenia. Z tego punktu widzenia centralizator elementu to
zbi6ér punktéw stalych jego dziatania, a podgrupa normalna to suma petnych



orbit. Tego typu obserwacje okazaty sie pomocne przy dowodzeniu twierdzeri
Sylowa i prostoty grupy A, dla n > 4.

Przyklady z troche innej beczki. Dopiero w drugim semestrze pozna-
tem blizej najwazniejszy chyba z punktu widzenia historii matematyki przy-
ktad dziatania grupy — mianowicie naturalne dziatanie Aut(F'/k) na F, gdzie
k C F jest rozszerzeniem Galois. Zwiazek dwoch normalnosci — rozszerzenia
i podgrupy — wydawal mi sie poczatkowo do$¢ mistyczny, i chyba nie tylko
mi. Jednak warunek normalnoéci oznacza doktadnie tyle, iz dane rozszerze-
nie jest sumg pelnych orbit powyzszego dziatania. A podgrupy normalne to
takze sumy pelnych orbit, tyle ze dziatania przez sprzezenia. Uwaga ta wy-
tuskuje jak sadze pewien wspélny mianownik dwéch rodzajéw normalnodci,
czynige ich zwigzek mniej tajemniczym. A jesli przypomnieé sobie jeszcze, ze
centralizatory elementéw na tej samej orbicie sa sprzezone, wszystko zacznie
sie powoli sktada¢ w jedna calo$é¢, pod warunkiem, ze ustali sie wcze$niej
bijektywnosé odpowiedniosci Galois.

Moim ulubionym chyba przyktadem dziatania grup bylo dzialanie skoni-
czonych podgrup GL(n, k) na algebrze k[x1, ..., z,]. Omowione zostalto stare
zagadnienie skoniczonej generowalnosci algebry niezmiennikéw. 7 uwagi na
jakosciowy, niekombinatoryczny charakter tego problemu, teoria opisana w
paragrafie Podstawy znalazta, poza dostarczeniem terminologii, niewielkie
zastosowanie. Widoczny natomiast jest zwiazek z teoria Galois — rozszerza-
jac dane dziatanie na k(x1,...,x,) i biorac ciato niezmiennikéw dostanie sie
oczywiscie skoniczone rozszerzenie Galois. Zatem na przyklad w ciele nie-
zmiennikéw znajdzie sie n elementéw algebraicznie niezaleznych. Nietrudno
udowodnié, ze cialo niezmiennikéw jest ciatem utamkéw pierdcienia niezmien-
nikéw. Stad i z twierdzenia Noether o normalizacji wynika, ze n elementow
algebraicznie niezaleznych mozna znalezé juz w samym pierscieniu niezmien-
nikéw. Takie podejicie generuje tez duzo trudnych pytan, np. kiedy ciato
niezmiennikéw jest rozszerzeniem czysto przestepnym, tak jak w przypadku
funkcji wymiernych symetrycznych?

Zagadnienia te nie byly, prawdopodobnie z braku czasu lub przydatnosci,
doktadnie omoéwione na zajeciach. Wydaja mi sie one jednak na tyle intere-
sujace, ze zamierzam poszerzy¢ wiadomosci na ten temat w wolnym czasie,
zwlaszcza ze taczy on w sobie wiele z tego, czego uczylem sie w trakcie catego
kursu algebry — wtasnosci pierscieni noetherowskich, teorie pierscieni z grada-
cja... Chciatbym sie rowniez dowiedzie¢, czy doktadniejsza, ilo§ciowa analiza
problemu ujawnia $cislejszy zwiazek z podstawowa, ,kombinatoryczng” teo-
ria dziatan grup, oraz jak mozna przenieé¢ czeéé¢ wynikéw na przypadek grup
nieskorniczonych.

Przyktady z jeszcze innej beczki. Na innych wykltadach, na ktére mia-
tem okazje uczeszczaé, stosunkowo rzadko eksponowane byly zwiazki po-



ruszanych tematéw z algebra. Przytocze jednak kilka przyktadéw, ktore
zapadly mi w pamieé, ze szczegdlnym uwzglednieniem dziatan grup.

e Jak wiadomo ostatni problem poprzedniego paragrafu mozna czesciowo
rozwiazaé zastepujac miare liczaca na grupie skoriczonej jej nieskoriczo-
nym odpowiednikiem, czyli miarag Haara. Twierdzenie Haara pojawito
sie bez dowodu na ostatnim wyktadzie z analizy.

e Dyskretny uktad dynamiczny to dziatanie grupy cyklicznej rzedu nie-
skonczonego na przestrzeni z miara.

e Na polach wektorowych nawias Lie wprowadza strukture algebraiczna.
Potok pola wektorowego to dziatanie grupy addytywnej R na rozma-
itodci. Istnieje zaskakujaco prosty zwiazek przemiennosci dziatan zdefi-
niowanych réznymi polami ze wspomniang algebra — komutowanie poél
jest réwnowazne znikaniu ich komutatora.

e Biorac pod uwage fakt, iz dziatanie grupy na zbiorze skoriczonym za-
chowuje jego miare liczaca, twierdzenia ergodyczne Birkhoffa mozna
uznaé za odpowiedniki podstawowego twierdzenia o tranzytywnym dzia-
taniu grupy (analogia chyba nie jest doskonata, bo uzywana dawniej na-
zwe ,przeksztalcenie metrycznie tranzytywne” zastapiono przez ,prze-
ksztatcenie ergodyczne”).

Podsumowanie

Przytoczone powyzej przyklady sa niewatpliwie nieco naiwne. Jednak to
tym bardziej pozwala przypuszczaé, ze zagadnienia te uogélniono w réznych
kierunkach i doprowadzono do $cidlejszych powiazan z metodami algebraicz-
nymi. Niestety, ze wzgledu na rozbieznos¢ miedzy obszernoscia materiatu
a tempem studiowania, mozna watpi¢, czy uda mi sie doceni¢ te zwiazki
chociaz czesciowo.



