Rapport d’Enseignement d’Approfondissement
MAP/MAT 581

Jacek Jendrej
Emma-Karoliina Kurki

24 mars 2012

Résumé

On s’intéressera a 1’équation des milieux poreux
Ou = Agu™, m>1, u=u(z,t), (1)

qui a ses origines dans la mécanique des fluides. Notamment, on trai-
tera l'existence et 'unicité des solutions et leurs propriétés principales.
On propose un méthode pour la résolution numérique de I'équation
(1), qu’on testera par comparaison a deux solutions analytiques. Fi-
nalement, on reproduira numériquement une propriété particuliére des
solutions : contrairement & celles de ’équation de la chaleur, elles pro-
pagent l'information & vitesse finie.

Nous voudrions remercier Xavier Blanc pour avoir corrigé de nom-
breuses erreurs dans ce rapport.

1 Motivation physique

L’équation des milieux poreux doit son nom & la description de la
propagation d’un fluide dans un milieu poreux, ot le mot «fluide» peut
aussi bien signifier un gaz qu’un liquide compressible. D’un point de
vue macroscopique, 1’état du fluide se décrit par sa densité p, pression
p et vitesse V. Toutes ces quantités sont des fonctions du temps et
de I'espace. Pour décrire le comportement du fluide, on dispose des
relations suivantes :

1. Le bilan de masse (équation de continuité), qu’on écrit dans un
milieu poreux
epy + div(epV) =0, (2)

ou ¢ signifie la porosité du milieu :

volume des pores

volume total



Dans ce qui suit, on ne considérera que des milieux homogénes,
a porosité € constante.

2. L’équation de I’état thermodynamique

P = pop”, (3)

ou « est appelé l'exposant polytropique. On a toujours o > 1,
I’égalité ayant lieu pour un processus isotherme; si a > 1, il s’agit
d’un processus adiabatique. Les écoulements dans les milieux po-
reux sont pratiquement toujours isothermes, car la capacité ca-
lorifique du milieu est en général trés grande.

Cette équation est notamment valable pour les gaz parfaits mais
peut s’appliquer aux liquides dans certaines conditions. Par exemple,
Houpeurt [5] utilise une relation différente pour les liquides. Notre
but n’est quand méme pas d’entrer dans les détails du choix de
I’équation de I’état.

3. La loi de Darcy. 11 s’agit d’une loi empirique, proposée vers 1856
par Henry Darcy (X1821), dont les travaux sur les fontaines pu-
bliques de la ville de Dijon [3] I'ont conduit & étudier le processus
de filtration de 1’eau a travers du sable. Selon les observations de
Darcy, la vitesse de propagation d’un fluide dans un tel milieu
est directement proportionnelle au gradient de la pression :

neV = —kVp, 4)

ou p est la viscosité du fluide. Cette loi remplace les équations
de Navier-Stokes dans le cas d’un milieu poreux. Le coefficient
de proportionnalité k, appelé perméabilité, est un caractéristique
du milieu dont 'ordre de grandeur est donné par la section d’un
pore individuel. Par exemple, pour le sable, une valeur typique
de k est entre 20 et 200 (um)? [4].

Un simple calcul suffit pour aboutir a ’équation a laquelle on s’in-
téressera dans la suite. Pour un milieu homogéne et isotrope, la per-
méabilité k et la porosité € sont constants en espace. En toute rigueur,
la viscosité p varie un peu en fonction de la pression, mais la consi-
dérer comme constante est pourtant une simplification raisonnable.
Ces hypothéses prises en compte, les relations (2) — (4) conduisent a
I’équation

pr = cAgp™,
avecm =14« et

_ akpo

~ (a+1)ep’
L’ingénieur s’intéressera aux caractéristiques du milieu; pour le ma-
thématicien, il est commode d’éliminer la constante ¢, par exemple en
effectuant le changement de variable ¢’ := ct en temps.



2 Etude mathématique

2.1 Formulation du probléme

Une équation de la forme
9
atu = ; aimiai(tvx7uvvzu) +b(t7x7u7vxu)7 (5)

ou d est la dimension d’espace et a;(t, z,u,p), b(t,z,u,p) € C*(R x
R? x R x R?, est appelée une équation parabolique quasi-linéaire. Si de
plus les a; satisfont la condition

d

da;
al? <y 8;_<t,x,u7amu>@aj < calef? (6)
J

ij=1

pour certaines constantes positives c;, ¢y et tout vecteur £ € R?, alors
on dit que I’équation est non-dégénérée.

Soit m > 2. Soit £ un ouvert borné régulier, T € ]0; 4+00], et soit
ug : £ — Ry une fonction continue, nulle au bord 9€2. On cherche une
fonction positive u, solution du probléme initial avec les conditions au
bord de type Dirichlet :

Ou = Ayu™ = mdiv(u™ 'V,u)  dans |0; T[x, (7)
u(0,2) = up(x) pour x € €, (8)
u(t,z) =0 pour (t,z) €]0; T[xIQ.  (9)

Ceci est évidemment un probléme quasi-linéaire pour a;(t,x,u,p) =
mu™ 1p;, b(t, x,u,p) = 0.

Dans la région ou u > 0 le probléme est non-dégénéré, donc il
peut étre traité par des méthodes classiques (on verra un peu plus
loin comment le faire). Mais en général ce probléme est dégénéré et
des phénoménes apparaissent qui ne sont pas prévus par la théorie
classique. C’est la raison pour laquelle on introduit une formulation

faible.

Définition 2.1. Soit 7' < +00. On dit qu’'une fonction continue bornée
w: [0;T[xQ — Ry, est une solution généralisée du probléme (7)-(8)-
(9) si

1. V. (u™) est une fonction bornée

2. pour toute fonction Ct 3 n : [0;T[xQ — R tq n(t,z) = 0 pour
(t,x) € [0,T] x QU {T} x Q, la relation suivante est satisfaite :

// V. u™Ven —udindtde = / uon(0, ) d. (10)
10;T[xQ2 Q



Si T = 400, on dit que u est une solution si elle est une solution pour
tout temps fini.

Remarque 2.2. Dans ce rapport on ne considére que des solutions
positives. Une grande partie de la théorie peut étre etendue pour y
inclure le cas des solutions non-positives en remplacant A, (u™) par
mdiv(|u|™tu).

2.2 Existence et unicité des solutions

Proposition 2.3. La solution généralisée du probleme (7)-(8)-(9), si
elle existe, est unique.

Démonstration. On peut se restreindre aux temps finis.

Supposons que u; et us sont deux solutions du probléme. On consi-
dere la fonction 7(t) := ftT(ul(s)m — u3(s)™) ds. Par hypothése, on a
n € CH[0; T[, W1>°(Q)), donc elle peut étre approximée par des fonc-
tions C! en norme C1([0; T[, WH°°(Q)). Alors passer a la limite dans
I'identité (10) nous permet d’utiliser 77 comme une fonction test.

En soustrayant les équations pour u; et us on obtient

0= // Vae(ul® — ui )Vaen — (ug — ug)0¢n dt do
10;T[xQ

).

+ // (ug — ug)(ul® — ud') dt dz.
10;T[xQ

Le premier terme est non-négatif a cause de I'identité fOT f(t) ftT f(s)dsdt =

2
3 (foT ft) dt) . Donc uy = uz p. p. O

T T
/ Vo (ur ()™ — U2(t)m)/ Vol(ui(s)™ — ug(s)™) dsdt| dz
0 t

Pour démontrer ’existence des solutions, on utilisera la théorie clas-
sique [6] :
Théoréme 2.4. Un probléeme parabolique quasi-linéaire non-dégénéré
avec des données initiales et au bord continues et compatibles admet
une unique solution continue et C*° dans 2x]0; co].

De plus, on a le Principe (faible) de Comparaison :

Théoréme 2.5. Si uy, us sont deux solutions d’un probléeme parabo-
lique quasi-linéaire non-dégénéré et

1. u1(0,2) < wug(0,z) pour x € Q,
2. u(t,x) <wug(t,x) pourt € [0; T, x € 09,
alors uy (t,x) < ug(t,x) pour (t,z) € [0; T[xQ.



Proposition 2.6. Siug : Q — RT est une fonction continue bornée et
upt € Wy (), alors il existe une solution généralisée de (7)-(8)-(9).

Démonstration. La méthode consiste & considérer les solutions u,, de
problémes avec condition non-homogéne u, (t,z) = + sur J0; T[x 99 et
donnée initiale ug, := ug + %, qui existent par la théorie classique.

Plus précisément on utilise des fonctions C™(R x R%) > a;(u, p) :=
ci(u)p;, ou ¢; : R — R est une fonction C* tq ¢;(u) = mu™ *siu >+
et ¢;(u) > € > 0 pour tout u. Alors le probléme (5) (pour b = 0) est
non-dégénéré, donc admet une unique solution u,,. Maintenant par le
principe de comparaison u,, > %, et dans cette région les équations (5)
et (7) colncident, donc u, est bien une solution de I’équation (7).

Par le principe de comparaison cette suite u,, est décroissante est
positive, donc elle converge ponctuellement vers une limite u. On peut
démontrer que sa limite est la solution cherchée. Une preuve compléte
est assez longue (voir [10]). O

Corollaire 2.7 (Principe de comparaison). Si ug < ug alors la solu-
tion u du probleme (7)-(8)-(9) satisfait u(t,-) < u(t,-) pourt € [0; 7.

Démonstration. Par le principe de comparaison classique les approxi-
mations u, de u et u, de u obtenues dans la démonstration de la
proposition 2.6 vérifient u,, < u,. Alors la limite le vérifie aussi. [

Dans la suite on donnera plusieurs exemples de la puissance de ce
principe.

Remarque 2.8. La définition 2.1 est valable aussi pour = R,
auquel cas il faut supposer que le support de 7(t,-) reste dans une
boule fixée pour tout ¢t € R . Les propositions 2.3 et 2.6 restent vraies.

2.3 Propriétés des solutions

Dans cette sous-section, on traitera les solutions lisses. Les résultats
restent vrais pour les solutions généralisées, ce qui peut étre démontré
par passage a la limite comme dans la démonstration de la proposition
2.6.

Proposition 2.9 (Scaling). Si u est une solution de (7), alors pour

1/(m—1)
toutes constantes p,q la fonction w(t,z) = (;42) u(pt, gx) lest

aussi.

1/(m—1)
) . Alors

Démonstration. Soit A 1= (q%

Oyw = Apdyu = AP AL (u™) = Ay (w™).



Cela permet de créer, pour chaque solution particuliére, une famille
des solutions & deux paramétres

Proposition 2.10. Soit m(t fQ (t,z) dz la masse d’une solution
u en temps t. Alors m est decrozssante

Démonstration. Rappelons que v > 0 dans Q et u = 0 sur 91, donc
sur 92 on a % < 0. En intégrant 1’équation (7) en espace on obtient

/A d:r:—/ a(“>dago.
o0 877,

Remarque 2.11. De plus, si u(t,-) est de support compact dans €,
alors % = 0. Donc la masse est conservée jusqu’a ce que le support
de u atteigne le bord.

O

Remarque 2.12. Ce calcul se généralise au cas m(t) := [, j(u(t,z)) dz
si j est croissante et convexe.

Enfin, on a la stabilité des solutions par rapport aux données ini-
tiales en norme L.

Proposition 2.13. Soit u,u deux solutions de l’équation (7), avec
données initiales ug, ug.

lu(t) —u(t)|| L) < lluo —uollLr (o) (11)

Démonstration. C’est une preuve de Vazquez [10].

On introduit la notation x4 := max(x,0). Soit Uy := max(ug, up)
et U la solution correspondante. Par principe de comparaison, U >
max(u, u). Observons que U > u, donc U™ — @™ est une fonction
positive dans et nulle sur 9. Alors w <0& 8(U ") < a(g ”)
sur Q. Alors (voir la démonstration de la proposition 2. 10)

/Utx t:vd;v</Uo ) — up(x) da.

Mais (v —u)4+ = max(u,u) —u < U —u et (up — ug)+ = Uy —ug. Donc

[ o< [ (- a

De méme [, (4 — u)y dr < [, (up — uo)+ dz et la preuve est finie. [



2.4 Solutions particuliéres

On sait que u a une interprétation comme la densité d’un fluide. Il
est naturel de considérer une autre quantité avec un sens physique : la

pression normalisée v := %um’l. Alors Vv = mu™ 2V u, d’ott on

obient dyv = mu™"2 (mdiv(u™ 'V, u)) = mu™ 2 (div(uV,v)). La
formule pour la divergence d’un produit conduit a 1’équation

A = |Vaul” + (m — 1)vA,o. (12)

Formellement, cette équation est veérifiée par v(t,z) := v(yt — x1)+.
Ceci conduit & une solution particuliére de 1’équation (7)

e = ("L ) (13

dite presston linéaire.

Proposition 2.14. La formule (13) donne une solution de l’équation
(7) sur R® au sens de la définition 2.1.

Démonstration. Vyu™ = — (L) ™=T (4t — 31)7 ey est bien
m 1
borné. On notera 3 := (—mT;l’y) s e (—m_lfy) m-t
Par intégration par parties on obient
/ Veu"Vende = =0 (vt = 21) 71 0, da
R4 z1 <yt
1
=4 Oz, (Yt — z1) ™ Tndz,
1<t

ou on a utilisé le fait que n s’annule a linfini. Or, B0, (vt — ml)ﬁ =
—0su, donc finalement

V,u™Vende —udmde = / —0¢(un) d.
R4 Rd
L’intégration en temps finit la preuve. O

On va chercher maintenant une solution auto-semblable, c¢’est-a-dire
de la forme u(t, ) = t~*F(t~"z). Pour que la masse soit conservée, on
doit avoir b = a/d. On note £ := t~%4z et on calcule :

Oru = —at ™" V() = StTE- VE(),
um = £ ET (),
A(u™) = t=om 20/ AN(F)(€).



On pose donc —a—1 = —am—%“ Sa=
a I'équation

d : N
md—d¥2> ce qul nous ramene

—aF(€) = Z€- VF(§) = A(F™)(©).

1
On peut vérifier que F(§) = (C — k|¢|*)]" est formellement une
_ (m—1)a
— 2md

k[t~%/?z|?) une solution de type Barenblatt. Un calcul similaire & celui
de la proposition 3 montre que u est effectivement une solution au sens

de la définition 2.1.

Remarque 2.15. La solution de Barenblatt est la solution de I’équa-
tion (7) avec une masse de Dirac comme donnée initiale.

solution pour k . On appelle la fonction u(t,xz) = t7*(C —

2.5 Propagation du front

Définition 2.16. Pour ¢ > 0, on appelle l’interface en temps t 1'en-
semble u(t,-)71(0).

Dans le comportement de ces solutions on remarque la particularité
suivante : I'interface se propage a vitesse finie. Dans le cas de la pression
linéaire c’est la vitesse constante v et dans le cas de la solution de
Barenblatt I'interface en temps t est une sphére de rayon ctam—at (ot
¢ est une constante). Il s’avére que ceci est une propriété générale des
solutions de ’équation (7).

Proposition 2.17. Il existe une fonction T :]0,00[x]0, 00[—]0, c0]
avec la propriété suivante : Soit @ = B(0,1) une boule. Soit ug une
donnée initiale a support compact dans €. Soit M = supug et d =
dist(supp(ugp), 0Q). Alors linterface de la solution correspandante u :
10; T[xQ — Ry n’atteint pas le bord avant le temps (M, d).

Démonstration. La démonstration est plus facile que la formulation.
Notamment il est possible de trouver une solution de type Barenblatt
U et un temps tg > 0 tq U(tg, ) > ug et U(to, ) est & support compact
dans 2. La conclusion suit par le principe de comparaison. O

Dans le cas uni-dimensionnel 2 = R une analyse plus fine peut
étre effectuée. On présente quelques résultats du chapitre 3 de [2]. Les
démonstrations en sont tirées aussi.

Proposition 2.18. La pression v est lipschitzienne en espace :

vt x))? < ———— t,-)). 14
:0(0,2)[* < o up(o(t. ) (14
Démonstration. Fixons x € R, ¢ > 0. L’idée principale est d’introduire

la fonction ¢(y) :=v(z +y,t) + 2(my7j-1)t



Cette fonction est positive et on peut montrer qu’elle est convexe
(cela repose encore une fois sur le principe de comparaison pour une
équation bien choisie, voir [2], p. 10). Donc pour tout h > 0

h +2(m+1)t'

Pour h = /2(m + 1)tsup(v(t, -)) on obtient I'estimation désirée. [

On notera ((t) := sup{z : u(t,x) > 0}. Le comportement de I'in-
terface a gauche est similaire.

Corollaire 2.19. Pour tout T > 0 ((t) est lipschitzienne sur |7;T].

Démonstration. Soit to € [1;T[. Alors pour z < ((to) v(to,z) <
C(¢(ty) — x), ou C est la constante de Lipschitz de v(¢g, ). On consi-
deére la pression linéaire V (¢, 2) = C(C(t — to) + ((to) — x)+. Alors on
vient de démontrer que V(tg) > v(tp). Par le principe de comparaison
V(t) > v(t) pour t > to. En particulier pour tout € > 0

V(t,¢(t)—€) > 0= ((t)—e < Ct—to)+((to) = ((t) < ((to)+C(t—to).

1/2
Mais par (14) C' < (ﬁ SUD[r, 7] xR U) , ce qui donne une constante
de Lipschitz pour (. O

On peut espérer trouver la vitesse a de propagation du front en
comparant ’équation (12) avec I’équation de transport dyv+a-9,v = 0.
Dans ’équation (12) le terme vAw s’annule sur interface, donc on
obtiendrait la vitesse de propagation a = ¢’(t) = —0,v(¢,((t)), ou par
0,v(t,((t)) on comprend la limite de d,v(¢t,z) quand = — (t)~.

Ce raisonnement heuristique peut étre précisé. On obtient que ( est
dérivable a droite sur |0; T'[ et cette dérivée vaut —d,v(t, ((t)).

Remarque 2.20. On peut démontrer que ¢ est C! et strictement
croissante sur |t*;T[ ou ¢* := sup {t : {([0,¢]) = {¢(0)}} (“waiting ti-
me”), donc en particulier dans cette région la dérivée a droite est la
dérivée “standard”.

3 Reésolution numérique

On souhaite résoudre numeériquement le probléme (7)-(8)-(9).



3.1 Discrétisation temporelle

On introduit un pas de temps dt. On notera u™ 'approximation de
u(ndt,-).

En s’inspirant du cas linéaire (i.e. I’équation de la chaleur), on uti-
lise un schéma implicite, qui s’écrit

= A((W")™) = mdiv((u")" 'V (u")), (15)

no_ n—

ot

u

soit une version faible, & savoir Vv € C§ () :

/ u"vdr 4+ [ Stm(u™)™ V" - Vodr = / u" o de. (16)
Q Q Q

Un raisonnement similaire & la démonstration de la proposition 2.6
montre que pour u™ ! positive, continue et nulle au bord le probléme
(16) a une unique solution et cette solution est positive (au lieu de la
théorie classique des équations paraboliques quasi-linéaires on utilise
la théorie des équations de type elliptique [7]).

Remarque 3.1. Un f-schéma pour % < 0 < 1 pourrait aussi donner
de bons résultats, mais nous ne l’avons pas testé dans ce projet.

Proposition 3.2. Le schéma (15) est consistant d’ordre O(dt) et

stable en norme L2.

Démonstration. La premiére partie est évidente. Pour la deuxiéme par-
tie il suffit de prendre v = w™ dans (16). [, (u™)™~|Vu"* dz > 0, donc
on obtient

lunllZe < / u" T da <l e |2 = e e < T e
Q
O

3.2 Discrétisation spatiale

Pour résoudre le probléme non-linéaire (16) on va mettre en oeuvre
la méthode de point fixe. Notamment, on cherche le point fixe u™ de
Papplication qui & uy—1 associe la solution u, du probléme

/uqux—l—/ 5tm(uq_1)m_1qu-Vvdx:/u”_lvdx. (17)
Q Q Q

Comme le probléme (16), le probléme (17) admet une unique solution
qui est positive si up et uq—1 sont positives.

Remarque 3.3. Nous ne savons pas démontrer que la méthode d’ité-
rations converge vers le point fixe, bien que les expériences numériques
le confirment, au moins en dimension 1.
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Pour résoudre le probléme (17), on utilise la méthode des éléments
finis.

Remarquons que la forme bilinéaire associée au probléme n’est pas
en général coercive. Cette forme est strictement positive (donc définie
positive sur tout sous-espace de dimension finie), ce qui permet de
résoudre les systémes linéaires qui apparaissent dans ’algorithme, mais
I’analyse de convergence, telle qu’elle est présentée par exemple dans
[1], n’est pas possible.

4 Résultats numériques

La méthode décrite ci-dessus a été implémentée dans FreeFem-++
v 3.18 avec les éléments finis P;. Notre  est l'intervalle [0; 100]. Pour
tester la méthode on utilise I’exemple de la pression linéaire avec v = 50
sur 'intervalle temporel [0; 1] ainsi que l’exemple de solution de Ba-
renblatt sur Uintervalle temporel [0.001; 1.001] pour C tel qu’en temps
final la solution soit supportée sur [25;75]. On fixe m = 3.

Remarque 4.1. En pratique, la solution numérique de (17) n’est pas
toujours positive. C’est pour ¢a que dans le code FreeFem—++ on rem-
place (17) par

/uqux—l—/5tm|uq,1|m_1qu-Vvdx:/u”_lvdx.
Q Q Q

Pour m = 3 ceci ne change rien, mais pour d’autres valeurs de m cette
correction est nécessaire.

Pour la solution de Barenblatt on impose les conditions de Dirichlet
homogeénes. Pour la pression linéaire la condition & droite est Dirichlet
homogeéne, alors qu’a gauche c’est la condition de Neumann qui donne
le flux de la solution correcte.

4.1 Analyse de convergence
Comme une estimation d’erreur on considére

1
2

1 N-1
7= <N > far —u(nét,~>||%2) ,
n=0

ot N := 1/t et la norme ||u™ — u(ndt,-)||r2 est approximée sur le
maillage.

On note dz le taille du maillage. Les tables 1 et 2 présentent com-
ment les valeurs de o dépendent de 6t et x.

On peut conclure qu’en premiére approximation la convergence par
rapport au pas de temps est d’ordre 1, comme prevu par la théorie.
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o= bxr=2|0x=1|d0x=0.5|0x=0.2
ot = 0.05 8.84 8.97 9.05 9.03
ot = 0.01 2.05 1.98 2.05 1.94
ot = 0.005 1.33 1.09 1.07 1.02
ot = 0.002 1.05 0.63 0.49 0.49
ot = 0.001 1.01 0.53 0.33 0.26
ot = 0.0005 1.00 0.51 0.27 0.16
ot = 0.0002 1.00 0.50 0.25 0.11

TABLE 1 — Erreur quadratique pour la pression linéaire.

o= bx=2|0x=1|0x=05|dxr=0.2
ot = 0.05 3.87 3.74 4.02 3.92
ot = 0.01 2.65 1.67 1.88 1.73
6t = 0.005 2.58 1.22 1.31 1.13
0t = 0.002 2.66 0.96 0.83 0.59
0t = 0.001 2.69 0.93 0.65 0.35
o0t =0.0005 | 2.71 0.94 0.56 0.21
o0t =0.0002 | 2.74 0.96 0.52 0.14

TABLE 2 — Erreur quadratique pour la solution de Barenblatt.

De plus, la convergence par rapport au pas d’espace est aussi d’ordre
1, comme pour le cas non-dégénéré.

Les figures 1 et 2 montrent les approximations des solutions au
temps final données par l'algorithme pour 6t = 0.002, éz = 1.

4.2 Propagation du front

Comme une approximation de la valeur de la fonction de 'interface
¢(n dt) on prend simplement la position du premier noeud du maillage
ou la valeur de u™ est negative.

Les figures 3 et 4 montrent les résultats numériques pour §¢t = 0.002,
dx = 1. On voit que la méthode utilisée révéle bien le phénoméne de
propagation & vitesse finie.
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FIGURE 1 — Solution au temps final pour la pression linéaire.
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2 — Solution au temps final pour la solution de Barenblatt.
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FIGURE 3 — Propagation de front pour la pression linéaire.
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FIGURE 4 — Propagation de front pour la solution de Barenblatt.

15



