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Streszczenie

Zasadniczym celem niniejszej pracy jest podanie dowodéw kilku kla-
sycznych twierdzen geometrii algebraicznej w okrojonej wersji, mianowi-
cie dla rozmaito$ci (i morfizméw) torycznych. Rozpoczne od oméwienia
rozkladu komérkowego gtadkich zupetnych rozmaitosci torycznych, by na-
stepnie przej$¢ do dwoch powigzanych zagadnien — skoriczono$ci morfi-
zmoéw quasi-skoniczonych oraz faktoryzacji Steina.

1 Motywacja

Wsr6d geometréw powszechna jest opinia, ze studiowanie przypadku torycz-
nego moze znacznie ulatwi¢ sformutowanie ogélnych faktéw, nakreslenie pla-
nu ich udowodnienia oraz szybkie wyeliminowanie niekt6rych fatszywych przy-
puszczen. Fulton pisze:

W ogdlnej klasyfikacji rozmaitosci toryczne sa do$¢ specjalnymi obiek-
tami. (...) Mimo wszystko, uzywanie ich do testowania ogélnych teo-
rii okazato sie bardzo owocne.!

Stopieni komplikacji probleméw wspdtczesnej geometrii algebraicznej nie
pozwala mi podac tu rzeczywistych przyktadéw wykorzystania tego podejscia.
Mimo to mam nadzieje, Ze moja praca moze postuzy¢ jako argument za przyto-
czong wyzej teza Fultona. Dowody klasycznych ogélnych twierdzen wielokrot-
nie upraszczano w oparciu o nowe teorie, jednakze sg one nadal niepor6wnanie
bardziej skomplikowane niz proste kombinatoryczne argumenty §wiata geome-
trii torycznej. Zatem nie uda mi sie przedstawi¢ ,metody torycznej” w geometrii
algebraicznej, ale podane przyktady utatwiag by¢ moze wyobrazenie sobie, jak ta-
ka metoda moze funkcjonowac.

Dowody podane w tej pracy sg w wiekszoS$ci oparte na pomystach zaczerp-
nietych z wyktadu ,,Rozmaitosci toryczne” prowadzonego przez prof. Wisniew-
skiego.

1 Inthe general classification scheme, these [toric] varieties are very special. (...) Nevertheless,
toric varieties have provided a remarkably fertile testing ground for general theories.” [4, s. ix]



2 Wprowadzenie

2.1 Oznaczeniaidefinicje
Dla danego torusa zespolonego T = (C*)" oznaczamy:

¢ M = 7" - krata charakteréw T; dla u = (uy,..., un) € M przez y“ oznacza-
my charakter T 3 (fy,..., ;) — £, ... 1" € C*,

e N = 7" —dualnakrata podgrup jednoparametrowych; dla v = (vy,...,v,) €
N przez AV oznaczamy podgrupe C* 3 £t — (t"1,...,t") €T,

e Np:=No®7R,
d M[RZ:M@ZR:Nﬁ.

Gdy chcemy podkresli¢, jakiej kracie odpowiada dany torus, piszemy T .

Mamy naturalne parowanie {-,-) : M x N — Z; dla charakteru y*: T — C* i
podgrupy jednoparametrowej A” : C* — T, u € M, v € N, jestwowczas y* (1" (¢)) =
£V ponadto T = Homz(M,C*) =~ N®7 C*.

Niech N bedzie krata i N’ << N podkrata skoriczonego indeksu. Niech G =
N/N'.Wybierzmyw N i N' bazy v1,...,v,1},..., v}, orazwezmy w M i M’ bazy
dualne wy, ..., u, i uj,..., u,. Wéwczas zanurzenie N' — N jest zadane pewng
macierzg A € Z"™", za$ dualne do niego przeksztatcenie M — M’ zadane jest
macierza A”. W takim razie jest to réwniez zanurzenie i kojadrem jest znowu G.

Z ciagu doktadnego 0 — M — M’ — G — 0 przez Hom(-,C*) otrzymujemy
ciag doktadny dla toruséw 1 — G — T, — Ty — 1.

Przez Rx>¢ oznaczamy zbidr liczb nieujemnych. WieloScienny stozek wypu-
kly o c Ngjest scisle wypukty, gdy o n—o = {0}. W dalszym ciggu wszystkie stozki
w Ng sa domyslnie $cisle wypukte.

* Jesli o jest stozkiem, a T jego Sciana, to piszemy 7 < 0.
* Jednowymiarowe $ciany p < o nazywamy promieniami stozka o.
* Przez Ny < N oznaczamy krate generowang przez NNao.

* Przez relint(o) oznaczamy relatywne wnetrze stozka o, tzn. wnetrze w to-
pologii przestrzeni (Ny)g.

Stozek o jest wymierny, gdy istnieja v1,..., Vi € N, takie ze 0 = Rxov) + -+ +
R>ovi. Ré6wnowaznie, dla kazdego promienia p < ¢ mamy p N N # {0}. W tej
sytuacji generator potgrupy p N N nazywamy generatorem promienia p. Gdy ge-
neratory promieni sg liniowo niezalezne, stozek nazywamy symplicjalnym. Gdy
generatory promieni mozna uzupetnic¢ do bazy kraty N, stozek nazywamy regu-
larnym.

Wachlarz Z to skoniczony niepusty zbidr stozkéw $cisle wypuktych w Ng,

przy czym



e gEXIT<KO=—TEZ,
® 01€2i02EX=T=01N02€X,T<01,T<02.

Sume mnogosciowg stozkéw wachlarza X nazywamy jego nosnikiemi ozna-
czamy |2|. Wachlarz nazywamy zupetnym, gdy |Z| = Ng. Przez =%, k=0,1,..., n,
oznaczamy zbioér k-wymiarowych stozkéw wachlarza X. Wachlarz nazywamy
symplicjalnym (regularnym), gdy wszystkie jego stozki sg symplicjalne (regular-
ne).

Definicja 2.1. Rozmaitosciq toryczng nazywamy rozmaito$¢ nierozktadalng X
zawierajacg torus T = (C*)" jako podzbiér otwarty, przy czym dziatanie T na
sobie rozszerza sie do dziatania algebraicznego T na X.

Potgrupq afiniczng nazywamy skonczenie generowang podpotgrupe kraty
M. Dla pétgrupy afinicznej S mamy rozmaito$¢ afiniczng Spec(C[S]), ktéra jest
rozmaitos$cig toryczng z torusem T = Homz (M, C*) [3, tw. 1.1.17].

Dla stozka (Scisle wypuklego) o < N definiujemy

o stozek dualny ¥ < Mg,0" :={u€ Mg : {u,0) =0},
* podprzestrzen ortogonalnqg olc Mp, ol:= {ue Mg :<{u,o) =0},
* pétgrupe afiniczng Sy := 0¥ N M.

Jesli o jest wymierny, to poétgrupa S, jest skoficzenie generowana (tzw. lemat
Gordana [4, s. 12]), a co za tym idzie algebra C[S,] jest skoriczenie generowana.
Oznaczamy wowczas

* U; =Spec(C[Sy]).

Jest to normalna afiniczna rozmaito$¢ toryczna z torusem T = Ty [3, tw. 1.2.18 i
1.3.5].

Stwierdzenie 2.2 ([3, tw. 1.3.12.]). Rozmaitos¢ U, jest gladka < o jest regularny.

Niech X bedzie wachlarzem w N, 01,02 € £ oraz T = 01 N 0». Mozna spraw-
dzi¢, ze dla u € oY N (-02)¥ N M mamy Uy, > (Ugl)xu =U, = (Uaz)w c Uy, .
Izomorfizmy g;; : (Uy,) o= (Ugj)x,u spelniaja warunki sklejania i sg zgodne z
dzialaniem torusa.

Okreslamy rozmaitos$é torycznqg odpowiadajqcq wachlarzowi X jako

X(N,2):= ([_] Ug) [~ -
o€eX

Woéwczas X(N,Z) = Ugex Us jest T-niezmienniczym pokryciem otwartym,
ktére nazwiemy standardowym. Gdy N jest wiadome z kontekstu, zamiast X (N, X)



piszemy X (X). Mozna udowodni¢ [3, tw. 3.1.5.], ze X () jest rozmaito$cig nor-
malng i separowalna.? W kolejnych rozdziatach zajmujemy sie wytacznie roz-
maito$ciami torycznymi pochodzacymi od wachlarzy. Na rozmaito$ciach torycz-
nych mamy dwie naturalne topologie: Zariskiego i klasyczng (rozmaitosci ze-
spolonej). Uzywa¢ bedziemy obu; bedzie jasne z kontekstu, o ktérg topologie
chodzi w danym momencie.

Rozmaito$¢ jest gladka wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie elementy jej po-
krycia afinicznego sa gladkie. Zatem z 2.2 otrzymujemy nastepujaca charaktery-
zacje:

Stwierdzenie 2.3. Rozmaitos¢ X = X (N, X) jest gladka wtedy i tylko wtedy, gdy =
Jjest wachlarzem regularnym.

2.2 Klasyfikacja orbit

W dalszym ciagu przydatny okaze sie nastepujacy opis punktéw afinicznej roz-
maitoSci torycznej (por. [3, stw. 1.3.1]):

Stwierdzenie 2.4. Niech S bedzie potgrupq afiniczng a V = Spec(C[S]) odpo-
wiadajacq rozmaitosciq torycznq. Istnieje naturalna bijekcja migdzy punktami
rozmaitosci V. a homomorfizmami potgrup S — C, przy czym C rozpatrujemy z
mnozeniem jako dziataniem pétgrupowym.

Odpowiednio$¢ zadana jest w ten sposéb, ze punktowi p € V przyporzadko-
wujemy homomorfizm y, : S — C, gdzie y,(u) = y*(p). Dla ¢t € T mamy wiec
Yepu) = x"(t-p)=x“ @) x"(p) = x“ (1) - yp(w).

Uwaga 2.5. Rozpatrzmy w V topologie klasyczng, a w przestrzeni homomor-
fizméw pélgrup topologie zbieznosci punktowej. Opisane powyzej przyporzad-
kowanie jest wowczas homeomorfizmem, gdyz przeksztatcenie V 3 p — (x1(p),..., xx(p))
wyznacza zanurzenie V — C¥, o ile tylko y; generuja C[S] [4, dowdd stw. 1.1.14].

Ustalmy wachlarz X. Niech o € £. Wéwczas homomorfizm

1, jesliueSynot=Mnot
Sed2u—~ .
0, w przeciwnym przypadku

okresla zgodnie z powyzszym stwierdzeniem pewien punkt ps € U,. Punkt p,
nazywamy punktem wyréznionym.
Zauwazmy, ze dla t € T punktowi ¢ - p; odpowiada homomorfizm

Y1), jesliue Mnot
Soo2Uu—
0, w przeciwnym przypadku.

Zprawdziwe jest tez odwrotne twierdzenie — normalna i separowalna rozmaito$¢ toryczna po-
chodzi od pewnego wachlarza (7, tw. 4.1].



Zatem Stab(py) = {y € Homz(M,C*) : y(M not) = 1} = Homz(M/M not,C*).
Stab(p,) jest wiec podtorusem Ty, < T.3
Odnotujmy na koniec, ze jesli T < g i v € relint(0), to lim;_g A" (?) - pr = pg-

Twierdzenie 2.6 (O Klasyfikacji Orbit [3, tw. 3.2.6]). Niech X bedzie wachlarzem
w Ng. Istnieje bijekcja migdzy orbitami torusa w X (X) a stozkami,

0 — 0(0) =Homz(Mno+,C*) =Ty, .

Orbita O(o) otrzymuje w ten sposob strukture grupy (torusa zespolonego), ktorej
Jjednosciq jest punkt wyrézniony pg-.
Ponadto Uy = U;<5 O1) oraz V(1) := O(1) = Ur<g 0(0) .

W szczeg6lnosci orbity jednopunktowe odpowiadajg stozkom wymiaru n,
czyli punkty state dziatania torusa to punkty p, dla o € X" (i zadne inne).

2.3 Morfizmy toryczne

W dalszym ciagu badaé bedziemy tylko takie morfizmy, ktére zachowuja struk-
ture toryczna.

Ustalmy kraty N;, N», wachlarze 21, 2, i rozmaito$ci toryczne X; = X (Np,%1), Xp =
X(No,2»).

Definicja 2.7. Morfizm ¢, : X; — X» nazywamy morfizmem torycznym, jesli
¢« (Tn,) € T, 1 sl jesthomomorfizmem grup.

Morfizm toryczny ¢, daje diagram przemienny [3, stw. 1.3.14]
Ty xXg — Xy
Bulry, X l l¢*
Ty, xXo — Xo

gdzie poziome strzatki sg dzialaniem torusa na odpowiedniej rozmaitosci.
Homomorfizm ¢ : Ny — N, indukuje homomorfizm przestrzeni liniowych
¢r = Pp®zidr : (N})r — (N2)r oraz homomorfizm toruséw ¢®zide- : Ty, — Tp,.

Definicja 2.8. Homomorfizm krat ¢ : N; — N, nazywamy zgodnym z wachla-
rzami 21,2, jesli dla kazdego stozka o) € Z; istnieje taki stozek o, € 2, Ze
¢r(01) cO2.

3Jak to zostanie powiedziane w kolejnym twierdzeniu, kazda orbita zawiera doktadnie jeden
punkt wyrézniony. Zatem z przeprowadzonej analizy wynika, Ze stabilizator dowolnego punktu
(nie tylko wyréznionego) jest podtorusem T.

4Mozna wykazac¢, ze V (1) jest rozmaitoscia toryczna z torusem T = O(7), a jej wachlarzem jest
tzw. gwiazda stozka 7 [3, stw. 3.2.7]. Nie bede jednak z tego korzystat.



Twierdzenie 2.9 ([3, tw. 3.3.4]). Jesli¢p: Ny — N- jest homomorfizmem zgodnym z
wachlarzamiZX,, 2, to odwzorowanie p®zidc+ : T, — T, rozszerza sie do mor-
fizmu torycznego ¢, : X1 — Xo. Odwrotnie, kazdy morfizm toryczny ¢, : X1 — X»
powstaje w ten sposéb z pewnego homomorfizmu krat zgodnego z wachlarzami
21,22.

W dalszym ciagu, gdy pojawiaja sie symbole ¢ i ¢., zawsze oznaczajg one
homomorfizm krat i odpowiadajacy mu morfizm toryczny.

OczywiScie obraz orbity przy morfizmie torycznym musi by¢ zawarty w pew-
nej orbicie X,. Orbite ta mozna konkretnie wskazac.

Stwierdzenie 2.10 ([3, lem. 3.3.21]). Niech ¢ : X1 — Xo bedzie morfizmem to-
rycznym. Niech o, € £, i niech 0, € Z, bedzie minimalnym stozkiem, takim ze
¢r(01) € 02. Wowczas

* $«(po,) = Poy»
e $.(0(01) c0(0).°

Przy zwyktych izomorfizmach O(o;) = Ty, N,, Oraz 0(o2) = Thy,/ Ny, odwzo-
rowanie ¢.lo,) : O0(c1) — O(02) pochodzi przy tym od indukowanego przez ¢
homomorfizmu krat (ﬁ :N1/Ng, — N2/ Ng,.

Twierdzenie 2.11 (O morfizmach wilasciwych). Niech ¢. : X1 — Xo bedzie mor-
fizmem torycznym. Nastepujqce warunki sq réwnowazne:

1. ¢ jest morfizmem wiasciwym,
2. ppt(1Z2h) = 1241
Dowdd tego faktu nie jest prosty (por. [3, tw. 3.4.7]).

Wniosek 2.12 (Charakteryzacja zupelnych rozmaitosci torycznych). Niech X =
X (N, Z) bedzie rozmaitosciq torycznq. Nastepujace warunki sq rownowazne:

1. X jest rozmaitosciq zupetnaq,
2. |Z] = Ng.

Dowéd. Zupelnos¢ X jest rownowazna temu, ze morfizm ¢, : X — X({0}) w (to-
ryczng) rozmaito$¢ jednopunktows jest wlasciwy, co na mocy charakteryzacji
morfizméw wiasciwych daje teze. O

5Prawdqjest réwniez, ze ¢« (V(01)) c V(o2) i« V(o) jest morfizmem torycznym.



3 Rozklad ABB

W tym rozdziale oméwie rozktady gladkich rozmaito$ci zupelnych na sume roz-

laczng przestrzeni afinicznych. Bezposrednia motywacja jest twierdzenie A. Biatynickiego-
Biruli. M6éwi ono, ze gdy grupa G = k* dziala na rozmaitosci zupelnej i gtadkiej

X nad ciatem k, przy czym zbiér punktéw statych sktada sie z punktéw izolo-

wanych, to X rozklada sie na podzbiory niezmiennicze, z ktérych kazdy jest izo-
morficzny z przestrzenig wektorowg (por. [1, tw. 4.4]). W naszym przypadku na
rozmaitos$ci dziata wieksza grupa T, co znacznie upraszcza analize.

Przyklad 3.1. Przestrzen rzutowa rozktada sie na cze$¢ afiniczng i hiperptasz-
czyzne w nieskoniczono$ci:

n
CP"=C"ucP"!'=c"u(Cc"ucP"?) == ]ck.
k=0

Zobaczymy, ze analogiczny rozklad mozna uzyskac¢ dla kazdej gladkiej roz-
maito$ci torycznej zupelne;.

Niech N bedzie krata rangi n, za$ X~ wachlarzem w Ng. Oznaczmy A = {H;};ezn-1
— zbiér hiperplaszczyzn rozpinanych przez stozki 7 € "1

Definicja 3.2. Wektor v € Ng nazwiemy ogdlnym dla wachlarza Z, jesli v ¢ | A.

Dla o € X" i v € N oznaczmy
Wo,vi={p € X(@):1Im A" (1) - p = po}.

W przypadku, gdy X(X) jest rozmaitoScig gtadka, niech o bedzie stozkiem roz-
pinanym przez promienie p1,...,0p, i niech 0 # v; € p;. Dla v € N napiszmy
v= Z;’:l a;v;, gdzie a; € R. Oznaczmy

Iy ,:={i:a; >0}

Podkreslmy, ze oznaczenie I; , stosowa¢ bedziemy tylko w sytuacji, gdy X(X)
jest rozmaitoscia gtadka. Odnotujmy tez, ze podczas gdy oznaczenie W, , wpro-
wadzamy tylko dla v € N, I; , ma sens (i bedziemy z tego korzystac) dla v € N,
iw ogole nie zalezy od kraty N.

Bezposrednio z definicji jest jasne, ze jesli o1 # 02, to W, ,n W, , = @.Za-
uwazmy tez, ze W, , jest zbiorem T-niezmienniczym zawierajacym doktadnie

jeden punkt staty dziatania torusa.

Lemat 3.3. Niech X = X(X) bedzie rozmaitosciq gladka. Jesli v € N jest wektorem
ogolnym, to W, , = Clow,

Dowéd. Zauwazmy najpierw, ze W, ¢ U,. Jest tak, poniewaz U, jest otocze-
niem p, w topologii Zariskiego, a wiec tym bardziej w klasycznej. Zatem je$li
lim;_gAY(#)- p = ps, to w szczeg6lnosci dla pewnego ¢ € C* mamy A (¢)-p € Uy.
Ale Uy jest T-niezmiennicze. Stad p € Uy.



Redukcja do rozmaito$ci afinicznej U, pozwala wykorzysta¢ opis punktéw
jako homomorfizméw pélgrup (stw. 2.4). Przypomnijmy, ze dla ¢ € C* punktowi
AY(#) - p odpowiada homomorfizm

So 3 u— x“ A (0" (p) = "y (p) e C.
W takim razie, na mocy uwagi 2.5, mamy
peW,, o (x“(p)=0dla (u,v) <0lub (u,v)=0,u#0).

Niechdlai =1,...,nwektor v; € N bedzie generatorem promienia p;, przy czym
w przedstawieniu v = }.7"_| a; v; wsp6tczynniki ay, ..., aj; , sa dodatnie, a pozo-
stale ujemne (zera nie wystepuja, bo v jest wektorem ogélnym). Z zatozenia o
jest stozkiem regularnym, wiec (vy, ..., vy) jest bazg kraty N. Niech (u;,...,uy,)

bedzie dualng baza kraty M. Zauwazmy, ze
{p:x"(p)=0dla(u,v)<0lub (u,v)=0,u#0} = {p x“(p=0dlaue{u; 4.

Inkluzja c jest oczywista. Inkluzja > wynika stad, ze jesli {u, v) < 0lub (u, v) =
0,u # 0, to rozpisujgc wektor u, w bazie (¢;)7_,, musimy dosta¢ co najmniej je-
den sposr6d wektorow ;s 41, ..., Uy Z niezerowym wspotczynnikiem.

Ale {P x“(p)=0dlaue {ul;ﬁl,,,_,un}} = Clow, L
Uwaga 3.4. Z dowodu wida¢ od razu, ze W, , jest domknietym podzbiorem Uj,.

Lemat 3.5. Niech X = X(Z) bedzie rozmaitosciq zupetng. Wéwczas, jesli v e N
Jest ogolny, to
U w,,=X.
ogexn
Dowdéd. Wezmy dowolny punkt p € X, i niech nalezy on do orbity odpowiadaja-
cej stozkowi 7. Niech w € relint(r). Z og6lnosci v wynika, ze istnieje takie o € X",
ze dla dostatecznie matych a > 0 mamy w + av € relint(o). Uzasadnie, ze wow-
czaspe Wy ,.

Stozek 7 jest Sciang stozka o, wiec p € U, . Tak jak poprzednio redukujemy
wiec catq sytuacje do afinicznego U,;. Poniewaz zbiory W, , sa T-niezmiennicze,
to dla wygody mozna punkt p zastapi¢ punktem wyréznionym z tej samej orbity,
tzn. p = p;. Wowczas punktowi A () - p odpowiada homomorfizm

S 5 ) jesliult
u —
7 0, Wpp.

Pozostaje uzasadnic, ze jeSli 7Lu € S, \ {0}, to (i, v) > 0. Ale to jest jasne, gdyz
u € 0¥\ {0}, wiec dla matych a > 0 mamy (u, w + av) > 0. Stad za$ (u, v) > 0, gdyz
z zalozenia (u, w) = 0. O

. un}}.



Lemat 3.3 mé6wi, ze zbiory W, sa izomorficzne z C*, ale niekoniecznie po-
krywaja cata rozmaito$¢. Z kolei z lematu 3.5 wiemy, ze w przypadku rozmaito$ci
zupelnej dostajemy rozktad, jednak nie umiemy tak prosto opisac zbioréw W, .

Laczac uwagi po definicji 3.2, lemat 3.3, uwage 3.4 i lemat 3.5 otrzymujemy
nastepujgce

Stwierdzenie 3.6. Niech X = X(X) bedzie rozmaitosciq gladkq i zupetng. Wow-
czas dla kazdego wektora ogélnego v mamy rozktad na T -niezmiennicze pod-
zbiory lokalnie domkniete:
X=|] Clov.
ogexn
Ponadlto kazdy ze sktadnikéw tej sumy zawiera doktadnie jeden punkt staty dzia-
tania torusa.

Laczac sktadniki jednakowego wymiaru rozktad ten mozemy zapisa¢ w po-
staci .
X =] b2a,C?, (1)
d=0
gdzie by, = [{o € Z": Iy, = d}|. Sam rozktad zalezy od wyboru wektora v. Jed-
nak wspoétczynniki byg = byg,,, zaleza, jak sie okazuje, tylko od wachlarza. Wyni-
ka to latwo z nastepujacego lematu z rzeczywistej algebry liniowej:

Stwierdzenie 3.7. Jesli X jest wachlarzem symplicjalnym zupetnym w Ny, av, w €
Nr wektorami ogolnymi, todlad = 0,1, ..., n zachodzi réwnos¢ bag,, = bag 1.

Dowéd. Przypomnijmy, Ze przez /# oznaczyliSmy zbiér hiperptaszczyzn H; roz-
pinanych przez stozki T € 27!, Dostatecznie mala deformacja wachlarza nie
zmienia tezy (wystarczy, ze deformacja bedzie na tyle niewielka, zeby oba wek-
tory caly czas pozostawaty ogélne). Mozna wiec zalozy¢, ze wachlarz jest ogélny
w tym sensie, ze H; # Hy dlat #1'.

Potaczmy v i v’ drogay: [0,1] = R"\Ugzpese HN H' (korzystam tu z tatwe-
go faktu, ze R" pozostaje tukowo sp6jne po usunieciu skoriczonej liczby pod-
przestrzeni liniowych kowymiaru = 2). Jest jasne, ze dla y(t) ¢ UA bzd,y( 1 jest
state (bo stale sg wspolczynniki wektora y(f) wzgledem dowolnego stozka € £™).
Niech 7y bedzie takie, ze y(fy) € H dla pewnego H € /. Niech H bedzie roz-
piete przez promienie vs,..., v, — krawedzie Sciany o no’, gdzie 0,0’ € ", 0 =
(v1,V2,...,Up),0" = (vi, Va,...,Vy) (korzystamy tu z zupetnosci, zeby stwierdzic,
ze stozek wymiaru n—1 jest wsp6lng §ciang dwoch stozkéw wymiaru ). W tej sy-
tuacji znaki wspotczynnikow y () wzgledem stozk6w innych niz o i ¢’ w poblizu
fo pozostajg state. Rozwazmy wigc wspotczynniki y (1) = a1 () vy + X1, a; (D v; =
a,(t)+X1, a.(t)v;. Funkcje a;, a; s ciagle oraz a;(ty) = a;(tp) #0dlai =2,...,n.
W takim razie w poblizu punktu #; sgn(a;) = sgn(a;) dlai #1.

Pozostaje rozpatrze¢ a; i a}. Wektory v; i v} leza po réznych stronach hiper-
ptaszczyzny H. Zatem a] ma zawsze znak przeciwny do a;. Jesli wigc na przy-
ktad w punkcie fy a; zmienia znak z dodatniego na ujemny, to a} zmienia znak z



ujemnego na dodatni, tak wiec liczba stozkéw, wzgledem ktérych y(f) ma usta-
lona liczbe dodatnich wspétczynnikéw, pozostaje niezmieniona. O

Wniosek 3.8. Dlad =0,1,...,n mamy bsp,_oq = bag.

Dowdad. Kazdy wspoétczynnik wektora v rozpisanego w bazie odpowiadajacej
dowolnemu stozkowi o € X jest dodatni albo ujemny. Wspétczynnikow tych jest
dokladnie n, wiec If _, + I} , = n. W takim razie by,_pq = |[{o€Z:1} _, =d}|, i
teza wynika z ostatniego stwierdzenia dla w = —v. O

Uwaga 3.9. Ostatni wniosek mozna tez uzyskac rozwazajac X (Z) jako kompleks
komdérkowy. Wydzielone przez nas komoérki maja parzyste (rzeczywiste) wymia-
ry. Stad otrzymujemy Egd = by, oraz Egd+ 1 =0, gdzie b; jest i-tg liczbg Bettiego
rozmaitoS$ci X (X) (np. [5, s. 140]). Rozmaitos$c¢ ta jest orientowalna, wiec wniosek
3.8 wynika z dualno$ci Poincaré.

4 Morfizmy skoniczone

W kategorii torycznej morfizméw skonczonych jest, jak sie okazuje, niewiele.
Udowodnimy mianowicie nastepujace

Stwierdzenie 4.1. Niech¢: N' — N bedzie homomorfizmem krat, a¢. : X(N',X")
X (N, %) odpowiadajgcym morfizmem torycznym. Nastepujqce warunki sq row-
nowazne:

1. ¢, jest skoriczony,
2. ¢« jest surjektywny, wtasciwy i ma skoviczone witékna,

3. ¢ jest zanurzeniem z torsyjnym kojadrem oraz ¢pr wyznacza bijekcje mie-
dzy stozkami wachlarzy X i ¥'.

Réwnowaznosc¢ 1. < 2. zachodzi nie tylko dla rozmaitosci torycznych. Ogol-
ny przypadek jest blisko zwigzany z zagadnieniem faktoryzacji Steina, ktérej po-
$wiecony jest nastepny rozdzial.

Dowdéd. 1.= 2.— Jest to znany ogdélny fakt (np. [8, s. 62]).

3. > 1. — Rozpatrzmy standardowe pokrycie otwarte X (X') = Uyes Uyr. Na
mocy 2.612.10 ¢ (Uy) = Uy, gdzie o = ¢! (") € Z. Zanurzenie C[Uy] — ClU}]
wyznaczone jest przez zanurzenie krat charakterow M — M’, ktére ma z zatoze-
nia torsyjne kojadro. Zatem dla kazdego charakteru y = y* € C[U],] istnieje takie
k €N, ze ku € M, awiec y* € C[U,], czyli rozszerzenie pierscieni wspéirzednych
jest catkowite.

6Jest tam udowodnione, ze morfizm skoriczony jest domkniety. Jest to tylko pozornie stabsza
teza, gdyz jedli odwzorowanie ¢ : X — Y jest skoniczone, to ¢ xidz : X x Z — Y x Z réwniez, dla
kazdego Z. Stad ¢ x id 7 jest domkniete, czyli ¢ — wlasciwe.
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2. = 3. — W szczeg6lnosci ¢ : Ty — T v musi by¢ surjekcja o skoficzonych
wildknach, a co za tym idzie ¢ : N — N’ jest zanurzeniem z torsyjnym kojadrem
i ¢g jest izomorfizmem. Przypusémy, ze ¢pg nie wyznacza bijekcji na stozkach,
i niech o € X bedzie takie, ze ¢(0) & 0’ € ¥/, gdzie ¢’ jest najmniejszym stoz-
kiem zawierajacym ¢r(o). Wéwczas (stw. 2.10) ¢, (0(0)) = 0o, wiec z warun-
ku skoriczonych wiékien dimo = dimo’. Niech x € relint(¢r(0)), y € 0’ \ ¢pr(0).
Woéwczas odcinek (x, y) zawiera sie w relint(o”’) i przebija pewna $ciane ¢g(7) <
¢r(0),T < 0. Stad wynika, Ze relint(¢pr (7)) < relint(o”), czyli ¢ (0(1)) = O(c”), co
przeczy zalozeniu o skoriczono$ci wiékien, gdyz dimt < dimo = dimo’. O

Niech ¢, : X(N',Z") — X(N, %) bedzie morfizmem skoriczconym. Homomor-
fizm ¢ identyfikuje wéwczas N’ z podkrata N i mamy Ny, = N, pr = id. Zatem
przy tej identyfikacji po prostu ¥’ = . Od tej pory zawsze bedziemy patrze¢ na
toryczne morfizmy skoficzone w ten wtasnie sposéb.

4.1 Odwzorowania skonczone a nakrycia

Odejdziemy na chwile od gléwnego watku, zeby zbada¢ zalezno$¢ miedzy od-
wzorowaniami torycznymi skoficzonymi a nakryciami w sensie topologicznym.

Definicja 4.2. Niech X = X(Z). Niech X' ¢ X bedzie suma orbit kowymiaru
< 1. Morfizm toryczny skoniczony ¢ : X' — X nazwiemy nakryciem w kowymia-
rze 1, gdy indukowany morfizm ¢>£}) (o (X (1)) — XW jest nakryciem w sensie
topologicznym.

Homomorfizm (C*)" — (C*)" o jadrze skoriczonym jest nakryciem topolo-
gicznym. Fakt ten wykorzystamy, aby udowodnié

Stwierdzenie 4.3 (Charakteryzacja nakry¢ w kowymiarze 1). Morfizm toryczny
skoriczony ¢ : X' — X jest nakryciem w kowymiarze 1 wtedy i tylko wtedy, gdy
Nnp = N'np dla kazdego promienia p € X (przy naszej statej konwencji ¢pr =
idpg,).

Dowéd. Niech najpierw Nnp = N'np.Jedli £ = X0 (tzn. wachlarz sktada sie tyl-
ko ze stozka jednopunktowego), teza jest oczywista. Jesli jest inaczej, to {Up} pest
stanowi pokrycie otwarte X, wigc wystarczy udowodnic teze dla U,, tzn. roz-
maitosci, ktérej wachlarz sktada sie z pojedynczego promienia. Mamy ¢! Uy <
X) = U;) c X' i indukowany morfizm ¢. luy pochodzi od homomorfizmu krat
N'=N'xZ — NxZ = N, ktore jest zanurzeniem z torsyjnym kajadrem na pierw-
szej wsp6lrzednej, a identyczno$cia na drugiej. Odpowiada to odwzorowaniu
rozmaitoéci (C*)"~!xC — (C*)" ! xC, ktére jest identycznoscia na drugiej wsp6t-
rzednej. Odwzorowanie takie jest nakryciem w sensie topologicznym.

Teraz odwrotnie, niech ([)5}) bedzie nakryciem. Wéwczas w szczeg6lnosci (,bil) lu,
jest nakryciem. Oznaczmy Ny = Nnp, N; = N'np i przypusémy, ze N; C Ny. U,
iU ;, sg zbiorami tukowo sp6jnymi, wiec wtékna majq statg moc. Na torusie jest
to indeks N’ w N. Z drugiej strony, indukowane odwzorowanie orbit kowymiaru
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10(p)’ — O(p) jest wyznaczone przez indukowane zanurzenie krat N'/ N — N/
Ni. Jednak skoro Nj # Ny, indeks N'/N; w N/Nj jest mniejszy niz indeks N’ w
N. Zatem na tej orbicie indeks jest mniejszy niz na torusie, wiec odwzorowanie
nie moze by¢ nakryciem. O

Niech ! = {py,...,p p} i niech, jak zwykle, v; bedzie generatorem promienia
pi. Definiujemy M (tzw. krate T-niezmienniczych dywizoréw Weila) jako wolna
grupe abelowg generowana przez pj,...,0p (zatem M = 7P). Mamy naturalne
wlozenie M — IT/I\, u— ((u,v1),...,(u, vp)).

Stwierdzenie 4.4 ([3, tw. 4.1.6]). Niech|X| rozpina Ng. Wéwczas C1(X (Z)) = MIM.

Stwierdzenie 4.5. Niech NV <\ N bedzie podkratq rozpietq przez generatory pro-
mieni wachlarza X. Jesli NINW jest grupq skoriczona, to jest to czes¢ torsyjna
grupy klas rozmaitosci X (X).

Dowéd. Niech MV = M Mg. Mamy M/M = M/M" &MY/ M. Pierwszy sktad-
nik stanowi cze$¢ beztorsyjna, za$ drugi torsyjng. Pozostaje uzasadni¢, ze krata
dualng do MW jest NV, Jednak MV to doktadnie te elementy M, kt6rych pew-
na wielokrotno$é jest w M. MY mozemy wiec utozsamié z tymi liniowymi funk-
cjami wymiernymi na N, ktére w punktach v; przyjmujg wartoéci catkowite. A
to jest to samo, co po prostu funkcje catkowite na NV, O

Stwierdzenie 4.6 ([2, lem. 4.7]). 7; (X®)=N/ND 7

Przestrzen XV jest tukowo spéjna, lokalnie tukowo spéjna i lokalnie jedno-
spojna, gdyz kazdy z element6w jej pokrycia afinicznego {T} U{Up} ye5: jest taki.
Zatem, skoro grupa podstawowa jest abelowa, spojne nakrycia sg w bijekcji z
jej podgrupami. Z powyzszego stwierdzenia wynika wiec, ze kazde topologiczne
nakrycie spdjne rozmaitosci X (X) jest izomorficzne (oczywiscie w sensie topo-
logicznym) z pewnym nakryciem ,torycznym”, tzn. powstajacym w spos6b opi-
sany w stwierdzeniu 4.1 dla pewnej posredniej podkraty N’, gdzie NV <N’ < N.
Mianowicie, podgrupie G <7y (X)) = N/NW przypisujemy podkrate N' = G +
N, W szczegblnosci, nakrycie uniwersalne w kowymiarze 1 otrzymujemy dla
podkraty N’ = NV, Jak wynika ze stwierdzenia 4.5, charakteryzuje sie ono bez-
torsyjna grupa klas.

5 Faktoryzacja Steina

Twierdzenie Steina o faktoryzacji zapewnia istnienie rozktadu morfizmu wtasci-
wego ¢ na ¢ = pap © Peont, gdzie ¢pgy jest morfizmem skoniczonym, a ¢eone ma
wtékna sp6jne (w topologii Zariskiego); por. np. [6, tw. 2.26 i uwaga po nim]. O

7Grupe podstawowa w kowymiarze 1 mozna zdefiniowaé takze og6lnie; por. [2], gdzie jest row-
niez udowodnione, ze w przypadku torycznym otrzymujemy 71 (X (U).
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jednym kluczowym wniosku z tego twierdzenia bylo juz wspomniane przy oka-
zji stwierdzenia 4.1. Przypomnijmy, ze przez p, oznaczamy punkt wyrézniony
orbity O(o) (zob. tw. 2.6).

Lemat5.1. Niech Uy, Uy bedq afinicznymi rozmaitosciami torycznymi, o < Ng, o' <
N Niech ¢ : Uy — Uy bedzie morfizmem. Niech v < o i zatéimy, ze ¢« (p;) =

¢+ (po) = por. Wowezas py i pr leza w tej samej spéjnej sktadowej zbioru ¢t (pyr)

(w klasycznej topologii).

Dowéd. Wezmy dowolne v € relint(o) i rozwazmy podgrupe jednoparametro-
wa AV (). Wowczas lim;_gAY(f) - p; = po. Z drugiej strony, ¢(v) € o', wiec py
jest punktem statym dziatania obrazu rozpatrywanej podgrupy. Ta uwaga kon-
czy dowod, gdyz wtékna sa domkniete. O

Poprzedni lemat pokazuje, jak ,taczy¢ we wtéknach” wyr6znione punkty r6z-
nych orbit. Zatem za niesp6jno$¢ wtékien moze byé odpowiedzialny tylko spo-
s6b odwzorowania toruséw. Precyzyjniej wystawia to ponizszy, kluczowy dla tej
czesci,

Lemat 5.2. Niech ¢ : (N,X) — (N',X') bedzie morfizmem wachlarzy, takim ze
odpowiadajgcy homomorfizm krat jest epimorfizmem. Jesli odpowiadajacy mor-
fizm ¢ : X(Z) — X(Z') jest wtasciwy, to jego wibkna sq spéjne w klasycznej topo-
logii.

Dowéd. Po pierwsze zauwazmy, ze wystarczy badaé przeciwobrazy punktéw wy-
réznionych, bowiem ¢! (g'p') = g1 (p"), gdzie ¢ (g) = g'. Dzialanie elementu
g jest homeomorfizmem, wiec sp6jnoséé ¢, ' (g’'p’) jest rownowazna spéjnosci
¢ (p"). Ponadto jesli ¢, (p,1) NO(0) # @, to ¢« (p,) € O(0”), wiec na mocy le-
matu 2.10 ¢« (ps) = po'-

Ciag doktadny 0 — N — N — N’ — 0 rozszczepia sig, dajac

N=N"x N’,
przy czym ¢ jest rzutowaniem na drugi czynnik. Stad z kolei dostajemy
-I]—N = —[I—NH X —H—N’r

przy czym ¢, jest rzutowaniem na drugi czynnik.

Ustalmy punkt p, € X(Z') i rozwazmy orbite O(g) € X(X), ¢« (po) = po'-
Niech G = {g € Ty : ¢+ (gps) = Por}, tzn. G = ¢3! (Stab(p,)). Jak to zostato po-
wiedziane w paragrafie 2.2, Stab(p,) jest podtorusem, a wiec w szczeg6lnosci
zbiorem sp6jnym. Zatem G = T y» x Stab(py) réwniez. A skoro G jest spdjne, to
O()n (PII(PU') = Gp, takze.

Niechterazo1,07 € Z, ¢« (Po,) = ¢+ (Po,) = por. Rozwazmy obszar S = ¢! (o).
Morfizm ¢. jest wlasciwy, wiec S c |Z]|, za$ po raz kolejny korzystajac z lematu
2.10 widzimy, ze jesli relint(o) c relint(S), to ¢« (pgs) = po'. Ale zbiér S jest oczy-
wiscie wypukly, wiec bez trudu polaczymy o i 0, ciagiem stozkéw o spelniaja-
cych warunek relint(o) c relint(S), z ktérych kazdy jest §ciang poprzedniego lub
nastepnego. Powolanie sie na lemat 5.1 konczy dowdod. O
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W lemacie 5.4 zobaczymy, ze udowodniong wilasnie teze mozna odwrdcic.

Stwierdzenie 5.3. Niech ¢ : (N,X) — (N',%') bedzie morfizmem wachlarzy indu-
kujacym surjektywne wtasciwe odwzorowanie rozmaitosci torycznych ¢, : X (X) —
X (. Wéweczas istnieje rozmaitos¢ toryczna X (=Y oraz odwzorowania surjek-
tywne i wtasciwe Geont : X (Z) — X (Z") oraz pgn : X (") — X (), takie ze

1. ¢ = pfin° Pcont,

2. (cont ma spéjne witokna,
3. ¢an indukuje morfizm toryczny skoriczony.

Dowéd. Niech N” = ¢(N) <« N’, natomiast X" = ¥/, tylko rozpatrywane z kra-
tg N”. Homomorfizm ¢ indukuje wéwczas morfizm wachlarzy ¢con¢ : (N, Z) —
(N",Z'"), ktére ma spo6jne widkna na mocy lematu 5.2. Natomiast zanurzenie
N" — N indukuje morfizm ¢g, : (N”,Z") — (N', Z), ktory jest skoriczony na mo-
cy stwierdzenia 4.1. O

Udowodnimy na koniec, Ze rozklad ten jest jednoznaczny.

Lemat 5.4. Niech ¢ : (N,X) — (N',X') bedzie takim morfizmem wachlarzy, ze
odpowiadajace mu odwzorowanie ¢, : X(X) — X(Z') jest surjektywne, wtasci-
we i ma spéjne wtokna (korzystaé¢ bedziemy ze spéjnosci w topologii Zariskiego).
Woéwczas ¢ : N — N’ jest epimorfizmem.

Dowdd. Zastosujmy do ¢ teze stwierdzenia 5.3. Dla dowolnego x € X(X') ma-
my skoficzony zbi6r A = ¢zl (p) = {p1,..., pr}. Wowezas ¢~ (p) = UK | oy (xp)
daje rozktad wt6kna na k rozlacznych zbioréw domknietych. Zatem k = 1, czyli
¢z, jest bijekcja. W szczeg6lnosci jest bijekcja na torusach, czyli ¢, na kratach
jestizomorfizmem. Stad ¢ = ¢pcont, co koriczy dowdd. O

Mozemy teraz podac ostateczng wersje twierdzenia o faktoryzacji Steina mor-
fizmoéw torycznych.

Stwierdzenie 5.5. Rozkiad, o jakim mowi stwierdzenie 5.3, jest jedyny.

Dowéd. Niech rozmaito$¢ X(N”,X") i odwzorowania ¢gn, Ppeont Spelniaja nasze
wymagania. Na mocy uwagi po stwierdzeniu 4.1 mozemy zatozy¢, ze N” <t N’,
3" =3 i gy, jest naturalnym zanurzeniem N” — N’. Na mocy lematu 5.4 ¢con;
N — N" jest epimorfizmem, wigc musimy mie¢ N” = ¢p(N). O
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