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Equation des ondes énergie-critique

{8ttu(t,x) = Agu(t,x) + |u(t, )| "2 u(t,x),  (t,x) € R x RV,
(u(to, x), Oru(to, x)) = (uo(x), i (x)) € H* x L.
Notation : f(u) := |u|N 2u, F(u) == [, f(u)du= u|N

ug := (ug, o), € := Hl(R’V) X L2(R"’).
Fonctionnelle de I'énergie associée au probleme :

1. 1
E(UO):/2|U0|2+2|VU0|2—F(Uo)dX.

id 0
I'équation de maniére suivante :

{ Oru(t) = Jo DE(u(t)),

U(to) =uy € €£.

. I . :
Soit J := <_0 d> (structure symplectique de £). On peut réécrire

(NLW)
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Commentaires

o (Caractére bien posé dans &) [Ginibre-Soffer-Velo, Shatah-Struwe "90]
Yug €&, Fue C((T-, T4);E), T_<t< Ty

(systéme dynamique dans I'espace & ; réversible ; énergie conservée).
o (Changement d’échelle) Soit A > 0. Pour v = (v, V) € £ on note

On a |valle = ||v]le et E(vy) = E(v). De plus, si u(t) est solution de
(NLW), alors w(t) := u(*5%), aussi (caractére énergie-critique).

o (Explosion) Il est possible que lim;_, 1, ||u(t)||¢ = 400 (explosion de
type 1). Il se peut aussi que u(t) quitte en temps fini tout compact

de &, ||u(t)||¢ restant bornée (explosion de type Il ou géométrique).
o Par la suite on se restreint aux solutions radiales (a symétrie
sphérique).
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Etat fondamental W

=
)) T W= (W,0) €&

@ La fonction W achéve la constante optimale dans |'inégalité de
Sobolev critique,

@ Col de montage pour I'énergie potentielle

Eo(UO) = f %‘VU0|2 - F(Uo)dx,

L'ensemble des états stationnaires radiaux S := {W,},
S est un sous-ensemble non-compact de &,

Tous les éléements de S ont la méme énergie,

Les solutions dans la cuvette ont le comportement asymptotiquement
linéaire (difficile!),

@ On s'intéresse aux solutions de (NLW) qui restent proche de S.
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Profil de I'explosion et profil asymptotique
Théoréme

Soit u(t) une solution radiale de (NLW) qui explose en t = T, < 400 et
telle que

Vt, inf t)— W <
o nf [lu(t) = Wile <

(ot 7 > 0 est une petite constante universelle). Alors il existe uj € £ et
A € C([to, T+),(0,400)) tels que

lim [lu(t) — W) — uglle =0, lim (T4 —£) 7" A(t) =0
t— T4

t— T4+

[Duyckaerts, Kenig et Merle], [Cote, Kenig, Lawrie, Schlag]
@ Des exemples de telles solutions ont été construits auparavant par
[Krieger, Schlag et Tataru, Inventiones’08, Duke'09].
@ Le théoréme donne une forme de stabilité asymptotique orbitale.

e On dit que W est le profil (universel) de I'explosion. On appelle uj
le profil asymptotique.
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Explosion de type Il — existence

Théoreme 1 (J. '15)
Soit N = 5. Soit ug = (ug, ig) régulier et uz(0) > 0. Alors il existe une
solution u(t) de (NLW) et une fonction continue \(t) ~ t* telles que

lim [lu(£) — W) — ujle = 0. (1)

t—0+

e Sion prend uf(x) := |x\VT73 et ig(x) := 0, la méme méthode donne
une solution u(t) vérifiant (1) avec \(t) ~ t¥*1,

@ On n’obtient aucune information concernant la régularité de u(t)
autre que u(t) € £. En réalité on s'attend a ce que les solutions C*°
admettent seulement une suite discréte de vitesses d'explosion
possibles (c’est ce qu'on appelle explosion stable).
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Explosion de type Il — propriétés

Théoreme 2 (J. '15)

Soit N = 5. Soit u(t) une solution de (NLW) et A(t) une fonction continue
vérifiant

lim Jlu(e) ~ Wi — uls = 0. (2)
Supposons en plus que uy est régulier. Alors

5(0) = 0,

At) S 4

On peut montrer (et c’est bien connu) que 0 € supp(ug),

Il serait intéressant d’enlever I'hypothése de régularité du profil
asymptotique (on obtiendrait d’autres vitesses de concentration — plus
proches du taux auto-similaire).
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Merci de votre attention.

Jacek Jendrej
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