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Soient A ⊆ Fn
q et B ⊆ Fm

q deux codes linéaires définis sur le même alphabet Fq. On note A⊕B
le code :

A⊕B = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}
où (a, b) représente la concaténation (ou juxtaposition) des vecteurs a et b .

Question 1.– Quelle est la longueur de A⊕B, en fonction de celles de A et B ?

Question 2.– Quelle est la dimension de A⊕B, en fonction de celles de A et B ?

Question 3.– Quelle est la distance minimale de A⊕B, en fonction de celles de A et B ?

Question 4.– Déterminer une matrice génératrice de A⊕B en fonction de matrices génératrices
(quelconques) de A et B.

Question 5.– Exprimer (A⊕B)⊥ en fonction de A⊥ et B⊥.

Question 6.– On note mA := A⊕ · · · ⊕ A︸ ︷︷ ︸
m fois

. À partir des questions précédentes, donner les

paramètres de mA en fonction de ceux de A.

Puis, répondre aux questions suivantes :

1. Si A est MDS, le code mA peut-il être MDS ? Si oui, sous quelle(s) condition(s) ?
2. Si A a pour paramètres fixes [n, k, d], quel est le comportement asymptotique des para-

mètres relatifs (R, δ) de la famille de codes mA lorsque m→ ∞ ?
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Pour a, b ∈ Fn
q , on note

a ? b := (a1b1, . . . , anbn) ∈ Fn
q

le produit terme à terme des vecteurs a et b, aussi appelé produit de Schur. On note a?2 := a ? a
le carré de Schur de a.

Si A,B ⊆ Fn
q sont deux codes linéaires de même alphabet et même longueur, on définit alors le

code produit de Schur :
A ? B := VectFq{a ? b | a ∈ A, b ∈ B} .
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De même, on définit le code carré de Schur A?2 = A ?A.

Question 1.– Si C ⊆ Fn
q est un code quelconque et R est le code de répétition de longueur n

sur Fq, que vaut C ?R ?

Question 2.– Soit C ⊆ Fn
q . Démontrer que C ? C⊥ est toujours inclus dans le code de parité de

longueur n sur Fq.

Question 3.– Soit C = A ? B où A,B ⊆ Fn
q .

1. Soit i ∈ {1, . . . , n}. Dans quel cas a-t-on ci = 0 pour tout c ∈ C ?
2. En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que C = {0}.

Question 4.– Soient A,B ⊆ Fn
q deux codes. On note a = dimA et b = dimB.

1. Démontrer que
dim(A ? B) ≤ min{ab, n} .

2. Démontrer que

dim(A?2) ≤ min
{

a(a + 1)
2

, n
}

.

Question 5.– Plus difficile : démontrer que dim(A ? B) ≥ min{n, dim(A) + dmin(B⊥)− 2}.

Question 6.– Soit C = GRSk(x, y) ⊆ Fn
q .

1. Reconnaître C?2 comme un code de Reed–Solomon.
2. Comparer la dimension de C?2 avec les bornes démontrées dans les questions précédentes.
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Soient U ,V ⊆ Fn

2 deux codes binaires. On définit le code « U ,U + V » comme

C = {(u, u + v) | u ∈ U , v ∈ V} ⊆ F2n
2

Question 1.– Quelle est la dimension de C ?

Question 2.– Donner une matrice génératrice de C en fonction de matrices génératrices GU ∈ F

et GV de U et V .

Question 3.– On s’intéresse à la distance minimale du code C.

1. Démontrer qu’il existe un mot de C de poids 2 dmin(U ).
2. Démontrer qu’il existe un mot de C de poids dmin(V).
3. Soit c = (u, u+ v) un mot non-nul de C. Démontrer que wt(c) ≥ min{2 dmin(U ), dmin(V)}.

On distinguera les cas selon si v est nul ou non-nul.
4. Conclure sur la distance minimale de C.

On s’intéresse au problème de décodage dans le code (U ,U + V). Soit y = y + e où c ∈ C et e ∈
est un mot de poids ≤ t = b(dmin(C)− 1)/2c.
Pour cela, on suppose que l’on peut décoder les codes U et V jusque leur rayon de décodage
unique.

Question 4.– Écrivons y = (y1, y2) et e = (e1, e2) où les mots yi, ei ont longueur n. Calculer
y1 + y2, puis démontrer que l’on peut retrouver e2 en résolvant un problème de décodage dans
le code V .
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Question 5.– Une fois avoir obtenu e2, en déduire comment retrouver e1.
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Dans cet exercice, on considère un corps fini Fq et son extension quadratique Fq2 . La courbe
hermitienne Hq est la courbe projective plane définie sur Fq2 par l’équation

Yq+1 + ZXq + ZqX = 0 .

On admet que le genre de la courbe Hq est g = q(q−1)
2 .

Points rationnels. On souhaite déterminer les points rationnels de Hq.

Question 1.– Combien de points à l’infini (Z = 0) la courbe Hq possède-t-elle ?

Question 2.– Combien de points de la forme P = [0 : y : z] la courbe Hq possède-t-elle ?

Question 3.– Soit α ∈ Fq.

1. Démontrer que si α 6= 0, alors l’équation yq+1 = α admet exactement q + 1 solutions dans
Fq2 .

2. Démontrer que l’équation xq + x = α admet exactement q solutions dans Fq2 .

Question 4.– Déduire des questions précédentes que Hq possède exactement q3 + 1 points sur
Fq2 .

Valuation et espace de Riemann–Roch.

Question 5.– Démontrer la courbe Hq est lisse, c’est-à-dire que la tangente en tout point de Hq
est bien définie.

Question 6.– Soit P∞ = [1 : 0 : 0]. Calculer la tangente à Hq en P∞. En déduire une uniformai-
sante.

Question 7.– Soit x = X/Z et y = Y/Z. Démontrer que vP∞(x) = −(q + 1) et que vP∞(y) = −q.

Question 8.– On définit les deux fonctions rationnelles x := X/Z ∈ Fq2(Hq) et y := Y/Z ∈
Fq2(Hq). Démontrer que vP∞(x) = −(q + 1) et que vP∞(y) = −q.

Question 9.– Soit m > q(q− 1)− 2. En déduire la forme de l’espace de Riemann–Roch L(mP∞).

Code hermitien. Soit P = (P1, . . . , Pn) le vecteur constitué de la liste des points affines de Hq.
On définit le code hermitien Cm ⊆ Fn

q2 comme le code géométrique de points d’évaluation P et
de diviseur mP∞, autrement dit :

Cm := {( f (P1), . . . , f (Pn)) | f ∈ L(mP∞)} .

Question 10.– Déterminer les paramètres (longueur, dimension, distance minimale) de Cm en
fonction de q et m. On donnera une borne inférieure sur ces paramètres lorsque la valeur exacte
n’est pas connue.
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Soit A un code sur l’alphabet F2m , de paramètres [N, K, D]2m . Soit également B un code [n, m, d]2,
défini sur F2. On notera que la dimension sur F2 du code B est égale au degré d’extension du
corps de base de A.

On fixe également une application F2-linéaire et injective ψ : F2m → B.

La concaténation du code (externe) A par le code (interne) B est alors définie comme

A�B := {(ψ(a1), . . . ψ(aN)) | a ∈ A} ⊆ FNn
2 .

Question 1.– Donner la dimension de A�B en tant qu’espace vectoriel sur F2.

Question 2.– Démontrer que la distance minimale de A�B est ≥ Dd.

Question 3.– Donner un exemple de codes A et B pour lesquels A�B a distance minimale
exactement Dd.

Question 4.– Soit P ∈ Fk×n
2 la matrice de l’application linéaire ψ dans une certaine base de

F2m /F2. Notons que P est une matrice génératrice du code B. Étant donnée une matrice génétrice
G = (gi,j) ∈ FK×N

2m de A, déterminer une matrice génératrice de A�B.

Question 5.– Démontrer que la distance minimale de (A�B)⊥ est inférieure ou égale à la
distance minimale de B⊥.
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