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Exercice 1. Codes de Hamming sur F,.

Richard Hamming a introduit en 1950 I'un des premiers codes permettant de corriger de I'information. Ce
code binaire a pour matrice génératrice

1000110
G:0100101
0 01 00171
0001111

On peut noter que le code de Hamming a longueur 7, dimension 4 et distance minimale 3. Il permet de
corriger 1 erreur efficacement. Dans cet exercice, nous allons étudier une généralisation de ce code.

Soient P, ..., P, les points de I'espace projectif P"~!(IF,;) ot # > 2. On se fixe une représentation dans o

des coordonnées de ces points : si P; = [xg : ... : x,_1], alors on choisit l'unique représentant de P; tel
que x; = --- = xj_1 = 0 et x; = 1 pour un certain j € {0,...,r — 1}. Cette représentation est nommée
représentation standard du point P;.

On peut maintenant décrire le code de Hamming de la maniére suivante. On définit une matrice H € F;*"
telle que la i-eme colonne de H est constituée des coordonnées de P; dans le systeme de coordonnées
choisi :

H=|pPp P ... ... P

Le code de Hamming H4(r) C IF} est alors le code qui admet H pour matrice de parité. Autrement dit,
T
Hq(r) ={c€F; | Hc =0}.
Question 1.— Déterminer les matrices de parité H obtenues pour (q,7) = (2,4) et (g,7) = (3,3). Evidem-
ment, les matrices sont construites a permutation des colonnes pres.

Question 2.- Quelle est, en fonction de g et 7, la longueur n du code de Hamming #,(r) ? Quelle est sa
dimension ?

Question 3.—- En observant attentivement H, donner un mot de poids 3 de ,(r) pour tout g, r.
Question 4.- Existe-t-il des mots de H;(r) de poids 1 ou 2? Conclure sur la distance minimale du code

H4(r). Comparer cette distance minimale aux bornes vues en cours (Singleton, Hamming, Plotkin par
exemple).



Soit Ay(r) = ’Hq(r)J- - ]F’q1 le code orthogonal (ou code dual) au code de Hamming. Ce code a donc pour
matrice génératrice H.

Question 5.- Démontrer que A,(r) peut étre vu comme l’ensemble des vecteurs d’évaluation de toutes
les formes linéaires ¢ : IFj, — IF; , évaluées sur les représentants standards de tous les points Py, ..., P, de

P~ 1(IF,).

Question 6.- Déduire de la question précédente le poids de tout mot non-nul de A;(r), puis déterminer
les parametres (longueur, dimension et distance minimale) de A,(r).

Solutions de 1’Exercice 1.
Solution Q1. Pour (q,7) = (2,4), on a
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H*000111100001111
0110011001 10011
1 0101010101010 1

Pour (q,7) = (3,3),0on a
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Solution Q2. Onan = [P"(FF;)| = ’z;fll etk=n—r.

Solution Q3. La matrice H est constituée des colonnes

0 0 0
0 ’ 0 ’ 0
0 1 1
1 0 1

Si I’'on consideére que ces colonnes sont les premieres de H, alors le mot ¢ = (1,1, —1,0,...,0) € Hy(r).

Solution Q4. On remarque qu'un mot de poids 1 dans H,(r) signifie que I'une des colonnes de H est
nulle. C’est impossible car les colonnes sont des représentants de points de 1’espace projectifs. De méme,
avoir un mot de poids 2 dans H,(r) est équivalent a avoir deux colonnes linéairement dépendantes dans
H. C’est de nouveau impossible car les représentations de 2 points projectifs disctincts sont linéairement
indépendantes.

On a donc d = din(H4(r)) = 3.
— La borne de Singleton donne d <#n —k+1 =r+ 1. On a donc égalité pour r = 2, et un « défaut » de
r — 2 en général.
— La borne de Plotkin est inapplicable car d est trop petit.

— La borne de Hamming donne ¢* < #};71) Or, n(g —1) = q" — 1 donc les codes de Hamming

atteignent cette borne. On dit que ce sont des codes parfaits.

Solution Q5. Un mot du code A;(r) est une combinaison linéaire des lignes de H. Cette combinaison
linéaire s’écrit ¢ = (c1,...,cn) ol ¢; = Y; Aix;i(P;) et x;(P;) est la i-eme coordonnée de P;. Donc c est
I'évaluation de la forme linéaire }; A;x; sur les points P;.

Solution Q6. Une forme linéaire non-nulle s’annule sur un hyperplan. Donc le poids de ¢ € A4(r) \ {0}

_ r—1 =11 _
estn — |P"2(F,)| = qu — q%l =q2

Le code A;(r) a donc pour parametres [qqr%l,r, 772



Exercice 2. Hyperovale.

On considere la conique plane X d’équation Z* = XY dans le plan projectif IP>(F,), et I'on suppose que
la caractéristique de F; est égale a 2.

Question 1.- Décrire les points rationnels de la courbe X sur IF;. Combien y en a t-il?

Question 2.- Démontrer que les tangentes a X' se coupent en méme point O € P?(FF,) que I'on détermi-
nera. Ce point O appartient-il a X'(IF;) ?

On note Py, ..., P,_q les points de X'(IF;) et P, = O. Pour chaque point P; = [x; : y; : 2, on choisit comme
représentant standard dans ]Fg l'unique triplet de coordonnées ayant un 1 comme premier élément non nul.
Par exemple, si P = [0: w : w?] € P?(IF,) avec F;* = (w), alors le représentant canonique de P dans ]Fg est
(0,1, w).

On construit maintenant un code C C ]Fg par sa matrice génératrice G, dont les colonnes sont constituées
des coordonnées de la représentation canonique des points P;. Par exemple, le point [0 : 1 : 0] est I'unique
point a l'infini de X', donc la matrice G contiendra la colonne suivante :

0
0
1

Question 3.- Donner une matrice génératrice du code C pour g4 = 8.
Question 4.- Dans le cas général, quelle est la longueur # et la dimension k du code C?

Question 5.- En raisonnant comme dans I’Exercice 1, démontrer que le code C est MDS.

Remarque. Cette construction de code est particulierement exceptionnelle. En effet, depuis des dizaines
années il est conjecturé que, sauf quelques exceptions déja connues, tout code MDS a une longueur n <
q+ 1. Les exceptions sont pour les parametres de codes suivants : [,2,n — 1], pour tout n, [2° +2,3,2¢],,
ainsi que les duaux de ces codes.

Solutions de "’Exercice 2.

Solution Q1. Soit [x : y : z] € P?(FF,) une solution de xy = 2.

— Pour x = 0, on obtient un unique point projectif, c’est le point [0: 1 : 0].
— Si x =1, alors ’ensemble des solutions est :

{[1:2%:2], z € Fy}.
La conique & a donc g + 1 points sur IF; (cela se confirme par le fait que c’est une courbe de genre 0).

Solution Q2. Le polyndme qui définit la courbe X est F(X,Y,Z) = XY — Z2. En caractéristique 2, les
tangentes & X’ en un point P = [x : y : z] ont donc pour équation

2 (X = 3) + Sy 2) (Y — ) + S (5y,2)(Z - 2)

=y(X—x)+x(Y—y)+(—22) x (Z —2z)
=y(X—x) +x(Y —y)
=xY+yX=0.

Ces tangentes se coupent donc toutes en O = [0: 0 : 1]. Le point O n’appartient pas a X'

Solution Q3. Sil’on note w un générateur de Fy, alors la matrice génératrice est :

1 1 1 1 1 1 1 1 0 O
0 1 w? w* «® w w® «® 1 0
01 w w? «® w* & w® 0 1



Solution Q4. Le code C a pour longueur n = g + 2 et pour dimension 3.

Solution Q5. Un mot non-nul du code C correspond a l'évaluation d’une forme linéaire non-nulle sur
P={0,P,...,P, 1,P, =0} C ]PZ(IFq). Pour déterminer le poids des mots du code, on cherche donc le
nombre de points de P surlesquels les mots du code s’annulents.

Généralement, 1’ensemble des zéros d’une forme linéaire est un hyperplan projectif (ici, donc, une droite
projective de ]Pz(]Fq)). Montrons que toute droite projective D intersecte P en moins de 2 points :

— si D passe par O (g + 1 droites possibles), alors D est tangente a la conique, donc l'intersecte en 1
point,
— sinon, D coupe la conique en au plus 2 points.

Le nombre de zéros de la forme linéaire est donc au plus 2, par conséquent le poids d'un mot non-nul est
au moins n — 2. On a bien un code MDS [n,3,n — 2] avec n = q + 2.

Exercice 3. Algorithme de décodage de codes de Reed-Solomon.

Dans cet exercice, on étudie 'algorithme de Gao [1] qui permet de décoder les codes de Reed-Solomon
jusqu’au rayon de décodage unique.

On considere donc C = RS(x, k) C IFj le code de Reed-Solomon évalué sur les points x = (x1,...,x,) oit
les x; € [F; sont deux a deux distincts. On suppose que 7 et k sont pairs pour éviter la manipulation de
parties entiéres. La méthode de Gao pour décoder dans C est décrite dans I’Algorithme 2. Celui-ci prend
en entrée un mot transmis y € Iy, tel que y = ¢+ e, oli ¢ est un mot de C et e est une erreur de poids

wt(e) <t := "T*k Le but de 'exercice est de démontrer que l'algorithme retourne le message associé a c,
c’est-a-dire les coefficients du polynome C € IF;[X] . tel que ¢; = C(x;) pour touti =1,...,n.

Dans tout l’exercice, on note Y (X) le polynome interpolateur des points (x;,y;), c’est-a-dire le polynome
Y(X) € Fy[X] de plus petit degré tel que y; = Y(x;). On note également C(X) € F;[X] le polynome
interpolateur des (x;,¢;). Enfin, on note A(X) = (X —x1)... (X —x,) et E(X) = (X —x;,) ... (X — xj,) ol
{j1, -+, jw} sont les indices des erreurs présentes dans e. Autrement dit E(x;) = 0 si et seulement si ¢; # 0.

L’algorithme de Gao (Algorithme 2) utilise une variante tronquée de 1’algorithme d’Euclide étendu, décrite
dans I’Algorithme 1.

Algorithme 1 : Algorithme d’Euclide tronqué, aussi noté partial_xgcd

Entrée : deux polyndmes A, B € F;[X] tels que deg A = n et degB < n —1, et un entiers <n —1
Sortie : trois polynomes R, U, V € IF,[X] tels que UA + BV = R et degR < s

1 Initialiser Rg = A, Ry =B, Uy=1,U; =0,V =0et V; =1

2 Tant que deg Ry > s faire

3 Calculer le quotient Q de la division euclidienne de R par R;.

4 Mettre a jour (Ro,Ry) < (R1,Ro — QRy).

5 Mettre a jour (Up, Uy ) < (Uy, Uy — QU).

6 Mettre a jour (Vp, V1) < (V4, Vo — QVy).

7 Retourner R=R, U=Uj etV = V.

Question 1.— Donner des bornes (ou la valeur exacte lorsque c’est possible) sur les degrés des polynomes
A(X), C(X), E(X) et Y(X).

Question 2.- Démontrer que Y(X)E(X) = C(X)E(X) mod A(X). En déduire qu’il existe un couple de
polynoémes (N, E) € [F;[X] tel que
Y(X)E(X) = N(X) mod A(X), degE <™k, degN <k-—1+ 15, 1)

Question 3.- Démontrer que si (N, E) et (N’, E’) sont deux couples de solutions de (1), alors on a
N N

= = & = C(X).



Algorithme 2 : Algorithme de Gao [1] pour le décodage des codes de Reed-Solomon

Entrée : un mot y € Fj tel quey = c+e, c € C et wi(e) < nk
Sortie : le message m initial

1 Calculer A(X) = (X —x1)(X —x2) -+ (X — xp).

2 Calculer Y(X) le polynéme interpolateur des points {(x;, y;) }1<i<n-

3 Calculer s = (k+mn)/2.

4 Effectuer (R,U,V) < partial_xgcd(A4,Y,s).

5 Calculer C(X) = %

6 Retourner les coefficients de C.

Note. L'équation (1) est parfois appelée « équation-clé » pour le décodage. Observons qu’on peut I’exprimer
comme un systéme d’équations linéaires a (deg N + 1) +degE < n — 1 inconnues (le polyndme E est
unitaire) et n équations. On peut résoudre ce systéme par une élimination Gaussienne en temps O(n?).
Dans cet exercice, on va chercher a résoudre I'équation-clé par des divisions euclidiennes de polynémes.

Question 4.— Dans l'algorithme d’Euclide étendu, on a U;A + V;B = R; a chaque étape de l'algorithme.
Démontrer la relation suivante sur les degrés de certains de ces polyndmes :

degV; +degR;_1 =degA.

Question 5~ Démontrer que pour s = "TH‘, le triplet de sortie (R,U,V) de la procédure

partial_xgcd(A4,Y,s) est tel que (N = R, E = V) vérifie 'équation (1).

Question 6.— Conclure sur la correction de 1’algorithme et donner une borne sur sa complexité en fonction
de n.

Solutions de ’Exercice 3.
Solution Q1. OnadegA =n,degC <k—1,degE < ”T_k etdegY <n—1

Solution Q2. On observe que ¢;E(x;) = 0 pour tout i € {1,...,n}. Donc, y;E(x;) =
c;E(x;). Autrement dit, Y(x;)E(x;) = C(x;)E(x;) ce qui se transcrit comme Y (X)E
mod A(X). En posant N = CE, on a le résultat escompté.

Solution Q3. Si (N, E) et (N',E’) sont des solutions, alors on pose F = NE' — N'E.Ona F = YE'E —
YEE' = 0 mod A. De plus, degF = (k—1+degn —k2) + 55 < n—1et degA = n donc F = 0. Ainsi,
B = %/ = C car le couple (CE, E) est un solution particuliére.

Solution Q4. Par définition on a Rj11 = Rj—1 — Q;R; avec degR;;1 < degR;. Ceci implique que
degR;_1 = deg Q;R; = deg Q; + degR;.

D’autre part, Vi1 = Vi_1 — Q;V; et degQ; > 0. Par conséquent, deg V; 1 est strictement croissante et
degViy1 = deg Q;V; = deg Q; + deg V..

On en déduit que deg V; 1 + deg R; = deg V; + deg R;_1, puis par induction, deg V; + deg R;_1 = deg V; +
deg Ry = deg A.

Solution Q5.

En sortie de partial_xgcd(A,Y,s), on obtient R;, U;, V; tels que R; = AU; + YV;. En posant E = V; et
N =R;,onadonc YE =N mod A. Il reste a vérifier les constraintes sur les degrés.

La condition d’arrét de la boucle du pged tronqué est deg R; < s. On a donc deg R;_; > s. Puis,

n—2|—k_ :k—l—l—ngk et degVi:degA—degRi,lgn—s:nT_k.

degN =degR; <s—1=

Solution Q6. L’algorithme termine en calculant & = ¥ = C d’aprés la Question 3.

6]
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