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Exercice 1. Algorithme de décodage de codes de Reed-Solomon.

Dans cet exercice, on étudie 'algorithme de Gao [1] qui permet de décoder les codes de Reed-Solomon
jusqu’au rayon de décodage unique.

On consideére donc C = RS(x, k) C FFj le code de Reed-Solomon évalué sur les points x = (x1,...,x,) oit
les x; € [F; sont deux a deux distincts. On suppose que 7 et k sont pairs pour éviter la manipulation de
parties entieres. La méthode de Gao pour décoder dans C est décrite dans I’Algorithme 2. Celui-ci prend
en entrée un mot transmis y € IFj, tel que y = c + ¢, ol ¢ est un mot de C et e est une erreur de poids

wt(e) <t := ”T_k Le but de 'exercice est de démontrer que l'algorithme retourne le message associé a c,
c’est-a-dire les coefficients du polynéme C € F;[X] . tel que ¢; = C(x;) pour touti =1,...,n.

Dans tout I’exercice, on note Y(X) le polynome interpolateur des points (x;,y;), c’est-a-dire le polynéme
Y(X) € Fy[X] de plus petit degré tel que y; = Y(x;). On note également C(X) € IF;[X] le polynome
interpolateur des (x;, c;). Enfin, on note A(X) = (X —x1)...(X —x,) et E(X) = (X —x;,) ... (X — xj,) o1
{j1,- -+, jw} sont les indices des erreurs présentes dans e. Autrement dit E(x;) = 0 si et seulement si ¢; # 0.

L'algorithme de Gao (Algorithme 2) utilise une variante tronquée de l’algorithme d’Euclide étendu, décrite
dans I’Algorithme 1.

Algorithme 1 : Algorithme d’Euclide tronqué, aussi noté partial_xgcd

Entrée : deux polyndmes A, B € F;[X] tels que deg A = netdegB <n —1, etunentiers <n—1
Sortie : trois polynomes R, U, V € F;[X] tels que UA + BV = Ret degR <s
Initialiser Ry = A, Ri =B, Uy=1,U; =0,V =0et V; = 1.
Tant que deg Ry > s faire
Calculer le quotient Q de la division euclidienne de Ry par R;.
Mettre a jour (Ro, Ry) < (R1,Rop — QRy).
Mettre a jour (Up, Uy) < (Uy, Uy — QUy).
Mettre a jour (Vp, V1) < (Vq, Vo — QVy).

7 Retourner R=R, U=U; etV = V.
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Algorithme 2 : Algorithme de Gao [1] pour le décodage des codes de Reed-Solomon

Entrée : unmot y € Fj tel quey = c+e, c € C et wi(e) < ”T*k
Sortie : le message m initial

1 Calculer A(X) = (X —x1)(X —x2) -+ - (X — xp).

2 Calculer Y(X) le polyndme interpolateur des points {(x;, ¥;) b1<i<n-

3 Calculer s = (k+n)/2.

4 Effectuer (R, U, V) < partial_xgcd(A4,Y,s).

5 Calculer C(X) = %

6 Retourner les coefficients de C.




Question 1.— Donner des bornes (ou la valeur exacte lorsque c’est possible) sur les degrés des polynomes
A(X), C(X), E(X) et Y(X).

Question 2.- Démontrer que Y(X)E(X) = C(X)E(X) mod A(X). En déduire qu’il existe un couple de
polynémes (N, E) € FF;[X] tel que

Y(X)E(X) = N(X) mod A(X), degE < 7k, degN <k-—1+ 2%, (1)

Question 3.- Démontrer que si (N, E) et (N, E') sont deux couples de solutions de (1), alors on a

N N

Note. L'équation (1) est parfois appelée « équation-clé » pour le décodage. Observons qu’on peut I’exprimer
comme un systéme d’équations linéaires a (deg N + 1) +degE < n — 1 inconnues (le polyndme E est
unitaire) et n équations. On peut résoudre ce systéme par une élimination Gaussienne en temps O(n?).
Dans cet exercice, on va chercher a résoudre I'équation-clé par des divisions euclidiennes de polyndmes.

Question 4.— Dans l'algorithme d’Euclide étendu, on a U;A + V;B = R; a chaque étape de 1’algorithme.
Démontrer la relation suivante sur les degrés de certains de ces polyndmes :

degV; +degR;_1 =degA.

Question 5—- Démontrer que pour s = "T*'k, le triplet de sortie (R,U,V) de la procédure

partial_xgcd(A,Y,s) est tel que (N = R, E = V) vérifie 'équation (1).

Question 6.— Conclure sur la correction de I'algorithme et donner une borne sur sa complexité en fonction
de n.
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