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Retrouvez le sujet du TD et d’autres exercices a 1’adresse :

www.math.univ-paris13.fr/~lavauzelle/teaching/2022-23/algorithmes-arithmetiques.html

(%) exercice fondamental (%*) pour s’entrainer (*x%) pour aller plus loin L sur machine

Exercice 1. (x) Irréductibilité et algébre de Berlekamp.

Cet exercice est extrait de Introduction to finite fields and applications, Lidl & Niederreiter.

Soit IF; un corps fini et £ un nombre premier divisant 4 — 1. Soit également a € [F;. On souhaite montrer, a I'aide
de I'algebre de Berlekamp associée a P(X) = X! — a, que I'on a

X! — 4 est irréductible dans F;[X] <= ala-1/¢ #£1.

Question 1.— Soit 0 < i < /. Calculer X7 mod (X! —a).

Question 2.— En déduire que 'algebre de Berlekamp peut étre décrite comme

-1 ‘
B =ker¢ = { Y biX' | bi(a’~V/ 1) = 0}.
i=0

Question 3.~ A l'aide des questions précédentes, démontrer le résultat souhaité.

Solutions de I’Exercice 1.
Solution Q1. On a:

i

X = xi@-Vxi = (x0)ia-D/txi = gil-D/lxi = (N*W‘X) mod (X! - a).

Solution Q2. Rappelons que 'algebre de Berlekamp 5 est le noyau de ¢ : B — B7 — B dans IFq[X] / (Xf — a). Pour
Be IFLI[X]/(X( —a), on calcule BY mod (X’ —a) :

d , d , d . ,
BT = (ZbiX’)q =Y bIX =Y b5;a' VX" mod (X' —a).
i=0 i=0 i=0
Donc ]
Beker¢ — BI—B=0 mod (X' —a) — Zbi(a"(qfl)/é ~1)X'=0 mod (X' —a).
i=0

Comme (1,..., X’ 1) est une base de IF;[X]/ (X" — a), on obtient

Bekerp < Vie{0,...,0—1}, b0 D/ —1) =0.
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Solution Q3. On a vu dans le cours I"équivalence

X' — g irréductible algebre de Berlekamp B = I,
D’apres Q2., B = { Zf;& biX | bj(al@ /1) = 0}, donc
X! — airréductible <= Vie {1,...,0—1},a 0"/ _1 40,
Remarquons enfin que, pouri € {1,...,¢ —1} fixé, on a

a0 D/0 L] e g1/ £,

car l'ordre de a9=1)/¢ doit étre un diviseur de ¢, qui est premier. Ceci conclut la preuve.

Exercice 2. (x) Polynéme irréductible sur les entiers, mais qui se factorise mod p.

On considere le polyndome F(X) = X* + 1. Notre but est de démontrer que F(X) est irréductible dans I'anneau des
polynoémes a coefficients entiers, mais n’est dans aucun des anneaux IF,[X].

Question 1.- Démontrer que f est irréductible dans Q[X], puis dans Z[X].

Question 2.- Factoriser F(X) dans F,[X].

Soit p un premier impair.

Question 3.— Démontrer qu’il existe un élément « d’ordre 8 dans le groupe multiplicatif IF ;2. En déduire que X —

divise F(X) dans I [X].

Question 4.—- En raisonnant avec le conjugué de &, démontrer que F(X) admet une factorisation non-triviale dans
F,[X].
p

Solutions de ’Exercice 2.

Solution Q1. Pour toutx € Q,ona x*+1 > 1 > 0donc F(X) n’admet pas de racine dans Q. Si F(X) est factorisable,
alors c’est nécessairement comme produit de deux polyndmes de degré 2. Notons les Py (X) = X2 + a1 X + by et
Py (X) = X? +asX + by. Alors

F(X) =P (X)Pz(X) = Xx* + (Ell + az)X3 + (a1a2 + by + bz)Xz + (b1{12 + bgal)X + byby (1)

D’apres le lemme de Gauss, comme F(X) est primitif et a coefficients dans Z, sil est factorisable sur Q, alors il I'est
également sur Z. L'expression (1) implique alors que b1, = 1 dans les entiers relatifs, on a :

a1 +a, =0

aay +b1+bp, =0
biay + bra; =0
bbby, =1

Par conséquent, (by,bp) € {(—1,—1),(1,1)} puis a1a, € {—2,2}. On a donc nécessairement |a1| # |az| ('un vaut 1,
l'autre vaut 2), ce qui est contradictoire avec a; + a; = 0.

Solution Q2. Sur Fp,ona X*+1 = (X+1)%

Solution Q3. Lorsque p = 2k + 1 est impair, I'entier p? — 1 = 4k + 4k = 4k(k + 1) est divisible par 8 (car k ou k + 1
est pair). Par conséquent, si w est un générateur de IFI:Z de cardinal p? — 1, alors a = w(P*~1)/8 est d’ordre 8 dans ce
groupe.

On observe alors que a* = —1 (a* est une racine carrée de 1, qui ne peut pas étre 1 sinon a aurait un ordre < 4),
donc F(«) = 0. C’est équivalent au fait que X — a divise F(X).



Solution Q4. Notons « le conjugé de « dans ]sz, c’est-a-dire @ = aP. Alors, on sait que X — & divise également
F(X), donc
P(X)=(X—a")(X—a) =X*— (a +a) X+ o/'!
——— N~~~
Tr(a)€F, N(a)€F,

est un polyndme a coefficients dans F, qui divise X* + 1.




