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ABSTRACT. Le présent document est un résumé du cours d’Algébre 2 : Introduction a l’algebre
linéaire de Christian Ausoni a 'Institut Galilée — L1 Informatique, Mathématiques et double
licence pendant le second semestre de l’année scolaire 2025-26. Le but est de présenter les
principales définitions, lemmes, propositions, théorémes et exemples du cours. Il est destiné a
servir de fiche de révision pour la préparation a l’examen.
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Exercice de synthése 9

Dans tout ce qui suit, K désigne un corps commutatif (le plus souvent Q, R ou C).

1. LE CORPS DES NOMBRES COMPLEXES

1.1. Généralités sur les corps.
Définition 1.1 (Groupe). Soit G un ensemble et * : G x G — G une opération binaire. On dit
que (G, *) est un groupe si :
(a) = est associative : Vx,y,z2 € G, (z*y)*xz=a* (Y*2);
(b) * admet un élément neutre : Je € G,Vx € G, exx=x =z *e;
(c) tout élément admet un inverse : Vo € G,y € G, xxy =e =y * .
Le groupe est dit abélien ou commutatif si de plus x est commutative.

Définition 1.2 (Anneau commutatif). Un ensemble (A, +, ) muni de deux opérations binaires
est un anneau commutatif si :
(a) (A,+) est un groupe abélien (neutre 0) ;
(b) la multiplication est associative et commutative ;
(¢) la multiplication est distributive sur I’addition ;
(d) la multiplication admet un élément neutre 1 € A.

Définition 1.3 (Corps commutatif). Un anneau commutatif (A4, +,-) est un corps commutatif
si 0 # 1 et si tout élément non nul est inversible pour la multiplication.

Définition 1.4 (Sous-corps). Soit (L,+,-) un corps et K C L. On dit que K est un sous-corps
de L si:

(a) Va,be K, a+beKeta-be K ;
(b) sia € K alors —a € K, etsia#0alorsa ! € K ;
(¢c) 1€ K.

Définition 1.5 (Homomorphisme de corps). Une application f : K — L entre deux corps est
un homomorphisme de corps si :

(a) Va,be K, f(a+0b) = f(a)+ f(b) ;

(b) Va,b € K, f(a-b) = f(a)- f(b);

(¢) f(lx) =1z.
Un isomorphisme de corps est un homomorphisme bijectif ; un automorphisme est un isomor-
phisme K — K.

Lemme 1.6. Tout homomorphisme de corps f : K — L est injectif, et f(K) est un sous-corps
de L.

1.2. Construction et propriétés de C.
Définition 1.7. On munit R x R des opérations :
(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d), (a,b)-(c,d) = (ac—bd, ad+ bc).

Théoréme 1.8. (R X R, +, ) est un corps commutatif, de zéro (0,0) et d’unité (1,0). L’opposé
de (a,b) est (—a,—b), et si (a,b) # (0,0), son inverse est

(a,b)7" = (ﬁ —ﬁ)-

De plus f : R — R xR, v+ (r,0) est un homomorphisme de corps, et (0,1)? = —(1,0).
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Définition 1.9. Le corps (R x R, +,-) est appelé corps des nombres complezes et noté C. On
pose 1c = (1,0) et i = (0,1), si bien que i> = —1 et tout z € C s’écrit de fagon unique
z=a+bi, a,beR,
appelée forme algébrique ou forme cartésienne de z.
Définition 1.10 (Partie réelle et imaginaire). Pour z = a + bi € C, on appelle partie réelle de
z le réel re(2) := a, et partie imaginaire le réel im(z) := b.
Lemme 1.11. Tout nombre réel a # 0 posséde exactement deux racines carrées dans C :
o JVaet—+/asia>0;
o /—ai et —/—ai sta <0.
Définition 1.12 (Conjugaison). On appelle conjugaison I'application ¢ : C — C, a+bi — a—bi.
On note z = ¢(z2).
Théoréme 1.13. La conjugaison ¢ : C — C est un automorphisme de C. De plus :
(a) coc=idc (involution) ;
(b)) zeR <= Z=12z;
(c) z+Z=2re(z) et z —Z = 2im(z) 1.
Définition 1.14 (Module). Pour z = a+bi € C, on définit le module de z par |z| := vVa? + 1% €
R.

Proposition 1.15 (Propriétés du module). Pour tous w,z € C :
(a) |2|* = 2z, donc |z| = V2% ;
(b) 2] =0 <= z2=0;
(c) [re(z) < |2, [im(2)] < |2, [2] = 2] 5
(d) |lwz| = [w|lz| et |27 = [2]7F ;
(e) |w+ z| <|w|+ |z| (inégalité triangulaire) ;
(f) ‘|w| — |2|| < |w = z| (inégalité triangulaire inverse).
1.3. Exponentielle complexe et forme trigonométrique.

Lemme 1.16. Pour tout z € C, la série ) %7: converge absolument dans C. On note
)
z
zZ . ~
c=y
n=0
Proposition 1.17 (Propriétés de exponentielle complexe). Pour tous w,z € C et z € R :
(U,) ew+z = eV . e ;
(b) € =e* ;
(¢) expe(r) = expg(z) ;
(d) e = cos(z) +isin(x)  (formule d’Euler).

Corollaire 1.18 (Formules d’addition). Pour tous x,y € R :
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y),
sin(x + y) = cos(z) sin(y) + sin(z) cos(y).

Corollaire 1.19. Pour z =a+bi € C : "™ = e?(cos(b) + isin(b)).

Définition 1.20 (Sous-groupe). Soit (G,*) un groupe d’élément neutre e. Un sous-ensemble
H C G est un sous-groupe si :

(a) Ve,y€ H, zxy € H ;
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(b) Vx e H, z71 € H ;
(c) e€ H.

Proposition 1.21 (Le cercle unité). U(1) := {z € C : |z| = 1} est un sous-groupe de (C*,-).
Linverse de z € U(1) est 2= =Z. On Uappelle le groupe unitaire ou cercle unité.

Proposition 1.22. L’application R — U(1), x — €'® est un homomorphisme surjectif du groupe
additif (R,+) sur U(1), périodique de période 27 :

e =e «—= Ik el x—y=2rk.
Corollaire 1.23 (Formule de Moivre). Pour tous x € R et n € N :
cos(nz) + isin(nz) = (cos(z) + isin(z))".

Définition 1.24 (Argument et forme trigonométrique). Pour z € C\ {0}, il existe &« € R
avec é = ¢'®. On appelle argument de z la classe [a] € R/27Z, notée arg(z). Le couple

(|z],arg(2)) constitue les coordonnées polaires de z, et z = |z| e!® = |z|(cos(a) + isin(a)) est la
forme trigonométrique de z.

Proposition 1.25 (Calculs en forme trigonométrique). Si w = re'®, z = se’® et n € N, alors

w-z= (rs)ei(a-&-ﬁ)’ = S—le—zﬁ, % _ gez(a—,ﬁ’)7 w" = peine

1.4. Racines et équations du second degré.

Corollaire 1.26 (Racines n-émes). Soit z = re'® # 0 et n > 2. Alors z posséde exactement n
racines n-émes dans C, données par

o427k

r-e'"n o 0<k<n—1

n

W =

Théoréme 1.27 (Equation du second degré complexe). Soit az? + bz + ¢ = 0 avec a,b,c € C,
a#0, et A=0b>—4dac.
e Si A =0 : unique solution z = ;—f

o Si A0 : notons u, —u les deuz racines carrées de A. Les solutions sont % et =b=u.

2a
Définition 1.28 (Racines de 'unité). Pour n > 1, on pose p, := {z € C: 2™ = 1}, appelés
racines n-émes de ['unité.

Proposition 1.29. u,, C U(1) est un sous-groupe fini de cardinal n. En posant ¢, := € 25 on

ap,={C*:0<k<n—1}.
2. ESPACES VECTORIELS ET APPLICATIONS LINEAIRES
2.1. Structure d’espace vectoriel.

Définition 2.1 (Action d’un corps). Soit (G,*) un groupe commutatif et K un corps. Une
action de K sur G est une application K x G — G, (A, z) — X - z, vérifiant pour tous \, u € K
et z,y e G:

Définition 2.2 (K-espace vectoriel). Un K-espace vectoriel est un groupe abélien (E, +) muni
d’une action de K. Les éléments de F sont appelés vecteurs, ceux de K des scalaires.
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Lemme 2.3. Soit ' un K-espace vectoriel. Pour tous A € K etx € F :
(a) A\-x =0 <= (A=0ouz=0g);
() (1) -z =—=x.

Définition 2.4 (Espace K™). Pour n > 1, on munit K™ des opérations composante par com-
posante :

() + (5)5 = (5 +y5)s A~ (25); = (M)

Proposition 2.5. Pour tout n > 1, K™ est un K-espace vectoriel.

Définition 2.6 (Espace des fonctions). Soit X un ensemble. On définit sur F(X, K) :
(f +9)(@) = f(x) +g(x),  (Af)(x) = Af(2).

Proposition 2.7. F(X, K) est un K-espace vectoriel, de zéro 'application nulle.

2.2. Sous-espaces vectoriels.

Définition 2.8 (Sous-espace vectoriel). Soit E un K-espace vectoriel et F' C E. On dit que F'
est un sous-espace vectoriel de E si :

(a) 0e F;
(b) Ve,ye F, c+y € F
(¢c) VAe KNz e F, A-x e F.

Proposition 2.9. Si F' est un sous-espace vectoriel de E, alors F' muni des opérations restreintes
est lui-méme un K-espace vectoriel.

Lemme 2.10. Si F' C E sous-espace et G C F, alors G est sous-espace de F ssi G est sous-
espace de E.

Définition 2.11 (Support). Pour f : X — K, le support de f est Supp(f) = {z € X : f(x) # 0}.
On note Fgn (X, K) le sous-ensemble des applications a support fini.

Proposition 2.12. F5, (X, K) est un sous-espace vectoriel de F(X, K).
2.3. Combinaisons linéaires et sous-espace engendré.

Définition 2.13 (Combinaison linéaire et Vect). Soit F un K-espace vectoriel, S C E. Une
combinaison linéaire d’éléments de S est un vecteur de la forme

v=Mx1+ -+ Ax,, neN, x; €8 N\ €K.
Pour n = 0, on obtient la combinaison linéaire vide, qui vaut 0. On pose
Vect(S) = {v € E : v est combinaison linéaire d’éléments de S}.

Proposition 2.14. Soit E un K-espace vectoriel et S C E.

(a) Vect(S) est un sous-espace vectoriel de E.
(b) Si F C E est un sous-espace contenant S, alors Vect(S) C F.

Définition 2.15. Vect(S) est appelé le sous-espace vectoriel engendré par S.
2.4. Intersection, union et somme de sous-espaces.

Proposition 2.16. L’intersection d’une famille de sous-espaces vectoriels de E est un sous-
espace vectoriel de E.

Proposition 2.17. Vect(S) =y 5g 4.0 V ¢ c'est le plus petit sous-espace vectoriel contenant

S.
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Proposition 2.18 (Union de sous-espaces). F'UG est un sous-espace vectoriel ssi F C G ou
GCF.

Définition 2.19 (Somme de sous-espaces). F + G := Vect(F U G). Plus généralement, F} +
<o+ Fpi=Vect(Fy U---UF,).

Proposition 2.20. F+ G ={y+z:y € F, z € G}. Plus généralement, Fy + --- + F, =
{$1+"~+l’n:$iEFi}.

2.5. Applications linéaires.

Définition 2.21 (Application linéaire). f : E — F est K-linéaire si f(x +vy) = f(z) + f(y)
et f(Ax) = Af(x) pour tous z,y € E, A € K. On note L(E, F) l'ensemble des applications
K-linéaires E — F. Une application linéaire £ — FE est un endomorphisme.

Lemme 2.22 (Caractérisations). f est K-linéaire ssi f(Ax + py) = Af(z) + pf(y) pour tous
T,Y, A\, b, ssi [ préserve toute combinaison linéaire.

Proposition 2.23. L(E, F) est un K -espace vectoriel.

Proposition 2.24 (Composition). Si f € L(E,F) et g € L(F,G), alors go f € L(E,G). La
composition est bilinéaire.

2.6. Isomorphismes, noyau et image.
Proposition 2.25. Si f € L(E,F) est bijective, alors f~* € L(F, E).

Définition 2.26 (Isomorphisme). f : E — F linéaire bijective est un isomorphisme. Un iso-
morphisme E — F est un automorphisme.

Définition 2.27 (Image, noyau, pré-image). Pour f € L(E,F),VCE, W C F:

fV)y={f(z):x €V}, Im(f):=f(E), f'(W)={zeE:f(zx)eW}, Ke(f):=/f"({0}).

Proposition 2.28. f(V), Im(f) sont des sous-espaces de F ; f~Y(W), Ker(f) sont des sous-
espaces de E.

Théoréme 2.29 (Caractérisation par noyau et image). Pour f € L(E,F) :
(a) f surjective <= Im(f)=F ;
(b) f injective <= Ker(f) = {0}.

2.7. Algébre des endomorphismes.

Définition 2.30 (K-algebre). Une K -algebre est un K-espace vectoriel A muni d’un produit ¢
associatif, bilinéaire, avec élément neutre 1.

Théoréme 2.31. Pour tout K-espace vectoriel E, L(E) := L(E, E) muni de la composition est
une K-algébre, d’unité idg.

Corollaire 2.32. GL(E) := {f € L(E) : f inversible} est un groupe pour la composition, appelé
groupe linéaire général.

3. SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES
3.1. Caractérisation des applications linéaires K™ — KP.

Lemme 3.1. f € F(K™, K) est K-linéaire ssi il existe ay, ..., a, € K uniques avec f(x1,...,T,) =
doajzi. Onaaj = f(e;).
Corollaire 3.2. f: K" — KP? est K -linéaire ssi il existe une unique famille (a;;) avec f(x1,...,xx)

(Zj aijmj)i-
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3.2. Equations et systémes linéaires.

Définition 3.3 (Systéme linéaire). Un systeme linéaire & p équations et n inconnues est une
famille S = (E;) d’équations Zj a;;jx; = b;. Le systéme homogéne associé Sy s'obtient en
remplagant b par 0. Sol(S) = [ Sol(E;) ; S est compatible si Sol(S) # @.

Définition 3.4 (Application linéaire associ¢e). f: K" — KP, (z;) = (3_; aijzj);-
Proposition 3.5. Sol(S) = f~*({b}). 9i S homogéne : Sol(S) = Ker(f).

Corollaire 3.6. Sol(Sy) est un sous-espace vectoriel de K™ ; tout systéme homogéne est com-
patible.

Proposition 3.7 (Structure affine des solutions). Soit S compatible et a € Sol(S). Alors
Sol(S) = a+ Sol(Sy) = {a+ v : v € Sol(Sy)}.

Solution générale = solution particuliére + solutions du systéme homogéne associé.

3.3. Opérations élémentaires et forme échelonnée.

Définition 3.8 (Opérations élémentaires). (a) Echange : (F; + E;) ;
(b) Cadrage : (E; < AE;), A # 0 ;
(c) Remplacement : (E; < E; + A\Ej), i # j.

Proposition 3.9. Les opérations élémentaires préservent l’ensemble des solutions.

Remarque 3.10 (Avertissement). Attention : deux remplacements simultanés (E; < E;+\E})
et (E; < E; + nE;) peuvent changer Sol(S).

Définition 3.11 (Forme échelonnée (réduite)). S est échelonné si les équations non nulles sont
au-dessus, si les coefficients de téte se décalent a droite, et s’il y a au plus une équation du type
0 = b; avec b; # 0. Echelonné réduit : de plus les coefficients de téte valent 1 et sont seuls non
nuls dans leur colonne.

Théoréme 3.12. Tout systeme est équivalent & un systéme échelonné réduit, qui est unique si
S est compatible.

3.4. Algorithme de Gaufs.

Définition 3.13 (Algorithme de Gauf). Descente : choix du pivot, échange, remplacement,
itération. Remontée : cadrage (pour avoir des pivots égaux a 1), remplacement (pour annuler
au-dessus des pivots).

Remarque 3.14 (Pivots, variables libres, nombre de solutions). Aprés lalgorithme, on a k
pivots (en partie gauche) et n — k variables libres. Le systéme posséde soit aucune solution, soit
une unique solution (si k = n), soit (pour K € {Q,R,C} et 0 < k < n) une infinité.

3.5. Systémes de Cramer.

Définition 3.15 (Systéme de Cramer). Un systéme S a n équations et n inconnues est de
Cramer si son application linéaire associée f : K™ — K" est un isomorphisme.

Proposition 3.16 (Caractérisations). Equivalent a : pour tout second membre, unique solution
; ou : Ser am pivots tous a gauche.
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4. ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE

4.1. Familles de vecteurs.

Définition 4.1 (Famille). Une famille F = (v;);es est une application I — E. Son image est
Im(F) ={v; : i € I} C E. Une famille est finie si I est fini.

Remarque 4.2. Attention : ne pas confondre la famille (v;);e; (application) et son image
Im(F) C E (sous-ensemble). Un méme vecteur peut apparaitre plusieurs fois.

4.2. Familles libres, génératrices, bases.

Définition 4.3. Soit F = (v;);cs une famille dans E.
(a) F est génératrice si Vect(Im(F)) = E.
(b) Si finie, F est libre si Y \jv; =0 = Vi, A\; = 0. En général, libre si toute sous-famille
finie 'est.
(¢) Sinon, F est liée.
(d) F est une base si elle est libre et génératrice.
Remarque 4.4. Quelques propriétés :
e Un vecteur répété ou le vecteur nul rendent F liée.
e La famille vide est libre, et est génératrice ssi E = {0}.

Exemple 4.5 (Lien avec les systémes). Pour F = (v;);c[,] dans K? : génératrice ssi ) \jv; = b
compatible pour tout b ; libre ssi Y A\;v; = 0 admet 0 pour unique solution ; base ssi systéme de
Cramer (for¢ant n = p).

Définition 4.6 (Base canonique). La base canonique B,, = (e1,...,e,) de K™.

Proposition 4.7. Toute sous-famille d’une famille libre est libre. Toute sur-famille d’une famille
génératrice est génératrice.

Lemme 4.8 (Lemme utile). Soit F = (uy,...,uy) libre et up11 € E. Alors (u1,...,Uny1) est
libre ssi up41 ¢ Vect(F).

4.3. Dimension.
Définition 4.9. E est de dimension finie s’il admet une famille génératrice finie.

Théoréme 4.10 (Existence d’une base). E de dimension finie admet une base. Mieuz : de
toute famille génératrice finie on peut extraire une base.

Théoréme 4.11. Si F libre et G génératrice (finie) dans E, alors |F| < |G|.

Théoréme 4.12 (Dimension). (a) Toutes les bases ont le méme cardinal, noté dim(FE).
(b) Toute famille libre a cardinal < dim(E).
(c) Toute famille génératrice a cardinal > dim(E).

Théoréme 4.13 (Caractérisations d’une base). Pour F de cardinal dim(E) : base ssi libre, ssi
génératrice.

4.4. Théoréme de la base incompléte.

Théoréme 4.14. Toute famille libre £ de E vérifie |£| < dim(E) et peut étre étendue en une
base de E.
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4.5. Sous-espaces et somme directe.

Théoréme 4.15. Soit F' un sous-espace de E de dimension finie. Alors F' est de dimension
finie, dim(F) < dim(FE), avec égalité ssi F = E.

Définition 4.16 (Rang d’une famille). rang(F) := dim(Vect(F)) = cardinal maximal d’une

sous-famille libre extraite de F.

Définition 4.17 (Rang d’une application linéaire). Soient E,F des K-espaces vectoriels et
f € L(E,F) avec Im(f) de dimension finie. Le rang de f est

rang(f) := dim(Im(f)).
Théoréme 4.18 (Théoréme du rang). Soient E, F des K -espaces vectoriels avec E de dimension
finie, et f € L(E,F). Alors Ker(f) et Im(f) sont de dimension finie, et
dim(F) = dim(Ker(f)) + rang(f) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f)).

Corollaire 4.19. Soient E, F' des K -espaces vectoriels de méme dimension finie, et f € L(E, F).
Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) | est injective ;

(b) [ est surjective ;

(c) [ est bijective (c’est-a-dire un isomorphisme).
En particulier, pour f € L(E) avec E de dimension finie : f € GL(FE) ssi f est injective ssi f
est surjective.

Définition 4.20 (Somme directe, supplémentaires). F et G sont en somme directe si F NG =
{0}, on note alors F & G. Ils sont supplémentaires dans E si F & G = E.

Théoréme 4.21 (Formule de Grassmann). dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G).
Corollaire 4.22. dim(F & G) = dim(F) 4+ dim(G). Si F, G supplémentaires dans E : dim(F') +
dim(G) = dim(E).

4.6. Descriptions paramétrique et cartésienne.

Remarque 4.23. Deux fagons de décrire un sous-espace FF C K™ :

e Description paramétrique : F = Vect(B).

e Description cartésienne : F = Sol(Sy) pour un systéme homogéne Sy.
Pour passer de F' = Vect(f1, ..., fr) & une description cartésienne : on écrit le systéme >~ \; f; =«
(inconnues A;), on I’échelonne, et on impose la nullité des pivots de droite (qui sont des expressions
linéaires en 1, ...,Zy).

Proposition 4.24. Tout sous-espace vectoriel F de K™ avec dim(F) = p est l’ensemble des
solutions d’un systéme homogéne échelonné a n inconnues et n — p équations.

Remarque 4.25 (Hyperplan). Un sous-espace de K™ de dimension n — 1 est appelé hyperplan
: il est défini par une seule équation linéaire homogéne non triviale.

4.7. Méthodes de calcul du rang d’une famille.

Remarque 4.26 (Deux méthodes). Pour F = (v;);¢[n) dans K7, on dispose de deux méthodes

e Extraire une base : échelonner le systéme homogéne > A;u; = 0. Les indices des
pivots donnent une base extraite de F.

e Opérations sur les lignes : former la matrice V€ M,, ,(K) dont la i-éme ligne est v;,
I’échelonner par opérations élémentaires sur les lignes en V.. Les lignes non nulles de V.
forment une base de Vect(F) (généralement non extraite).
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Conséquence : le rang par ligne et le rang par colonne d’une matrice sont égaux (les deux
méthodes utilisent des matrices transposées 'une de lautre).

4.8. Matrice des coordonnées d’un vecteur.

Définition 4.27 (Matrice des coordonnées). Soit E de dimension finie n et B = (ey, ..., e,) une
base ordonnée de E. On définit

A1 n
{}B: E— M,1(K), {z}p=1 : oun z= Z Aiei.
)\n =1

{x} 5 est la matrice des coordonnées de x dans la base B.

Remarque 4.28. La matrice de coordonnées dépend de la base ordonnée. Dans K" avec sa
base canonique, {z}5, = (z1,...,2,) ; dans une autre base, coordonnées # composantes.

Lemme 4.29. {-}p: E — M, 1(K) est un isomorphisme de K -espaces vectoriels.

Remarque 4.30. Ne pas confondre : un vecteur = € E et sa matrice de coordonnées {z}5 €
M, 1(K).

4.9. Matrice d’une application linéaire.

Définition 4.31 (Matrice d’une application linéaire). Soient E, F' de dimension finie, dim(FE) =
n, dim(F) =m, f: E — F K-linéaire, B = (e1,...,¢e,) et C = (f1,..., fm) des bases ordonnées
de E et F. La matrice de f dans les bases B et C est

{f}% = (a'ij) € Mm,n(K)’ ou f(ej) = Zaijfi-
=1

Autrement dit, la j-éme colonne de {f}$ est {f(e;)}c-
Proposition 4.32 (Formule fondamentale). Pour tout x € E :

{f(@)}e = 1{f}5{z}5.

Proposition 4.33 (Isomorphisme L(FE, F) = M,, ,(K)). L’application f ~ {f}% est un iso-
morphisme de K -espaces vectoriels L(E, F) — My, ,(K).

Lemme 4.34. dim M,, ,,(K) = m - n, de base (E; ;) (la matrice E; ; a un seul 1, en position
(i, 7))-

Corollaire 4.35. dim £(E, F') = dim(F) - dim(F').

4.10. Matrice d’une composition.

Lemme 4.36 (Composition « produit matriciel). Soient A, B,C bases ordonnées de E, F,G,
f:E—=F,g: F— G K-linéaires. Alors

{gofia=A{a)s {11k

Corollaire 4.37 (Isomorphisme de K-algébres). Soit B base ordonnée de E. Alors {-}5 :
L(E) — M,(K) est un isomorphisme de K -algebres, avec {idgp}s = I,,. Il se restreint en un
isomorphisme de groupes GL(E) — GL,,(K).
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4.11. Matrices de passage et changement de base.

Définition 4.38 (Matrice de passage). Soit B,C deux bases ordonnées de E. La matrice de
passage de B a C est

{idg}g € M, (K) :
c’est la matrice de I'identité avec B en base de départ et C en base d’arrivée.

Proposition 4.39 (Formules de changement de base). Soit E de dimension finie et B,C deux
bases ordonnées.

(a) {idg}§ est inversible, d’inverse {idg}5.

(b) Pourz € E : {z}c = {idg}§ - {z}5.
Pour f: E— F et By1,Bs, C1,Co des bases ordonnées de E et F :

(c) (£}, = {idr}c: - {1}, - (ide}g).
Corollaire 4.40 (Conjugaison, cas endomorphisme). Soit B,C bases ordonnées de E et P =
{idg}§. Pour tout f € L(E) :

{fe=prP-{fg P+

L’application cp : M +— PM P~ est un isomorphisme de K-algébres M, (K) — M, (K), qui se
restreint en un isomorphisme de groupes GL,(K) — GL,(K).

POINTS CLES POUR L’EXAMEN

(1) Corps C : formes algébrique, trigonométrique, exponentielle ; module, conjugaison,
argument ; racines n-émes ; équation du second degré.
(2) Espaces vectoriels : axiomes, exemples (K", F(X, K), Fan(X, K)).
(3) Sous-espaces : trois conditions ; intersection (oui), union (non en général), somme
F + G = Vect(FUG).
(4) Vect(S) : plus petit sous-espace contenant S.
(5) Applications linéaires : caractérisations, composition, L(E, F'), isomorphismes.
(6) Noyau et image : sous-espaces ; f injective <= Ker(f) = {0} ; f surjective <=
Im(f) =F.
(7) Algébre L(F) et groupe GL(E).
(8) Systémes linéaires : Sol(S) = f~1({b}) ; sous-espace affine ; solution = particuliére +
homogeéne.
(9) Opérations élémentaires : échange, cadrage (A # 0), remplacement. Attention aux
remplacements simultanés !
(10) Forme échelonnée réduite : existence et unicité ; algorithme de Gaus.
(11) Pivots vs variables libres : k pivots et n inconnues = Sol(Sp) engendré par n — k
vecteurs.
(12) Systémes de Cramer.
(13) Familles de vecteurs : famille # image. Libre / génératrice / base.
(14) Lemme utile : étendre une famille libre.
(15) Dimension : invariant. Caractérisations d’une base & cardinal dim(FE).
(16) Théoréme de la base incompléte.
(17) Rang d’une famille : deux méthodes (extraire / opérations sur les lignes). Rang ligne
= rang colonne.
(18) Théoréme du rang : dim(E) = dim(Ker(f)) + rang(f) pour f € L(E, F) avec E de
dimension finie. Corollaire : en dimension finie égale, injectif <= surjectif <=
bijectif.
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(19) Somme directe, supplémentaires, formule de Grassmann.

(20) Descriptions paramétrique et cartésienne. Hyperplan.

(21) Matrice de coordonnées {x}; : dépend de la base ordonnée. x # {x}5.

(22) Matrice d’une application linéaire {f}§ : la j-¢me colonne est {f(e;)}c. Formule :

{f(@)}e ={f}5 {=}s.

(23) Isomorphismes L(E, F) = My, ,(K) et L(E) = M, (K). dim L(E, F) = nm.

(24) Composition <> produit matriciel.

(25) Matrice de passage P = {id}§ : inversible.

(26) Formules de changement de base : {z}¢c = P - {z}p ; pour f € L(E), {f}S =

P-{f}5- P! (conjugaison).

EXERCICE DE SYNTHESE
Exercice de synthése. On considére le R-espace vectoriel £ = R* et I'application
fRYSRY (ryy,z,t)—= (+y—2z+t 22 4+y—t, o+2—2t, 3z +2y— 2).
On considére aussi

F={(z,y,2,t) ER* 1x+y=2+t}, G=Vect((1,0,1,0),(0,1,0,1),(1,1,1,1)).

Partie A — Application linéaire.

(1) Montrer que f est R-linéaire et écrire sa matrice A = {f }gi dans la base canonique.
(2) Déterminer Ker(f) par l'algorithme de Gauf. Donner sa dimension et une base.
(3) En déduire dim(Im(f)) et une base. f est-elle injective ? surjective ? bijective ?

Partie B — Sous-espaces F et G.

(4) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R*. Donner dim(F) et une base.

(5) Calculer le rang de la famille génératrice donnée pour G. En déduire dim(G) et une base
extraite.

(6) Déterminer F'N G et dim(F N G).

(7) Par la formule de Grassmann, calculer dim(F +G). A-t-on F+G = R* ? F et G sont-ils
supplémentaires 7

(8) Compléter une base de F'N G en une base de R* par le théoréme de la base incompléte.

Partie C — Systéme a paramétres et systéme de Cramer.
Soit A € R. On considére
r+y+z=1
(Sy) THAY+z=2A
T4y+ Az =\
(9) Pour quelles valeurs de A le systéme est-il de Cramer ?
(10) Pour chaque cas, décrire Sol(S)).

Partie D — Nombres complexes et linéarité.
Soit g : C — C définie par g(z) = (1 +14)z.
(11) g est-elle R-linéaire ? C-linéaire ?
(12) Mettre 1+ ¢ sous forme trigonométrique. Décrire géométriquement g vue comme appli-
cation R? — R?.
(13) Calculer g o g.

Partie E — Matrice de g et changement de base.
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(14) En identifiant C & R? via z = x + iy — (z,y), écrire la matrice M = {g}5 de g dans la
base canonique B = ((1,0), (0,1)).

(15) Soit C = (v1,v2) avec vy = (1,1) et vy = (1,—1). Vérifier que C est une base. Ecrire la
matrice de passage P = {id}5 et calculer P~!.

(16) Calculer {g}¢ par la formule de changement de base.

Solution

Solution. Partie A.

1. L’application f s’écrit sous la forme f(z,y,2,t) = (3 a;;x;);, donc elle est R-linéaire par
le corollaire de caractérisation des applications linéaires R™ — RP. Sa matrice dans la base
canonique est obtenue en lisant les coefficients ligne par ligne :

11 -1 1
21 0 -1
A= 10 1 =2
3 2 -1 0

2. On échelonne la matrice A (équivalent & échelonner le systéme homogéne Ax = 0) :

LL23:LL237_2LL; 1 1 -1 1 Lo Lol 1 1 -1 1
A Li+L4—3L 0 -1 2 =3\ Ly«Ls—1o |0 -1 2 =3
o -1 2 =3 0 0 0 0

o -1 2 =3 0 0 0 0

Pivots : colonnes 1 et 2, donc x et y. Variables libres : 2z = s et t = u. La remontée donne
y=2s—3u,puisr=—-y+z—t=-2s+3u+s—u=—s+ 2u. Donc

Ker(f) = {(—s+2u, 2s — 3u, s, u) : s,u € R} = Vect(vy,v2),

avec v1 = (—1,2,1,0) et v = (2,—3,0,1). Cette famille est libre (les derniéres composantes
(1,0) et (0,1) sont indépendantes), donc (vy,vs) est une base de Ker(f) et dim Ker(f) = 2.

3. Par le théoréeme du rang, dimIm(f) = dim(R*) — dim Ker(f) = 4 — 2 = 2. Ceci se vérifie
aussi directement : rang(A) = 2 (nombre de pivots dans la forme échelonnée). Une base de
Im(f) est donnée par les images des vecteurs de base correspondant aux colonnes-pivot, soit
(fle1), fle2)) = ((1,2,1,3),(1,1,0,2)). Comme Ker(f) # {0}, f n’est pas injective ; comme
dimIm(f) = 2 < 4 = dimR*, f n’est pas surjective ; donc pas bijective. (On peut aussi appliquer
le corollaire du théoréme du rang : pour un endomorphisme en dimension finie, injectif <=
surjectif <= bijectif, ce qui montre directement les trois absences a la fois.)

Partie B.

4. F est défini par ’équation linéaire homogéne z +y — z —t = 0 : c’est donc le noyau de la
forme linéaire ¢ : (x,9y,2,t) — o +y — 2 — t, et donc un sous-espace vectoriel de R?* ; c’est un
hyperplan de R* et dim(F) = 3. Une description paramétrique avec x = —y + z + t donne

F= Vect(wl,wg,wg) avec wy = (—1,1,0,0), wy = (1,0,1,0), w3 = (1,0,0,1).
Ces trois vecteurs forment une famille libre (les composantes 2, 3, 4 donnent une matrice trian-
gulaire de rang 3), donc base de F.
5. On forme la matrice ayant les générateurs en ligne :

1010

V _ 0 1 O Ly« L3s—Li—Lo>
1 11

1
1

O O =
o = O
S O =
o = O
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Donc rang(F) = 2 et dim(G) = 2. Comme (1,1,1,1) = (1,0,1,0) + (0, 1,0, 1), une base extraite
est ((1,0,1,0),(0,1,0,1)).

6. Un vecteur de G s’écrit v = a(1,0,1,0) + b(0,1,0,1) = (a, b, a,b). L’équation de F donne
a+b=a+b, toujours vrai, donc v € F. Ainsi G C F et FNG = G. Donc dim(F N G) = 2.

7. Par la formule de Grassmann :

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) —dim(FNG) =3+2 -2 =3.

Donc F + G = F (puisque G C F), et F + G # R* Comme FNG = G # {0}, la somme n’est
pas directe ; donc F' et G ne sont pas supplémentaires.

8. Une base de FNG = G est ((170, 1,0),(0,1,0, 1)) On compléte d’abord en base de F' : il
faut un vecteur de F hors de G. Le vecteur (—1,1,0,0) est dans F (car —1+ 1 =0+ 0) et pas
dans G (un vecteur de G a sa premiére et sa troisiéme composante égales, ce qui n’est pas le cas
ici). Donc ((1,0,1,0),(0,1,0,1),(=1,1,0,0)) est une base de F. On compléte enfin en base de
R* : il faut un vecteur hors de F, par exemple e; = (1,0,0,0) (puisque 1+ 0 # 0+ 0). La famille

((17 Oa 17 0)7 (07 1a Oa 1)7 (_la 17 07 O)? (15 07 07 O))
est libre par le lemme utile & chaque étape, de cardinal 4 = dim R?, donc base de R%.
Partie C.

9. On applique Gault en évitant de diviser par une quantité dépendant de X :

r+y+z=1 LyeLy—I, z+y+z=1
Ty +z=) Letlamhio b (N )y =A-1
Ty +rz=\ A=1z=X-1
Cas A # 1 : on peut alors diviser par A —1 # 0 :
r+y+z=1
y=1
z = ):\2__11 =A+1

Aprés remontée, Se, a trois pivots, tous en partie gauche : c’est un systéeme de Cramer.

Cas A = 1 : les deuxiéme et troisiéme équations deviennent 0 = 0. Le systéme se réduit a
z+y+z=1. Ce n’est pas un systéeme de Cramer.

10. Si A # 1: uniquesolution. Onaz=A+1l,y=l,etz=1-y—2z=1-1-(A+1) = -A—1.
Donc

Sol(Sy) ={(-A—=1, 1, A+ 1)}.
Si A =1: le systéme se réduit & x +y+ 2 = 1, qui est un hyperplan affine de R? (variables libres
Y, 2) :
Sol(S1) ={(1—s—wu, s, u):s,u € R} =(1,0,0) + Vect((—1,1,0), (—1,0,1)).

Partie D.

11. R-linéarité : pour z,w € Cet A€ R :

g(z+w) =1 +iz+w=1+)(F+w) =g(z) +g9(w),
g(Az) = (L +0)Az = (1 +1i)AZ = Ag(2),

car A = X pour A € R. Donc g est R-linéaire.

C-linéarité : non. En prenant A =iet z=1: g(i-1) = (1+4)i = (1+4)(—i) = —i+1=1—14,
mais i - g(1) = i(1+4)I =i+ i?> = —1+4. Comme 1 —i # —1+14, g nest pas C-linéaire.
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Moralité : la conjugaison est le prototype d’application R-linéaire mais pas C-linéaire ; mul-
tiplier ensuite par un scalaire complexe ne change pas cela.

12. Ona [1+i] =+2et 1—\}; = g + %Z = cos(n/4) + isin(w/4), donc
1+i=12em4,
L’application g vue dans R? est la composition d’une réflevion par rapport a l'axe réel (la

conjugaison z + Z) suivie d’'une similitude directe de rapport /2 et d’angle /4 (la multiplication
par 1 +i). C’est une similitude indirecte de rapport v/2.

13.
gog(z)=(1+i)(1+i)z=>0+i)(1+)z=0+i)1—i)z=(1—-i%)z =2z

Donc g o g est ’homothétie de rapport 2.
Partie E.

14. Pour z =z + iy, z = x — iy et (1 +1i)(z —iy) = v — iy +ix — i’y = (v +y) + i(x — y).
En identifiant C <+ R? par z = z + iy — (z,y), on obtient

g(z,y) = (z+y, z—y).

On calcule ¢(1,0) = (1,1) et g(0,1) = (1,—1), donc

v=tag= (1 )

15. La famille C = (v1,v2) = ((1,1),(1,—1)) est libre : par le lemme utile, v1 # 0 et
vo ¢ Vect(vy) (sinon vo = \v; donnerait 1 = X et —1 = ), absurde). Comme |C| = 2 = dim R?,
c’est une base par le théoréme de caractérisation.

La matrice de passage de C a B a pour colonnes les coordonnées des vecteurs de C dans la
base B (mais ici B est canonique donc coordonnées = composantes) :

P = {id}5 = G _11) .

Pour calculer P~! = {id}$, on utilise la formule pour les matrices 2 x 2 de déterminant —2 :

poi_ L (-1 =1 _ (12 12
S -1 1 1/2 —1/2)"

e a1 TN (1 1Y\ (2 0\ _
(Vérification : P - P —2<1 )0 S =2l o =L V)

16. Par la formule de changement de base :
{g}s=P 1. M-P

On remarque ici que M = P! Donc

- 11
{g}¢=P 1.P.P_P_<1 _1)_

Vérification directe : g(v1) = g(1,1) = (2,0) = 1- vy + 1 - vg, donc {g(v1)}c =
colonne). De méme g(v2) = g(1,—1) = (0,2) = 1-vy 4 (—1)-v2, donc {g(v2)}c = (
colonne). On retrouve bien la matrice annoncée. v’

Remarque géométrique : la coincidence M = P n’est pas un hasard. Comme g(e;) = v; et
g(ea) = vy par définition de vy, v9, la matrice M de g dans la base canonique a déja vy, vy comme
colonnes — soit exactement les colonnes de P.

() (premiére
11) deuxiéme
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