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TD3 : Variables aléatoires et leurs lois

Exercice 1. [Début en douceur| Soit (F, &, P) un espace de probabilité.
a) Gréace au théoréme de convergence monotone, montrer que si (X,,) est une suite de va-
riables aléatoires positives, on a Y., yE(X,) = E (3, .y Xn) -
b) Gréce au théoréme de convergence dominé, montrer que si (X,,) est une suite de variables
aléatoires, on a

Y E(X,) <o = > E(X,) =E (an> .

neN neN neN

1
—1

c) Calculer l’intégrale/ . b I

0

— 72 ’

Solution de lexercice 1.
a) On observe que pour tout n € N, on a E(}7_, X;) = > 7 | E(Xj;). De plus, la suite

n . -
(Z i1 Xj) est croissante, par conséquent

E (Z Xn> —E < lim Z)g) = lim E (Z Xj> = JLIEOZE(XJ.) => E(X,).
n=1 j=1 7j=1 7=1 n=1
b) Gréce a la question précédente, on a

E (Z |Xj|> = > E(X)) <

donc Z =} 77 | [ X;| est une variable aléatoire intégrable, donc finie p.s. On en déduit que
Z;;l X converge presque strement, et de plus

n

>X

J=1

sup < Z,

neN

par conséquent on peut appliquer le théoreme de convergence dominée, qui montre que
Y E(X,)=E (Z Xn> .
neN neN

c¢) On fixe l'espace de probabilité ([0, 1], B([0, 1]), A) et on pose X,, : w € [0,1] = —w?* Inw.
Grace a la question a), on a

/01 ;_lnxidx — /01 Z —2**In(z)de = B (Z Xn) — ni;o E(X,,).

n>0 n>0

2

Par intégration par parties, on a E(X,,) = m, on obtient donc fol I_h;;” dr = %

1



Exercice 2. [Une formule d’espérance|
a) Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N, montrer que E(X) = Zn>1 P(X >n).
b) Soit Y une variable aléatoire a valeurs dans [0, c0), montrer que E(Y fo (Y > t)dt.
c) Plus généralement, montrer que si g est une fonction croissante de classe C! vérifiant

9(0) = 0, montrer que E(g(Y)) = [77 ¢ (t)P(Y > t)dt.

Solution de l’exercice 2. 1l s’agit d’applications de la formule de Fubini-Tonelli, en effet
2) B(X) = E (X3 1pex ) = £ E(lyax) = D32 PX 2 ).
b) E(Y)=E (" Lieyydt) = [[°P(Y > t)dt.
c) E(g(Y))=E([; ¢O)Lpenydt) = [77 g/ (P > t)dt.

Exercice 3. [Inégalité de Markov| Soit X une variable aléatoire positive et a > 0.
a) Montrer que P(X > a) < E(X)/a pour tout a > 0.
b) En déduire que si E(X) =0 alors X =0 p.s.
c) En déduire que si E(X) < oo alors X < oo p.s.

Solution de [’ezercice 3.
a) Ona X > alyxsq), par conséquent E(X) > E(al{x>q) = aP(X > a).
b) OnaP(X >0) =P (Ny>1 {X > 1}) =lim,,oc P(X > 1/n) <lim,0e nE(X) = 0.
c) OnaP(X =00) =P (N> {X >n}) =lim, 0o P(X >n) <lim, o E(X)/n=0.

Exercice 4. Sur un espace de probabilité (2, F,P), on se donne une variable aléatoire N a
valeurs dans R de loi (v2m) ‘e **/2 dz. Calculer la loi de la variable aléatoire 1/N2.

Solution de l’exercice 4. Soit F': Ry — R, une fonction borélienne. On a par symétrie

E(F(N7?)) = \/LQ_W/RF (é) e 2dx = \/2_ . F (i) e dx.

Etz e R} — 72 € R% est un C I diffeomorphisme de Jacobien —22~3 donc d’aprés la formule
du changement de variables, on a

1
/ F <_2> 6—x2/2dx :/ F(u)e_l/(Qu)(Zug/Q)_ldu.
R* xr R*
+

+

Donc la loi de 1/N? est ﬁe‘l/(zwﬂ{wo}du.

Exercice 5. |Le retour de Borel-Cantelli| Soit (€2, F, P) un espace de probabilité et (A4,,n > 1)
une suite d’événements de F.
a) Montrer que si ) -, P(A,) < oo alors P(limsup 4,,) =

b) Montrer que si (A,) est une suite de variables 1ndependantes avec - P(A4,) = oo,
alors P(limsup A,) = 1. On pourra calculer P(N;>,A$).



c) Soit a € (0,1] et (Z,) une suite de variables aléatoires indépendantes telles que Z,, est de
loi de Bernoulli de paramétre n~%. Montrer que Z, — 0 dans L', mais que Z,, /4 0 p.s.

d) Soit (X,) une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées,
avec E(|X1]) = +oc.
i) Montrer que ) -, P(|Xi] > n) = oco.

| X
n

ii) En déduire que lim sup,,_, = 00.

iii) On pose S,, = X; + - -+ X,,. Conclure que S, /n diverge p.s.

Solution de l'exercice 5.

a) Clest le lemme de Borel-Cantelli, on pose N = Y 14,, qui est une variable aléatoire
intégrable (E(N) =" ., P(A,) < c0), donc est finie presque strement. Par conséquent
P(limsup,,_,., 4,) = P(N = 00) = 0.

b) Par indépendance, on a

P(N%, A9 HPAC -

J=n ]
car ), —log P(A$) = oo. On obtient donc

P (Unern Njzn AS) = lim P(M;5,A%) =0,

n—oo

deés lors P(limsup,, . A,) =1 — P(liminf, ,,, A%) = 1.

c) On observe aisément que E(Z,) = n=® — 0, donc Z, — 0 dans L'. En revanche, grace
au lemme de Borel-Cantelli, on a

P(limsup Z, = 1) = P(limsup{Z,, = 1}) = 1,

n—o0 n—oo

puisque ) -, P(Z, = 1) = oo.
d) i) On observe que |Xi| <> Ij<|x,|}, donc par théoréme de Fubini-Tonelli,

o0

E(]X1]) Z (1X1] = 7).
=0
On conclut que »_ -, P(|X1| > n) = cc.

ii) On utilise a nouveau le lemme de Borel-Cantelli, on a ., P(|X,[/n > A) = oo
p.s. par conséquent limsup,, . |X,|/n = co.

iii) C’est immeédiat.

Exercice 6. Sur un espace de probabilité (€2, F, P), on se donne (X,Y’) une variable aléatoire
a valeurs dans R?.

a) On suppose que la loi de (X,Y) est Aue o~ ]ler(x,y) dz dy. Déterminer la loi de la
variable aléatoire U = min(X,Y).

b) On suppose que la loi de (X,Y) est -te™™/?1(,5011j02+ (y) dz dy. Déterminer la loi de la
variable aléatoire (v/X cos(Y), VX sin(Y)).
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¢) On suppose que la loi de (X,Y) est % e dr dy. Calculer la loi de la variable aléatoire

. X
réelle T

Solution de 'exercice 6.

a) Soit F' : R, — R, une fonction borélienne. On a, en utilisant le théoréme de Fubini-
Tonelli,

E(F(U)) = )\,u/ F(min(z,y))e” At dzdy
RZ

= )\,u/ F(x)e~ Mt dzdy + )xu/ F(y)e~Qetm)dady
{0<z<y} {0<y<z}

= )\/ F(x)e™ </ /Le“ydy> dzr + u/ F(x)e ™ #* (/ )\ekydy> dz
0 T 0 T
=\ + ,u)/ F(x)e~Mmedy,
0

La variable aléatoire U est donc exponentielle de paramétre A\ + p.
b) Soit F : R? — R, une fonction borélienne. On a

E <F (ﬁCOS(Y), \/Ysin(Y))) = ﬁ /000 /027r f(V/z cos(y), vVasin(y))e **dzdy

1
o [ [ ety sin)e adaay,
T™Jo Jo

d’aprés la formule du changement de variables utilisée avec le C'-difféomorphisme suivant :
(z,y) € RY x [0,27] — (Vz,y) € R x [0,2n]. Puis d’aprés la formule du passage en
coordonnées polaires, on a

1 o 2 1 2402
—/ f(zcos(y), zsin(y))e ™ 2zdady = Py f(u, v)e” @ +I2qudw.
0 R?
La loi de (v/X cos(Y), VX sin(Y)) est donc (27)'e~®*+)/2dudw.
c) Soit g : R — R, borélienne. On a

X 1 Xz a2 4y?
E —))=— — e 2 dzxdy.
(0(7)) = Lo (§) ¥ aam

Et (z,y) € R x R* = (z/y,y) € R x R* est un C'-diffcormorphisme de jacobien y~*
Donc d’apreés la formule de changements de variables puis le théoréme de Fubini-Tonelli,
on a

/ 9 (f) e dudy —/ ( ) yle” 70y Ldady :/ g (u) [v] e~ = dudy
R2 Y R?2
1
/ (/ lv] e” o () dv) duzQ/}Rg(u)u2+1du

“(3) L oot

la loi de X/Y est la loi de Cauchy, c’est-a-dire la loi de densité (7(1+ x?))~! par rapport
a la mesure de Lebesgue.

Donc




Exercice 7. [Lois exponentielles| Soit (X,,n > 1) une suite de v.a. i. i.d. de loi exponentielle
de parameétre 1.

a) Montrer que limsup,,_,.. X,/In(n) =1 p.s.
b) On pose Z, = max(Xy, ..., X,,)/In(n), montrer que liminf, ., Z, > 1 p.s.

c) En déduire que lim,, o, Z, = 1 p.s.

Solution de l'exercice 7.

a) Pour tout € > 0, on a P(X,, > (14 ¢)logn) = n~(1*9. On applique le lemme de Borel-
Cantelli en utilisant >~ -, P(X,/logn > 14 ¢) < oo, donc

n

lim sup <l+e€ ps.

n—oo logn

De la méme facon, pour tout ¢ € (0,1) on a P(X,, > (1 —¢)logn) = n~179 donc
> ns1 P(Xn/logn > 1 —¢) = oo, par conséquent

n

lim sup >1—€ ps.
nooo  10gM
En passant a la limite € — 0, on obtient limsup,,_, ., 152;7;1 =1ps.

b) On calcule

P(Zn§(1—e)logn):P(X1§(1—e)logn)”:(1— ! )nge_".

Onaj; . P(Z, <(1—e¢)logn) < oo, on obtient donc

liminf 7, /logn > 1 p.s.
n—00

¢) Supposons par l'absurde que liminf, ., Z,/log(n) > 1+ § avec probabilité positive. Il
existerait alors une sous-suite ny telle que Z,, /log(nx) — p, avec p > 1. En utilisant la
croissance de Z,, on en déduit qu’il existerait une suite m; < ny croissant vers l'infini
telle que liminfy_, ., X,,, /log(my) > p, ce qui est en contradiction avec la question a).

Exercice 8. On définit sur (2, F,P) des variables aléatoires Uy, ..., U, indépendantes et de
loi uniforme sur {1,2,... p}.

a) Trouver la loi de M,, = maxi<j<, Uy.

b) Montrer que lim,_, E[i\f”} = 2

Solution de 'exercice 8.
a) Pour tout k € {1,...,p}, on a,

P(M,<k)=PU,<k,....U,<k)=PU, <k)..PU,<k) =P, < k)" = (E)n

On en déduit la loi de M, :



() -50-0))

p P p

On reconnait une somme de Riemann de la fonction z +— 1 — 2", dont I'intégrale entre 0
et 1 vaut n/(n + 1). D’ou le résultat.

Exercice 9. [Formule de compensation| Soient (X,,),>; une suite de variables aléatoires réelles
indépendantes et de loi pr et N une variable aléatoire a valeurs dans N indépendante de la suite

(Xn)nzl'

a) On suppose que (X,,,n > 1) est une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi de Bernoulli
de parameétre p €10, 1[ et que N est une variable aléatoire de loi de Poisson de paramétre
A Onpose P=N X,;et F=N-P=3"V (1-X)).

i) Déterminer la loi du couple (P, N).
ii) En déduire les lois de P et F' et montrer que P et F' sont indépendantes.

b) On ne fait plus d’hypothése sur les lois. Soit f R — R, une fonction mesurable. Montrer

que E (Z, F(X ) N) [ £ ,avee SV F(X,) = 0 sur {N = 0}.

Solution de ’exercice 9.
a) i) OnaP(P=0,N=0)=P(N=0)=e¢* etpourn>1let0<k<n,

P(sz,Nzn)zP(N:n,iXi:k> —P(N =n)P (iXi:k>

LA e DA )
_ AN ok k(1 oy—k A
=e G (1= p) TR (k)

ii) On a pour k,1 > 0,
k RPRNY
P(P=kF=1)=P(P=k,N=k+1) = (wp—(A]g) ) (emp)—(m ; ) ) .

Donc les variables aléatoires P et F' sont indépendantes et de lois respectives les lois
de Poisson de paramétres A\p et A(1 — p).

b) On a

n>1 n>1 1

=Y P(N =n)nE(f(X; /f

n>1

E(éf(&)) (Zﬂ{w n}Zf >—ZP = (Enjfom)



