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Rappels. Si (z,,n > 1) est une suite de réels, on note

limsup z, = lim supz; et liminf lim inf z.
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Si (A,,n > 1) est une suite d’ensembles, on note

limsup A, = Np>1 Uk>n Ag et liminf A, = U,>1 Ne>yn Ai.
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Exercice 1. [Questions de cours|
a) Enoncez le théoréme de convergence monotone.

b) Enoncez le lemme de Fatou, puis prouvez-le a I'aide du théoréme de convergence mono-
tone.

c) Soit (X,,n > 1) une suite de variables aléatoires positives qui converge vers X, et p € N.
On suppose qu’il existe M > 0 tel que E(X?) < M pour tout n € N. Montrer que
E(X?) < 0.

Exercice 2. Soit (X,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées de loi uniforme sur [—1,1]. On pose S,, = X7 + Xo + - -+ + X,.

a) Montrer que E(X;) = 0, et calculer Var(Xj).
b) On pose S, = X; + Xo + - -+ + X,,. Montrer que E(S,,) =0 et Var(S,) =n/3.
c) Soit A > 0.
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i) Montrer que E(e*1) = goem

ii) En déduire que E (eASn) _ (%)”

A\ M
iii) Prouver que pour tout n € N, a > 0et A >0, on a P(S,, > an) < (e*A“%>

iv) Montrer que pour tout a > 0, il existe A > 0 tel que eA;—ed

— < e’ On pourra calculer
A
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v) En déduire que pour tout € > 0, p.s. pour tout n assez grand S,, < ne.

le développement limité en 0 de

vi) Conclure que lim, Sn—“ = 0.
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Exercice 3. Soit (X,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi
exponentielle de parameétre 1.
a) Montrer que pour tout n € Net a >0, on a P(X,, >a) =e™
b) i) Soit € > 0, montrer que ), o, P(X, > (1 +¢€)Inn) < +oc.
ii) En déduire que limsup,,_,., X,/Inn <1 p.s.
¢) i) Soit € >0, montrer que ) -, P(X, > (1 —¢€)Inn) = +oo.
ii) En déduire grace au lemme de Borel-Cantelli que limsup,, ,.. X,/Inn > 1 p.s.
d) On pose Z, = max(Xy,...X,).

i) Montrer que pour tout a € R, on a
P(Z,<a)=(1-e".

ii) Que vaut, pour z € R, la quantité lim,_,,, P(Z, <Inn+x)?
iii) Montrer que » ., P(Z, < (1 —€)Inn) < oo. En déduire que liminf, .., Z, > 1
p.s.
e) Montrer que lim,, ,,, Z, = 1.



