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Rappels. Si (xn, n ≥ 1) est une suite de réels, on note

lim sup
n→∞

xn = lim
n→ ∞

sup
k≥n

xk et lim inf
n→∞

lim
n→∞

inf
k≥n

xk.

Si (An, n ≥ 1) est une suite d’ensembles, on note

lim sup
n→∞

An = ∩n≥1 ∪k≥n Ak et lim inf
n→ ∞

An = ∪n≥1 ∩k≥n Ak.

Exercice 1. [Questions de cours]
a) Énoncez le théorème de convergence monotone.
b) Énoncez le lemme de Fatou, puis prouvez-le à l’aide du théorème de convergence mono-

tone.
c) Soit (Xn, n ≥ 1) une suite de variables aléatoires positives qui converge vers X, et p ∈ N.

On suppose qu’il existe M > 0 tel que E(Xp
n) ≤ M pour tout n ∈ N. Montrer que

E(Xp) <∞.

Solution de l’exercice 1.
a) Soit (Xn) une suite croissante de variables aléatoires positives, on a

lim
n→∞

E(Xn) = E
(
lim
n→∞

Xn

)
.

b) Soit (Xn) une suite de variables aléatoires positives, on a

E(lim inf
n→∞

Xn) = lim inf
n→∞

E(Xn).

Posons Yn = infk≥nXk, par définition limn→∞ Yn = lim infn→∞ Xn. De plus, on observe
que (Yn) est une suite croissante de variables aléatoires positives. Par conséquent, on a
d’une part

lim
n→∞

E(Yn) = E(lim inf
n→∞

Xn),

par théorème de convergence monotone.
D’autre part, pour tout k ≥ n, on a Xk ≥ Yn, donc E(Xk) ≥ E(Yn) d’où infk≥nE(Xk) ≥
E(Yn). On en conclut

lim inf
n→∞

E(Xn) ≥ lim
n→∞

E(Yn) = E(lim inf
n→∞

Xn).
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c) On observe que (Xp
n, n ≥ 1) est une famille de variables aléatoires positives, par conséquent

en appliquant le lemme de Fatou, on a

E(lim inf
n→ ∞

Xp
n) ≤ lim inf

n→∞
E(Xp

n) ≤M.

Or, puisque Xn → X quand n→∞, on a lim infn→∞ Xp
n = Xp, par conséquent E(Xp) ≤

M .

Exercice 2. Soit (Xn, n ≥ 1) une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées de loi uniforme sur [−1, 1]. On pose Sn = X1 +X2 + · · ·+Xn.
a) Montrer que E(X1) = 0, et calculer Var(X1).
b) On pose Sn = X1 +X2 + · · ·+Xn. Montrer que E(Sn) = 0 et Var(Sn) = n/3.
c) Soit λ > 0.

i) Montrer que E(eλX1) = eλ−e−λ
2λ

.

ii) En déduire que E
(
eλSn

)
=
(
eλ−e−λ

2λ

)n
.

iii) Prouver que pour tout n ∈ N, a > 0 et λ > 0, on a P(Sn ≥ an) ≤
(
e−λa e

λ−e−λ
λ

)n
.

iv) Montrer que pour tout a > 0, il existe λ > 0 tel que eλ−e−λ
2λ

< eλa. On pourra calculer
le développement limité en 0 de eλ−e−λ

2λ
.

v) En déduire que pour tout ε > 0, p.s. pour tout n assez grand Sn ≤ nε.
vi) Conclure que limn→∞

Sn
n

= 0.

Solution de l’exercice 2.
a) On a E(X1) =

∫ 1

−1 x
1
2
dx = 1/4− 1/4 = 0, et par formule de transfert

E(X2
1 ) =

∫ 1

−1
x2

1

2
dx =

1

6
+

1

6
=

1

3
.

Par conséquent, Var(X1) = E(X2
1 )− E(X1)

2 = E(X2
1 ) =

1
3
.

b) Par linéarité de l’espérance, on a

E(Sn) = E(X1 + · · ·+Xn) = E(X1) + · · ·+ E(Xn) = 0,

en utilisant l’identique distribution des variables aléatoires Xn.
De plus, les variables X1, . . . Xn étant indépendantes, on a

Var(Sn) = Var(X1 + · · ·+Xn) = Var(X1) + · · ·+Var(Xn) = n× 1

3
.

c) i) Par formule de transfert, on a

E(eλX1) =

∫ 1

−1

eλx

2
dx =

eλ − e−λ

2λ
.
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ii) On obtient, par indépendance des (Xj, j ≤ n),

E(eλSn) = E(eλX1 × · · · × eλXn) = E(eλX1)× · · · × E(eλXn) = E(eλX1)n;

en utilisant l’identique distributions des variablesX1, . . . Xn, ce qui prouve le résultat.
iii) On observe que

P(Sn ≥ na) = P(eλSn ≥ eλna) ≤ E(eλSn)

eλna
=

(
e−λa

eλ − e−λ

2λ

)n
.

iv) Par développement limité à l’ordre 2, on a

eλ − e−λ

2λ
=

1 + λ+ λ2/2− (1− λ+ λ2/2) + o(λ2)

2λ
= 1 + o(λ),

et eλa = 1 + λa+ o(λ2). Par conséquent,

lim
λ→0

eλ−e−λ
2λ
− eλa

λ
= −a < 0,

ce qui montre que pour λ assez petit, eλ−e−λ
2λ

< eλa.

v) Soit ε > 0, on fixe λ > 0 tel que eλ−e−λ
2λ

< eλε, et on pose

ρ =
eλ−e−λ

2λ

eλε
< 1.

Par la question (iii), on a P(Sn ≥ nε) ≤ ρn, donc on obtient
∑∞

n=1 P(Sn ≥ nε) <∞.
En utilisant le lemme de Borel-Cantelli, on en déduit que p.s., pour tout n assez
grand, on a Sn ≤ nε.

vi) La question (v) montre que pour tout ε > 0, on a lim supn→∞
Sn
n
≤ ε p.s., par

conséquent lim supn→∞
Sn
n
≤ 0 p.s. En faisant le même raisonnement avec λ < 0 on

obtient lim infn→∞
Sn
n
≥ 0 p.s. On en conclut que Sn

n
converge vers 0.

Exercice 3. Soit (Xn, n ≥ 1) une suite de variables aléatoires indépendantes et de même loi
exponentielle de paramètre 1.
a) Montrer que pour tout n ∈ N et a > 0, on a P(Xn > a) = e−a.
b) i) Soit ε > 0, montrer que

∑
n≥1P(Xn ≥ (1 + ε) lnn) < +∞.

ii) En déduire que lim supn→∞Xn/ lnn ≤ 1 p.s.
c) i) Soit ε > 0, montrer que

∑
n≥1P(Xn ≥ (1− ε) lnn) = +∞.

ii) En déduire grâce au lemme de Borel-Cantelli que lim supn→∞Xn/ lnn ≥ 1 p.s.
d) On pose Zn = max(X1, . . . Xn).

i) Montrer que pour tout a ∈ R, on a

P(Zn ≤ a) = (1− e−a)n.

ii) Que vaut, pour x ∈ R, la quantité limn→∞ P(Zn ≤ lnn+ x) ?
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iii) Montrer que
∑

n≥1P(Zn ≤ (1 − ε) lnn) < ∞. En déduire que lim infn→∞ Zn ≥ 1
p.s.

e) Montrer que limn→∞ Zn = 1.

Solution de l’exercice 3.
a) On a P(Xn > a) =

∫∞
a
e−xdx = e−a.

b) i) Soit ε > 0, on a∑
n≥1

P(Xn ≥ (1 + ε) lnn) =
∑
n≥1

e−(1+ε) lnn =
∑
n≥1

1

n1+ε
< +∞,

car 1 + ε > 1.
ii) Par théorème de Borel-Cantelli, on en déduit que p.s. pour tout n assez grand,

Xn ≤ (1+ ε) lnn, ce qui montre que lim supn→∞
Xn
lnn
≤ 1+ ε p.s. Cette inégalité étant

vraie pour tout ε > 0, elle est également vraie pour ε = 0, et lim supn→∞
Xn
lnn
≤ 1 p.s.

c) i) Soit ε > 0, on a∑
n≥1

P(Xn ≥ (1− ε) lnn) =
∑
n≥1

e−(1−ε) lnn =
∑
n≥1

1

n1−ε = +∞,

car 1 + ε > 1.
ii) Par théorème de Borel-Cantelli, les événements {Xn ≥ (1 − ε) lnn} étant indépen-

dants, on en déduit que p.s. il existe une infinité d’entiers n tels que Xn ≥ (1−ε) lnn,
ce qui montre que lim supn→∞

Xn
lnn
≥ 1− ε p.s. Cette inégalité étant vraie pour tout

ε > 0, elle est également vraie pour ε = 0, et lim supn→∞
Xn
lnn
≥ 1 p.s.

d) i) On a

P(Zn ≤ a) = P(max(X1, . . . , Xn) ≤ a) = P(X1 ≤ a, . . . , Xn ≤ a) = (1− e−a)n,

par indépendance et identique distribution des variables X1, . . . Xn.
ii) On a

P(Zn ≤ lnn+ x) = (1− e−(lnn+x))n = (1− e−x

n
)n → e−e

−x
,

quand n→ +∞.
iii) On a ∑

n≥1

P(Zn ≤ (1− ε) lnn) =
∑
n≥1

(1− n−1+ε)n ≤
∑
n≥1

e−n
ε

< +∞,

par critère de Riemman. En appliquant le théorème de Borel-Cantelli, on a immé-
diatement lim infn→∞ Zn ≥ 1 p.s.

e) Supposons que lim supn→∞ Zn = ρ > 1 p.s., il existe alors une suite nk telle que
limk→∞ Znk = ρ. Or, pour tout k ∈ N, il existemk ≤ nk tel que Znk = max(X1, · · · , Xnk) =
Xmk , par conséquent on en conclut

lim inf
k→∞

Xmk

lnmk

≥ lim inf
n→∞

Xmk

lnnk
= ρ > 1,

ce qui est en contradiction avec la question (bii).
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