
DǇ˨ƁǩƟȣʉ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ #æī cǩŷŷɻ ȝƟŒɻʞɫƟɻ

`ʞ࢙oɻʞŒȣ oȴࡪ ǽȴǩȣʉ ʿȴɫȅ ʿǩʉǞ ßŒɻƁŒȋ �ŒǩȋȋŒɫƌ
æŒȣƌȴȝ £Ɵʉʿȴɫȅɻ Œȣƌ xȣʉƟɫŒƁʉǩȣǊ ßŒɫʉǩƁȋƟ ðˈɻʉƟȝɻ ࢎʿƟŷǩȣŒɫࢍ
߾߿߽߿ࡷࠆ߽ࡷ߽߾

xȣɻʉǩʉʞʉ ƌƟ �ŒʉǞƠȝŒʉǩɧʞƟɻ ƌƟ üȴʞȋȴʞɻƟ



ðʉŒʉǩɻʉǩƁŒȋ ɠǞˈɻǩƁɻ Œȣƌ ƌǩɻȴɫƌƟɫƟƌ
ɻˈɻʉƟȝ



� ǇŒɻʉ ɫƟƁŒɠ ȴǇ ɻʉŒʉǩɻʉǩƁŒȋ ɠǞˈɻǩƁɻ

� ǊƟȣƟɫǩƁ ȝȴƌƟȋ ǩȣ ɻʉŒʉǩɻʉǩƁŒȋ ɠǞˈɻǩƁɻ ƁŒȣ ŷƟ ƌƟɻƁɫǩŷƟƌ ŷˈ

ࡦ Ɓȴȣ˨ǊʞɫŒʉǩȴȣɻࡷɻʉŒʉƟɻ σ ȴǇ ࡱࢨɻɠǩȣɻࢧ `ȴɫ ƟˇŒȝɠȋƟࡪ σ ∈  {߾+,߾−} Ǉȴɫ xɻǩȣǊ
ɻɠǩȣɻࡪ σ ∈ S  Ǉȴɫ ɻɠǞƟɫǩƁŒȋ ɻɠǩȣɻࡪ ȴɫ σ ȝǩǊǞʉ ŷƟ Œ ȋƟŒǇ ȴǇ Œ ŷǩȣŒɫˈ ʉɫƟƟ T ࡱ

ࡦ oŒȝǩȋʉȴȣǩŒȣ m (σ)ࡩ ʉǞƟ ƟȣƟɫǊˈ ȴǇ ʉǞƟ Ɓȴȣ˨ǊʞɫŒʉǩȴȣ σࡱ
ࡦ cǩŷŷɻ ȝƟŒɻʞɫƟࡩ µβ, (σ) ∝ Ɲβm (σ)ࡪ ʿǞƟɫƟ β ǩɻ ʉǞƟ ǩȣʻƟɫɻƟ ʉƟȝɠƟɫŒʉʞɫƟࡱ

DˇŒȝɠȋƟࡩ ʉǞƟ +ʞɫǩƟīƟǩɻɻ ȝȴƌƟȋࡱ

ࡦ xɻǩȣǊ ɻɠǩȣɻࡩ σ ∈ ࡱ {߾±}
ࡦ oŒȝǩȋʉȴȣǩŒȣࡩ m (σ) = ߾

 
∑ 

Ǧ,Ǻ=߾ σǦσǺ.

ࡦ cǩŷŷɻ ȝƟŒɻʞɫƟࡩ

µβ, (σ) =
߾

Ķβ, 
exp(βm (σ)), ʿǞƟɫƟ Ķβ,  =

∑

σ∈{±߾} 
exp(βm (σ)).

߾



� ǇŒɻʉ ɫƟƁŒɠ ȴǇ ɻʉŒʉǩɻʉǩƁŒȋ ɠǞˈɻǩƁɻ

� ǊƟȣƟɫǩƁ ȝȴƌƟȋ ǩȣ ɻʉŒʉǩɻʉǩƁŒȋ ɠǞˈɻǩƁɻ ƁŒȣ ŷƟ ƌƟɻƁɫǩŷƟƌ ŷˈ

ࡦ Ɓȴȣ˨ǊʞɫŒʉǩȴȣɻࡷɻʉŒʉƟɻ σ ȴǇ ࡱࢨɻɠǩȣɻࢧ `ȴɫ ƟˇŒȝɠȋƟࡪ σ ∈  {߾+,߾−} Ǉȴɫ xɻǩȣǊ
ɻɠǩȣɻࡪ σ ∈ S  Ǉȴɫ ɻɠǞƟɫǩƁŒȋ ɻɠǩȣɻࡪ ȴɫ σ ȝǩǊǞʉ ŷƟ Œ ȋƟŒǇ ȴǇ Œ ŷǩȣŒɫˈ ʉɫƟƟ T ࡱ

ࡦ oŒȝǩȋʉȴȣǩŒȣ m (σ)ࡩ ʉǞƟ ƟȣƟɫǊˈ ȴǇ ʉǞƟ Ɓȴȣ˨ǊʞɫŒʉǩȴȣ σࡱ
ࡦ cǩŷŷɻ ȝƟŒɻʞɫƟࡩ µβ, (σ) ∝ Ɲβm (σ)ࡪ ʿǞƟɫƟ β ǩɻ ʉǞƟ ǩȣʻƟɫɻƟ ʉƟȝɠƟɫŒʉʞɫƟࡱ

DˇŒȝɠȋƟࡩ ʉǞƟ +ʞɫǩƟīƟǩɻɻ ȝȴƌƟȋࡱ

ࡦ xɻǩȣǊ ɻɠǩȣɻࡩ σ ∈ ࡱ {߾±}
ࡦ oŒȝǩȋʉȴȣǩŒȣࡩ m (σ) = ߾

 
∑ 

Ǧ,Ǻ=߾ σǦσǺ.

ࡦ cǩŷŷɻ ȝƟŒɻʞɫƟࡩ

µβ, (σ) =
߾

Ķβ, 
exp(βm (σ)), ʿǞƟɫƟ Ķβ,  =

∑

σ∈{±߾} 
exp(βm (σ)).

߾



ßǞŒɻƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ȴǇ +ʞɫǩƟīƟǩɻɻ ȝȴƌƟȋ

ࡦ üǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ Œ ƁɫǩʉǩƁŒȋ ʉƟȝɠƟɫŒʉʞɫƟ óƀ = βƀ/߾ ʞɫǩƟ+ࢍ ʉƟȝɠƟɫŒʉʞɫƟࢎ ɻʞƁǞ
ʉǞŒʉ ʉǞƟ ȝȴƌƟȋ ƟˇǞǩŷǩʉɻ Œ ɠǞŒɻƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣࡱ

ࡦ üȴ ŷƟ ɠɫƟƁǩɻƟࡪ ǩǇ ʿƟ ƁȴȣɻǩƌƟɫ ʉǞƟ ȝŒǊȣƟʉǩ˔Œʉǩȴȣ ƌƟȣɻǩʉˈ ȴǇ ʉǞƟ
+ʞɫǩƟīƟǩɻɻ ȝȴƌƟȋ

Ț  =
߾
 

 ∑

Ǧ=߾
σǦ,

ʉǞƟȣ ʉǞƟ ȝŒǊȣƟʉǩ˔Œʉǩȴȣ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉƟɻ Œʉ ˔Ɵɫȴ ʿǞƟȣ β ≤ βƀ
ࡪࢎɠŒɫŒȝŒǊȣƟʉǩƁࢍ Œȣƌ ǩʉ ǩɻ ŷȴʞȣƌƟƌ ŒʿŒˈ Ǉɫȴȝ ˔Ɵɫȴ ʿǞƟȣ β > βƀ
ࡱࢎǇƟɫɫȴȝŒǊȣƟʉǩƁࢍ

`ǩǊʞɫƟ ࡩ߾ 5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ȝŒǊȣƟʉǩ˔Œʉǩȴȣ µβ, (Ț  = ࡱ(· +ɫƟƌǩʉࡩ ðࡱ `ɫǩƟƌȋǩ Œȣƌ ĳࡱ
ĨƟȋƟȣǩȅࡪ `ǩǊʞɫƟ ࡱ߿ࡱ߿

߿



ßǞŒɻƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ǩȣ ƟʻƟɫˈƌŒˈ ȋǩǇƟ

ࠀ



5ǩɻȴɫƌƟɫƟƌ ɻˈɻʉƟȝɻ

`ȴɫ ʉǞƟ +ʞɫǩƟīƟǩɻɻ ȝȴƌƟȋࡪ ʉǞƟ oŒȝǩȋʉȴȣǩŒȣɻ ŒɫƟ ƌƟʉƟɫȝǩȣǩɻʉǩƁࡱ #ʞʉ
ɠǞˈɻǩƁǩɻʉɻ ŒɫƟ Œȋɻȴ ǩȣʉƟɫƟɻʉƟƌ ǩȣ ɻˈɻʉƟȝɻ ʿǞƟɫƟ ʉǞƟ oŒȝǩȋʉȴȣǩŒȣɻ ŒɫƟ
ɫŒȣƌȴȝ ࡱࢎƌǩɻȴɫƌƟɫƟƌࢍ

DˇŒȝɠȋƟࡩ üǞƟ ðǞƟɫɫǩȣǊʉȴȣ�ǩɫȅɠŒʉɫǩƁȅ ࢎ�ðࢍ ȝȴƌƟȋࡱ

ࡦ xɻǩȣǊ ɻɠǩȣɻ σ ∈  {߾±}

ࡦ oŒȝǩȋʉȴȣǩŒȣ

m (σ) =
߾
߿

 ∑

Ǧ,Ǻ=߾
�ǦǺσǦσǺ,

ʿǞƟɫƟ � ∈ c´D( )ࡱ üǞŒʉ ǩɻࡪ � ǩɻ Œ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁ ȝŒʉɫǩˇ ʿǞƟɫƟ ʉǞƟ
ʞɠɠƟɫ࢙ʉɫǩŒȣǊʞȋŒɫ ƟȣʉɫǩƟɻ ŒɫƟ ǩࡱǩࡱƌࡪࡱ �ǦǦ ∼  (߽, ࡪ( /߿ Œȣƌ �ǦǺ ∼  (߽, ( /߾ Ǉȴɫ
Ǧ < Ǻࡱ

ࡦ üǞƟ ð� ȝȴƌƟȋ ǩɻ Œȣ ƟˇŒȝɠȋƟ ȴǇ ɵɛǦȠ ǈȈŒɵɵƝɵࡱ

ࠁ



üǞƟ Ɓȴȣʉǩȣʞȴʞɻ ɫŒȣƌȴȝ ƟȣƟɫǊˈ ȝȴƌƟȋ ࢎ�æD+ࢍ

ßǞˈɻǩƁǩɻʉɻ ƁŒȝƟ ʞɠ ʿǩʉǞ ȴʉǞƟɫ ȝȴƌƟȋɻ ʿǞǩƁǞ ǞŒʻƟ ȝȴɫƟ ʉɫŒƁʉŒŷȋƟ ƁȴɫɫƟȋŒʉǩȴȣ
ɻʉɫʞƁʉʞɫƟɻࡱ

ࡦ üǞƟ +æD� ʿŒɻ ɠɫȴɠȴɻƟƌ ŷˈ ȴʻǩƟɫ#ࢁ Œȣƌ �ʞɫȅȴʻŒ ࡪࢂࠁ߽ࢪ ʿǞǩƁǞ ǊƟȣƟɫŒȋǩ˔Ɵƌ
5ƟɫɫǩƌŒࢪɻ ɫŒȣƌȴȝ ƟȣƟɫǊˈ ȝȴƌƟȋ ǇȴɫȝʞȋŒʉƟƌ ǩȣ ʉǞƟ ࡱɻ߽ࠅࢪ

ࡦ (ĩʴ)ʴ∈T  ࡩ ƁƟȣʉƟɫƟƌ cŒʞɻɻǩŒȣ ɠɫȴƁƟɻɻ ǩȣƌƟˇƟƌ ŷˈ Œ ŷǩȣŒɫˈ ʉɫƟƟ T  ȴǇ
ƌƟɠʉǞ   ʿǩʉǞ ƁȴɫɫƟȋŒʉǩȴȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣ

E [ĩʴĩʸ] =   · �
(
|ʴ ∧ ʸ|
 

)
,

ʿǞƟɫƟ � : [߽, [߾ → [߽, [߾ ǩɻ Œ Ɓȴȣʉǩȣʞȴʞɻ ȣȴȣ࢙ƌƟƁɫƟŒɻǩȣǊ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ɻʞƁǞ
ʉǞŒʉ �(߽) = ߽ Œȣƌ (߾)� = ࡱ߾

ࡦ üǞƟ +æD� ƁŒȣ ŷƟ ɻƟƟȣ Œɻ Œ ʉǩȝƟ࢙ǩȣǞȴȝȴǊƟȣƟȴʞɻ ŷǩȣŒɫˈ ŷɫŒȣƁǞǩȣǊ
ɫŒȣƌȴȝ ʿŒȋȅ ʿǩʉǞ cŒʞɻɻǩŒȣ ǩȣƁɫƟȝƟȣʉɻࡱ

v

w

v ^ w

?

ࠂ



5ǩɻȴɫƌƟɫƟƌ ɻˈɻʉƟȝɻ Œȣƌ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻ

ࡦ 5ǩɻȴɫƌƟɫƟƌ ɻˈɻʉƟȝɻ ȴɫǩǊǩȣŒʉƟƌ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ɻʉʞƌˈ ȴǇ ǊȋŒɻɻˈ ȝŒʉƟɫǩŒȋɻࡪ ŷʞʉ
ʉǞƟȣ ʉǞƟ ɫƟɻƟŒɫƁǞ ȴȣ ʉǞǩɻ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ǞŒƌ Œ ǇŒɫ࢙ɫƟŒƁǞǩȣǊ ǩȣ˩ʞƟȣƁƟ ȴȣ
ȴʉǞƟɫ ˨Ɵȋƌɻ ȴǇ ɻƁǩƟȣƁƟࡱ

ࡦ 5ǩɻȴɫƌƟɫƟƌ ɻˈɻʉƟȝɻ Œȣƌ ȣƟʞɫŒȋ ȣƟʉʿȴɫȅɻࡩ �ƟȣȅŒ ĿƌƟŷȴɫȴʻŔࡪ ĢǛŒʂ ǛŒɵ
ɵʂŒʂǦɵʂǦƀŒȈ ɛǛˁɵǦƀɵ ʂȰ ɵŒˁ ŒŶȰʗʂ ȚŒƀǛǦȠƝ ȈƝŒɥȠǦȠǈࡱ

ࡦ �ȋǊȴɫǩʉǞȝǩƁ ŒɻɠƟƁʉ ȴǇ ƌǩɻȴɫƌƟɫƟƌ ɻˈɻʉƟȝɻࡩ
ࡦ oȴʿ ʉȴ ˨ȣƌ Œ ȣƟŒɫ ȴɠʉǩȝŒȋ ɻʉŒʉƟࡷǊɫȴʞȣƌ ɻʉŒʉƟ ȴǇ ʉǞƟ ɻˈɻʉƟȝࡲ
ࡦ oȴʿ ʉȴ ɻŒȝɠȋƟ Œ ʉˈɠǩƁŒȋ ɻʉŒʉƟ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ cǩŷŷɻ ȝƟŒɻʞɫƟࡲ
ࡦ 5ȴ ʉǞƟɻƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻ ŒȋʿŒˈɻ ʿȴɫȅ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈࡲ

ࠃ



`ǩȣƌǩȣǊ Ǌɫȴʞȣƌ ɻʉŒʉƟɻ ȴǇ ʉǞƟ +æD� ˈƟɫɫ#࢙�ƌƌŒɫǩȴࢁ Œȣƌ �ŒǩȋȋŒɫƌ ࢂࠆ߾ࢪ

ࡦ cȴŒȋࡩ `ǩˇ Œȣ ƟȣƟɫǊˈ ȋƟʻƟȋ ˀ ∈ Rࡱ `ǩȣƌ Œ ȋƟŒǇ ʴ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ ĩʴ ≥ ˀ ࡱ
ࡦ æƟɻʞȋʉɻࡩ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ Œ ʉǞɫƟɻǞȴȋƌ

ˀ∗ = ˀ∗(�) =
√
߿ log ߿

∫ ߾

߽

√
�′(ʂ) /ʂ

ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ
ࡱ߾ Ǉȴɫ Œȋȋ ˀ < ˀ∗ ࡪ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ Œ ȋǩȣƟŒɫ࢙ʉǩȝƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʿǞǩƁǞ ƁŒȣ ŒƁǞǩƟʻƟ ʉǞƟ
ǊȴŒȋ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

ࡱ߿ Ǉȴɫ Œȋȋ ˀ > ˀ∗ ࡪ ʉǞƟ ǊȴŒȋ ǩɻ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋȋˈ ǞŒɫƌ ʉȴ ŒƁƁȴȝɠȋǩɻǞࡱ

ࠄ



+ȴȝȝƟȣʉɻ ȴȣ ˈƟɫɫ#࢙�ƌƌŒɫǩȴࢁ Œȣƌ �ŒǩȋȋŒɫƌ ࢂࠆ߾ࢪ

ࡦ üǞƟ Ǌɫȴʞȣƌ ɻʉŒʉƟ ƟȣƟɫǊˈ ˀɵ ǩɻ ƌƟ˨ȣƟƌ ŷˈ

ˀɵ = lim
 →∞

߾
  max

|ʴ|= 
ĩʴ Œࡱɻࡱ=

√
߿ log ߿

∫ ߾

߽

√
Œ̂(ʂ) /ʂ ,

ʿǞƟɫƟ Œ̂ ǩɻ ʉǞƟ ȋƟǇʉ࢙ƌƟɫǩʻŒʉǩʻƟ ȴǇ ʉǞƟ ƁȴȣƁŒʻƟ Ǟʞȋȋ ȴǇ ࡱ�
ࡦ üǞƟ Ǌɫȴʞȣƌ ɻʉŒʉƟ ƟɧʞŒȋɻ ʉȴ ˀ∗ ǩǇ Œȣƌ ȴȣȋˈ ǩǇ � ǩɻ ƁȴȣƁŒʻƟࡱ üǞʞɻࡪ

ƁȴȣʻƟˇǩʉˈ ȴǇ �⇔ ∃ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻ ˨ȣƌǩȣǊ ʉǞƟ ȣƟŒɫ Ǌɫȴʞȣƌ ɻʉŒʉƟ.

ࡦ ßŒɫŒȋȋƟȋ ʿȴɫȅɻ ȴȣ ɻɠǩȣ ǊȋŒɻɻƟɻࡩ
ࡦ �ȴȣʉŒȣŒɫǩࢁ ࢂࠅ߾ࢪ Ǉȴɫ ʉǞƟ ð� ȝȴƌƟȋ
ࡦ ðʞŷŒǊࢁ ࢂࠅ߾ࢪ Ǉȴɫ ȝǩˇƟƌ ɻɠǞƟɫǩƁŒȋ ɛ࢙ɻɠǩȣ ȝȴƌƟȋ
ࡦ cŒȝŒɫȣǩȅࢁ Œȣƌ �ŒǊŒȣȣŒʉǞ ࢂࠆ߾ࢪ Ǉȴɫ ɠʞɫƟ ɛ࢙ɻɠǩȣ ȝȴƌƟȋɻࡱ

ࡦ üǞƟ ȣƟŒɫ Ǌɫȴʞȣƌ ɻʉŒʉƟ ɠŒɫʉǩƁȋƟɻ ŒɫƟ ɫŒɫƟࡱ oȴʿ ʉȴ ɻŒȝɠȋƟ Œ ʉˈɠǩƁŒȋ
ɠŒɫʉǩƁȋƟ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ cǩŷŷɻ ȝƟŒɻʞɫƟ ȴǇ ʉǞƟ +æDࡲ�
üǞƟ ɫƟɻʉ ȴǇ ʉǞƟ ʉŒȋȅࡩ ŒȣɻʿƟɫǩȣǊ ʉǞƟ ɻɠƟƁǩŒȋ ƁŒɻƟ ʿǞƟɫƟ �(ʂ) = ʂࡱ

ࠅ



#ɫŒȣƁǞǩȣǊ ɫŒȣƌȴȝ ʿŒȋȅ Œȣƌ ʉǞƟ
ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ



#ɫŒȣƁǞǩȣǊ ɫŒȣƌȴȝ ʿŒȋȅ

ࡦ æȴȴʉƟƌ Ɗ࢙Œɫˈ ʉɫƟƟࡩ T = {∅} ∪
⋃∞
Ƞ=߾{߽, . . . ,Ɗ− Ƞ{߾

ࡦ 5ƟɠʉǞ ȴǇ ʴ ∈ T = |ʴ|ࡱ
ࡦ xȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ǩȣƁɫƟȝƟȣʉɻࡩ (ĳʴ)ʴ∈T\{∅} ǩࡱǩࡱƌࡱ ƁȴɠǩƟɻ ȴǇ ĳ = (Ī߽, . . . , ĪƊ−ࡱ(߾
ࡦ ŷɫŒȣƁǞǩȣǊ ɫŒȣƌȴȝ ʿŒȋȅ Ĳ = (ĩʴ)ʴ∈T ʿǩʉǞ ǩȣƁɫƟȝƟȣʉɻ ĳ ǩɻ Œ ɠɫȴƁƟɻɻ
ƌƟ˨ȣƟƌ ŷˈ





ĩ∅ = ߽,
ĩʴ =

∑
∅<ʸ≤ʴ Īʸ, |ʴ| ≥ .߾

?
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Y11

Y110

Y1100

Y11001

X11001 = Y1 + Y11 + Y110 + Y1100 + Y11001

ࠆ



üǞƟ cǩŷŷɻ ȝƟŒɻʞɫƟ ȴǇ ʉǞƟ +æD�

ࡦ üǞƟ cǩŷŷɻ ȝƟŒɻʞɫƟ ȴǇ ʉǞƟ +æD� ǩɻ ƌƟ˨ȣƟƌ ŷˈ

µβ, (ʗ) =
߾

Ķβ, 
Ɲβĩʗ , ʿǞƟɫƟ Ķβ,  =

∑

|ʗ|= 
Ɲβĩʗ .

ࡦ `ȴɫ Œ ǊǩʻƟȣ ȣȴƌƟ ʴ Œȣƌ |ʗ| = Țࡪ ʿƟ ƌƟ˨ȣƟ

µʴβ,Ț(ʗ) =
߾

Ķʴβ, 
Ɲβ(ĩʴʗ−ĩʴ), ʿǞƟɫƟ Ķʴβ,  =

∑

|ʗ|=Ț
Ɲβ(ĩʴʗ−ĩʴ).

߽߾



æƟƁʞɫɻǩʻƟ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ȴȣ ɫƟȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵƌ࢙� ʉɫƟƟ

äʞƟɻʉǩȴȣɻࡩ Ǟȴʿ ʉȴ ɻŒȝɠȋƟ ʉǞƟ cǩŷŷɻ ȝƟŒɻʞɫƟ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈࡲ xǇ ʿƟ ƁŒȣࡪ ǩɻ ǩʉ
ɠȴɻɻǩŷȋƟ ʉȴ ƌȴ ǩʉ Ǉȴɫ Œȋȋ β > ࡲ߽

+ȴȣɻǩƌƟɫ ʉǞƟ ǇȴȋȋȴʿǩȣǊ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ
ɻƟʉ ʴ = ࡶ∅
ʿǞǩȋƟ |ʴ| <   ƌȴ

ƁǞȴȴɻƟ ʸ ʿǩʉǞ |ʸ| = � ∧ ( − |ʴ|) ŒƁƁȴɫƌǩȣǊ ʉȴ ʉǞƟ cǩŷŷɻ ȝƟŒɻʞɫƟ
µʴβ,�∧( −|ʴ|)ࡶ
ɫƟɠȋŒƁƟ ʴ ʿǩʉǞ ʴʸࡶ

Ɵȣƌ
ȴʞʉɠʞʉ ʴࡱ

߾߾



æƟƁʞɫɻǩʻƟ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ȴȣ ɫƟȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵƌ࢙� ʉɫƟƟ

+ȴȣɻǩƌƟɫ ʉǞƟ ǇȴȋȋȴʿǩȣǊ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ
ɻƟʉ ʴ = ࡶ∅
ʿǞǩȋƟ |ʴ| <   ƌȴ

ƁǞȴȴɻƟ ʸ ʿǩʉǞ |ʸ| = � ∧ ( − |ʴ|) ŒƁƁȴɫƌǩȣǊ ʉȴ ʉǞƟ cǩŷŷɻ ȝƟŒɻʞɫƟ
µʴβ,�∧( −|ʴ|)ࡶ
ɫƟɠȋŒƁƟ ʴ ʿǩʉǞ ʴʸࡶ

Ɵȣƌ
ȴʞʉɠʞʉ ʴࡱ

DˇŒȝɠȋƟࡩ ŷǩȣŒɫˈ ʉɫƟƟࡪ � = ߿ Œȣƌ   = ࡱࠂ
?
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æƟƁʞɫɻǩʻƟ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ȴȣ ɫƟȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵƌ࢙� ʉɫƟƟ

+ȴȣɻǩƌƟɫ ʉǞƟ ǇȴȋȋȴʿǩȣǊ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ
ɻƟʉ ʴ = ࡶ∅
ʿǞǩȋƟ |ʴ| <   ƌȴ

ƁǞȴȴɻƟ ʸ ʿǩʉǞ |ʸ| = � ∧ ( − |ʴ|) ŒƁƁȴɫƌǩȣǊ ʉȴ ʉǞƟ cǩŷŷɻ ȝƟŒɻʞɫƟ
µʴβ,�∧( −|ʴ|)ࡶ
ɫƟɠȋŒƁƟ ʴ ʿǩʉǞ ʴʸࡶ

Ɵȣƌ
ȴʞʉɠʞʉ ʴࡱ

DˇŒȝɠȋƟࡩ ŷǩȣŒɫˈ ʉɫƟƟࡪ � = ߿ Œȣƌ   = ࡱࠂ
?
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æƟƁʞɫɻǩʻƟ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ȴȣ ɫƟȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵƌ࢙� ʉɫƟƟ

+ȴȣɻǩƌƟɫ ʉǞƟ ǇȴȋȋȴʿǩȣǊ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ
ɻƟʉ ʴ = ࡶ∅
ʿǞǩȋƟ |ʴ| <   ƌȴ

ƁǞȴȴɻƟ ʸ ʿǩʉǞ |ʸ| = � ∧ ( − |ʴ|) ŒƁƁȴɫƌǩȣǊ ʉȴ ʉǞƟ cǩŷŷɻ ȝƟŒɻʞɫƟ
µʴβ,�∧( −|ʴ|)ࡶ
ɫƟɠȋŒƁƟ ʴ ʿǩʉǞ ʴʸࡶ

Ɵȣƌ
ȴʞʉɠʞʉ ʴࡱ

DˇŒȝɠȋƟࡩ ŷǩȣŒɫˈ ʉɫƟƟࡪ � = ߿ Œȣƌ   = ࡱࠂ
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æƟƁʞɫɻǩʻƟ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ȴȣ ɫƟȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵƌ࢙� ʉɫƟƟ

+ȴȣɻǩƌƟɫ ʉǞƟ ǇȴȋȋȴʿǩȣǊ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ
ɻƟʉ ʴ = ࡶ∅
ʿǞǩȋƟ |ʴ| <   ƌȴ

ƁǞȴȴɻƟ ʸ ʿǩʉǞ |ʸ| = � ∧ ( − |ʴ|) ŒƁƁȴɫƌǩȣǊ ʉȴ ʉǞƟ cǩŷŷɻ ȝƟŒɻʞɫƟ
µʴβ,�∧( −|ʴ|)ࡶ
ɫƟɠȋŒƁƟ ʴ ʿǩʉǞ ʴʸࡶ

Ɵȣƌ
ȴʞʉɠʞʉ ʴࡱ

DˇŒȝɠȋƟࡩ ŷǩȣŒɫˈ ʉɫƟƟࡪ � = ߿ Œȣƌ   = ࡱࠂ
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æƟƁʞɫɻǩʻƟ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ȴȣ ɫƟȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵƌ࢙� ʉɫƟƟ

+ȴȣɻǩƌƟɫ ʉǞƟ ǇȴȋȋȴʿǩȣǊ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ
ɻƟʉ ʴ = ࡶ∅
ʿǞǩȋƟ |ʴ| <   ƌȴ

ƁǞȴȴɻƟ ʸ ʿǩʉǞ |ʸ| = � ∧ ( − |ʴ|) ŒƁƁȴɫƌǩȣǊ ʉȴ ʉǞƟ cǩŷŷɻ ȝƟŒɻʞɫƟ
µʴβ,�∧( −|ʴ|)ࡶ
ɫƟɠȋŒƁƟ ʴ ʿǩʉǞ ʴʸࡶ

Ɵȣƌ
ȴʞʉɠʞʉ ʴࡱ

DˇŒȝɠȋƟࡩ ŷǩȣŒɫˈ ʉɫƟƟࡪ � = ߿ Œȣƌ   = ࡱࠂ
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æƟƁʞɫɻǩʻƟ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ȴȣ ɫƟȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵƌ࢙� ʉɫƟƟ

+ȴȣɻǩƌƟɫ ʉǞƟ ǇȴȋȋȴʿǩȣǊ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ
ɻƟʉ ʴ = ࡶ∅
ʿǞǩȋƟ |ʴ| <   ƌȴ

ƁǞȴȴɻƟ ʸ ʿǩʉǞ |ʸ| = � ∧ ( − |ʴ|) ŒƁƁȴɫƌǩȣǊ ʉȴ ʉǞƟ cǩŷŷɻ ȝƟŒɻʞɫƟ
µʴβ,�∧( −|ʴ|)ࡶ
ɫƟɠȋŒƁƟ ʴ ʿǩʉǞ ʴʸࡶ

Ɵȣƌ
ȴʞʉɠʞʉ ʴࡱ

DˇŒȝɠȋƟࡩ ŷǩȣŒɫˈ ʉɫƟƟࡪ � = ߿ Œȣƌ   = ࡱࠂ
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æƟƁʞɫɻǩʻƟ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ȴȣ ɫƟȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵƌ࢙� ʉɫƟƟ

+ȴȣɻǩƌƟɫ ʉǞƟ ǇȴȋȋȴʿǩȣǊ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ
ɻƟʉ ʴ = ࡶ∅
ʿǞǩȋƟ |ʴ| <   ƌȴ

ƁǞȴȴɻƟ ʸ ʿǩʉǞ |ʸ| = � ∧ ( − |ʴ|) ŒƁƁȴɫƌǩȣǊ ʉȴ ʉǞƟ cǩŷŷɻ ȝƟŒɻʞɫƟ
µʴβ,�∧( −|ʴ|)ࡶ
ɫƟɠȋŒƁƟ ʴ ʿǩʉǞ ʴʸࡶ

Ɵȣƌ
ȴʞʉɠʞʉ ʴࡱ

DˇŒȝɠȋƟࡩ ŷǩȣŒɫˈ ʉɫƟƟࡪ � = ߿ Œȣƌ   = ࡱࠂ
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æƟƁʞɫɻǩʻƟ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ȴȣ ɫƟȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵƌ࢙� ʉɫƟƟ

+ȴȣɻǩƌƟɫ ʉǞƟ ǇȴȋȋȴʿǩȣǊ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ
ɻƟʉ ʴ = ࡶ∅
ʿǞǩȋƟ |ʴ| <   ƌȴ

ƁǞȴȴɻƟ ʸ ʿǩʉǞ |ʸ| = � ∧ ( − |ʴ|) ŒƁƁȴɫƌǩȣǊ ʉȴ ʉǞƟ cǩŷŷɻ ȝƟŒɻʞɫƟ
µʴβ,�∧( −|ʴ|)ࡶ
ɫƟɠȋŒƁƟ ʴ ʿǩʉǞ ʴʸࡶ

Ɵȣƌ
ȴʞʉɠʞʉ ʴࡱ

DˇŒȝɠȋƟࡩ ŷǩȣŒɫˈ ʉɫƟƟࡪ � = ߿ Œȣƌ   = ࡱࠂ
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æƟƁʞɫɻǩʻƟ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ȴȣ ɫƟȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵƌ࢙� ʉɫƟƟ

+ȴȣɻǩƌƟɫ ʉǞƟ ǇȴȋȋȴʿǩȣǊ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ
ɻƟʉ ʴ = ࡶ∅
ʿǞǩȋƟ |ʴ| <   ƌȴ

ƁǞȴȴɻƟ ʸ ʿǩʉǞ |ʸ| = � ∧ ( − |ʴ|) ŒƁƁȴɫƌǩȣǊ ʉȴ ʉǞƟ cǩŷŷɻ ȝƟŒɻʞɫƟ
µʴβ,�∧( −|ʴ|)ࡶ
ɫƟɠȋŒƁƟ ʴ ʿǩʉǞ ʴʸࡶ

Ɵȣƌ
ȴʞʉɠʞʉ ʴࡱ

DˇŒȝɠȋƟࡩ ŷǩȣŒɫˈ ʉɫƟƟࡪ � = ߿ Œȣƌ   = ࡱࠂ
?

10

1010

?

10

1010

?

10

1010

?

10

00 01 10 11

µ
?

β;2 µ
10
β;2

1000 1001 1010 1011 10100 10101

µ
1010
β;1

10100 10101

µ
1010
β;1

10100 10101

µ
1010
β;1

߿߾



æƟƁʞɫɻǩʻƟ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ȴȣ ɫƟȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵƌ࢙� ʉɫƟƟ

+ȴȣɻǩƌƟɫ ʉǞƟ ǇȴȋȋȴʿǩȣǊ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ
ɻƟʉ ʴ = ࡶ∅
ʿǞǩȋƟ |ʴ| <   ƌȴ

ƁǞȴȴɻƟ ʸ ʿǩʉǞ |ʸ| = � ∧ ( − |ʴ|) ŒƁƁȴɫƌǩȣǊ ʉȴ ʉǞƟ cǩŷŷɻ ȝƟŒɻʞɫƟ
µʴβ,�∧( −|ʴ|)ࡶ
ɫƟɠȋŒƁƟ ʴ ʿǩʉǞ ʴʸࡶ

Ɵȣƌ
ȴʞʉɠʞʉ ʴࡱ

DˇŒȝɠȋƟࡩ ŷǩȣŒɫˈ ʉɫƟƟࡪ � = ߿ Œȣƌ   = ࡱࠂ
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æƟȝŒɫȅɻ

ࡦ üǞƟ ɫʞȣȣǩȣǊ ʉǩȝƟ ȴǇ ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ǩɻ ƌƟʉƟɫȝǩȣǩɻʉǩƁ Œȣƌ ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈ
ࡱ�߿-�/ ,

ࡦ �ȴɫƟȴʻƟɫࡪ ʉǞƟ ȋŒʿ ȴǇ ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ǩɻ Œ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȝƟŒɻʞɫƟ
µβ,�,  ƌƟ˨ȣƟƌ ŷˈ

µβ,�,߽(∅) = ߾
µβ,�, ∧(�+߾)�(ʴʸ) = µβ,�,��(ʴ) · µʴβ,�∧( −��)(ʸ)

Ǉȴɫ Œȋȋ |ʴ| = ࡪ�� |ʸ| = � ∧ ( − ��) Œȣƌ ߽ ≤ � ≤ . ࡱ/� 
DˇŒȝɠȋƟࡩ ŷǩȣŒɫˈ ʉɫƟƟࡪ � = ߿ Œȣƌ   = ࡱࠂ ´ȣ ʉǞǩɻ Ɓȴȣ˨ǊʞɫŒʉǩȴȣࡪ

µβ,(߾߽߾߽߾)߿,ࠂ = µβ,(߽߾)߿× µ߽߾β,(߽߾)߿× µ߽߾߽߾β,߿ (߾)
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äʞƟɻʉǩȴȣࡩ ƌȴƟɻ µβ,�,  ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ʉǞƟ cǩŷŷɻ ȝƟŒɻʞɫƟࡲ

ࠀ߾



�Œǩȣ ɫƟɻʞȋʉɻ



�ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ

üǞƟ Ɵȣʉɫȴɠˈ ȴǇ µβ,  Œȣƌ ʉǞƟ �ʞȋȋŷŒƁȅ�ƟǩŷȋƟɫ ƌǩʻƟɫǊƟȣƁƟ Ǉɫȴȝ µβ,  ʉȴ µ̃β, 

ŒɫƟ ɫƟɻɠƟƁʉǩʻƟȋˈ ƌƟ˨ȣƟƌ ŷˈ

m(µβ, ) =
∑

|ʗ|= 
µβ, (ʗ) · log

(
߾

µβ, (ʗ)

)

ƌ(µ̃β,  || µβ, ) =
∑

|ʗ|= 
µ̃β, (ʗ) · log

(
µ̃β, (ʗ)
µβ, (ʗ)

)
.

5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ ࢎ�ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࢍ
�Ɵʉ β ≥ ࡱ߽ īƟ ɻŒˈ ʉǞŒʉ Œ ɻƟɧʞƟȣƁƟ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȝƟŒɻʞɫƟɻ
(µ̃β, ) ≥߾ ŒɛɛɥȰˀǦȚŒʂƝɵ ʉǞƟ cǩŷŷɻ ȝƟŒɻʞɫƟ µβ,  ǩǇ

ƌ(µ̃β,  || µβ, )
m(µβ, )

→ ߽, ǩȣ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ Œɻ  → ∞.

ࠁ߾



�Œǩȣ ɫƟɻʞȋʉɻ xࡩ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ǩȣ ʉǞƟ ɻʞŷƁɫǩʉǩƁŒȋ ɫƟǊǩȝƟ

üǞƟȴɫƟȝ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࢍ ŷȴʞȣƌɻࢎ
�Ɵʉ � ∈ N Œȣƌ β ∈ [߽,βƀ)ࡱ üǞƟȣ Ǉȴɫ Œȋȋ ɛ ≥ ࡪ߾ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ Œ ƁȴȣɻʉŒȣʉ
(ɛ)߾* > ߽ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ

‖ƌ(µβ,�,  || µβ, )‖ɛ ≤ (ɛ)߾* ·
⌊
 
�

⌋
. ࢎ߾ࢍ

�ȴɫƟȴʻƟɫࡪ Ǉȴɫ Œȋȋ ɛ ≥ ࡪ߾ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ Œ ƁȴȣɻʉŒȣʉ (ɛ)߾* > ߽ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ

‖ƌ(µβ,�,  || µβ, )− E [ƌ(µβ,�,  || µβ, )]‖ɛ ≤ .(ɛ)߾* ࢎ߿ࢍ

+ȴɫȴȋȋŒɫˈ ˈȴȝɠȋƟˇǩʉ+ࢍ ʞɠɠƟɫ ŷȴʞȣƌࢎ
xǇ β ∈ [߽,βƀ)ࡪ ʉǞƟȣ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ Œ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ࢙ʉǩȝƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ
ƟʻƟɫˈ ɛ > ࡪ߾ ƌƟȣȴʉǩȣǊ ŷˈ µ̃β,  ʉǞƟ ȋŒʿ ȴǇ ǩʉɻ ȴʞʉɠʞʉࡪ

߾
 ‖ƌ(µ̃β,  || µβ, )‖ɛ → ߽ ࢎࠀࢍ

Œɻ  → ࡱ∞ xȣ ɠŒɫʉǩƁʞȋŒɫࡪ µ̃β,  ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟɻ ʉǞƟ cǩŷŷɻ ȝƟŒɻʞɫƟ µβ, ࡱ

ࠂ߾



�Œǩȣ ɫƟɻʞȋʉɻ xxࡩ ǞŒɫƌȣƟɻɻ ǩȣ ʉǞƟ ɻʞɠƟɫƁɫǩʉǩƁŒȋ ɫƟǊǩȝƟ

üǞƟȴɫƟȝ ˈȴȝɠȋƟˇǩʉ+ࢍ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌࢎ

�ɻɻʞȝƟ βƀ ∈ D(ϕ)◦ࡱ �Ɵʉ β > βƀࡱ ðʞɠɠȴɻƟ ʉǞŒʉ ʴ = (ʴ(Ȃ))Ȃ≥߽ Œ ɫŒȣƌȴȝ
ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʿǩʉǞ ȋŒʿ µ̃  ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ µ̃  ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟɻ ʉǞƟ cǩŷŷɻ ȝƟŒɻʞɫƟ µβ, ࡪ
Œȣƌ τ ǩɻ ʉǞƟ ɫʞȣȣǩȣǊ ʉǩȝƟ ȴǇ ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡱ üǞƟȣ Ǉȴɫ ƟʻƟɫˈ δ > ࡪ߽ ʉǞƟɫƟ
Ɵˇǩɻʉɻ ˍ > ࡪ߽ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ ȋŒɫǊƟ ƟȣȴʞǊǞ ࡪ 

P
(
τ ≥ Ɲˍ

√
 
)
≥ −߾ δ.

æƟȝŒɫȅࡱ £ȴʉƟ ʉǞŒʉ βƀ ∈ D(ϕ)◦ ǩȝɠȋǩƟɻ ǩȣ ɠŒɫʉǩƁʞȋŒɫ ʉǞŒʉ βƀ < ࡱ∞

ࠃ߾



�Œǩȣ ǩȣǊɫƟƌǩƟȣʉɻ ȴǇ ʉǞƟ ɠɫȴȴǇɻ



xȣǊɫƟƌǩƟȣʉɻ ȴǇ ɠɫȴʻǩȣǊ ʉǞƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ŷȴʞȣƌ

oȴȝȴǊƟȣƟǩʉˈ ȴǇ ʉǞƟ #æī! ǇŒƁʉȴɫǩ˔Œʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ �� ƌǩʻƟɫǊƟȣƁƟ

ƌ(µβ,�,  || µβ, ) =

,  � ∑߾−-

�=߽

∑

|ʗ|=��
µβ,�,��(ʗ) · ƌ(µʗβ,� || µʗβ, −��).

+ŒȋƁʞȋŒʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣ! ǊƟȣƟɫŒȋǩ˔ǩȣǊ ǩʉ ʉȴ ɛ࢙ȣȴɫȝɻࡱ

E [ƌ(µβ,�,  || µβ, )]

=

,  � ∑߾−-

�=߽

∑

|ʗ|=��
E
[
µβ,�,��(ʗ) · ƌ(µʗβ,� || µʗβ, −��)

]

=

,  � ∑߾−-

�=߽

∑

|ʗ|=��
E
[
µβ,�,��(ʗ) · E

[
ƌ(µʗβ,� || µʗβ, −��)

∣∣F��
]]

=

,  � ∑߾−-

�=߽

∑

|ʗ|=��
E [µβ,�,��(ʗ) · E [ƌ(µβ,� || µβ, −��)]]

=

,  � ∑߾−-

�=߽
E [ƌ(µβ,� || µβ, −��)] .

ࠄ߾



xȣǊɫƟƌǩƟȣʉɻ ȴǇ ɠɫȴʻǩȣǊ ʉǞƟ ƁȴȝɠȋƟˇǩʉˈ ʞɠɠƟɫ ŷȴʞȣƌ

ࡦ īƟ ɻǞȴʿƟƌ ʉǞƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ŷȴʞȣƌ

‖ƌ(µ̃β,  || µβ, )‖ɛ ≤ (ɛ)߾* ·
⌊
 
�

⌋
. ࢎࠁࢍ

ࡦ #ˈ ƁǞȴȴɻǩȣǊ �( ) = ®(log )ࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ɫʞȣȣǩȣǊ ʉǩȝƟ
( )�߿-( )�/ , ǩɻ ȴǇ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋࡪ Œȣƌ ʉǞŒʉ

߾
 ‖ƌ(µ̃β,  || µβ, )‖ɛ → ߽,  → ∞.

ࡦ ࢎȴȋȅȋȴɫƟ`ࢍ xȣ ʉǞƟ ɻʞŷƁɫǩʉǩƁŒȋ ɫƟǊǩȝƟ β ∈ [߽,βƀ)ࡪ m(µβ, )/  ƁȴȣʻƟɫǊƟɻ ǩȣ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉȴ Œ ɠȴɻǩʉǩʻƟ ƁȴȣɻʉŒȣʉ Œɻ  → ࡱ∞

⇒ ƌ(µ̃β,  || µβ, )
m(µβ, )

P→ ߽,  → ∞.

ࠅ߾



xȣǊɫƟƌǩƟȣʉɻ ȴǇ ɠɫȴʻǩȣǊ ʉǞƟ ƁȴȝɠȋƟˇǩʉˈ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌ

ࡦ ´ȣƟ ƁŒȣ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ ˍ > ߽ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ
ȋŒɫǊƟ ƟȣȴʞǊǞ ࡪ  ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ˨ȣƌɻ Œ ʻƟɫʉƟˇ ʗ ʿǞȴɻƟ ŒȣƁƟɻʉȴɫ ʸ Œʉ
ǊƟȣƟɫŒʉǩȴȣ "߿/ ! ǩɻ ࡪƟˇƁƟɠʉǩȴȣŒȋ࢙ˍ ʉǞŒʉ ǩɻࡪ

ĩʗ − ĩʸ − ϕ′(βƀ) /߿ > ˍ
√
 .

ࡦ `ȴɫ Œȋȋ |ʸ| = ࡪ"߿/ ! ƌƟ˨ȣƟ

�ʸ = {ʸ ǩɻ .{ƟˇƁƟɠʉǩȴȣŒȋ࢙ˍ

üǞƟ ƟʻƟȣʉɻ ŒɫƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ŷˈ ʉǞƟ ŷɫŒȣƁǞǩȣǊ ɠɫȴɠƟɫʉ ̍ࡱ �ȴɫƟȴʻƟɫࡪ ʉǞƟ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ P (�ʸ) ŒɫƟ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋȋˈ ɻȝŒȋȋ ǩȣ ˍ

√
  ŷˈ ʉŒǩȋ ƟɻʉǩȝŒʉƟ ȴǇ ʉǞƟ

ȝŒˇǩȝŒȋ ɠŒɫʉǩƁȋƟ ȴǇ #æīࡱ
ࡦ üǞƟ ɠɫȴȴǇ Ǉȴȋȋȴʿɻ Ǉɫȴȝ ŒƌŒɠʉǩȣǊ ʉǞƟ ŒɫǊʞȝƟȣʉ ȴǇ ˈƟɫɫ#࢙�ƌƌŒɫǩȴࢁ Œȣƌ
�ŒǩȋȋŒɫƌ ȣƟŒࡱࢂࠆ߾ࢪ

ࠆ߾



+ȴȣƁȋʞɻǩȴȣɻ Œȣƌ ´ʞʉȋȴȴȅ

ࡦ 5ǩɻȴɫƌƟɫƟƌ ɻˈɻʉƟȝɻ ǊǩʻƟ ɫǩɻƟ ʞɠ ʉȴ ȝŒȣˈ ǩȣʉƟɫƟɻʉǩȣǊ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝǩƁ
ɠɫȴŷȋƟȝɻࡪ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ʉǞƟ Ǌɫȴʞȣƌ ɻʉŒʉƟɻ ȴɫ ʉǞƟ ʉˈɠǩƁŒȋ ɻʉŒʉƟɻ ȴǇ
ʉǞƟ ɻˈɻʉƟȝࡱ

ࡦ īƟ ɠɫȴʻǩƌƟƌ Œȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʉǞŒʉ ƁŒȣ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ʉǞƟ cǩŷŷɻ ȝƟŒɻʞɫƟ ȴǇ
#æī ǩȣ ʉǞƟ ɻʞŷƁɫǩʉǩƁŒȋ ɫƟǊǩȝƟࡪ Œȣƌ ʿƟ ɻǞȴʿƟƌ ʉǞŒʉ ʉǞƟ cǩŷŷɻ ȝƟŒɻʞɫƟ ǩɻ
ŒȋǊȴɫǩʉǞȝǩƁŒȋȋˈ ǞŒɫƌ ʉȴ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ǩȣ ʉǞƟ ɻʞɠƟɫƁɫǩʉǩƁŒȋ ɫƟǊǩȝƟࡱ üǞƟɻƟ
ɫƟɻʞȋʉɻ ƁȴʻƟɫ ʉǞƟ ƁŒɻƟ ȴǇ ʉǞƟ +æD� ʿǞƟɫƟ �(ʂ) = ʂࡱ

ࡦ ´ȣǊȴǩȣǊ ʿȴɫȅ ȴǇ ʞɻ ǩɻ ʉɫˈǩȣǊ ʉȴ ƟˇʉƟȣƌ ʉǞƟ ɫƟɻʞȋʉɻ ʉȴ ǊƟȣƟɫŒȋ +æDࡱ�

߽߿



�ƟɫƁǩ  ࡷ üǞŒȣȅ ˈȴʞ ！謝謝ࡷ

߾߿



�ɠɠƟȣƌǩˇ



xȝɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻ ȴǇ ʉǞƟ ƁȴȝɠȋƟˇǩʉˈ ʞɠɠƟɫ ŷȴʞȣƌ

+ȴɫȴȋȋŒɫˈ ˈȴȝɠȋƟˇǩʉ+ࢍ ʞɠɠƟɫ ŷȴʞȣƌࢎ
xǇ β ∈ [߽,βƀ)ࡪ ʉǞƟȣ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ Œ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ࢙ʉǩȝƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ
ƟʻƟɫˈ ɛ > ࡪ߾ ƌƟȣȴʉǩȣǊ ŷˈ µ̃β,  ʉǞƟ ȋŒʿ ȴǇ ǩʉɻ ȴʞʉɠʞʉࡪ

߾
 ‖ƌ(µ̃β,  || µβ, )‖ɛ → ߽ ࢎࠂࢍ

Œɻ  → ࡱ∞ xȣ ɠŒɫʉǩƁʞȋŒɫࡪ µ̃β,  ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟɻ ʉǞƟ cǩŷŷɻ ȝƟŒɻʞɫƟ µβ, ࡱ

ࡦ xȣ ʉǞƟ ɠǞˈɻǩƁɻ ȋǩʉƟɫŒʉʞɫƟࡪ ȴȣƟ ʿȴʞȋƌ ɻŒˈ ʉǞŒʉ µ̃β,  Œȣƌ µβ,  ŒɫƟ ȚƝŒɵʗɥƝ
ƝɡʗǦʴŒȈƝȠʂ ȴɫ ƝɡʗǦʴŒȈƝȠʂ ǦȠ ʂǛƝ ɵƝȠɵƝ Ȱǅ ɵɛƝƀǦ˧ƀ ɥƝȈŒʂǦʴƝ ƝȠʂɥȰɛˁࡱ

ࡦ DɧʞŒʉǩȴȣ ࢎࠂࢍ ǩȝɠȋǩƟɻ ʉǞƟ ǇȴȋȋȴʿǩȣǊࡩ ǩǇ ߾≤ ( �) ǩɻ Œ ɻƟɧʞƟȣƁƟ ȴǇ ɻƟʉɻ ɻʞƁǞ
ʉǞŒʉ µβ, (� ) ƁȴȣʻƟɫǊƟȣƁƟɻ ʉȴ ߽ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋȋˈ ǇŒɻʉ Œɻ  → ࡪ∞ ʉǞƟȣ ȴȣƟ
ƁŒȣ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ µ̃β, (� ) → ߽ ࡩˇƟࢍ ʻǩŒ #ǩɫǊƠࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡱࢎ

߿߿



xƌƟŒɻ ʉȴ ɠɫȴʻƟ ʉǞƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ࢎ߾ࢍ Œȣƌ ࢎ߿ࢍ

ࡱ߾ oȴȝȴǊƟȣƟǩʉˈ ȴǇ ʉǞƟ #æī! ǇŒƁʉȴɫǩ˔Œʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ �� ƌǩʻƟɫǊƟȣƁƟ

ƌ(µβ,�,  || µβ, ) =

,  � ∑߾−-

�=߽

∑

|ʗ|=��
µβ,�,��(ʗ) · ƌ(µʗβ,� || µʗβ, −��).

ࡱ߿ #ǩǊǊǩȣɻࢪ ʉǞƟȴƟɫȝ ऍ ȣƟǊŒʉǩʻƟ ȝȴȝƟȣʉɻ ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ Ģβ,Ƞ

! Ǉȴɫ Œȋȋ ɛ ≥ ࡪ߾ ʿƟ ǞŒʻƟ

sup
Ƞ≥߽

‖logĢβ,Ƞ‖ɛ < ∞ ʿǞǩƁǞ ʿǩȋȋ ǊǩʻƟ ʞɻ ‖ƌ(µβ,� || µβ, )‖ɛ ≤ *(ɛ).

! xʉƟȝ ߿ Ǟȴȋƌɻ Œɻ ȋȴȣǊ Œɻ β < βƀࡱ
ࡱࠀ xʉƟȝ ߾ ऍ xʉƟȝ !߿ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ࢎ߾ࢍ

‖ƌ(µβ,�,  || µβ, )‖ɛ ≤
,  � ∑߾−-

�=߽
*(ɛ) =

⌊
 
�

⌋
· *(ɛ).

ࡱࠁ +ȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉǩƟɻ ऍ ƟɻʉǩȝŒʉƟ ȴǇ ʉǞƟ ɻɧʞŒɫƟ ɻʞȝɻ ȴǇ µβ,�, (·)!
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ࢎ߿ࢍ

‖ƌ(µβ,�,  || µβ, )− E [ƌ(µβ,�,  || µβ, )]‖ɛ ≤ *ɛ · ɥ�.

ࠀ߿



ßɫȴȴǇ ȴǇ ʉǞƟ ƁȴȝɠȋƟˇǩʉˈ ʞɠɠƟɫ ŷȴʞȣƌ

ßɫȴȴǇ ȴǇ ʉǞƟ ˨ɫɻʉ ɻʉŒʉƟȝƟȣʉࡩ

ࡱ߾ +ǞȴȴɻƟ � = �( ) → ∞ Œɻ  → ࡪ∞ Œȣƌ ɻƟʉ µ̃β,  = µβ,�, ࡱ
ࡱ߿ #ˈ ʉǞƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ࡪࢎ߾ࢍ ʿƟ ȴŷʉŒǩȣ

߾
 ‖ƌ(µ̃β,  || µβ, )‖ɛ =

߾
 
∥∥ƌ(µβ,�( ),  || µβ, )

∥∥
ɛ

≤ ߾
  · (ɛ)߾* ·

⌊
 

�( )

⌋
→ ߽,  → ∞. ࢎࠃࢍ

ßɫȴȴǇ ȴǇ ʉǞƟ ɻƟƁȴȣƌ ɻʉŒʉƟȝƟȣʉࡩ

ࡱ߾ �ɻɻʞȝǩȣǊ ȝȴɫƟȴʻƟɫ ʉǞŒʉ � = ®(log )ࡱ xȣ ɠŒɫʉǩƁʞȋŒɫࡪ ʉǞƟ ɫʞȣȣǩȣǊ ʉǩȝƟ ǩɻ
ȴǇ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋࡱ

ࡱ߿ īƟ ǞŒʻƟ ʉǞƟ ǇȴȋȋȴʿǩȣǊ ǇȴȋȅȋȴɫƟ ȋƟȝȝŒ
�ƟȝȝŒࡱ �ɻˈȝɠʉȴʉǩƁɻ ȴǇ ʉǞƟ ƟȣʉɫȴɠǩƟɻ Ǉȴɫ β < βƀ

xǇ β ∈ [߽,βƀ)ࡪ ʉǞƟȣ m(µβ, )/  ƁȴȣʻƟɫǊƟɻ ǩȣ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉȴ Œ ɠȴɻǩʉǩʻƟ ƁȴȣɻʉŒȣʉ
Œɻ  → ࡱ∞

ࡱࠀ üǞƟȣ ŷˈ ࢎࠃࢍ Œȣƌ ʉǞƟ ȋƟȝȝŒ ŒŷȴʻƟࡪ ʿƟ ƁȴȣƁȋʞƌƟ ʉǞŒʉ
ƌ(µ̃β,  || µβ, )

m(µβ, )
→ ߽, ǩȣ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ Œɻ  → ∞.

ࠁ߿



ðʉƟɠɻ ȴǇ ɠɫȴʻǩȣǊ ʉǞƟ ƁȴȝɠȋƟˇǩʉˈ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌ

ࡱ߾ xǇ β > βƀ Œȣƌ ǩǇ βƀ ∈ D(ϕ)◦ࡪ ʉǞƟȣ m(µβ, ) = ®P(߾)ࡪ Œɻ  → ࡱ∞
ࡱ߿ #ˈ ࡪǞƟȣ+ࢁ �ŒƌŒʞȋƟ Œȣƌ �ŒȋȋƟǩȣ ࡪࢂࠆ߾ࢪ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ Œ æĨ Ķ > ߽ ʿǩʉǞ
Ɓȴȣʉǩȣʞȴʞɻ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ

ĩʗ − ĩʗ /߿ − ϕ′(βƀ) · ߿/ 
√
 

ȋŒʿ→ Ķ,  → ∞.

ࡱࠀ �ɻɻʞȝƟ µ̃β,  ǩɻ ʉǞƟ ȋŒʿ ȴǇ Œȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʉǞŒʉ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟɻ ʉǞƟ cǩŷŷɻ
ȝƟŒɻʞɫƟ µβ, ࡱ ðʉƟɠ ߾ ʉǞƟȣ ǩȝɠȋǩƟɻ ʉǞŒʉ ƌ(µ̃β,  || µβ, )

P→ ߽ Œɻ  → ࡱ∞
ࡱࠁ ßǩȣɻȅƟɫࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈ ǩȝɠȋǩƟɻ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ʉȴʉŒȋ ʻŒɫǩŒʉǩȴȣ ŷƟʉʿƟƟȣ µ̃β,  Œȣƌ

µβ, 
P→ ߽ Œɻ  → ࡱ∞ üǞʞɻ ðʉƟɠ ߿ Ǟȴȋƌɻ Œɻ ʿƟȋȋ Ǉȴɫ µ̃β, ࡱ

ࡱࠂ `ǩˇ δ > ࡱ߽ üǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ ˍ > ߽ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ ȋŒɫǊƟ ƟȣȴʞǊǞ ࡪ  ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ
˨ȣƌɻ Œ ʻƟɫʉƟˇ ʗ ʿǞȴɻƟ ŒȣƁƟɻʉȴɫ ʸ Œʉ ǊƟȣƟɫŒʉǩȴȣ /߿/ . ǩɻ ࡪƟˇƁƟɠʉǩȴȣŒȋ࢙ˍ
ʉǞŒʉ ǩɻࡪ

ĩʗ − ĩʸ −Ț /߿ > ˍ
√
 ,

ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ Œʉ ȋƟŒɻʉ −߾ δࡱ

ࠂ߿



ðʉƟɠɻ ȴǇ ɠɫȴʻǩȣǊ ʉǞƟ ƁȴȝɠȋƟˇǩʉˈ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌ

ࡱࠃ `ȴɫ Œȋȋ |ʸ| = ࡪ/߿/ . ƌƟ˨ȣƟ

�ʸ = {ʸ ǩɻ .{ƟˇƁƟɠʉǩȴȣŒȋ࢙ˍ

üǞƟ ƟʻƟȣʉɻ ŒɫƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ŷˈ ʉǞƟ ŷɫŒȣƁǞǩȣǊ ɠɫȴɠƟɫʉ ̍ࡱ
ࡱࠄ #ˈ ʉŒǩȋ ƟɻʉǩȝŒʉƟ ȴǇ ʉǞƟ ȝŒˇǩȝŒȋ ɠŒɫʉǩƁȋƟ ȴǇ #æīࡪ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ P (�ʸ)
ŒɫƟ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋȋˈ ɻȝŒȋȋ ǩȣ ˍ

√
ࡱ  üǞƟȣ ȴȣƟ ƁŒȣ ŒƌŒɠʉ ʉǞƟ ŒɫǊʞȝƟȣʉ ȴǇ

ˈƟɫɫ#࢙�ƌƌŒɫǩȴࢁ Œȣƌ �ŒǩȋȋŒɫƌ ࢂࠆ߾ࢪ ʉȴ ƌƟɫǩʻƟ ʉǞƟ ɫƟɻʞȋʉࡱ

ࠃ߿
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