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Chapitre 1

Révision de la théorie de probabilité

1.1 Convergence de variables aléatoires

Soit (Ω,F ,P) espace de probabilités, X variable aléatoire à valeurs dans un espace métrique
(M,d) : c’est une fonction mesurable (Ω,F ,P) → (M,d). Alors on voit la convergence de
variables aléatoires comme des fonctions :

— La convergence presque sure : on rappel la convergence ponctuelle d’une suite
de fonctions (fn) : ∀x, Fn(x) −→ f(x). Pour les variable aléatoires, une version plus
faible de la convergence ponctuelle est la convergence presque sure :

Xn
p.s.−→X si ∃B ⊂ F , P(B) = 0 t.q. ∀ω /∈ B, Xn(w) −→ X(w).

— La convergence dans Lp : Si 1 ≤ p < ∞, on dit que (Xn) converge vers X dans
Lp, si E(|Xn − X|p) −→

n→∞
0. Si p = ∞, on dit que Xn converge vers X dans L∞ si

E(sup |Xn −X|) −→
n→∞

0.
— convergence en probabilité : On dit que Xn converge X en probabilité si

∀ε > 0, P(|Xn −X| > ε) −→
n→∞

0.

Si on définit la distance d(X, Y ) = E(|X − Y | ∧ 1), où |X − Y | ∧ 1 = inf(1, |X − Y |).
Alors

Xn
(p)−→X ⇐⇒ d(Xn, X) −→

n→∞
0.

Proposition 1.1.1. Si (Xn) converge vers X p.s. ou dans Lp (p ≥ 1) , alors Xn
p−→X. La

réciproque est fausse mais si Xn
p−→X, il existe (nk)k≥0 t.q. Xnk

p.s.−→ X.
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6 CHAPITRE 1. RÉVISION DE LA THÉORIE DE PROBABILITÉ

Contre-exemple : Soient (Yn), (Zn) variables aléatoires indépendantes, uniformes sur [0, 1],
posons

Xn = 1{|Yn−Zn|≥ 1
n
},

alors Xn converge en probabilité vers X = 0 :

∀ε > 0, P(|Xn −X| > ε) = P(|Xn| > ε) = P(Xn = 1) = P(|Yn − Zn| ≥
1

n
) −→
n→∞

0.

Il n’y a pas convergence presque sûre : notons que

P(|Xn −X| > ε) = P(|Yn − Zn| ≥
1

n
) ≥ 1

n
,

et ∑
n≥1

P(|Xn −X| ≥ ε) =∞

Comme les événements {|Xn − X| > ε} = {Xn = 1} sont indépendants. D’après le lemme
de Borel-Cantelli, p.s., il existe une infinité d’entiers n tels que {Xn = 1} se produise. Donc
p.s., |Xn −X| = 1 pour une infinité d’entier n, p.s. (Xn) ne converge pas vers X.

Proposition 1.1.2. Si Xn
p−→X et si (Xn) est bornée dans Lq, alors ∀p ∈ [1, q), Xn converge

vers X dans Lp.

1.2 Loi des grands nombres

Loi de rien et du tout Soient (Xn) suite de variables aléatoires indépendantes, (Bn) la
tribu engendrée par les variables aléatoires (Xk)k≥n (i.e. la plus petite tribu contenant tous
les événements mesurables pour les variables aléatoires Xk, k ≥ n). Alors B est une famille
décroissante de tribus. Soit B∞ = ∩n≥1Bn la tribu asymptotique, alors pour tout A ∈ B∞,
on a P(A) = 0 ou 1.

Proposition 1.2.1. Soit (Xn) une suite de variables aléatoires indépendantes, de même loi

P(Xn = 1) = P(Xn = −1) =
1

2
.

Posons S0 = 0, Sn = X1 + · · ·+Xn, alors p.s. sup
n
Sn =∞, inf

n
Sn = −∞. Et on en déduit

que p.s. il existe une infinité de n t.q. Sn = 0.
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Théorème 1.2.2. Soit (Xn) une suite de variables aléatoires i.d.d. (indépendantes, identi-
quement distribuées) telle que E(|X1|) existe (X1 ∈ L1). Alors

p.s.
1

n
(X1 + · · ·+Xn) −→

n→∞
E(X1).

(En fait, on a aussi convergence dans L1. On le verra en étudiant les martingales inverses.)

Contre-exemple : Soit (Xn) indépendantes, à valeurs dans Z :

∀k ≥ 0, P(Xn = k) = P(Xn = −k) =
c

kα
, 1 < α ≤ 2.

Alors Xn n’est pas dans L1 et on peut montrer que

P(
X1 + · · ·+Xn

nα−1
≥ x)

converge pour tout x ∈ R, vers F (x) où F est une fonction non triviale. En particulier,
X1+···+Xn

n
ne converge pas vers 0. (Lois stables)

1.3 Convergence en loi

Définition 1.3.1. On dit que (Xn) converge en loi vers X si pour toute fonction continue
bornée f , on a E(f(Xn))→ E(f(X)). Notation : Xn

(l)−→X ou Xn
(d)−→X.

Remarque 1.3.2. 1. Si (Xn) est à valeurs dans N (plus généralement, dans un ensemble
discret), alors

Xn
(l)−→X ⇐⇒ ∀k ∈ N, P(Xn = k)→ P(X = k).

En effet, il suffit de prendre la fonction f(x) = 1{x=k}.

2. Si Xn sont des variables aléatoires à valeurs dans Rd ayant une densité fn et si fn → f

presque partout avec
∫
f = 1, alorsXn

(l)−→X oùX est une variable aléatoire de densité
f . Réciproquement, une variable aléatoire ayant une densité peut être la limite en loi
d’une suite de variables aléatoires qui n’ont pas de densité.

Exemple 1.3.3. Soit Xn = 1
n
(δ0 + δ 1

n
+ · · ·+ δn−1

n
qui n’a pas de densité, mais Xn

(l)−→X où
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X est la loi uniforme sur [0, 1]. En effet, pour toute f ∈ Cb, on a

E(f(Xn)) =
1

n
(f(0) + f(

1

n
) + · · ·+ f(

n− 1

n
))→

∫ 1

0

f(x)dx = E(f(X)).

On peut aussi avoir des variables aléatoires (Xn) ayant une densité et qui converge en loi vers
X où X n’a pas de densité.

Exemple 1.3.4. Soit Xn la loi uniforme sur [0, 1
n
], de densité fn(x) = n1{x∈[0, 1

n
]}, mais

Xn
(l)−→X où X = δ0. En effet, pout toute f ∈ Cb,

E(f(Xn)) = n

∫ 1
n

0

f(x)dx→ f(0),

puisque f est continue en 0.

Proposition 1.3.5. 1. Si Xn
(p)−→X, alors Xn

(l)−→X.

2. Si X = δa, et si Xn
(l)−→X, alors Xn

(p)−→X.

Cas des fonctions de répartition dans R : Si X est une variable aléatoire à valeurs
dans R, sa fonction de répartition est la fonction FX : x 7→ P(X ≤ x). Si FX est dérivable,
sa dérivée est la densité de X.

Proposition 1.3.6. Soit (Xn) une suite de variables aléatoires à valeurs dans R, alors
Xn

(l)−→ X s.s.i. FXn(x) −→ FX(x) en tout x où la fonction FX est continue.

Remarque 1.3.7. Les fonctions de répartition sont croissantes, elle sont discontinues en x s.s.i.
on a un atone en X, dans ce cas,

P(X = x) = lim
y→x+

FX(y)− lim
y→x−

FX(y).

On peut avoir Xn
(l)−→ X mais FXn ne converge pas vers FX . Par exemple soit Xn est uniforme

sur [0, 1
n
], alors Xn

(l)−→ X, où X = δ0. Mais FXn ne converge pas vers FX en x = 0.

Cas des fonctions à support compact : Ce sont des fonctions telle que le support
{x, f(x) 6= 0} est un compact.

Proposition 1.3.8. Soient Xn, X v.a. à support dans Rd. Soit H un ensemble de fonctions
continues bornées t.q. H ⊃ CC(Rd) (H est l’adhérence pour la norme sup). Alors on a
l’équivalence entre des trois assertions :
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1. Xn
(l)−→ X.

2. ∀ϕ ∈ CC(Rd), on a E(ϕ(Xn))→ E(ϕ(X)).

3. ∀ϕ ∈ H, on a E(ϕ(Xn))→ E(ϕ(X)).

Contre-exemple à la loi des grands nombres : soit X variable symétrique t.q. X a la
même loi que −X. Si E(X) existe, alors E(X) = E(−X) = −E(X) = 0. Mais il est possible
que E(|X|) n’existe pas, et dans ce cas, on peut avoir un contre-exemple à la loi des grands
nombres :

Exemple 1.3.9. Soit X à valeurs dans Z, P(X = k) = P(X = −k) = c
kα
, 1 ≤ α < 2. On

peut montrer que si X1, · · · , Xn sont indépendantes, de même loi que X, alors

X1 + · · ·+Xn

nα−1

(p)−→Y

où Y est une variable aléatoire non triviale. On dit que Y est stable. On en déduit que
X1+···+Xn

n
ne converge pas vers δ0.

On remarque que la fonction indicatrice n’est pas continue, mais il y des approximation de f
“par l’extérieur" et “par l’intérieur".

Proposition 1.3.10 (régularité des mesures boréliennes). On a équivalence entre les asser-
tions suivantes :

1. Xn converge en loi vers X.

2. Pour tout ouvert O, lim inf P(Xn ∈ O) ≥ P(X ∈ O).

3. Pour tout fermé F , lim supP(Xn ∈ F ) ≤ P(X ∈ F ).

4. Pour tout borélien B t.q. P(X ∈ ∂B) = 0, on a limP(Xn ∈ B) = P(X ∈ B).

Remarque 1.3.11. 1. En dimension finie, la notion de convergence est assez simple. En
dimension infinie, c’est plus compliqué. En analyse fonctionnelle, on définit souvent
la convergence en prenant des fonctions tests. Pour la convergence en loi, on fait la
même chose. On prend comme fonctions tests les fonctions continues bornées. Mais les
fonctions indicatives ne sont pas continues (sauf dans le cas discret). Donc P(Xn ∈ A)

ne converge pas vers P(X ∈ A) même si Xn converge vers X en loi.

2. Si X est à valeurs dans Rd et a une densité f , alors pour tout ensemble B, P(X ∈
∂B) =

∫
∂B
f(x)dx = 0. Alors si Xn converge en loi vers X, on a limP(Xn ∈ B) =

P(X ∈ B).
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(0, 1
n
) (1, 1

n
)

(1, 2
n
)(0, 2

n
)

3. Si Xn converge en loi vers X, si on appelle µn la loi de Xn, µ la loi de X. On dit que
(µn) converge étroitement vers µ (en anglais "weak convergence").

Exemple 1.3.12. Soit Xn la loi uniforme sur un rectangle :

Alors Xn
(l)−→X où X suit la loi uniforme sur I = [0, 1], on a

P(X ∈ ∂I) = P(X ∈ I) = 1, mais P(Xn ∈ I) = 0.

Définition 1.3.13. Si X est à valeurs dans Rd, sa fonction caractéristique est la fonction
φX : Rd → C, qui envoie ξ vers E(ei·<ξ,X>) (transformée de Fourier).

Noter bien : comme φX est continue et bornée, si Xn converge en loi ver X, alors pour
tout ξ ∈ Rd, on a φXn(ξ) −→

n→∞
φX(ξ). En effet, si on pose gξ(y) = ei·<ξ,y>, alors pour tout

ξ ∈ Rd, gξ est une fonction continue et bornée, cela implique

φXn(ξ) = E(gξ(Xn)) −→
n→∞

E(gξ(X)) = φX(ξ).

Théorème 1.3.14 (Théorème de Lévy). Soit (Xn) une suite de variables aléatoires, alors

Xn
(l)−→X ⇐⇒ ∀ξ ∈ Rd, φXn(ξ) −→ φX(ξ)

Théorème 1.3.15 (Théorème central limite). Soit (Xn) une suite de variables aléatoires
i.i.d.(indépendantes identiquement distribuées) telles que E(Xn) = m, var(Xn) = σ2, alors

√
n(
X1 + · · ·+Xn

n
−m)

(l)−→
n→∞

N (0, σ2)

Remarque 1.3.16. X ∼ N (µ, σ2) si X a une densité sur R : 1
σ
√

2π
exp( (x−µ)2

2σ2 ). En particulier,

∀ a, b ∈ R, P(
√
n(
X1 + · · ·+Xn

n
−m) ∈ [a, b]) −→ P(X ∈ [a, b]), avec X ∼ N (0, σ2).
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Démonstration. Posons Yn = X1+···+Xn
n

, m = (X1−m)+···+(Xn−m)
n

, on a

φYn(ξ) = E
(

exp
(
iξ(

(X1 −m)

n
+ · · ·+ (Xn −m)

n
)
))

=
n∏
k=1

E
(

exp(iξ
(Xk −m)

n
)

)
= E

(
exp(iξ

(X1 −m)

n
)

)n
Or

φ(X1−m)(ξ) = 1 + iξE(X1 −m)− 1

2
ξ2var(X1) + o(ξ2) = 1− 1

2
ξ2var(X1) + o(ξ2)

On en déduit que

log φ√nYn(ξ) = n log

(
E
(

exp(i
ξ√
n

(X1 −m))
))

= n log(1− 1

2n
ξ2var(X1) + o(

ξ

n
))

= n(−1

2

ξ2

n
σ2 + o(

ξ

n
)) = −1

2
ξ2σ2 + o(1)

Donc on a

φ√nYn(ξ) −→
n→∞

exp(−1

2
σ2ξ2) = E(exp(iξX)) = φ(X), avec X ∼ N (0, σ2)

Donc
√
nYn

(l)−→X, or
√
nYn =

√
n(X1+···+Xn

n
−m)

(l)−→
n→∞

X.

Remarque 1.3.17. 1. S’il n’existe pas de variance, on peut trouver des contre-exemples
(loi stable). Mais on peut relâcher l’hypothèse d’indépendance par

cov(Xn, Xn+k) ≤ exp(−cε), c > 0 .

2. Informellement, quand on a beaucoup de petits sources d’aléa, et independents, on a à
la limite une loi gaussienne. Donc les lois gaussiennes sont très utilisées pour modéliser
de nombreuse phénomènes en science.

Contre-exemple : une suite de variables aléatoires qui convergent en loi mais pas
en probabilité. Soient X1, · · · , Xn, · · · une suite de variables aléatoires i.i.d. telles que
P(X1 = 1) = P(X1 = −1) = 1

2
. Alors E(X1) = 0, var(X1) = σ2 = 1. Soient

Sn = X1 + · · ·+Xn,
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Un =
S2n√

2n
, Vn = X2n+1 + · · ·+X2n+1 .

Alors par le théorème central limite, on a

Sn√
n

(l)−→ N (0, σ2) =⇒ Un
(l)−→ N (0, σ2).

Par l’absurde, on suppose qu’il existe X telle que (Un) converge vers X en probabilité. Dans
ce cas, on a P(|Un −X| ≥ 1

2
) −→ 0. Donc pour tout ε > 0, il existe N t.q. pour tout n ≥ N ,

P(|Un −X| ≥ 1
2
) ≤ ε. Comme

{|Un − Un+1| ≥ 1} ⊂ {|Un −X| ≥
1

2
} ∪ {|Un+1 −X| ≥

1

2
},

par l’inégalité triangulaire,

P(|Un − Un+1| ≥ 1) ≤ P(|Un −X| ≥
1

2
) + P(|Un+1 −X| ≥

1

2
) ≤ 2ε.

Or

Un+1 =
(X1 + · · ·+X2n) + (X2n+1 + · · ·+X2n+1)√

2n+1
=

√
2nUn + Vn√

2n+1

Donc
Un+1 − Un = Un(

1√
2
− 1) +

1√
2

(
Vn√
2n

).

Soient
An = (

1√
2
− 1)Un, Bn =

1√
2

(
Vn√
2n

),

alors An, Bn sont indépendantes, et par le théorème central limite, An → N (0, cσ2), et
Bn → N (0, c′σ2), avec c = ( 1√

2
− 1)2 et c′ = 1

2
. Supposons

k = P(N (0, cσ2) ≥ 1

2
), k′ = P(N (0, c′σ2) ≥ 1

2
).

Alors P(An ≥ 1
2
)→ k et P(Bn ≥ 1

2
)→ k′. Comme

{An +Bn ≥ 1} ⊃ {An ≥
1

2
} ∩ {Bn ≥

1

2
},

on peut prendre n assez grand t.q.

P(|Un − Un+1| ≥ 1) ≥ P(An ≥
1

2
)P(Bn ≥

1

2
) ≥ kk′ − ε.
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Mais on sait que P(|Un − Un+1|) ≤ ε, c’est une contradiction pour ε assez petit.

1.4 Convergence des mesures empiriques

Soit X une variable aléatoire dans Rd, par exemple :

X =


opinion d’un électron tiré au hasard

vitesse d’un fluide dans un écoulement turbulent

température en un puits

On appelle un échantillonnage ("sampling" en anglais) une suite de variables aléatoires
X1, · · · , Xn i.i.d. de même loi que X. Et on appelle mesure empirique la mesure de pro-
babilité sur Rd qui vaut µn = 1

n
(δX1 + · · ·+ δXn).

Théorème 1.4.1. Avec probabilité 1, (µn) converge étroitement vers la loi de X. De manière
équivalente, soit Yn définit par Yn = σXUn , où Un est la loi uniforme sur {1, · · · , n}. Donc la
loi de Yn est µn, et alors Yn converge en loi vers X presque sûrement.

Démonstration. Soit H un sous-ensemble dénombrable dense de CC(Rd) (fonctions à support
compact). Soit ϕ ∈ H, on considère les variable aléatoires ϕ(Xi) qui sont indépendantes,
de même loi et intégrables (car bornées). Alors loi des grands nombres montre que, avec
probabilité 1, ϕ(X1)+···+ϕ(Xn)

n
−→ E(ϕ(X1)), i.e.∫
ϕ(x)dµn(x) −→

∫
ϕ(x)dPX(x) p.s.

donc il existe une ensemble Ωϕ négligeable tel que sur ΩC
ϕ ,∫

ϕ(x)dµn(x) −→
∫
ϕ(x)dPX(x).

Soit Ω̄ = ∪ϕ∈HΩϕ, comme H est dénombrable, on a P (Ω̄) = 0. Alor sur Ω̄C , on a

∀ϕ ∈ H,
∫
ϕ(x)dµn(x) −→

∫
ϕ(x)dPX(x).

On a la convergence avec toutes les fonctions ϕ ∈ H, et comme H = CC(Rd). D’après Prop
10.3.3, on a la convergence pour toutes les fonctions continues bornées. Donc (µn) converge
étroitement vers PX .
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1.5 Vecteurs Gaussiens

Covariance si X, Y sont des variables aléatoires dans R, on a définit la covariance de X, Y :

cov(X, Y ) = E(XY )− E(X)E(Y ),

en particulier, si X = Y ,

cov(X,X) = E(X2)− (E(X))2 = var(X).

Si (X1, · · · , Xd) sont des variables aléatoires dans R, on dit que la matrice de covariance de
(X1, · · · , Xd) la matrice (Mij) 1≤i≤d

1≤j≤d
, où Mij = cov(Xi, Xj). Comme M est symétrique, on

peut l’associe une forme quadratique qui est positive :

(λ1, λd) 7→ tλMλ =
∑
i,j

λiMijλj = var(
∑

λiXi) ≥ 0.

Remarque 1.5.1. Quand les Xi sont dans L2, la matrice de covariance existe et par Cauchy-
Schwarz, |E(XiXj)| ≤

√
E(X2

i )E(X2
j ).

Proposition 1.5.2. Si la matrice de covariance existe, c’est une matrice symétrique positive.

Proposition 1.5.3. Si M est une matrice carrée d×d symétrique positive, alors il existe un
vecteur (X1, · · · , Xd) aléatoire t.q.

φ(X1,··· ,Xd)(ξ) = E(exp(i < ξ,X >)) = exp(−1

2
tξMξ).

Le vecteur s’appelle vecteur gaussien de matrice de covariance M . Notation : (X1, · · · , Xd) ∼
N (0,M).

Théorème 1.5.4 (TCL vectoriel). Soit (Xn) des variables aléatoires i.i.d. à valeurs dans Rd

de matrice de covariance M , alors

√
n
(X1 + · · ·+Xn

n
− E(X1)

)
(l)−→ N (0,M).

Définition 1.5.5. On dit que X = (X1, · · · , Xd) est une vecteur gaussien si toute combinai-
son linéaire de ses coordonnées suit une loi gaussienne. En particulier, pour tout i, Xi suit
une loi gaussienne.
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Exemple 1.5.6. Soit (Xi) i.i.d. de la loi N (0, σ2), alors (X1, · · · , Xd) est un vecteur gaus-
sien :

∀λ1, · · · , λd, λ1X1 + · · ·+ λdXd ∼ N (0,
∑

λ2
iσ

2).

Remarque 1.5.7. On peur avoir pour tout i, Xi suit une loi gaussienne mais X n’est pas un
vecteur gaussien.

Exemple 1.5.8 (Contre-exemple). Soit X ∼ N (0, σ2), Y indépendante de X t.q.

P(Y = 1) = P(Y = −1) =
1

2
.

Alors (X,XY ) n’est pas un vecteur gaussien alors que chaque coordonnée suit une loi gaus-
sienne, en effet,

X +XY = X(1 + Y ) =

2X avec proba 1
2

0 avec proba 1
2

Si X est un vecteur gaussien, il admet une matrice de covariant M : ∀i, j, E(XiXj) existe et
M est la matrice d’une forme quadratique positive. Pour la réciproque, on a la proposition
ci-dessous :

Proposition 1.5.9. Si M est la matrice d’une forme quadratique positive, alors ∀m ∈ Rd,
il existe un vecteur gaussien de moyenne m et de matrice de covariance M .

Démonstration. Pour le cas particulier, i.e. M = id, on peut l’associe un vecteur où Xi =

mi + N (0, 1) et les Xi sont indépendantes.

Plus généralement, si M est symétrique positive, alors il existe une matrice A telle que
M = A2. Soit (Xn) des variables aléatoires i.i.d. qui suit la loi N (0, 1), X = (X1, · · · , Xd),
alors le vecteur Z = m + AX convient. Pour le voir, il suffit de vérifier que la matrice de
covariance de Z est M . La matrice de covariance de Z est la même que celle de Z ′ = Z −m.
Soit ξ ∈ Rd, < ξ, Z ′ > suit une loi gaussienne de moyenne nulle et de covariance :

E((< ξ, Z ′ >)2) = E(tξAX tXAξ) = tξAE(X tX)Aξ = tξAAξ = tξMξ.

Donc M est la matrice de covariance de Z ′.

Quand on a un i 6= j, Mij = 0 alors Zi et Zj sont indépendantes. En fait, pour les vecteurs
gaussiens : indépendance ⇐⇒ covariance nulle. Mais ce n’est pas vrai si les vecteurs ne sont
pas gaussiens.
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Exemple 1.5.10. Soient X, Y indépendantes avec

P(Y = 1) = P(Y = −1) =
1

2
.

Soit E(X2) <∞ et (X,XY ) = (X,Z), alors

E(Z) = E(XY ) = E(X)E(Y ) = 0,

et E(XZ) = 0 car avec proba 1
2
, ZX = X2 et avec proba 1

2
, ZX = −X2, alors

cov(X,Z) = E(XZ)− E(X)E(Z) = 0,

mais X,Z n’est pas indépendante :

P(X > a,Z > a) = P(X > a, Y = 1) =
1

2
P(X > a).

P(X > a)P(Z > a) = P(X > a)
(
P(X > a, Y = 1) + P(X < a, Y = −1)

)
= P(X > a)

(1

2
P(X > a) +

1

2
P(X < a)

)
=

1

2
P(X > a)

(
P(X > a) + P(X < a)

)
.

Donc X et Z n’est pas indépendante en général.

On peut décrire la densité d’un vecteur de moyenne m, matrice de covariance M , au point
x = (x1, · · · , xd),

f(x) =
1√

(2π)d(detM)
exp
(
t(x−m)M(x−m)

)
.

En particulier, si M = Id et m = 0, la densité devient 1√
2π
d exp(−

∑
x2
i ).

Si X ∼ N (0, Id), alors pour tout isomérie donnée par une matrice orthogonale A, AX est
un vecteur gaussien ∼ N (0, I). Car si ξ ∈ Rd, < ξ,AX > suit une loi gaussienne de variance

E(< ξ,AX >2) = E(tξtX tAAXξ) = E(tξtXXξ) = tξξ.

Donc la matrice de covariance de AX est Id et AX a la même loi que X. On dit que X est
invariance par transformée orthogonale (invariance par isométrie). En particulier, si d = 2,
X, Y indépendante, X, Y ∼ N (0, 1), alors (X, Y ) est invariant par rotation.
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On a défini la loi uniforme ωd sur la sphère unité Sd−1 = {u ∈ Rd, ‖u‖ = 1} : soit B ⊂ Sd−1,
soit

Γ(B) = {u ∈ Rd, 0 < ‖u‖ ≤ 1,
u

‖u‖
∈ B} = Cone(B) ∩B(0, 1) \ {0},

où Cone(B) = {u ∈ Rd, ∃r > 0, ∃b ∈ B, u = rb}. On définit

ωd(B) =
Leb(Γ(B))

Leb(B(0, 1))
,

et on sait que ωd(B) est invariant par la transformée orthogonale (conséquence de l’invariance
par transformée orthogonale de la mesure de Lebesgue).

Soit X = (X1, · · · , Xd) ∼ N (0, Id), alors p.s. ‖X‖2 6= 0. Donc Y = X
‖X‖ est bien défini

p.s. et appartient à Sd−1. Comme X est invariant par transformée orthogonale, Y est aussi
invariance par transformée orthogonale. On peut montrer qu’il existe une seule mesure de
probabilité sur Sd−1 qui est invariant par transformée orthogonale et Y est uniforme sur la
sphère Sd−1.

Théorème 1.5.11. Soient Yd = (Y
(1)
d , · · · , Y (d)

d ) comme ci-dessus, alors

√
dY

(1)
d

(l)−→ N (0, 1).

Démonstration. Comme Xd ∼ N (0, Id) dans Rd et Yd = Xd
‖Xd‖

, on a

√
dY

(1)
d =

X
(1)
d√

X2
1+···+X2

d

d

.

Par la loi des grands nombres, X
2
1+···+X2

d

d
converge p.s. et dans L1, de même pour

√
d

X2
1+···+X2

d
.

On a

P(X
(1)
d ∈ [a, b]) =

1√
2π

∫ b

a

exp(−d
2

2
)dx := µ([a, b]).

D’ailleurs,

∀ε > 0, ∃D, ∀d ≥ D, avec proba > 1− ε, 1√
X2

1+···+X2
d

d

∈ [1− ε, 1 + ε].
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On en déduit que

P

(
X

(1)
d√

X2
1+···+X2

d

d

∈
[
a(1− ε), b(1 + ε)

])
∈
(
µ(a, b)(1− ε), µ(a, b)(1 + ε

)
, si d > D.

Donc

P

(
X

(1)
d√

X2
1+···+X2

d

d

∈ [a, b]

)
−→ µ(a, b).



Chapitre 2

Espérance conditionnelle

Définition 2.0.1. Si A et B sont 2 éléments d’un espace de probabilités (Ω,F ,P), si P(B) >

0, alors on définit P(A|B) = P(A∩B)
P(B)

. On l’appelle « Probabilité de A sachant B» ou bien «A
conditionnellement à B».

Plus généralement, si B est un élément tel que P (B) > 0. On désigne F
PB−→ R qui envoie A

à P(A|B). Alors PB est une mesure de probabilité par les trois vérifications suivantes.

— PB(∅) = 0 = P(∅∩B)
P(B)

= 0.
— PB(Ω) = 1.
— Si (An)n∈N suite des événements deux à deux disjoints : ∀m 6= n, Am ∩ An = ∅, alors

P(
⋃
n∈NAn) =

∑
niN PN(An).

PB(
⋃
n∈N

An) =
P((
⋃
n∈NAn) ∩B)

P(B)
=

P(
⋃
n∈N(An ∩B))

P(B)
=
∑
niN

PN(An).

Définition 2.0.2 (Cas discret). Soit X v.a. à valeur dans A ⊂ Rd(exemple A = N, A = Z ),
A dénombrable, et pour P(B) > 0. On peut définir une nouvelle variable aléatoire XB par :
a ∈ A, P(XB = a) = P(X = a|B).

Terminologie. On adopte les terminologies suivantes :

— loi conditionnelle de X sachant B :Loi de XB.
— Espérance conditionnelle : Espérance de la loi conditionnelle.

Remarque 2.0.3. Si X ∈ L1, alors XB ∈ L1.

On sait que E(XB) = E(X|B) =
∑

a∈A P(XB = a)a =
∑

a∈A P(XB = a)a =
∑

a∈A
P({X=a}∩B)

P(B)
a

est bien defini car
∑

a∈A
P({X=a}∩B)

P(B)
||a|| ≤ 1

P(B)

∑
a∈A P(X = a)||a||.

19
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Remarque 2.0.4. Espérance conditionnelle sachant B est un réel car E(X|B) = E(XB) =
E(X·1B)
P(B)

.

2.1 Cas discret

Définition 2.1.1. Soient X, Y v.a à valeurs dans A ⊂ Rd, et A est un ensemble dénombrable
(par exemple Nn, Zn). Alors on définit

E(X|Y ) =
∑
b∈A′

1{Y=b}E{Y=b}(X) =
∑
b∈A′

1{Y=b}
∑
a∈A

P(Y = b,X = a)

P(Y = b)
a

Ici on pose A′ = {b ∈ A,P(Y = b) > 0}.

Remarque 2.1.2. De manière équivalente, si on pose ϕ(y) =

EY=y(X) pour y ∈ A′

0 pour y 6∈ A′
. Alors

on a E(X|Y ) =
∑

b∈ A′ 1{Y=b}ϕ(b) =
∑

b∈ A 1{Y=b}ϕ(b), dont 1{Y=b} est une variable aléatoire
mesurable par rapport à la tribu σ(Y ) à valeur dans Rd.

Exemples 2.1.3. On joue à pile ou face 3 fois. On pose Y = 1{pile au 1er lance} et X =

nombre de «pile» .

E(X|Y = 1) = E( nombre de «pile»| pile au 1er lance) = 1 +
1

2
+

1

2
= 2.

E(X|Y = 0) = E( nombre de «pile»| face au 1er lance) = 0 +
1

2
+

1

2
= 1.

E(X|Y ) = Y + 1.

Rappel 2.1.4. Un variable aleatoire Z est mesurable par rapport σ(Y ) si et seulement si
elle peut s’exprimer Z = ϕ(Y ) où ϕ est une fonction mesurable. Définition du Z mesurable
par rapport à σ(Y ) : ∀C borélien {z ∈ C} ∈ σ(Y ).

Rappel 2.1.5. Espace de Hilbert : espace vectoriel normé complet où la norme issue d’un
produit scalaire : ∃φ bilinéaire symétrique i.e. (x, y) 7→ φ(x, y) = φ(y, x). De plus φ est définie
positive : φ(x, x) ≥ 0, et φ(x, x) = 0 si et seulement si x = 0. Norme de x est définie par :√
φ(x, x).

Exemples 2.1.6. E :={Variables aléatoire dans L2(R), de moyenne nulle}, E(XY ) =

φ(X, Y ) pour φ symétrique bilinéaire et positive. φ n’est pas définie positive sur E, rela-
tion d’équivalence ∼ : X ∼ Y si X = Y p.s.
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(E/ ∼) : Ensemble quotien : ensemble des classes d’équivalence de E pour la relation ∼.

Sur (E/ ∼) on définie φ comme plus haut(il faut vérifier φ(X, Y ) = φ(X ′, Y ) si X ∼ X ′ :
φ(X, Y )−φ(X ′, Y ) = φ(X−X ′, Y ) = 0 ). Et φ ici est définie positive φ(X,X) = 0⇔ X = 0

p.s. ⇔ X = 0 dans (E/ ∼).

Si E ′ est un sous-espace vectoriel d’un espace de Hilbert E, la projection orthogonale πE′ :

E → E ′ est une application linéaire continue caractérisée par x = πE′(x) + y où y est
orthogonale à E ′ : ∀z ∈ E ′, φ(z, y) = 0.

Sur l’espace E des v.a L2(R), si Y ∈ E, dans l’ensemble E ′Y des variable aléatoire mesurable
par rapport à σ(Y ) est un sous-espace vectoriel : z, z′ ∈ E ′Y , λz + λ′z′ ∈ E ′Y .

Dans Rd, E espace des variable aléatoire dans L2(Rd), on définit φ(X, Y ) = E(< X, Y >).
On généralise ce qui a été fait plus haut. On va voir que si X ∈ L2(Rd) à valeur dans un
ensemble dénombrable, si on note m = E(X), alors E(X|Y ) = m+Z, où Z est la projection
orthogonale de (X −m) sur l’espace des variables aléatoires mesurable par rapport à σ(Y ).

Proposition 2.1.7. A ⊂ R dénombrable, X ∈ L2(R) à valeurs dans A, m = E(X) alors m
minimize la fonction f : x 7→ E[(X − x)2]

Démonstration.

f(x) =
∑
i∈A

P(X = i)(x− i)2 =
∑
i∈A

P(X = 1)(x2 − 2xi+ i2) = x2 − 2xE(X) + E(X2).

f ′(x) = 2(x− E(x)) s’annule en E(X) = m. Alors on a un minimum en x = m.

Remarque 2.1.8. Dans Rn, X ∈ L1(Rd), X à valeurs dans A ⊂ Rd dénombrable. m = E(X),
alors m minimise la fonction Rn → R, x 7→ E(‖X − x‖2)( minimum en mi pour chaque i ).

Proposition 2.1.9. Soient X, Y v.a. à valeurs dans A dénombrable contenu dans R, X, Y ∈
L2(R). Alors E(X|Y ) minimise la fonction Z 7→ E((X−Z)2) sur toutes les variable aléatoire
Z qui sont σ(Y )-mesurable.

Démonstration. Soit a ∈ A, conditionnellement à {Y = a}, E((X−x)2|Y = a) est minimisée
par le réel E{Y=a}(X). En effet,

E((X − x)2|Y = a) = E{Y=a}[(X − x)2] = E[(X{Y=a} − x)2]

est minimisée par la moyenne de la variable aléatoire X{Y=a}, cette moyenne est E(X{Y=a}) =

E{Y=a}(X) =
∑

b∈A′
P(X=b,Y=a)

P(Y=a)
b.
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C’est vrai pour tout a ∈ A′. On cherche une variable aléatoire Z qui est σ(Y ) mesurable
et qui minimise E((X − Z)2). Ce qui est équivalent à cherche une fonction ϕ qui minimise
E((X − ϕ(Y ))2) =

∑
a∈A′ 1{Y=a}E((X − ϕ(a))2) =

∑
a∈A′ E(1{Y=a}(X − ϕ(a))2).

Alors ϕ doit minimise E(1{Y=a}(X − ϕ(a))2) pour tout a ∈ A′.

Autrement dit, ϕ doit valoir E{Y=a}(X) sur l’événement {Y = a}, ϕ(a) = E{Y=a}(X), donc
ϕ(Y ) = E(X|Y ).

On a minimisé sur les variables aléatoires σ(Y ) mesurable, Z 7→ E((X − Z)2) en prenant
Z = ϕ(Y ) = E(X|Y ).

Si E(X) = 0, Z est bien la projection orthogonale de X sur le sous-espace vectoriel des
variables aléatoires de moyennne nulle, σ(Y )-mesurable, de carré intégrable.

Si E(X) = m, pour le raisonnement ci-dessus, la variable aléatoire σ(Y )-mesurable qui mini-
mise E(((X−m)−Z)2) est la projection orthogonale de (X−m) sur le sous-espace vectoriel
des variable aléatoire σ(Y )-mesurable et de carré intégrable.

E(((X −m)− Z)2) = E((X − (m+ Z))2)

Donc E(X|Y ) = m+ Z.

Proposition 2.1.10 (cadre discret). Soient X, Y v.a. à valeurs dans A. Soit A est dénom-
brable et contenu dans R. De plus on exige X, Y ∈ L1.

1. E(|E(X|Y )|) ≤ E(|X|).

2. ∀Z v.a. σ(Y )-mesurable, E(ZX) = E(ZE(X|Y )).

Démonstration. D’après la définition de l’espérance conditionnelle, on calcule

E(|E(X|Y )|) =
∑
a∈A′

P(Y = a)
|E(X · 1{Y=a}|
P(Y = a)

≤
∑
a∈A

E(|X|1{Y=a}) = E(|X|).

Si Z est σ(Y )-mesurable, on utilise le fait qu’on peut écrire Z = ϕ(Y ), avec ϕ une fonction
mesurable et borné.

E(ZE(X|Y )) =
∑
a∈A′

ϕ(a)E(X1{Y=a}) =
∑
a∈A′

E(ϕ(Y )X1Y=a)

= E(
∑
a∈A′

ϕ(Y )X1Y=a) = E(ϕ(Y )X) = E(ZX).



2.1. CAS DISCRET 23

Remarque 2.1.11. Si on le ramène à des v.a. de moyenne nulle(on peut toujours le faire en
remplaçantX parX−E(X) et si la v.a. sont dans L2. (2) se réécrit : φ(Z,X) = φ(Z,E(X|Y )),
y ∈ E, φ(y, z) = φ(y, πE(x)).

Remarque 2.1.12 (Bilan). Dans le cas discret, si X variable aléatoire dans L1, et Y variable
aléatoire, alors E(X|Y ) est une variable aléatoire mesurable par rapport à σ(Y ).

Si de plus X ∈ L2, on sait que E(X|Y ) est la projection orthogonale de X sur l’espace
vectoriel de variables aléatoires dans L2 qui sont mesurables par rapport à σ(Y ).

Exemple 2.1.13. Soit n entier plus grand que 2, et U, V des variables aléatoires uniformes
sur {1, · · · , n}, S = U + V, P = UV , on va détermine E(P |S).

{S = k} =
n⋃
i=1

{U = i, V = k − i}

Alors

P(S = k) =
n∑
i=1

P(U = i, V = k − i) =
n∑
i=1

P(U = i)P(V = k − i)

Par définition de l’espérance conditionnelle, on a

E(P |S = k) = E(
n∑
i=1

1U=i,V=k−1i(k − i))

=
n∑
i=1

E(1U=1,V=k−ii(k − 1))

=
n∑
i=1

i(k − i)P(U = i, V = k − i)

=
n∑
i=1

i(k − i)
n2

1k−i∈[1,n]︸ ︷︷ ︸
=:ϕ(k)

Alors E(P |S) = ϕ(S) est une fonction de S, donc mesurable par rapport à la tribu σ(S).
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2.2 Cas général

On a montré dans le cas discret que pour toute v.a. Z qui est mesurable par rapport à σ(Y ),
on a

E(ZX) = φ(Z,X) (2.2.1)

où φ est la forme bilinéaire associée au produit scalaire qui définit l’espace de Hilbert L2.
Équivalentem, 2.2.1 se réécrit en φ(Z,X) = φ(Z, πE(X)), où πE est la projection orthogonale
sur l’espace vectoriel des variables aléatoires mesurables par rapport à σ(Y ).

Théorème 2.2.1. Soient (Ω,A ,P) un espace de probabilité et B une sous-tribu de A . Soit
X ∈ L1(Ω,A ,P), alors il existe une unique variable aléatoire dans L1(Ω,B,P), qu’on note
E(X|B), telle que

∀B ∈ B, E(X1B) = E(E(X|B)1B) (2.2.2)

Plus généralement, pour toute Z variable aléatoire bornée mesurable par rapport à B, on a

E(XZ) = E(E(X|B)Z). (2.2.3)

Démonstration. Unicité On le demontrer par l’absurde, si Y et Y ′ vérifient 2.2.2. On pose
B = {Y > Y ′}. par l’hypothèse de Y , on a

E(Y 1B − Y ′1B) = E((Y − Y ′)1B) = 0.

Comme Y − Y ′ > 0 sur B, alors P(B) = 0. Donc P(Y ≤ Y ′) = 1, de même P(Y ≥ Y ′) = 1.
Ce qui est équivalent à P(Y = Y ′) = 1.

Existence, pour démontrer l’existence, il faut utiliser le théorème de Radon-Nikodym.

Rappel 2.2.2. Version faible de théorème de Radon-Nikodym : Si ν et µ sont des me-
sures positives sur (Ω,F ).

De plus, on demande ν � µ est absolument continue [si pour tout B ∈ F et µ(B) = 0, on
a ν(B) = 0.]

Alors il existe f : Ω→ R+ mesurable par rapport à F telle que ∀A ∈ F , ν(A) =
∫
A
fdµ, où

f est la dérivée de Radon-Nikodym.(P53 de Le Gall)

Pour B ∈ B, on pose Q(B) = E(X1B). Il faut vérifier que Q est une mesure sur (Ω,B).
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— Q est σ−additive si (Bi)i∈N sont deux à deux disjoints :∑
Q(Bi) = E(X

∑
1Bi) = E(X1∪Bi) = Q(∪Bi)

— Q� P : si P(B) = 0, Q(B) = E(X1B) = 0.

Appliquerons le théorème de Radon-Nikodym à Q,P, il existe f : Ω → R+ mesurable par
rapport à B, tel que ∀B ∈ B, Q(B) =

∫
B
fdP.

Donc f : (Ω,B)→ R est une fonction mesurable par rapport à B. On appelle cette variable
aléatoire X̂, donc E(X̂) =

∫
Ω
fdP et ∀B ∈ B, on a

E(X̂1B) =

∫
B

fdP = Q(B) = E(X1B). (2.2.4)

Pour passer de 2.2.2 à 2.2.3, on approche les variables aléatoires mesurables par rapport à B

par des fonctions étagées. (fonctions de la forme
n∑
i=1

ci1Bi , où Bi ∈ B).

Exemple 2.2.3. Soient Ω =]0, 1[ et A est tribu borélienne. Fixons n ≥ 2, et B tribu engen-
drée par les intervalles [ i

n
, i+1
n

], 0 ≤ i ≤ n − 1. (B est l’ensemble des réunions d’intervalles
dont les bornes sont de la forme k

n
. On adopte P la mesure uniforme et f une variable aléatoire

t.q. f ∈ L1(Ω,A ,P) i.e.
∫ 1

0
f(x)dx <∞.

E(f |B) =
n−1∑
i=0

ci1[ i
n
, i+1
n

], ici ci =

∫ (i+1)/n

i/n

f(x)dx.

Il est évident que E(f |B) est mesurable par rapport à B. Les variables aléatoires mesurables
par rapport de B sont les fonctions constantes sur tout intervalle [ k

n
, k+1

n
]. Donc ce sont les

fonctions de la forme
∑n−1

i=1 di1[ i
n
, i+1
n

].

Proposition 2.2.4. On a des propriétés de l’espérance conditionnelle suivants :

1. Si X est B−mesurable, alors E(X|B) = X.

2. L’application X 7→ E(X|B) est linéaire.

3. E(E(X|B)) = E(X)

4. E(X|B) ≤ E(|X||B) =⇒ E(E(X|B)) ≤ E(|X|)

5. Si X ≤ X ′, alors on a E(X|B) ≤ E(X ′|B)
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Démonstration. 1. Puisque X vérifie 2.2.2 et comme on a montré l’unicité, on a directe-
ment X = E(X|B).

2. Si X,X ′ sont des variables aléatoires. Soit Z = λX+λ′X ′ et on pose Y = λE(X|B)+

λ′E(E ′|B). Alors on a

∀B ∈ B, E(Y 1B) = λE(X1B) + λ′E(X ′1B) = E((λX + λ′X ′)1B) = E(Z1B)

Donc Y = E(Z|B).

3. Si on prends B = Ω et 1B = 1, alors le point 1 implique le point 3.

4. Si X ≥ 0, alors E(X|B) ≥ 0. Dans le cas général on écrit X = X1X≥0 − (−X)1X<0.

Si on note X+ = X1X≥0 et X− = (−X)1X<0, on a

E(X|B) = E(X+ −X−|B) = E(X+|B)− E(X−|B) ≤ E(X+|B)

≤ E(X+|B) + E(X−|B) = E(|X||B)

5. Si X ≤ X ′, E(X ′ −X|B) ≥ 0, ce qui est équivalent à E(X ′|B) ≥ E(X|B).

2.3 Variables aléatoires positives

Notation : a ∧ b = inf(a, b)

Théorème 2.3.1. Soit X variable aléatoire positive, alors E(X|B) = lim
n→∞

E(X ∧ n|B) est
une variable aléatoire positive, caractérisée par : ∀Z B-mesurable positive, on a

E(XZ) = E(E(X|B)Z). (2.3.1)

Remarque 2.3.2. Les variables aléatoires positives peuvent être égales à +∞.

Démonstration. D’après 5 précédent, et E(X ∧ n|B) est croissante. Donc son limite dans
2.3.1 est bien définie dans R+ ∪ {+∞}. Si Z est positive et B−mesurable, on a

E(E(X|B)Z) = E( lim
n→∞

E(X ∧ n|B)Z)

Comme E(X ∧ n|B) est une suite monotone (croissante) de variable aléatoire positives, par
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le théorème de convergence monotone :

E( lim
n→∞

E(X ∧ n|B) = lim
n→∞

E(E(X ∧ n|B)Z)

= lim
n→∞

E((X ∧ n)Z) = E(XZ)

L’unicité de la variable aléatoire B−mesurable verifiant (3) : si X,X ′ verifient (3) et sont
B−mesurables. Alors pour tout q < q′ ∈ Q, si Z = 1X′≤q<q′≤X , on a

qP(X ′ ≤ q < q′ ≤ X) ≥ q′P(X ′ ≤ q < q′ ≤ X) =⇒ P(X ′ ≤ q < q′ ≤ X) = 0

Alors
P(X ′ < X) = P(

⋃
q<q′∈Q

{X ′ ≤ q < q′ ≤ X}) = 0

Par symétrie, on a P(X < X ′) = P(X ′ < X) = 0. C’est-à-dire P(X = X ′) = 1.

Si on reprend l’exemple Ω =]0, 1[ et A tribu borélienne. Posons B sous-tribu engendrée par
les intervalles [ i

n
, i+1
n

]. Si on prend la fonction positive f(x) = 1
x
, f a ses valeurs dans R+ :

E(f |B) =
n−1∑
i=0

ci1[ 1
n
, i+1
n

], avec ci =

∫ (i+1)/n

i/n

f(x)dx

on a x0 = +∞ et c1, · · · , cn−1 ∈ R.

Proposition 2.3.3. On a des propriétés de l’espérance conditionnelle suivants :
1. Si X,X ′ variables aléatoires positives, et a, b ≥ 0. On a

E(aX + bX ′|B) = aE(X|B) + bE(X ′|B)

2. Si X est B−mesurable, alors E(X|B) = X.

3. Soit Xn une suite croissante de variables aléatoires positives, et X = lim
n→∞

Xn, alors

E(X|B) = lim
n→∞

E(Xn|B).

(Verison du théorème de convergence monotone pour l’espérance conditionnelle)

4. Si Xn suite de variables aléatoires positives, on a

E(lim inf(Xn)|B) ≤ lim inf E(Xn|B)
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5. Soit (Xn) une suite de variables aléatoires dans L1 qui converge p.s. vers X. S’il
existe une variable aléatoire positive Z t.q. ∀n, |Xn| ≤ Z p.s. et E(Z) < ∞, alors
E(X|B) = lim

n→∞
E(Xn|B) p.s. et dans L1.

6. Si la fonction f est positive et convexe, si X ∈ L1, alors

E(f(X)|B) ≥ f(E(X|B)).

(Version de l’inégalité de Janson pour l’espérance conditionnelle)

Démonstration. (3) Si 0 ≤ X1 ≤ X2, alors E(X1|B) ≤ E(X2|B). Donc on peut poser
X ′ lim

n→∞
E(Xn|B) qui est B−mesurable.

Si Z positive, B−mesurable, on a

E(ZX ′) = E(Z lim
n→∞

E(Xn|B)) = lim
n→∞

E(ZE(Xn|B)) = lim
n→∞

E(ZXn) = E(ZX)

(4) On utilise le fait que pour toute suite de réels (vn), lim inf(vn) = lim
k→∞

(inf
n≥k

vn). Alors

E(lim inf Xn|B) = E( lim
k→∞

(inf
n≥k

vn)|B) = lim
k→∞

E((inf
n≥k

Xn|B)

≤ lim
k→∞

inf
n≥k

(E(Xn|B)) = lim inf
n→∞

E(Xn|B)

(5) Appliquons 4, on a

E(lim inf(Z −Xn)|B) ≤ E(Z|B)− lim supE(Xn|B)

E(lim inf(Z +Xn)|B) ≤ E(Z|B) + lim inf E(Xn|B)

Donc
E(X|B) ≤ lim inf E(Xn|B) ≤ lim supE(Xn|B) ≤ E(X|B)

On a bien montré la convergence p.s.

Montrons la convergence dans L1. Notons que

E(Xn|B) ≤ E(|Xn||B) ≤ E(Z|B) <∞,

Donc E(E(Z|B)) = E(Z) < ∞, ensuite on applique le théorème de convergence
dominée.
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(6) Soit Ef = {(a, b) ∈ R2, ∀x ∈ R, f(x) ≥ ax+ b} (On considère l’ensemble des droites
qui sont en dessous de la courbe de f).

On vérifie que pour tout x,

f(x) = sup
(a,b)∈Ef

(ax+ b) = sup
(a,b)∈Ef∩Q2

(ax+ b),

Alors, on a immédiatement

E(f(X)|B) = E( sup
(a,b)∈Ef∩Q2

aX + b|B) ≥ sup
(a,b)∈Ef∩Q2

E(aX = b|B) = f(E(X|B))

Théorème 2.3.4. Si X ∈ L2(Ω,F ,P) et B sous-tribu de F , alors E(X|B) est la projec-
tion orthohonale de X sur L2(Ω,B,P)(sous espace vectoriel des variables aléatoires de carré
intégrable mesurable sur B).

Démonstration. Par l’inégalité de Jensen, on a

E[X|B]2 ≤ E[X2|B] (2.3.2)

Ceci implique

E[E[X|B]]2 ≤ E[E[X2|B]] = E[X2] (2.3.3)

Donc l’espérance conditionnelle E[X|B] appartient à L2.

Si Z une v.a. B-mesurable bornée,

E[Z(X − E[X|B]] = E[ZX]− E[ZE[X|B]] = 0. (2.3.4)

Donc Z est orthogonal à X − E[X|B] pour tout Z qui est B-mesurable bornée par densité.
C’est vrai pour tout Z B-mesurable et de carré intégrable.

C’est-à-dire que X − E[X|B] est orthogonal à L2(Ω,B,P).

Proposition 2.3.5. Soient X, Y des v.a. réelles, B est un sous-tribu. Si Y est B-mesurable,



30 CHAPITRE 2. ESPÉRANCE CONDITIONNELLE

alors

E[Y X|B] = Y E[X|B]. (2.3.5)

En supposant que Y et X positives ou que Y et X appartient à L1.

Remarque 2.3.6. Si λ ∈ R, alors E[λX] = λE[X].

Démonstration. On se place dans le cas où X, Y positives. Soit Z une v.a. B-mesurable
positive, alors on a

E[Z(Y E[X|B]] = E[(ZY )E[X|B]] = E[ZY X] (2.3.6)

par definition de l’espérance conditionnelle, on en déduit que

Y E[X|B] = E[XY |B] (2.3.7)

Proposition 2.3.7. Si B1,B2 sont deux sous-tribus tels que B1 ⊂ B2, alors pour toute v.a.
X positive (ou L1), on a

E[E[X|B2]|B1] = E[X|B1]. (2.3.8)

Remarque 2.3.8. Si on est dans L2, L2(Ω,B1,P) ⊂ L2(Ω,B2,P). Alors la proposition nous
dit que si on projette sur L2(Ω,B2,P) pius sur L2(Ω,B1,P), c’est la même chose que de
projetter sur L2(Ω,B1,P)

Démonstration. Cas positif : Si Z est positive et B1-mesurable, alors Z est aussi B2-
mesurable.

E[ZE[E[X|B2]|B1]] = E[ZE[X|B2]] = E[ZX]. (2.3.9)

Théorème 2.3.9. Si B1,B2 sont indépendantes, alors pour toute v.a. X positive B2-
mesurable, on a

E[X|B1] = E[X]. (2.3.10)
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Réciproquement, si B1,B2 sont des sous-tribus et si pour toute X positive et B2-mesurable,
on a

E[X|B1] = E[X]. (2.3.11)

Alors B1,B2 sont indépendants.

Démonstration. D’abord pour toute Z positive et B1-mesurable, on a

E[ZX] = E[Z]E[X] = E[ZE[X|B1]]. (2.3.12)

Donc E[X] = E[X|B1].

Ensuite, en particulier pour tout A ∈ B2, 1A est positive et B2-mesurable.

E[1A|B1] = E[1A] = P(A). (2.3.13)

Si B ∈ B1, P(A ∩ B) = E[1A∩B] = E[1A1B] = E[E[1A|B1]1B] = E[P(A)1B] = P(A)E[1B] =

P(A)P(B).

Ceci implique B1,B2 sont indépendants.

Théorème 2.3.10. Soient X v.a. à valeur dans E et Y v.a. à valeur dans F . On suppose
que Y est B-mesurable et X est indépendant de B.

Alors pour toute fonction mesurable g : E × F → R+, on a

E[g(X, Y )|B] =

∫
g(z, Y )PX(dz) (2.3.14)

où PX est la loi de X.

Remarque 2.3.11. On dit qu’une variable aléatoire X est déterministe s’il existe c ∈ R, X = c

presque sûrement.

Si Y est déterministe alors la variable aléatoire donnée par 2.3.14 est aussi déterministe. On
se ramène au résultat précédent : on peut écrire E[g(X, Y )|B] = E[h(X)] pour une certaine
h.

Démonstration. On note φ : y →
∫
g(x, y)PX(dx). Soient Z ≥ 0 B-mesurable et Y B-

mesurable. On exige que X est indépendante de B.
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E[g(X, Y )Z] =

∫
g(x, y)zP(dx, dy, dz) (2.3.15)

=

∫
g(x, y)zPX(dx)P(Y,Z)(dy, dz) (2.3.16)

=

∫
F×R+

z

(∫
E

g(x, y)PX(dx)

)
P(Y Z)(dy, dz) (2.3.17)

=

∫
F×R+

zφ(y)P(Y Z)(dy, dz) (2.3.18)

(2.3.19)

Et φ(y) est B-mesurable donc φ(Y ) est l’espérance conditionnelle de g(X, Y ) par rapport à
B.

2.4 Comment calculer les espérances conditionnelles ?

On a vu le cas discret et le cas des v.a. a densité.

On suppose que X à valeur dans Rm et Y à valeur dans Rn. Soit (X, Y ) a une densité
p : Rm+n → R mesurable, positive et satisfait

∫
Rm+n p(x, y)dxdy = 1.

Alors X et Y ont une densité. La densité de Y et la fonction q : Rn → R+, y 7→
∫
Rm p(x, y)dx.

Proposition 2.4.1. Pour toute fonction h : Rm → R+ mesurable, on a

E[h(X)|Y ] =

∫
h(x)

p(x, Y )

q(Y )
dx (2.4.1)

qui est une variable aléatoire mesurable par rapport à σ(Y ) donc une fonction de Y .

Démonstration. On prend Z v.a. positive et σ(Y )-mesurable, alors Z s’écrit comme une
fonction de Y par Z = g(Y ) pour g : Rn → R+.
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E[Zh(X)] =E[h(X)g(Y )] =

∫
Rm×Rn

h(x)g(y)p(x, y)dxdy (2.4.2)

=

∫
Rn

(∫
Rm

h(x)p(x, y)dx

)
g(y)dy (2.4.3)

=

∫
Rn

(∫
Rm h(x)p(x, y)dx

q(y)

)
q(y)g(y)1q(y)>0dy (2.4.4)

=

∫
Rn
ϕ(y)q(y)g(y)1q(y)>0dy (2.4.5)

=E[g(Y )ϕ(Y )] = E[Zϕ(Y )] (2.4.6)

où ϕ(y) =


∫
Rn h(x)p(x,y)dx

q(y)
si g(y) > 0

0 sinon
.

Donc ϕ(Y ) = E[h(x)|Y ].

Rappel 2.4.2. Dans le cas discret : (X, Y ) v.a discrètes. Pour tout y, on peut définir la loi
conditionnelle de X par rapport à Y = y et l’espérance conditionnelle et l’espérance de la loi
conditionnelle : E[X|Y = y].

On va essayer de généraliser la notion de la los conditionnelle dans la cas non discret.

Définition 2.4.3. Soient (E,E ), (F,F ) deux espace mesurable. On dit que ν : E ×F →
[0, 1] est une probabilité de transition si elle vérifie :

— Pour tout x ∈ E, la fonction F → [0, 1], B 7→ ν(x,B) est mesure de probabilité
(probabilité conditionnellement à x).

— Pour tout B ∈ F , la fonction E → [0, 1], B 7→ ν(x,B) est E -mesurable.

Remarque 2.4.4. Cas précédent p(x, y), p : Rn × Rm → R+ pour x ∈ Rm et ν ∈ B(Rn), la
fonction ν(x,B) =

∫
B
p(x, y)dy vérifie ces conditions.

Proposition 2.4.5. Si h mesurable positive sur (F,F ), alors ϕ : x 7→
∫
ν(x, dy)h(y) est

une focntion mesurable positive sur E.

Si λ est une mesure de probabilité sur (E,E ), alors µ : A ∈ F 7→
∫
λ(dx)ν(x,A) est une

mesure de probabilité sur (F,F ).

Définition 2.4.6. Soient X v.a. sur (E,E ) et Y v.a.sur (F,F ). On appelle loi conditionnelle
de Y sachant X une probabilité de transitive ν telle que pour tout h : F → R+ F -mesurable,
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on a

E[h(Y )|X] =

∫
ν(X, dy)h(y). (2.4.7)

Remarque 2.4.7. L’espérance conditionnelle est en effet un espérance de la loi conditionnelle.

Unicité : Si ν et ν ′ sont des lois conditionnelles. Pour tout A ∈ F , on a

ν(X,A) = P(Y ∈ A|X) = ν ′(X,A) p.s. (2.4.8)

De même, ν(x, ·) = ν ′(x, ·) p.s.

Théorème 2.4.8. Soient (E,E ), (F,F ) deux espace métrique complet séparable, E ,F des
tribus boréliennes. Alors il existe une loi conditionnelle de Y sachant X.

2.5 Espérance condtionnelle pour les vecteurs gaussiens

Soit (X1, · · · , Xd) ∈ Rd vecteur aléatoire est gaussien si toute combinaison linéaire des X est

gaussienne : ∀λ1 · · · , λd,
d∑
i=1

λiXi soit une loi gaussienne.

Si (X1, · · · , Xd) est gaussien , (Xi) ∈ L2. Pour tout Y aléatoire dans Rd et L2, E[Y |(X1, · · · , Xd)]

est la projection orthogonale de Y sur le sous-espace vectoriel des variable aléatoire L2 et
mesurable par rapport à σ(X1, · · · , Xd).

Le sous-espace vectoriel est l’ensemble des variable aléatoire de la forme h(X1, · · · , Xd) où h
est mesurable.

En fait, on va voir que cette projection orthogonale est la projetcion orthogonale sur l’espace
vectoriel engendré par (X1, · · · , Xd), alors c’est un espace de dimension finie.

Proposition 2.5.1. Soit (X1, · · · , Xm, Y1, · · · , Yn) un vecteur gaussien dans Rm+n.

Alors (X1, · · · , Xm) et (Y1, · · · , Yn) sont des vecteurs gaussiens et ils sont indépendants si et
seulement si ∀i ∈ [1,m], ∀j ∈ [1, n] on a cov(Xi, Yj) = 0.

Remarque 2.5.2. C’est toujours vrai que l’indépendance implique le covariance nulle. Et on
sait que si deux vecteurs gaussiens sont de covariance nulle, alors ils sont indépendants. Mais
on ne peut pas obtenir l’indépendance de la covariance nulle.
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Démonstration. Pour Q la matrice de la forme quadratique associée au vecteur gaussien, on
a

E[exp(i < ξ,X1, · · · , Xm, Y1, · · · , Yn >] = exp(
1

2
tξQξ).

Par Qi,j = cov(Zi, Zj), si Z est un vecteur gaussien de covariance nulle, on réécrit

tξQξ =
m∑

j,k=1

ξiξk cov(Xi, Xk) +
n∑

j,k=1

ξiξk cov(Yi, Yk).

Alors

E[exp(i < ξ,X1, · · · , Xm, Y1, · · · , Yn >] = E[exp(i
m∑
j=1

ξjXj)]E[exp(i
n∑
j=1

ξjYi)]

= E[exp(i < ξ(1), X1, · · · , Xm >]E[exp(i < ξ(2), Y1, · · · , Yn >]

où ξ(1) = (ξ1, · · · , ξm), ξ(2) = (ξ, · · · , ξm).

Par la propriété des transformé de Fourier des v.a., on en déduit que (X1, · · · , Xm) indépen-
dant de (Y1, · · · , Yn).

Théorème 2.5.3. Soit (X, Y1, · · · , Yn) vecteur gaussien centré (i.e. E[X] = 0, E[Yi] = 0,
∀i). Alors E[X|Y1, · · · , Yn] est la projection orthogonale sur l’espace vectoriel engendré par
Y1, · · · , Yn.

C’est-à-dire qu’il existe λ1, · · · , λn t.q. E[X|Y1, · · · , Yn] =
n∑
i=1

λiYi.

Plus généralement, pour toute fonction mesurable h : R→ R+,

E[h(X)|Y1, · · · , Yn] =

∫
R
h(x)

1

σ
√

2π
exp(− x2

2σ2
)dx.

avec σ2 = E[(X −
∑
λiYi)

2] : carré de la distance de X à sa projection orthogonale.

Démonstration. On suppose que X non mesurable par rapport à σ(Y1, · · · , Yn). Soit X̂ =∑
λiYi la projection orthogonale de X sur l’espace vectoriel engendré par les Yi.

Par (X − X̂) ⊥ Yi, cov(X − X̂, Yi) = E[(X − X̂)Yi] = 0. Donc (X − X̂, Y1, · · · , Yn) est une
vecteur gaussien et (X − X̂) est indépendant de (Y1, · · · , Yn).
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Donc

E[X|Y1, · · · , Yn] = E[X − X̂|Y1, · · · , Yn] + E[X̂|Y1, · · · , Yn]

= E[X − X̂|Y1, · · · , Yn] + X̂

= E[X − X̂]︸ ︷︷ ︸
=0

+X̂

Ensuite, soit Z = X − X̂, alors Z ∼ N (0, σ2) et Z indépendante de (Y1, · · · , Yn).

Alors

E[h(X)|Y1, · · · , Yn] = E[h(X̂ + Z)|Y1, · · · , Yn]

=

∫
h(X̂ + z)PZ(dz)



Chapitre 3

Martingale

3.1 Définitions et exemples

En français, le mot "martingale" n’a pas le même sens en mathématiques et dans le langage
courant.

Dans le langage courant, on parle de "martingale" par une méthode de jeu pour quelqu’un
qui joue au casino.

En mathématiques, une martingale est la quantité d’argent que possède le joueur.

Soit X une variable aléatoire, et F une tribu

Définition 3.1.1. Soit (Ω,F ,P) espace de probabilité. On appelle filtration une suite crois-
sante de sous tribus de F : (Fn) t.q. F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fn ⊂ · · · ⊂ F .

Exemples 3.1.2. Soit X0, · · · , Xn variable aléatoire, Fn = σ(Xi, i ≤ n). Alors Fn ⊂
Fn+1 = σ(Fn, Xn+1).

Soit Ω = [0.1], P une mesure uniforme, F une tribu borélienne est définie par σ([ i
2n
, i+1

2n
], 0 ≤

i ≤ 2n − 1).

Définition 3.1.3. Une processus à temps discret (Xn)n≥0 est une suite de variable aléatoire.

Une processus à temps continue (Xr)r∈R+ est une famille de variable aléatoire indexée par
R+.(Exemple : monvement Brownien)

Définition 3.1.4. Un processus (Xn) est adapté à la filtration (Fn) si ∀x Xn est mesurable
par rapport à Fn.

37
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Définition 3.1.5. Soit (Xn)n≥0 un processus adapté à une filtration (Fn). On suppose que
pour tout n, E[|Xn|] < ∞. (Xn) est une martingale par rapport à Fn si pour tout n, on a
E[Xn+1|Fn] = Xn.

Remarque 3.1.6. Assez souvent, Fn = σ(Xi, i ≤ n), E[Xn+1|X1, · · · , Xn] = Xn.

Définition 3.1.7. Sur-martingale si E[Xn+1|Fn] ≤ Xn.

Sous-martingale si E[Xn+1]|Fn] ≥ Xn.

En anglais, martinagle, supermartingale, submartingale.

Exemple 3.1.8. Si (Yi) suite de v.a. i.i.d., E[Yi] = 0.Xn = Y1+· · ·+Yn, Fn = σ(X1, · · · , Xn) =

σ(Y1, · · · , Yn). Alors (Xn) est une martingale par rapport à Fn.

E[Xn+1|Fn] = E[Xn + Yn+1|Fn] = E[Xn|Fn] + E[Yn+1|Fn]

= Xn + E[Yn+1|Fn] = Xn

Yn+1 est indépendante de Y1, · · · , Yn dans indépendante de Fn, donc

E[Yn+1|Fn] = E[Yn+1] = 0.

On a un joueur qui joue au casino. Au temps n, il joue et son gain est Yn. La qualité
Y1 + · · ·+ Yn = Xn est la qualité d’argent du joueur au temps n.

Remarque 3.1.9. Par E[Xn+1] = E[E[Xn+1|F ]] = E[Xn] = E[X0], en moyenne, on ne gagne
rien au casino si le jeu est équitable(E[Yi] = 0).

Exemple 3.1.10 (Processus de Branchement). Idée : on modélise l’évaluation d’une popu-
lation.

Soit (Zn)n≥0 processus. Pour tout n, Zn est le nombre d’individus à la n-ième génération.

On considère des variables aléatoires (X
(k)
n ) i.i.d, à valeur dans N et L1.

Soit (X
(k)
n ) représente le nomrbe d’enfants du n-ième individu à la génération k.
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Alors

Z0 = 1

Z1 = X
(0)
1

Z2 = X
(1)
1 +X

(1)
1 + · · ·+X

(1)
Z1

· · ·

Zn+1 = X
(n)
1 +X

(n)
1 + · · ·+X

(n)
Zn

Processus de Caltron-Watson : Galtron s’intéresait aux noms de famille, transmis par les
hommes. Si Z1 = 0 alors Zn+1 = 0, Zn = 0, k ≥ n la population s’éteint (Zn) processus,
Fn = σ(Z1, · · · , Zn).

E[Zn+1|Fn] = E[X
(n)
1 +X

(n)
1 + · · ·+X

(n)
Zn
|Fn]

= E[
∞∑
k=1

X(k)
n 1k≤Zn|Fn]

Par le lemme de convergence monotone

=
∞∑
k=1

E[X(k)
n 1k≤Zn|Fn]

=
∞∑
k=1

1k≤ZnE[X(k)
n |Fn]

On sait que Fn = σ(Z1, · · · , Zn) pour tout i, Zi est une fontion desX(i−1)
k . Dans σ(Z1, · · · , Zn) ⊂

σ(X
(i)
n , i ≤ n− 1).

Pour tout k, X(k)
n est indépendant des (X

(i)
j ), i ≤ n− 1, de σ(X

(i)
j , i ≤ n− 1).

Ceci implique que X(k)
n indépendant de Fn, alors E[X

(k)
n |Fn] = E[X

(k)
n ] = m. Ici m est le

nombre moyen d’enfants.

Alors

∞∑
k=1

1k≤ZnE[X(k)
n |Fn] = m

∞∑
k=1

1k≤Zn = mZm = E[Zn+1|Fn].

Pour m ≥ 1, (Zn) est une sous-martingale. Pour m ≤ 1, (Zn) est une sur-martingale. Pour
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m = 1,(Zn) est une martingale.

Si la loi de X(1)
1 n’est pas δ1 et si m = 1 alors p.s il existe n, Zn = 0. (résultat énoncé par

Galtron, démonstration fausse. Watson a donnée une démonstration juste.)

Définition 3.1.11. Soit (Hn)n≥1 processus est previsible par rapport à une filtration (Fn)n≥0

si ∀n, Hn borné et Fn−1-mesurable.

Proposition 3.1.12. Soit (Xn) processus adapté, (Hn) prévisible. On pose (H.X)0 = 0 et
n ≥ 1, (H.X)n = H1(X1 −X0) +H2(X2 −X1) + · · ·+Hn(Xn −Xn−1). Alors

1. Si (Xn) est une martingale, alors (H.X)n est également une martingale.

2. Si Xn est une sous-martingale et si Hn ≥ 0 p.s. pour tout n ≥ 1. Alors (H.X)n est
également une sous-martingale.

Idée : H est la quantité d’argent misée au casino au temps n par un joueur .

On dit H est prévisible : le joueur décide de la quantité d’argent misée au temps n sachant ce
qui s’est passé jusqu’à temps n− 1, mais sans savais ce qui se passe un temps n. Le quantité
d’argent gagnée au temps n égale le qualité d’argent misée.

Démonstration. Soit Hn bornées, (Xn) ∈ L1, alors pour tout n, on a (H.X)n ∈ L1.

Car (Hn) est prévisible et (Xn) adapté, alors (H.X)n adapté. Alors on a E[(H.X)n+1|Fn] =

E[(H.X)n +Hm+1(Xn+1 −Xn)|Fn] = (H.X)n +Hn+1E[(Xn+1 −Xn)|Fn] = (H.X)n.

Rappel 3.1.13. Une martingale par rapport à la filtration Fn est une suite de v.a. Mn dans
L1 telle que pour tout n, E[Mn+1|Fn] = Mn.

On utilise beaucoup de vocabulaire des jeux de hasard. Voir Mme Cleays si vous avez des
difficultés avec ce vocabulaire.

Si (Hn) prévisible, alors (H.X)n est une martingale.

Exemple 3.1.14. Soient Y1, · · · , Yn · · · i.i.d. et E[Yi] = 0. Alors on a Xn = Y1 + · · ·+ Yn est
une martingale.

Si on joue à pile ou face, soit Yn =

+1 pile

−1 face
, de plus on a P(Y1 = 1) = P(Y1 = −1) = 1

2
.

Alors on prend Hn =

1 si Xn−1 ≥ 0

2 si Xn−1 < 0
.
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Evidement on sait que Hn est prévisible par bornée et mesurable par rapport à Fn−1.

Par définitions, on a (H.X)n =

(H.X)n−1 + Yn si Xn−1 ≥ 0

(H.X)n−1 + 2Yn si Xn−1 < 0
.

Alors on vérifie que E[(H.X)n|Fn] = (H.X)n−1.

Exemple 3.1.15. On définit Xn, Yn comme ci-dessus et on prend Hn =

1 si Yn = 1

0 si Yn = −1
.

Alors Hn n’est pas prévisible car il est mesurable par rapport à Fn mais pas à Fn−1. On a

(H.X)n =

(H.X)n−1 + Yn si Yn = 1

(H.X)n−1 si Yn = 0
. De plus E[(H.X)n|Fn] = (H.X)n−1 + 1

2
. C’est-à-dire

que (H.X)n n’est pas une martingale.

Proposition 3.1.16. Soient (Xn) une processus adapté, ϕ : R → R+ convexe, telle que
E[ϕ(Xn)] < 0. Alors on a

1. Si (Xn) est une martingale alors ϕ(Xn) est une sous-martingale.

2. Si (Xn) est une sous-martingale et ϕ est croissant alors ϕ(Xn) est une sous-martingale.

Démonstration. Par l’inégalité de Jenson pour l’espérance conditionnelle, on a

E[ϕ(Xn)|Fn−1] ≥ ϕ(E[Xn|Fn−1]) = ϕ(Xn−1).

Par ϕ est croissant et Xn ≤ E[Xn+1|Fn], on a

E[ϕ(Xn+1)|Fn] ≥ ϕ(E[Xn+1|Fn]) ≥ ϕ(Xn)

3.2 Temps d’arrêt

Idée : Un joueur joue au casino et décide de s’arrêter à un certain moment. (noter de temps
d’arrêt )

Définition 3.2.1. Soit (Fn) une filtration, on dit que une v.a. T : Ω→ N ∩ {+∞} = N est
un temps d’arrêt de la filtration Fn si pour tout n ∈ N on a

{T = n} ⊂ Fn.
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L’ensemble {T = n} est l’évènement "on s’arrête au temps n". Cet événement dépend de la
qualité d’information qu’on a au temps n, cette quantité d’informations est données par Fn.

Exemples 3.2.2. 1. k ∈ N, si pour tout ω ∈ Ω, T (ω) = k. T est un temps d’arrêt. Pour
tout n, {T = n} = Ω ou ∅ qui appartient à Fn par définitions d’une tribu.

2. Temps d’arrêt : (Yn) processus adapté à valeurs dans Rd. Si B est un borélien contenu
dans Rd. On définit TB = inf{n, Yn ∈ B} est un temps d’arrêt.

Exemple 3.2.3 (Contre exemple). Dernière temps de suite (Yn) processus adapté à (Fn), à
valeurs dans Rd, B borélien de Rd. TB = sup{n, Yn−1 ∈ B, Yn 6∈ B}.

Alors on a

{TB = n} = {Yn−1 ∈ B, Yn 6∈ B, ∀m ≥ n, on n’a pas Ym ∈ B, Ym+1 ∈ B}

= {Yn−1 ∈ B, Yn ∈ B} ∩ {∀m ≥ n, on n’a pas Ym ∈ B, Ym+1 ∈ B}.

On décide de s’arrêter en croissant le passé mais pas en connaissant le futur.

Proposition 3.2.4. 1. Si S, T sont des temps d’arrêt, alors S∨T , S∧T sont des temps
d’arrêt.(S ∨ T = sup(S, T ) et S ∧ T = inf(S, T ) )

2. Si (Tn) est une suite de temps d’arrêt. Alors inf(Tn), sup(Tn), lim sup(Tn), lim inf(Tn)

sont des temps d’arrêt.

Démonstration. On voit que

{S ∧ T ≤ n} = {S ≤ n} ∪ {T ≤ n} ∈ Fn

{S ∨ T ≤ n} = {S ≤ n} ∩ {T ≤ n} ∈ Fn

Donc S ∨ T, S ∧ T ∈ Fn.

Par {inf(Tn) ≤ n} = ∩k∈N{Tn ≤ n} et les formules triviales, on a pariellement les autres sont
des temps d’arrêt.

Définition 3.2.5. Soit T un temps d’arrêt pour (Fn). La tribu du passé jusqu’à l’instant T
est

FT = {A ∈ F ,∀n ∈ N, A ∩ {T = n} ∈ Fn}.

Proposition 3.2.6. Si S et T deux temps d’arrêt, et si S ≤ T . Alors FS ⊂ FT .
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Démonstration. Pour A ∈ FS, alors ∀n ∈ N, on a

A ∩ {T = n} =
⋃
k≤n

(A ∩ {S = k} ∩ {T = n}) ∈ Fn

Donc on a A ∈ FT .

Exemple 3.2.7. Soit (Yn) une processus adapté par rapport à Fn, à valeurs dans Rd, B boré-
lien de Rd. Comme précèdent, on défini TB = inf{n, Yn ∈ B} etA un évènement {∃n, Yn ∈ B}.
Alors A ∈ FTB : A ∩ {T = n} = {Y0 6∈ A, · · · , Yn−1 6∈ A, Yn ∈ A} = {T = n} ∈ Fn.

Proposition 3.2.8. Soit (Yn) adapté par rapport à Fn et T un temps d’arrêt par rapport à
Fn. Alors la variable aléatoire 1{T<∞}YT definie par

1{T<∞}YT =

1{T<∞}YT (ω) = 0 si T (ω) =∞

1{T<∞}YT (ω) = Yn si T (ω) = n

est mesurable par rapport à FT .

Démonstration. Soit B borélien, n ∈ N. Alors pour tout n, on a

{1{T<∞}YT ∈ B} ∩ {T = n} = {Yn ∈ B} ∩ {T = n} ∈ Fn.

Théorème 3.2.9. Soit (Xn) une martigale adaptée à Fn et T un temps d’arrêt de la Fn.
Alors (XT∧n)n∈N est une martingale. En particulier, si le temps T est borné alors XT ∈ L1

et E[XT ] = E[X0].

Idée: Si (Xn) est la quantité d’argent d’un joueur au casino et si T est le temps où le joueur
décide de s’arrêter. On définit

XT∧n =

Xn Si T ≥ n(le joueur joue encore au temps n)

XT Si T ≤ n(le joueur a arrêté de jouer au temps n)
.

Alors (XT∧n) est une martingale et E[XT ] = E[X0] : en moyennne, le joueur n’a pas gagné
d’argent au moment où il s’arrête.
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Démonstration. Pour tout n, on a vu que T ∧ n est un temps d’arrêt. Pour n ≥ 1, on définit
Hn = 1{T≥n} = 1−1{T≤n−1}. C’est une processus prévisible parce que 1{T≤n−1} est mesurable
par rapport à Fn−1, ce qui implique que Hn mesurable par rapport à Fn−1.

La proposition 3.1.12 nous dit que (X0 +(H.X)n)n>0 est une martingale. D’ailleurs on trouve
que X0 + (H.X)n = XT∧n, ceci conclut le démonstration.

De plus si T est borné, il existe N ∈ N, T ≤ N p.s., alors E[XT ] = E[XT∧n] = E[X0].

Application 3.2.10 (Risque de ruine du joueur). Un joueur joue au casino, au début sa
fortune est X0 = m. Soit (Yn) une suite de v.a. i.i.d. et P(Y1 = 1) = P(Y1 = −1) = 1

2
.

La fortune du joueur au temps n est X0 + Y1 + · · ·+ Yn = Xn. Alors Xn est une martingale.

Le joueur décide de s’arrêter quand sa fortune atteint un valeur N . D’ailleurs, il faut s’arrêter
dans le temps où il est ruiné parce qu’il n’a plus d’argent et il ne peut plus jouer.. Donc on
pose B = [N,+∞) et B′ = [−∞, 0]. Alors TB est le temps d’arrêt dans B et TB′ est le temps
d’arrêt dans B′.

Soit T = TB ∧ TB′ = TB′′ temps d’arrêt dans B′′ = (−∞, 0] ∪ [N,∞), premier temps où soit
le joueur est ruiné, soit il a N dollars.

XT =

N si TB < TB′ ⇔ TB′′ = TB

0 si TB′ < TB ⇔ TB′′ = TB′

On peut trouver que la risque de ruine est exactement P(XT = 0).
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n

M

N

m

Par Xn = X0 +Y1 +Y2 + · · ·+Yn, on a vu proposition précédente que lim sup(Y1 + · · ·+Yn) =

+∞ p.s., c’est-à-dire que TB < ∞. De même, lim inf(Y1 + · · · + Yn) = −∞ p.s., c’est-à-dire
que TB′ <∞.

Donc on a T = TB ∧ TB′ < +∞ p.s..

Par le théorème 3.2.9, (XT∧n) est une martingale. Alors, on pose Mn = XT∧n. Pour tout
K ∈ N, E[MK ] = E[M0] = E[X0].

Pour le temps K, on distingue trois cas :

— Soit T ≤ K, T = TB, maintenant le joueur a atteint un valeur N : XT∧K = N .
— Soit T ≤ K, T = TB′ , ici il n’a plus d’argent : XT∧K = 0.
— Soit T > K.

Donc on obtient l’égalité suivante

E[X0] = E[MK ] = E[MK(1{T≤K,T=TB} + 1{T≤K,T=TB′} + 1{T>K})]

= NP(T ≤ K,T = TB) + 0 · P(T ≤ K,T = TB′) + E[Mk1T>K ].

Sur l’évènement {T > K}, 1 ≤M ≤ N − 1. Donc

1 · P(T ≥ K) ≤ E[MK1{T>K}] ≤ (N − 1) · P(T ≥ K) (3.2.1)

Comme T < ∞ p.s., on a P(T ≥ K) → 0 quand K → ∞. D’après 3.2.1, on sait que
E[MK1T>K ]

K→∞−−−→ 0.
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Donc
E[X0] = NP(T ≤ K,T = TB) + E[Mk1T>K ]

K→∞−−−→ P(T = TB).

Ceci conclut que
P(T = TB) =

m

N
.

On obtient la risque de ruine est P(XT = 0) = P(T = TB′) = 1− m
N
.

C’est l’application la plus classique au théorème d’arrêt pour les martingales. Ce n’est pas
une application immédiate car T n’est pas borné.

Remarque 3.2.11. Si TB =temps d’arrêt dans [N,∞) est un temps d’arrêt, fini p.s. Ensuite
on a (XYB∧n) est une martingale.

Finalement on a XTB = N 6= E[X0] = m. Mais on ne peut pas appliquer la deuxième partie
du théorème d’arrêt ici car TB n’est pas borné.

On rappelle que si T est un temps d’arrêt, M martingale, alors (MT∧n) est une martingale.
De plus si T est borné, on a E(MT ) = E(M0).

3.3 Convergence presque sûre des martingales

Théorème 3.3.1. Si (Mn) est une martingale positive (i.e. ∀n,Mn ≥ 0, p.s.) Alors Mn

converge presque sûrement : p.s. ∃M∞, Mn −→M∞.

Cas des martingales bornés dans L2

On va montrer d’abord que pour (Mn) martingales telle que ∀n, E(M2
n) <∞ et supE(M2

n) <

∞, le théorème est vrai.

Proposition 3.3.2. Soit An = Mn+1 −Mn. Alors les variables aléatoires An sont dans L2

et sont orthogonales : ∀m 6= n, E(AmAn) = 0.

Remarque 3.3.3. On a E(An+1) = E(Mn+1)− E(Mn)=0.

Démonstration. Notons que

E(A2
n+1) = E((Mn+1 −Mn)2) = E(E((Mn+1 −Mn)2|Fn))

≤ E(M2
n+1) + E(M2

n) + 2E(|Mn+1Mn|) <∞.
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Donc An+1 ∈ L2. Ensuite, si m < n,

E(AmAn) = E
(

(Xm+1 −Xm)(Xn+1 −Xn)
)

= E
(
E
(
(Xm+1 −Xm)(Xn+1 −Xn)|Fn

))
En notant que si m < n, Xm+1 −Xm est Fn−mesurable, donc

E(AmAn) = E
(

(Xm+1 −Xm)E(Xn+1 −Xn|Fn)

)
= 0.

(Car E(Xn+1 −Xn|Fn) = 0.)

Par conséquence, si m ≤ n,

Mn = (Mn −Mn−1) + · · ·+ (Mm+1 −Mm) +Mm = An−1 + · · ·+ Am +Mm,

E(M2
n) = E(A2

n−1) + · · ·+ E(A2
m) + E(M2

m) ≥ E(M2
m).

donc E(M2
n) est une suite croissante. L’hypothèse Mn bornée dans L2 est équivalent à

E(M2
n) −→ L pour quelque L <∞.

Soient maintenant p < q ∈ Q, on note Np,q(n) le nombre de montées de l’intervalle [p, q]

avant l’instant n. Soient

S1 = inf{m,Mm < p}, T1 = inf{m ≥ S1,Mm > q},

Sk+1 = inf{m > Tk,Mm < p}, Tk+1 = inf{m ≥ Sk,Mm > q}.

Alors Np,q(n) = max{k, Tk ≤ n}.

Idée : à chaque montée, on augmente le carrée de la norme L2 de (Mn). Ce carrée de la norme
est bornée donc le nombre de montées est borné :

E(Np,q(n)(p− q)2) ≤ E(M2
n) = E((A1 + · · ·+ An)2) = E(A2

1 + · · ·+ A2
n).

D’autre part,
∀k, E((MTk −MSk)

2) ≥ (q − p)2.

Donc sur l’événenment {Np,q = k},

E(M2
n) ≥ E((MT1 −MS1)

2) + · · ·+ E((MTk −MSk)
2) ≥ k(p− q)2.
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n

M

q

p

montée

montée

S1

T1

S2

T2

Ainsi

E(M2
n) =

∞∑
k=1

E(M2
n1{Np,q(n)=k}) ≥

∞∑
k=1

k(q − p)2P(Np,q(n) = k) = (p− q)2E(Np,q(n)).

Comme Np,q(n) est une suite croissante et ∀n, E(Np,q(n)) ≤ L
(p−q)2 . Alors P(Np,q(n)→∞) =

0, cela implique le nombre de montées de [p, q] est fini p.s. C’est à dire Mn ne traverse pas
l’intervalle [p, q] pour n assez grand.

Alors le nombre de montées de [p, q] est fini sauf sur Ωpq, avec P(Ωpq) = 0. Soit Ω′ =
⋃

p,q∈Q
Ωpq,

on a P(Ω′) = 0. Le nombre de montées de tout intervalle de la forme [p.q], p < q, p, q ∈ Q,
est fini sauf sur Ω′. On peut montrer la même chose pour les descentes. Donc p.s. ∀p, q ∈ Q,
(Mn) ne traverse [p, q] qu’un nombre fini de fois. Donc p.s., (Mn) converge. (Ici on utilise la
propriété en analyse : (Un) converge s.s.i. ∀p, q ∈ Q, Un traverse [p.q] un nombre fini de fois.)
Cela démontre le théorème.

Cas général

Pour montrer le cas général : on conclut par la même idée de prouver qu’on traverse [p, q] un
nombre fini de fois. On peut montrer

E(Np,q(n)(q − p)) ≤ E((Mn − p)+ − (M0 − p)+),
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avec la notion x+ = sup{x, 0}, puis on utilise une démonstration analogue (P170-172, Le
Gall).

3.4 Application : extinction des processus de Galton-Watson

critiques

Processus de Galton-Watson : C’est un processus qui modélise l’évolution d’une population
où chaque individu a un nombre aléatoire d’enfants suivant une loi µ, indépendamment des
autres individus. Soit Zn le nombre d’individus à la génération n, on a

Z0 = 1

Z1 = X
(1)
1 ∼ µ

Z2 = X
(2)
1 + · · ·+X

(2)
Z1

· · ·

Zn+1 = X
(n+1)
1 + · · ·+X

(n+1)
Zn

Si Zk = 0, alors Zn = 0, ∀n ≥ k. Si le nombre moyen d’enfants est E(Z1) = m, on sait que
( Zn
mn

) est une martingale. On a énoncé le fait que quand m = 1 (resp. m > 1, resp. m < 1),
c’est un processus critique (resp. surcritique, resp. sous-critique).

Théorème 3.4.1. Si m ≤ 1 et si P(Z1 = 1) 6= 1, alors p.s. le processus s’éteint : ∃n ≥
1, Zn = 0.

Démonstration. Soit m = 1, Zn est une martingale positive, alors avec probabilité 1, elle
converge vers Z∞ qui est une variable aléatoire. Comme (Zn) à valeurs dans N,

Zn converge ⇐⇒ ∃l ∈ N, ∃N, ∀n ≥ N, Zn = l.

Soit l ∈ N, l ≥ 1, soit N ∈ N, on peut vérifier que P(∀n ≥ N, Zn = l) = 0 en notant que
P(Zk+1 = l|Zk = l) < 1. Soit maintenant que Ωl,N = {∀n ≥ N, Zn = l}, alors P(Ωl,N) = 0.
Posons

Ω′ =
⋃

l≥1,l∈N

⋃
N∈N

Ωl,N =⇒ P(Ω′) = 0,
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mais comme la suite est converge p.s. avec probabilité 1, il existe l, N t.q. ∀n ≥ N , Zn = l

donc p.s. l = 0, donc le processus s’éteint p.s..

Remarque 3.4.2. La convergence est une convergence p.s., pas dans L1. Car E(Z0) = 1,
Z∞ = 0 p.s. E(Z∞) = 0 6= E(Z0).

Retour sur la marche aléatoire simple : Xn = X0 + Y1 + · · ·+ Yn où les (Yi) sont i.i.d.

P(Y1 = 1) = P(Y1 = −1) =
1

2
.

Alors (Xn) est une martingale et T = T0 = inf{n,Xn = 0} est temps d’arrêt. Donc si X0 ≥ 0,
Mn = XT∧n est une martingale positive. Si Mn = 0, alors ∀m ≥ n, Mm = 0.

D’ailleurs on sait que Mn converge p.s. or (Mn) a des valeurs entières et P(Mn = Mn+1 =

l) = 0 si l ≥ 1, donc Mn ne peut être stationnaire qu’en 0, donc p.s. Mn → 0 et p.s. T <∞.

Remarque 3.4.3. On avait montré que T <∞ p.s. en utilisant une loi de 0-1 de Kolmogorov.
Le théorème de convergence des martingales donne une autre preuve de fait que T <∞ p.s.
Ici on n’a pas convergence dans L1 puisque M0 = X0 > 0 et M∞ = 0 p.s. donc E(M0) 6=
E(M∞) = 0. Mais dans certain cas, on a bien la convergence dans L1.

Théorème 3.4.4. Soit (Xn) martingale, alors les deux assertions sont équivalentes :

1. (Xn) converge p.s. et dans L1.

2. il existe une variable aléatoire Z ∈ L1(Ω,F ,P) telle que ∀n, Xn = E(Z|Fn).

Dans ce cas, Z = X∞ p.s. et on dit que (Xn) est une martingale fermée.

Démonstration. (1) ⇒ (2) : si m > n, Xn = E(Xm|Fn). Or l’application Y 7→ E(Y |Fn)

est une contraction dans L1 : E|Y | ≥ E|E(Y |Fn)|. Dans l’équation Xn = E(Xm|Fn), posons
m→∞, on a Xn = E(X∞|Fn).

(2) ⇒ (1) : Dans ce cas Xn est bornée dans L1. On a montré que les martingales positive
positives convergent p.s. On montre de même que les sous-martingales positives convergent
p.s. , puis que les sous-martingales bornées dans L1 convergent p.s. Et puis notons que
X+
n = inf(Xn, 0) converge p.s. et Xn −X+

n converge p.s. cela implique X converge p.s. vers
X∞.

Si Z est bornée : ∃k, |Z| < k p.s. alors |Xn| < k p.s. et par le théorème de convergence
dominées, Xn converge vers X∞ dans L1.
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Si Z n’est pas bornée : soit ε > 0 et soit M t.q. E(Z1{|Z|>M}) < ε, on a

∀n, E
(
Xn − E(Z1{|Z|≤M}|Fn)

)
= E

(
Z(1− 1{|Z|≤n})

∣∣∣Fn

)
≤ ε,

donc (E(Z1{|Z|<M}|Fn))n≥0 est une martingale bornée, d’où la convergence p.s. et dans L1 :

∃n0, ∀m,n ≥ n0, E
∣∣∣E(Z1{|Z|<M}|Fm)− E(Z1{|Z|<n}|Fn)

∣∣∣ ≤ ε.

On en déduit que E(|Xm−Xn|) ≤ 3ε. Donc (Xn) est une suite de Cauchy dans L1 et comme
L1 est compact, (Xn) converge dans L1.

Corollaire 3.4.5. Soit Z ∈ L1(Ω,F ,P), Xn = E(Z|Fn) est une martingale qui converge
p.s. et dans L1 vers E(Z|F∞) où F∞ est la tribu engendrée par les Fn : la plus petite tribu
contenant toutes les Fn.

Démonstration. Dans le théorème précédent, on a montré la convergence p.s. et dans L1 vers
X∞. Il faut montrer X∞ = E(Z|F∞). Pour tout n, Xn est Fn−mesurable et Xn

p.s.−→X∞,
donc X∞ est F∞−mesurable. Si A ∈ Fn, E(Z1A) = E(Xn1A) = E(X∞1A). Par le théorème
de classe monotone : c’est vrai pour tout A qui est dans la tribu engendré par les Fn, donc
X∞ = E(Z|F∞).

Exemple 3.4.6. Soit Ω = [0, 1], F la tribu borélienne et P la mesure de Lebesgue. Soient µ
une mesure absolument continue par rapport à P, X la variable aléatoire de loi µ, soient

Fn = σ

(
[
i

2n
,
i+ 1

2n
], 0 ≤ i ≤ 2n − 1

)
, Mn = E(X|Fn).

Alors Mn converge p.s. et dans L1 vers M∞. i.e. x ∈ Ω = [0, 1], Mn(x) converge vers M∞(x)

p.s. Ici F∞ = F , et par la corollaire, M∞ = X p.s. Donc ∀A ∈ F :

µ(A) =

∫
M∞(x)1A(x)dx =

∫
A

M∞(x)dx,

M∞ est la densité de Radon-Nikodym de µ.
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3.5 Urne de Pólya

On a une urne avec des boules noires ou rouges. Au temps 0, il y en a une boule noire et une
boule rouge. Au temps 1, on tire au hasard une boule dans l’urne avec la probabilité

P(boule rouge) = P(boule noire) =
1

2
.

Ensuite on remet la boule dans l’urne et on ajoute un boule de la même couleur.

n = 0 n = 1
(si on a tiré une boule rouge)

n = 1
(si on a tiré une boule noire)

Au temps n+ 1 : on tire une boule au hasard, on la remet dans l’urne et on ajoute une boule
de la même couleur. Soit Rn le nombre de boules rouges au temps n. Donc R0 = 1 et au
temps n, on a n+ 2 boules. Au temps n+ 1, on a

P(tirer une boule rouge) =
Rn

n+ 2
.

Soit Mn la proportion de boules rouges au temps n : Mn = Rn
n+2

. Et supposons Fn =

σ(M1, · · · ,Mn), alors Fn est une filtration.

Théorème 3.5.1. Mn est une martingale par rapport à Fn.

Démonstration. Soit An+1 l’événement { on a tiré une boule rouge au temps n+ 1 }, alors

E(Mn+1|Fn) = E(Mn+1(1An+1 + 1ACn+1
)|Fn),

et

E(Mn+11An+1|Fn) = E(
Rn + 1

n+ 3
1An+1|Fn) =

Rn + 1

n+ 3
E(1An+1 |Fn)

=
Rn + 1

n+ 3
P(An+1|Fn) =

Rn + 1

n+ 3
· Rn

n+ 2
.
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Comme ∀k, P(An+1|Rn = k) = k
n+2

, on calcule

E(Mn+1|Fn) =
Rn

n+ 2
· Rn + 1

n+ 3
+ (1− Rn

n+ 2
)
Rn

n+ 3

=
Rn

(n+ 2)(n+ 3)
(Rn + 1 + n+ 2−Rn) =

Rn(n+ 3)

(n+ 2)(n+ 3)
=

Rn

n+ 2
= Mn.

Par conséquence, comme Mn est positive, elle converge p.s. De plus, Mn ∈ [0, 1] est bornée.
D’après le théorème de convergence dominée, Mn converge dans L1. Soit M∞ la limite de
Mn, M∞ est une variable aléatoire.

Théorème 3.5.2. 1. ∀n ≥ 0, Rn est uniformément distribuée dans {1, · · · , n+ 1}.

2. M∞ est uniformément distribuée sur [0, 1].

Démonstration. 1. On fait la démonstration par récurrence : c’est vrai pour n = 0. Si
c’est vrai pour n, on calcule P(Rn+1 = k) pour k ∈ {1, · · · , n+ 2}. Si k = 1,

P(Rn+1 = 1) = P(Rn = 1 et on a tiré une boule noire) =
1

n+ 1
(1− 1

n+ 2
) =

1

n+ 2
.

Si k ≥ 2,

P(Rn+1 = k) = P(Rn = k et on a tiré une boule noire)

+ P(Rn = k − 1 et on a tiré une boule rouge)

=
1

n+ 1
(1− k

n+ 2
) +

1

n+ 1
· k − 1

n+ 2
=

1

n+ 2
.

2. On sait que Mn = Rn
n+2

est uniformément distribué sur { 1
n+2

, · · · , n+1
n+2
}. Si x ∈ [0, 1],

on a
P(Mn ≤ x) =

[(n+ 2)x]

n+ 2

n→∞−→ x .

Donc Mn converge en loi vers la loi uniforme sur [0, 1]. Donc si Mn converge vers M∞
p.s., M∞ suit la loi uniforme sur [0, 1].

Remarque 3.5.3. On peut prendre pour n = 0 une autre répartition des boules noires et
rouges. Rn

n+B
est une martingale, avec B le nombre de boules à n = 0. Cette martingale est

bornée donc elle converge p.s. vers M∞, mais M∞ ne suis pas la loi uniforme sur [0, 1].
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Comme (Mn) est bornée, elle est bornée dans Lp pour p ≥ 1. En particulier, on peut esti-
mer la variation quadratique de (Mn). D’abord on calcule E((Mn+1 −Mn)2|Fn). Soit An+1

l’événement { on a tiré une boule rouge }, alors

E
(

(Mn+1 −Mn)21An+1|Fn

)
= E

((n+ 2)Mn + 1

n+ 3
−Mn)21An+1|Fn

)
= (

(n+ 2)Mn + 1

n+ 3
−Mn)2P(An+1|Fn)

= (
(n+ 2)Mn + 1

n+ 3
−Mn)2Mn.

Et

E((Mn+1 −Mn)21ACn+1
|Fn) = E(

(n+ 2)Mn

n+ 3
−Mn)21ACn+1

|Fn)

=
M2

n

(n+ 3)2
P(ACn+1|Fn) =

M2
n

(n+ 3)2
(1−Mn).

Donc

E((Mn+1 −Mn)2|Fn) =
Mn

(n+ 3)2
(Mn(1−Mn) + (Mn − 1)2) =

Mn(1−Mn)

(n+ 3)2
.

Alors
E
(
(Mn+1 −Mn)2

)
= E(E((Mn+1 −Mn)2|Fn)) ≤ 1

(n− 3)2
.

Comme les (Mn+1 −Mn) sont des variables aléatoires orthogonales, on conclut que

E((M∞ −Mn)2) =
∑
k≥n

E(Mk+1 −Mk)
2 ≤

∑
k≥n

1

(k + 3)2
<

1

n+ 2
.

On va ensuite montrer que (Mn) est fermée, i.e. il existe Z variable aléatoire t.q. Mn =

E(Z|Fn).

Soient maintenant V la variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur [0, 1], (Un)n≥1 variables
aléatoires i.i.d. uniformes sur [0, 1], indépendantes de V . Soit Xn = 1{Un≤V }. On va voir que
(Xn)n≥1 a la même loi que (1An)n≥1.

Idée : si on a beaucoup de Xi (i ≤ n) qui valent 1 : alors on a beaucoup de Ui ≤ V (i ≤ n).
On peut en déduire que V est proche de 1, et donc Un+1 a une grande probabilité d’être
inférieure à V , donc Xn+1 a une grande probabilité de valoir 1.
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On veut calcule

P(Xn+1 = 1|X1 = ε1, · · · , Xn = εn) =
P(Xn+1 = 1, X1 = ε1, · · · , Xn = εn)

P(X1 = ε1, · · · , Xn = εn)

où les εi valent 0 ou 1. Si V = x,

P(X1 = ε1) =

P(X1 = 1) = P(U1 ≤ V ) = x si ε1 = 1

1− x si ε1 = 0

donc P(X1 = ε1) = xε1(1− x)1−ε1 , et

P(X1 = ε1, · · · , Xn = εn) =

∫ 1

0

n∏
i=1

xεi(1− x)1−εidx =

∫ 1

0

xSn(1− x)n−Sndx,

où Sn = x1 + · · ·+ xn.

Proposition 3.5.4. Soient k, l ∈ N, on a∫ 1

0

xk(1− x)ldx =
k! l!

(k + l + 1)!

Remarque 3.5.5. On peut faire une démonstration par récurrence. En prenant k, l réels > −1,
on obtient la fonction bêta B qui a des relations avec la fonction Γ.

Revenons à la calcul, on obtient

P(Xn+1 = 1|X1 = ε1, · · · , Xn = εn) =

∫ 1

0
xSn+1(1− x)n−Sndx∫ 1

0
xSn(1− x)n−Sndx

=
(Sn + 1)!(n− Sn)!

(n+ 2)!
· (n+ 1)!

Sn! (n− Sn)!
=
Sn + 1

n+ 2
.

Or
P(An+1|Fn) =

Rn

n+ 2
=

1 +
∑n

i=1Ai
n+ 2

par l’urne de Pólya. On en déduit que la suite (Xn) a même loi que la suite 1An . Donc
(Sn+1
n+2

)n≥1 a même loi que (Mn). Soit Sn+1
n+2

converge p.s. vers T , où

Sn = 1{U1≤V } + · · ·+ 1{Un≤V }.

Par la loi des grandes nombres : pour V fixé, Sn
n

converge p.s. vers V , donc Sn+1
n+2

converge
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p.s. vers V . Donc pour y ∈ [0, 1],

P(V ≤ y|X1 = ε1, · · · ,Xn = εn) =

∫ y
0
xSn(1− x)n−Sndx∫ 1

0
xSn(1− x)n−Sndx

=
(∫ y

0

xSn(1− x)n−Sndx
)
· (n+ 1)!

Sn!(n− Sn)!
.

Si on dérive par rapport à y, on trouve que la loi conditionnelle de V sachant (X1, · · · , Xn)

admet une densité qui est

ySn(1− y)n−Sn
(n+ 1)!

Sn!(n− Sn)!

(L’espérance conditionnelle est l’espérance pour la loi conditionnelle), donc

E(V |Fn) =

∫ 1

0

y · ySn(1− y)n−Sn
(n+ 1)!

Sn!(n− Sn)!

=
(Sn + 1)!(n− Sn)!

(n+ 2)!

(n+ 1)!

Sn!(n− Sn)!
=
Sn + 1

n+ 2
= Mn.

Donc Mn = E(V |Fn), Mn est une martingale fermée.

Remarque 3.5.6. On peut généraliser l’urne de Pólya : par exemple quand on tire une boule
rouge, on ajoute a boules rouges, b boules noires et quand on tire une boule noire, on ajoute
c boules rouges et d boules noires. En général on peut trouver une suite (cn) telle que cnRn

est une martingale positive. ( Rn est le nombre de boules rouges ) La martingale converge
p.s. vers M∞. La loi de M∞ n’est pas uniforme en général.

3.6 Marches aléatoires et martingales exponentielles

Soient X1, · · · , Xn, · · · des variables aléatoires i.i.d. à valeurs dans R et dans L1. On suppose
que E(X1) = m, posons Yn = Xn −m et Sn = Y1 + · · ·+ Yn, alors Sn est une martingale.

On suppose qu’il existe t > 0 t.q. E(etY ) < ∞, (vrai si Y1 bornée), et pour s ∈ [0, t],
définissons

Mn(s) =
esSn

E(esY1)n
.

Alors Mn(s) est une martingale par rapport à filtration Fn = σ(Y1, · · · , Yn), car

E(esSn+1|Fn) = E(es(Sn+Yn+1)|Fn) = E(esSnesYn+1|Fn)

= esSnE(esYn+1|Fn) = esSnE(esYn+1) = esSnE(esY1).
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Application 3.6.1. Si Sn = m+ Y1 + · · ·+ Yn avec P(Y1 = 1) = P(Y1 = −1) = 1
2
, alors

E(esY1) =
1

2
(es + e−s) = cosh(s),

ici m est un entier > 0. soit T = T0 = inf{n, Sn = 0}, alors (M(s)T∧n) est une martingale,

M(s)T∧n =
esST∧n

cosh(s)T∧n
.

Si A > m, soit TA = inf{n, Sn ∈ {0} ∪ [A,∞[ }, alors

M(s)TA∧n =
esSTA∧n

cosh(s)TA∧n

est une martingale bornée (car cosh(s)TA∧n ≥ 1). On prend s < 0, alors M(s)TA∧n converge
p.s. vers e

sSTA

cosh(s)TA
, et son espérance est

E(
esSTA

cosh(s)TA
) = esAE

(
1{STA=A}

cosh(s)TA

)
+ E

(
1{STA=0}

cosh(s)TA

)
.

Au temps 0, la martingale M0 vaut esm, donc on en déduit que

esm = E(esm) = esAE
(

1{STA=A}

cosh(s)TA

)
+ E

(
1{STA=0}

cosh(s)TA

)
.

On fait A→∞, et on obtient que

∀s < 0, esm = E
(

1

cosh(s)T

)
.

Soit v = 1
cosh(s)

< 1, on trouve que E(vT ) = f(v)m, où f satisfait f( 1
cosh(s)

) = es, i.e.

f(v) =
1

v
−
√

1

v2
− 1.

Remarque 3.6.2. Feuille TD4, exercice 6 : ERREUR ! Sn n’est pas une filtration. Le théorème
de De Finetti se démontre avec les martingales rétrogrades.
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3.7 Martingales bornées dans Lp, p > 1

Lemme 3.7.1. Soit (Xn) une sous-martingale, S, T deux temps d’arrêt bornés tels que S ≤
T . Alors E[XS] ≤ E[XT ].

Démonstration. On definit (Hn) comme une processus prévisible par

Hn = 1{S<n≤T} = 1{S≤n−1} − 1{T≤n−1}.

Puisque S, T sont bornés, il existe N tel que on a p.s. S ≤ T ≤ N . Alors (H.X) est une sous-
martingale, donc E[(H.X)N ] ≥ E[(H.X)0] = 0. On en déduit que E[(H.X)N ] = E[XT−XS] =

E[XT ]− E[XS] ≥ 0.

Théorème 3.7.2 (Inégalité maximale). Soit (Xn) une sous martingale. Si a > 0 et n ∈ N,
on a

aP( sup
0≤k≤n

Xk ≥ a) ≤ E(Xn1{ sup
0≤k≤n

Xk≥a}) ≤ E(X+
n ).

Remarque 3.7.3. On va utiliser l’inégalité de Markov : aP(X ≥ a) ≤ E(X).

Démonstration. On définit T = inf{n ≥ 0, Xn ≥ a} un temps d’arrêt, et supposons

A = { sup
0≤k≤n

Xk ≥ a} = {T ≤ n}.

Puisque T ∧ n ≤ n sont deux temps d’arrêt, on a E[XT∧n] ≤ E[Xn] par le lemme précédent.
On note que XT∧n ≥ Xn1Ac + a1A. Alors

E[Xn1Ac ] + aP(T ≤ n) ≤ E[Xn],

et on conclut que

aP( sup
0≤k≤n

Xk ≥ a) ≤ E[Xn1A] = E[Xn1{ sup
0≤k≤n

Xk≥a}] ≤ E[Xn1Xn≥0] = E[X+
n ].

Proposition 3.7.4. 1. Soient p > 1 et Xn une sous martigale positive. On pose X̃n =

sup
0≤k≤n

Xk. Alors ∀n ≥ 0,

E[X̃p
n] ≤

(
p

p− 1

)p
E[Xp

n].
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2. Si (Yn) une martingale, Y ∗n = sup
0≤k≤n

|Yk|, ∀n ≥ 0. Alors on a

E[(Y ∗n )p] ≤
(

p

p− 1

)p
E[|Yn|p].

Démonstration. (1)⇒ (2) : On remarque que x 7→ |x| est une fonction convexe. Donc (|Yn|)
est une sous martingale. Il suffit de monter que (1) est vrai :

On peut supposer que E[Xp
n] <∞. Par le théorème précédent, on a

ap−1P(X̃n ≥ a) ≤ E[Xn1X̃n≥a]a
p−2.

De plus, par Fubini :

∫ ∞
0

ap−1P(X̃n ≥ a)da = E[

∫ X̃n

0

ap−1da] =
1

p
E[X̃p

n].

Et ∫ ∞
0

ap−2E[Xn1X̃n≥a]da = E[Xn

∫ X̃n

0

ap−2da] = E[Xn
X̃p−1
n

p− 1
].

On utilise l’inégalité de Hölder :

E[Xn
X̃p−1
n

p− 1
] ≤ 1

p− 1
(E[Xp

n])
1
p (E[X̃p

n])
p−1
p .

Alors on conclut par
1

p
E[X̃p

n] ≤ 1

p− 1
(E[Xp

n])
1
p (E[X̃p

n])
p−1
p .

Théorème 3.7.5. On note X∗∞ = sup
n∈N
|Xn|. Soit (Xn) une sous martingale. Et on suppose

∃ p > 1 tel que supE[|Xn|p] <∞. Alors Xn converge p.s. vers X∞ variable aleatoire telle que

E[|X∞|p] = sup
n∈N

E[|Xn|p]

et
E[|X∗∞|p] ≤

(
p

p− 1

)p
E[|X∞|p].

Démonstration. Puisque (Xn) est bornée dans Lp, alors il est bornée dans L1. Donc il converge
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p.s. Et on note que

E[X̃p
n] ≤

(
p

p− 1

)p
sup
k≤n

E[|Xk|p].

En prenant n→∞, on a

E[|X∗∞|p] ≤
(

p

p− 1

)p
sup
n∈N

E[|Xn|p] <∞.

Donc X∗∞ ∈ Lp et les |Xn| sont dominés par X∗∞. Alors on a Xn
Lp−→ X∞, et

E[|X∞|p] = lim
n→∞

E[|Xn|p] = sup
n∈N

E[|Xn|p].

La dernière assertion vient de l’inégalité de Jensen pour l’espérance conditionnelle : pour la
fonction x 7→ xp, on a pour k ≤ n :

E[Xp
k ] ≤ E[E[Xn|Fk]

p] ≤ E[E[Xn]p|Fk] = E[Xp
n].

3.8 Uniforme intégrabilité

Définition 3.8.1. Soit (Xi)i∈I une famille de variables aléatoires dans L1. On dit que (Xi)i∈I

est uniformément intégrable si

lim
a→∞

(
sup
i∈I

E[|Xi|1{|Xi|>a}]
)

= 0.

Remarque 3.8.2. On notera u.i. pour u.i..
— u.i.⇒ borné dans L1 : ∃a t.q. sup

i∈I
E(|Xi|1|Xi|>a) ≤ 1, alors

E(|Xi|) ≤ E(|Xi|1|Xi|≤a) + E(|Xi|1|Xi|>a) ≤ a+ 1.

— Si I ensembles fini, (Xi)i∈I u.i..
— Si Z ≥ 0, Z ∈ L1, si ∀i, |Xi| < Z, alors (Xi)i∈I est u.i., car

E[|Xi|1|Xi|>a] ≤ E[Z1Z>a].

— Soit ϕ : R+ → R+, t.q. ϕ(x)
x

x→∞−−−→ +∞ et soit C > 0. Alors {X ∈ L1, E|ϕ(X)| ≤ C}
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est u.i.. En effet,
E[|X|1|X|>a] ≤ E[ϕ(|X|)] sup

x>a
(
x

ϕ(x)
).

[En particulier, soit ϕ(x) = xp, p > 1, les familles de variable aléatoires bornées dans
Lp sont u.i.. ]

— Contre-exemple : (Xn) v.a. uniforme sur [n, n+1] n’est pas u.i..

Proposition 3.8.3. Soit (Xi)i∈I une suite de variables aléatoires bornées dans L1. On a
l’équivalence

1. (Xi)i∈I u.i..

2. ∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀A ∈ F tel que P(A) < δ, on a ∀i ∈ I, E[Xi1A] < ε.

Démonstration. (1)⇒ (2) : Soit ε > 0, il existe a tel que

sup
i∈I

E[|Xi|1|Xi|>a] ≤
ε

2
.

Posons δ = ε
2a
, alors si P(A) < δ, on a pour tout i ∈ I

E[|Xi|1A] = E[|Xi|1A∩{|Xi|>a}] + E[|Xi|1A∩{|Xi|≤a}] ≤
ε

2
+ aP(A) ≤ ε

(2)⇒ (1) : Soit C = sup
i∈I

E|Xi|. Alors

∀a > 0, ∀i ∈ I, P(|Xi| > a) ≤ E[|Xi|]
a

≤ C

a
.

Soit ε > 0, et il existe δ t.q. (2) est vrai. Alors si a vérifie C
a
< δ, on a bien

∀i ∈ I, E[|Xi|1|Xi|>a] < ε.

Corollaire 3.8.4. Soit X v.a. ∈ L1(Ω,F ,P). Alors les v.a. E[X|G ] où G est une sous-tribu
de F sont uniformément intégrables.

Démonstration. Comme (Xi) sont u.i.s, on a ∀ε, ∃δ > 0, t.q. ∀A ∈ F , P(A) < δ, on a
E[|X|1A] ≤ A. De plus, par l’inégalité de Markov :

P(E[X|G ] > a) ≤ 1

a
E[E[X|G ]] =

E[|X|]
a

.
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Donc si a > E[|X|]
δ

,

E
[∣∣E[X|G ]

∣∣1E[X|G ]>a

]
≤ E

[
E
[
|X|
∣∣G ]1E[X|G ]>a

]
≤ E[|X|1E[X|G ]>a] < ε.

Théorème 3.8.5. Soit Xn une suite de v.a L1 telle que (Xn)
(p)−→ X∞, alors il y a l’équiva-

lence entre

1. Xn
L1

−→ X∞.

2. (Xn) u.i..

Démonstration. (1) ⇒ (2) : soit ε > 0, il exite N , t.q. ∀n > N , E[|Xn −XN |] ≤ ε
2
. Comme

{X0, X1, · · · , XN} est u.i.. Alors

∃δ > 0, ∀A ∈ F , P(A) < δ ⇒ ∀n ≤ N, E[|Xn|1A] <
ε

2
.

Et pour n > N , E[|Xn|1A] = E[|XN |1A] + E[|XN −Xn|1A] ≤ ε
2

+ ε
2

= ε.

(2)⇒(1) : Si (Xn)n∈N est u.i., alors (Xm −Xn)(m,n)∈N2 est aussi u.i..
Alors ∀ε > 0, il existe a, t.q. pour tout m,n ∈ N, E[|Xn −Xm|1|Xn−Xm|>a] < ε. Donc on a

E[|Xn −Xm|] ≤ E[|Xn −Xm|1|Xn−Xm|≤ε] + E[|Xn −Xm|1ε<|Xn−Xm|≤a]

+ E[|Xn −Xm|1|Xn−Xm|>a]

≤ 2ε+ E[|Xn −Xm|1ε<|Xn−Xm|≤a]

≤ 2ε+ aP(|Xn −Xm| > ε).

Comme Xn converge vers X∞ en probabilité, et notons que

P(|Xn −Xm| > ε) ≤ P(|Xn −X∞| >
ε

2
) + P(|Xn −X∞| >

ε

2
).

On a P(|Xn−Xm| > ε
2
) < ε si n,m > N . Donc dans ce cas, on a E[|Xm−Xn|] < 2ε+2ε = 4ε,

et (Xn) est une suite de Cauchy dans L1.

Proposition 3.8.6 (Application aux martingales). Si (Xn) une martingale, on a l’équiva-
lence

1. Xn converge. p.s. et dans L1 ver X∞.

2. (Xn) est u.i..



3.8. UNIFORME INTÉGRABILITÉ 63

3. (Xn) est une martingale fermée : il existe Z v.a. dans L1 t.q. Xn = E[Z|Fn].

On rappelle que une martingale est converge dans L1 s.i.i. elle est u.i.. Et on a vu que si la
martingale est bornée dans Lp (p > 1), alors elle est u.i.. Voici quelque exemple qui n’est pas
u.i..

Contre-exemple :

1. Soit Sn = 1 +X1 + · · ·+Xn où (Xi) variables aléatoires i.i.d. telle que

P(X1 = 1) = P(X1 = −1) =
1

2
.

Alors (Sn) est une martingale. Soit T0 = inf(k, Sk = 0) est un temps d’arrêt, on a
Mn = ST0∧n martingale positive. Mn converge p.s. vers M∞ = 0, mais E(M0) = 1 6=
0 = E(M∞) donc Mn ne converge pas vers M∞ dans L1, donc (Mn) n’est pas u.i.

2. Branchement critique : Soit (Zn) processus de Galton-Watson :

Z0 = 1, Zn+1 = X
(n)
1 + · · ·+X

(n)
Zn

où les (X
(n)
i )n,i∈N sont i.i.d.

X
(n)
i = {nombre d’enfants du i-ème individus à la génération n}.

Soit m = E(Z1), alors ( Zn
mn

) est une martingale positive qui converge presque sûrement
vers 0. Mais pour tout n, E(Zn) = E(Z0) = 1, donc il n’y a pas de convergence dans
L1, et elle n’est pas u.i..

Théorème 3.8.7. Soit (Xn) une martingale u.i.. Alors pour tout temps d’arrêt T (qui peut
être infini), on a XT = E(X∞|FT ). En particulier, E(XT ) = E(X∞) = E(Xn) pour tout n.
De plus, si S et T sont deux temps d’arrêt avec S ≤ T p.s. alors XS = E(XT |FS).
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Démonstration. On montre d’abord que XT ∈ L1 :

E(|XT |) =
∞∑
n=0

E(|Xn|1{T=n}) + E(|X∞|1{T=∞})

=
∞∑
n=0

E
(
E(|Xn|1{T=n}|Fn)

)
+ E(|X∞|1{T=∞})

≤
∞∑
n=0

E(1{T=n}E(|X∞||Fn)) + E(|X∞|1{T=∞})

=
∞∑
n=0

E(1T=nE(|X∞|) + E(|X∞|1T=∞)

= E(|X∞|)

Prenons A ∈ FT , (notons N̄ = N ∪ {∞}), on a

E(XT1A) = E(
∑
n∈N̄

1{T=n}1AXT ).

Comme XT ∈ L1, on peut intervertir l’ordre de l’intégration :

E(XT1A) =
∑
n∈N̄

E(1{T=n}1AXT ) =
∑
n∈N̄

E(1A1{T=n}Xn)

=
∑
n∈N̄

E(1A1{T=n}E(X∞|Fn)) =
∑
n∈N̄

E(1A∩{T=n}E(X∞|Fn))

=
∑
n∈N̄

E(E(X∞1A∩{T=n}|Fn))

= E(E(X∞1A|Fn)) = E(X∞1A)

Donc l’égalité est vrai pour tous les A ∈ FT , c’est vrai si on remplace 1A par n’importe quelle
variable aléatoire bornée mesurable par rapport à FT , donc on a XT = E(X∞|FT ).

Si S ≤ T , alors FS ⊂ FT , donc

XS = E(X∞|FS) = E(E(X∞|FT )|FS) = E(XT |FS)



3.9. MARTINGALES RÉTROGRADES 65

3.9 Martingales rétrogrades

On dit aussi martingales inverses (en anglais : “inverse martingale", “backward martingale").

passé présent futur
sens direct
sens rétrograde

Définition 3.9.1. (Fn)n∈−N est une filtration rétrograde si pout tout n ∈ N, Fn est une
tribu et si pout tout m,n ∈ −N, n ≤ m implique Fn ⊂ Fm.

Définition 3.9.2. (Mn) est une martingale rétrograde si ∀n ∈ −N, E(|Mn|) < ∞ et si
pour tout m,n ∈ −N, n ≤ m implique Xn = E(Xm|Fn). (On peut ainsi définir des sous-
martingales et des surmartingales rétrogrades.)

Théorème 3.9.3. Soit (Mn)n∈−N une martingale rétrograde. Alors (Mn) est u.i. et converge
p.s. et dans L1 vers M∞. Et pour tout n, E(Xn|F−∞) = X∞, où F−∞ =

⋂
n∈−N

Fn.

Remarque 3.9.4. Pour les martingales positives, on montre la convergence p.s. en montrant
que p.s. pour tout p < q rationnels, on traverse [p, q] un nombre fini de fois. (On utilise une
inégalité sur les nombres de montrés.)

Dans les notes de cours, on a montré qu’on a un nombre fini de montrés dans le cas où la
martingales est borné dans L2. Dans le cours de Le Gall, la démonstration est faite dans le
cas des martingales positive (inégalité de Doob). Pour les martingales rétrogrades, on utilise
les mêmes arguments, on démontre ainsi la convergence p.s.

Démonstration de l’uniforme intégrabilité. On a vue que si X ∈ L1, la famille (E(X|G ))G⊂F

indexée par les sous-tribus de F est u.i.. Comme Xn = E(X0|Fn), on a bien l’uniforme
intégrabilité.

Lemme 3.9.5. Soient Z variable aléatoire dans L1, H1, H2 sous-tribus, H2 indépendante
de σ(σ(Z), H1). Alors

E(Z|σ(H1, H2)) = E(Z|σ(H1)).

Démonstration. Soit A ∈ σ(H1, H2), on regarde E(1AZ), on commence par prendre A de la
forme B ∩ C, avec B ∈ H1, C ∈ H2, alors

E(1AZ) = E(1B1CZ) = E(1B1CE(Z|H1)).

Ensuite on utilise le théorème de classe monotone.
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Théorème 3.9.6 (Loi des grands nombres, version L1). Soient X1, · · · , Xn, · · · des variables
aléatoires i.i.d. dans L1, on pose m = E(X1). Alors

X1 + · · ·+Xn

n

p.s−→
L1

m.

Démonstration. Soit Sn = X1 + · · · + Xn, on a E(X1|Sn) = E(Xk|Sn) pour tout k ∈
{1, 2, · · · , n} car les Xi sont i.i.d. et Sn invariante par permutation :

Sn = Xσ(1) +Xσ(2) + · · ·+Xσ(n) pour tout σ ∈ Sn.

Donc on a
nE(X1|Sn) = E(X1|Sn) + · · ·+ E(Xn|Sn) = E(Sn|Sn) = Sn

donc E(X1|Sn) = Sn
n
. Soit H1 = σ(Sn), H2 = σ(Xn+1, · · · ), alors par le lemme

E(X1|Sn, Xn+1, · · · ) =
Sn
n
.

Soit F−n = σ(Sn, Xn+1, · · · ),M−n = Sn
n
, alors (M−n) est une martingale rétrograde, donc elle

converge p.s. et dans L1 versM∞. Soit F∞ = ∩n∈NF−n, d’après la loi du 0-1 de Kolmogorov,
F∞ = {∅,Ω} et M∞ est mesurable par rapport à F∞, donc M∞ est constante p.s. On a

Mn
L1

−→ M∞, E(M−n) = E(M∞) = M∞ = m.

Autre application : variables aléatoires échangeable (invariance par permutation), Théo-
rème de De Finetti, Loi du 0-1 de Hewitt-Savage.

Proposition 3.9.7 (Hewitt-Savage). Soient X1, X2, · · · , Xn, · · · variables aléatoires i.i.d.
sur (E,E ). F fonction symétrique sur EN∗, i.e. pour tout σ permutation de N∗ ayant un
support fini (nombre fini d’entiers n t.q. σ(n) 6= n). Alors F (X1, · · · , Xn, · · · ) est constante
p.s.

Démonstration. On suppose F borné, soient Fn = σ(X1, · · · , Xn) et Gn = σ(Xn+1, · · · ), on
pose Y = F (X1, X2, · · · ) et

Un = E(Y |Fn), Zn = E(Y |Gn).
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D’après des résultats déjà vus,

Un
p.s−→
L1

E(Y |F∞) = Y,

Zn
p.s−→
L1

E(Y |G∞) = E(Y ).

(Car G∞ est trivial par la loi du 0-1 de Kolmogorov.)
Donc pour n assez grand, E(|Un − Y |) < ε, E(|Zn − E(Y )|) < ε. Comme Un est mesurable
par rapport à Fn, il existe g : En → R, Un = g(X1, · · · , Xn), alors

E(|F (X1, · · · , Xn, · · · )− g(X1, · · · , Xn)|) < ε.

Comme F est invariante par permutation :

E(|F (Xn+1, · · · , X2n, X1, · · · , Xn, X2n+1, · · · )− g(X1, · · · , Xn)|) < ε.

De plus (Xi) est i.i.d. alors

E(|F (X1, · · · , Xn, Xn+1, · · · , X2n, X2n+1, · · · )− g(Xn+1, · · · , X2n)|) < ε.

Donc
E(|Y − g(Xn+1, · · · , X2n)|) < ε.

On en déduit que
E(|E(Y |Gn)− E(g(Xn+1, · · · , X2n)|Gn)|) < ε,

i.e. E(|Zn − g(Xn+1, · · · , X2n)|) < ε.

Donc E(|Y − E(Y )|) < 3ε est vrai pour tout ε > 0, alors p.s. Y = E(Y ).

Exemple 3.9.8. Soient X1, · · · , Xn i.i.d. à valeurs dans Rd, Sn = X1 + · · · + Xn. Pour B
borélien, soit

F (X1, · · · , Xn, · · · ) = 1{card{n,Xn∈B}=∞}.

Alors F est symétrique : si σ permutation de N∗ à support fini : il existe N t.q. ∀n ≥ N ,
σ(n) = n et Sn = Sσ(n).
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Chapitre 4

Chaînes de Markov

4.1 Définition et premières propriétés

Idée : on se déplace sur un espace E : (Xn)n∈N processus à valeurs dans E. Au temps n,
on choisit au hasard le prochain point qu’on va visiter en fonction de l’endroit où on est au
temps n mais pas de fonction de X0, · · · , Xn−1. On suppose de plus que l’ensemble des temps
est discret, i.e. n ∈ N. On peut considérer des chaîne de Markov à temps continue : (Xt)i∈R,
mais pas dans ce cours.

L’espace d’étais E peut être fini, infini dénombrable (par exemple Zd), infini non dénombrable
(par exemple Rd). Dans ce cours, E est fini ou infini dénombrable :

∀n ∈ N, ∀x ∈ E, P(Xn = x) = pn(x) ≥ 0,
∑
x∈E

pn(x) = 1.

Définition 4.1.1. Soit E un ensemble dénombrable dont la tribu est P(E). Une matrice
stochastique sur E est une famille Q indexée par E × E à valeurs dans [0, 1] telle que pour
tout x ∈ E,

∑
y∈E Q(x, y) = 1.

Remarque 4.1.2. Dans le cours au l’espérance conditionnelle, on avait défini la notion de
probabilité de transition : E,F espaces mesurables, ν : E ×F → [0, 1] t.q.

1. Pour tout x ∈ E, ν(x, ·) mesure de probabilité sur F .

2. Pour tout A ∈ F , ensemble mesurable de F , x 7→ ν(x,A) est mesurable.

Dans le cas particulier E = F dénombrable, ces notions sont les mêmes : pour Q donnée,
ν(x, ·) est la probabilité donnée par ν(x,A) =

∑
y∈AQ(x, y), et pour ν donnée, Q(x, y) =

ν(x, {y}).

69
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Définition 4.1.3. Soit Q une matrice stochastique. On dit que (Xn)n∈N est une chaîne de
Markov sur E de matrice de transition Q si

∀n ∈ N, P(Xn+1 = z|Xn = y) = Q(y, z)

et de plus, ∀ x0, x1, · · · , xn−1 ∈ E,

P(Xn+1 = z|X0 = x0, X1 = x1, · · · , Xn−1 = xn−1, Xn = y) = Q(y, z).

Remarque 4.1.4. Si E est fini, |E| = n, une matrice stochastique sur E est une matrice n×n,
à coefficients dans [0, 1), et telle que

∑
y∈Y Q(x, y) = 1,∀x ∈ E. On a alors Qn+1(x, z) =∑

y∈E Q
n(x, y)Q(y, z). D’après la définition d’une chaîne de Markov, si (Xn) est une chaîne

de Markov de matrice Q, P(Xn = y|X0 = x) = Qn(x, y). En effet, on peut faire une récurrence
sur n : c’est vrai pour n = 0, 1, et

P(Xn+1 = y|X0 = x)

=
∑

y1,··· ,yn

P(Xn+1 = y|X0 = x,X1 = y1, · · · , Xn = yn)P(X0 = x,X1 = y1, · · · , Xn = yn)

=
∑

y1,··· ,yn

P(Xn+1 = y|Xn = yn)P(X0 = x,X1 = y1, · · · , Xn = yn)

=
∑
yn

Q(yn, y)
∑

y1,··· ,yn−1

P(Xn = yn|X0 = x)P(X1 = y1, · · · , Xn−1 = xn−1)

=
∑
yn

Q(yn, y)Qn(x, yn) = Qn+1(x, y).

Si E est infini dénombrable, on peut définir par récurrence

Q1 = Q, Qn+1(x, y) =
∑
y′

Qn(x, y′)Q(y′, y)

et on a de même :
P(Xn+1 = y|X0 = x) = Qn+1(x, y).

Exemple 4.1.5 (Marche aléatoire). Si X1, · · · , Xn, · · · i.i.d. à valeurs dans Z, alors S0 =

0, S1 = X1, Sn = X1 + · · ·+Xn est une chaîne de Markov à valeurs dans Z. En effet,

P(Sn+1 = y|S0 = 0, S1 = x1, · · · , Sn = xn) = P(Sn+1 − Sn = y − xn|S0 = 0, · · · , Sn = xn)

= P(Xn+1 = y − xn|S0 = 0, · · · , Sn = xn)

= P(Xn+1 = y − xn|Sn = xn).
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Plus généralement, soit (Xn) i.i.d. à valeurs dans Zd, Sn = X1 + · · · + Xn, alors Sn est une
chaîne de Markov. Si Xn i.i.d. à valeurs dans un groupe G (pas forcément commutatif),
Sn = X1X2 · · ·Xn, alors Sn est une chaîne de Markov :

P(Sn+1 = y|Sn = x) = P(Xn+1 = yx−1|Sn = x) = P(Xn+1 = yx−1).

On peut aussi considérer le marche aléatoire sur un graphe G = (S,A) : S ensembles des som-
mets du graphe, A ensemble des arêtes (G dénombrable). On prend la matrice de transition
Q définie par

Q(x, y) =

0 s’il n’y pas d’arête entre x, y
1

degré(x)
s ’il y a une arête entre x, y

Ici le degré de x est le nombre d’arrêtes incidentes à x.

Remarque 4.1.6. Le marche aléatoire dans le graphe Z2 est le marche aléatoire avec

P(X1 = (1, 0)) = P(X1 = (0, 1)) = P(X1 = (0,−1)) = P(X1 = (−1, 0)).

Exemple 4.1.7 (Processus de Galton-Watson). Soit Z0 = 1, Zn+1 = X
(n+1)
1 + · · ·+X

(n+1)
Zn

.
On vérifie que Zn est une chaîne de Markov :

P(Zn+1 = y|Z0 = 1, Z1 = x1, · · · , Zn = xn) = P(Zn+1 = y|Zn = xn)

= P(X
(n+1)
1 + · · ·+X(n+1)

xn = y).

Exemple 4.1.8 (Contre-exemple). Soit (Xn) i.i.d. et P(X1 = 1) = P(X1 = −1) = 1
2
.

Supposons

Y0 = 0, Y1 = X1, Yn+1 = Yn +Xn1{Yn>Yn−1} + 2Xn1{Yn<Yn−1}.

Alors (Yn) n’est pas une chaîne de Markov. La loi de Yn+1 conditionnellement à Yn a un
support de cardinal 4 :

Yn+1 ∈ {Yn + 1, Yn + 2, Yn − 1, Yn − 2}.

La loi de Yn+1 conditionnellement à Yn, Yn−1 a un support de cardinal 2 :Yn+1 ∈ {Yn + 1, Yn − 1} si Yn > Yn−1

Yn+1 ∈ {Yn + 2, Yn − 2} si Yn < Yn−1.
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Remarque 4.1.9. Mais (Yn) est une martingale par rapport à Fn = σ(X1, · · · , Xn). Car

E(Yn+1|Fn) = E(Xn+11{Yn>Yn−1} + 2Xn+11{Yn<Yn−1}|Fn) + Yn

= Yn + 1{Yn>Yn−1}E(Xn+1|Fn) + 1{Yn<Yn−1}2E(Xn+1|Fn)

= Yn

Proposition 4.1.10. Soient E dénombrable, Q une matrice stochastique sur E. Alors il
existe un espace de probabilité (Ω,F ,P) tel que ∀x ∈ E, on peut définir un processus (Xx

n)n∈N

qui est une chaîne de Markov de matrice de transition Q avec X0 = x.

Démonstration. Idée : à partir d’une variable aléatoire Y qui suit la loi uniforme sur [0, 1],
on peut construire une famille i.i.d. de variables aléatoires uniformes sur [0, 1], (Yn)n∈N . A
partir de (Yn), on peut construire (Xx

n).

1. Soit Y variable aléatoire uniforme sur [0, 1], à partir du développement dyadique propre
Y =

∑
i≥1

zi
2i
, on peut construire une suite de v.a. zi ∈ {0, 1}, zi i.i.d. et P(zi = 0) =

P(zi = 1) = 1
2
. Comme N∗ × N∗ est dénombrable, il existe ϕ bijection N∗ → N∗ × N∗.

On pose
Yi =

∑
n≥1

zϕ−1(n,i)

2i
.

Alors pour tout i, Yi est uniforme sur [0, 1] et (Yn) indépendantes.

2. On construit (Xx
n)n∈N à partir de (Yn). Comme E est dénombrable, on se ramène au

cas E = N. Conditionnellement à Xn = y, on définit Xn+1 = z si∑
z′<z

Q(y, z′) < Yn+1 ≤
∑
z′≤z

Q(y, z′).

Comme

{Xn+1 = z,Xn = y} =
{
Yn+1 ∈

[∑
z′<z

Q(y, z′),
∑
z′≤z

Q(y, z′)

]
, Xn = y

}
,

alors (on note que les Yi sont indépendantes)

P(Xn+1 = z|Xn = y) = P
(
Yn+1 ∈

[∑
z′<z

Q(y, z′),
∑
z′≤z

Q(y, z′)

])
=
∑
z′≤z

Q(y, z′)−
∑
z′<z

Q(y, z′) = Q(y, z).
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Comme les variables aléatoires (Yn) sont indépendantes, on a

P(Xn+1 = z|X0 = x,X1 = x1, · · · , Xn = xn) = P(Xn+1 = z|Xn = x).

Théorème 4.1.11. 1. Soient E dénombrable et Q matrice stochastique sur E. Alors
∀x ∈ E, il existe une unique probabilité Px à valeurs dans EN t.q. sous Px, (Xn)n∈N

soit une chaîne de Markov de matrice de transition Q et t.q. P(X0 = x) = 1.

2. Soit µ est une loi de probabilité sur E, alors il existe une unique loi de probabilité Pµ
t.q. sous Pµ, (Xn)n∈N soit une chaine de Markov de matrice de transition Q et t.q.
∀x ∈ E, P(X0 = x) = µ(x).

Démonstration. L’existence a été obtenu par la proposition ci-dessus. Montrons l’unicité :
la loi de Px est déterminé par sa valeurs sur les cylindriques A (de la forme A = {X0 =

x0, X1 = x1, · · · , Xn = xn}). Et notons que les événements cylindriques engendrent la tribu
par le lemme des classes monotones. Pour (2), on définit Pµ =

∑
x∈E µ(x)Px.

Opérateur de translation Soient k ∈ N, on définit

θk : EN → EN, (w0, w1, · · · , wn, · · · ) 7→ (wk, wk+1, · · · , wk+n, · · · ).

Théorème 4.1.12 (Propriété de Markov simple). Soient F,G fonctions mesurables positives
sur EN. On suppose F mesurable par rapport à Fn, où Fn est la tribu engendrée par la
fonction (w0, · · · , wn, wn+1, · · · ) 7→ (w0, · · · , wn). Alors

∀x ∈ E, Ex(F ·G(θn)) = Ex(FEXn(G)) et Ex(G(θn)|Fn) = EXn(G).

Ici la notion Ex désigner l’espérance sous la probabilité Px.

Démonstration. On peut prendre F = 1{X0=x0,··· ,Xn=xn}. Si G est de la même forme G =

1{X0=y0,··· ,Xp=yp}, alors

∀y ∈ G, Ey(G) = 1{Y0=y}Q(y0, y1)Q(y1, y2) · · ·Q(yp−1, yp).
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Par ailleurs,

Ex(F ·G(θn)) = Px(X0 = x0, X1 = x1, · · · , Xn = xn, Xn = y0, · · · , Xn+p = yp)

= 1{X0=x}Q(x0, x1) · · ·Q(xn−1, xn)1{Xn=y0}Q(y0, y1) · · ·Q(yp−1, yp).

On a vérifié pour G de la forme G = 1{X0=y0,··· ,Xp=yp}, et donc c’est vrai pour toute fonction
G (argument de classe monotone).

Théorème 4.1.13 (Propriété de Markov forte). Soient T temps d’arrêt, F,G fonctions
positives. On suppose que F est mesurable par rapport à FT . Alors

∀x ∈ E, Ex(1{T<∞}FG(θT )) = Ex(1{T<∞}FEXT (G)).

De manière équivalente,

Ex(1{T<∞}G(θT )|FT ) = 1{T<∞}EXT (G).

Démonstration. Pour tout n ∈ N, on a

Ex(1{T=n}FG(θT )) = Ex(1{T=n}FG(θn)) = Ex(1{T=n}FEXn(G)).

(Propriété de Markov simple appliquée avec la fonction F ′ = 1{T=n}F qui est Fn−mesurable
puisque F est FT−mesurable.) Il suffit de faire la somme sur n ∈ N.

Rappel 4.1.14. Pour une chaine de Markov (Xn) sur E dénombrable, on a vu que la loi de
Xn+1 sachant Xn égale la loi de Xn sachant X0, · · · , Xn−1. Et la propriété de Markov simple
nous dit que on a Ex[G ◦ θn|Fn] = EXn [G] pour G mesurable. De plus, la ropriété forte de
Markov dit que

Ex(1{T<∞}G(θT )|FT ) = 1{T<∞}EXT (G)

pour T temps d’arrêt.

Exemple 4.1.15 (Galton-Watson). Soit Z0 = 1, Zn+1 = X
(n+1)
1 + · · ·+X

(n+1)
Zn

. On suppose
que P(Z1 = k) = µi et µi ≥ 0,

∑
µi = 1. Soit E = N et Ω = EN. On pose G : Ω→ R définie

par (ω0, ω1, · · · ) 7→ ω1 + ω2 + ω3 C’est la population totale sur les 3 premières générations.

On utilise la propriété de Markov simple pour n = 2 et x = 1, on a

E1[G ◦ θn|Fn] = EX2 [G]

E1[G ◦ θn|Fn] = E1[ω1 + ω2 + ω3|F2] = EX2 [ω1 + ω2 + ω3]
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Pour tout k ∈ N sur l’évènement {X2 = k}, EX2 [ω1 + ω2 + ω3] = Ek[ω1 + ω2 + ω3].

Donc
EX2 [ω1 + ω2 + ω3] =

∑
k∈N

1{X2=k}Ek[ω1 + ω2 + ω3].

Exemple 4.1.16 (Marche aléatoire simple symétrique sur Z). Soit Sn = X1 + · · · + Xn où
(Xi) iid, P(X1 = 1) = P(X1 = −1) = 1

2
. On pose temps d’arrêt T = inf{n,Xn = 1} qui est

fini p.s et on suppose x = 0. On définit

G : (ω1, ω2, ω3, · · · ) 7→
N∑
k=1

1{ωk≥0}.

Utilisants la propriété de Markov forte avec T temps d’attente, on a

E0[G ◦ θT |FT ] = E1[G]

.

Remarque 4.1.17. Question naturelle : si E est infini si on part de x, revient-on une infinité
fois en x ?

Pour un point x ∈ E, on peut définir Hx = inf{n ≥ 1, Xn = x} comme "Hitting time" en

anglais et Nx =
∞∑
n=0

1{Xn=x} le nombre de vistes de x.

Proposition 4.1.18. Soit x ∈ E, on a une des deux situations :
— Soit P(Hx <∞) = 1 et dans ce cas, Nx =∞ Px p.s. ⇒ x récurrent.
— Soit P(Hx <∞) < 1 et dans ce cas, Nx <∞ Px p.s. ⇒ x transitoire.

Démonstration. On utilise la propriété forte de Markov avec T = Hx. Si k ∈ N, on a

Px(Nx ≥ k + 1) = E[1{Hx<∞}1{Nx≥k} ◦ θHx ]

= E[1{Hx<∞}Ex[1{Nx≥k}]]

= Px(Hx <∞)Px(Nx ≥ k).

Donc on obtient P(Nx≥k+1)
P(Nx≥k)

= Px(Hx < ∞). Cela conclut que soit Px(Hx < ∞) = 1 on a
P(Nx ≥ k) = 1 pour tout k que soit p = Px(Hx < ∞) < 1 on a P(Nx ≥ k) = pk(1 − p) et
E[Nx] <∞.

Définition 4.1.19. On définit le noyau potentiel U : E×E → R+ ∪{+∞} qui envoie (x, y)

à Ex[Ny].
U(x, y) = Ex[Ny].
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Proposition 4.1.20. On a les propriétés suivantes pour le noyau potentiel :

1. ∀x, y, U(x, y) =
∞∑
n=0

Qn(x, y).

2. x est récurrent si et seulement si U(x, x) = +∞.

3. ∀x, y, x 6= y, U(x, y) = U(y, y)Px(Hy <∞).

Démonstration. 1.

U(x, y) = Ex[
∞∑
n=0

1{Xn=y}] =
∞∑
n=0

Px(Xn = y) =
∞∑
n=0

Qn(x, y).

2. Directement par proposition précédente.

3. Propriété forte de Markov avec T = Hy,

Ex[Ny] = Ex[1{Hy<∞}Ny ◦ θHy ] = Ex[1{Hy<∞}Ey[Ny]] = Px(Hy <∞)U(y, y).

Exemple 4.1.21 (Marche aléatoire simple symétrique sur Zd). Soit (Xi) iid à valeur dans
E = Zd, on a 2d vecteurs de norme L1 égale à 1 : (1, 0, 0, · · · ), (−1, 0, 0, · · · ), (0, 1, 0, · · · ) · · · .
Soit Ud l’ensemble de ces vecteurs Xi uniforme dans Ud. Soit Sn = X1 + X2 + · · · + Xn. On
a Qn(0, 0) = 0 si n impair.

Pour le cas d = 1, on a

Q2n(0, 0) =
1

22n

(
2n

n

)
=

(2n)!

(n!)222n
∼

(
2n
e

)2n√
4πn(

n
e

)2n
22n(
√

2πn)2
∼ 1√

πn
.

Pour le cas d ≥ 2, avec des arguments combinatoire, on montre qu’em dimension d,

Q
(d)
2n (0, 0) ∼ Cd

n
d
2

.

De plus
∞∑
n=0

Q
(d)
2n (0, 0) = U(0, 0)

= +∞ si d ≤ 2

<∞ si d ≥ 3
.

Remarque 4.1.22. Si au lien de prendre Ud, on prend U ′d = {vecteur de norme L∞ égale à 1},
donc |U ′d| = 2d. Alors la formule deviens

Q2n(0, 0) =

(
1

22n

(
2n

n

))d
.
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On montre aussi

récurrent en dimension 1 et 2

transitoire en dimension plus grand que 3

Soit R l’ensemble des points récurrents.

Lemme 4.1.23. Soient x ∈ R et y ∈ E. Si U(x, y) > 0, alors y ∈ R et Py(Hx < ∞) = 1.
De plus on a U(y, x) > 0.

Démonstration. Montrons Py(Hx <∞) = 1 :

0 = Px(Nx <∞) ≥ Px(Hy <∞, Hx ◦ θHy =∞)

= E[1{Hy<∞}1{Hx=∞} ◦ θHy ]

= E[1{Hy<∞}Py(Hx =∞)]

= Px(Hy <∞)Py(Hx =∞).

Puisque U(x, y) > 0 on a Px(Hy < ∞) > 0 et Py(Hx < ∞) > 0. Si n1, n2 ≥ 1, on a
Qn1(x, y) > 0, Qn2(y, x) > 0. Si p ≥ 0, on a Qn1+n2+p(y, y) ≥ Qn2(y, x)Qp(x, x)Qn1(x, y).
Alors ∑

m

Qm(y, y) ≥
∑
p

Qn1+n2+p(y, y) ≥ Qn2(y, x)Qn1(x, y)
∑
p

Qp(x, x).

Donc y est récurrent.

Théorème 4.1.24. Il existe une partition de R, R = ti∈IRi telle que

1. Si x ∈ Ri et y ∈ Rj, i 6= j, alors Px(Hy =∞) = 1.

2. Si x ∈ Ri et y ∈ Ri, alors Px(Hy <∞) = 1.

3. Si x 6∈ R et T = inf{n,Xn ∈ R} alors Px−p.s.
— soit T =∞ et ∀y ∈ E, Ny <∞.
— soit T <∞ et ∃i ∈ I, ∀n > T ,Xn ∈ Ri

Remarque 4.1.25. Dans le 3ème cas, ∀y, ∃m, ∀n > m,Xn 6= y. ∀B ensemble fini, ∃m, ∀n > m,
Xn 6∈ B.

Démonstration. On définit x ∼ y si U(x, y) > 0 si x, y ∈ R. Alors ∼ est une relation
d’équivalence. Les classes d’équivalence sont les Ri.

Pour x ∈ Ri, si y ∈ Rj, i 6= j, donc U(x, y) = 0. Cela implique Px(Hy = ∞) = 1. De même
si y ∈ Ri, alors Px(Hy <∞) = 1.
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Pour x 6∈ R, Soit T = ∞. y ∈ E. Si y ∈ R, Ny = 0 ; Si y 6∈ R, on utlise la propriété forte
de Markov à Hy, Ny <∞ p.s. Soit T <∞, on pose i tel que XT ∈ Ri, propriété de Markov
forte appliquée à l’instant T .

Définition 4.1.26. Soit (Xn) chaine de Markov, (Xn) irréductibles si ∀x, y ∈ E, U(x, y) > 0.

Proposition 4.1.27. Soit (Xn) chaine de Markov irréductible, il y a 2 possibilité
— tous les états sont récurrents, une seule classe de récurrence, ∀x, y Px(Hy <∞) = 1.

(On dit que la chaine est récurrente)
— tous les états sont transitoires, la chaine est dite transitoire.

Démonstration. S’il existe un etat récurrent x, ∀y, U(x, y) > 0. Alors y est récurrent et
Px(Hy <∞) = 1.

Sinon, tous les états sont transitoires.

Exemples 4.1.28. Soient Sn marches aléatoires simple sur Zd.

— C’est une chaine de Markov

récurrente si d ≤ 2

transitoire si d ≥ 3

— Pour d = 1, on pose T = inf{n, Sn ∈ {−N,N}}. Alors Xn := ST∧n adment deux états
récurrents(N ou −N). De plus, les autres états sont transitoires. Ceci conclut qu’il
n’est pas irréductible.

— Pour le cas d = 3, on pose T = inf{n, Sn = (1, 0, 0)}. Comme Sn est transitoire et
irréductible, on a 0 < P0(T < ∞) < 1. Soit Xn == ST∧n est une chaine de Markov
avec (1, 0, 0) récurrent, les autres états sont transitoires. Pour x 6= (1, 0, 0), on a
0 < Px(T <∞) < 1.
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