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Chapitre 1

Révision de la théorie de probabilité

1.1 Convergence de variables aléatoires

Soit (€2, .%#,P) espace de probabilités, X variable aléatoire & valeurs dans un espace métrique

(M,d) : c’est une fonction mesurable (2,.%#,P) — (M,d). Alors on voit la convergence de
variables aléatoires comme des fonctions :

— La convergence presque sure : on rappel la convergence ponctuelle d'une suite

de fonctions (f,) : Vz, Z,(x) — f(x). Pour les variable aléatoires, une version plus

faible de la convergence ponctuelle est la convergence presque sure :
X, 25X si 3BC.Z, P(B)=0 tq Ywd¢ B, X,(w) — X(w).

— La convergence dans L” : Si 1 < p < oo, on dit que (X,,) converge vers X dans
L) si E(| X, — X|P) — 0. Si p = oo, on dit que X,, converge vers X dans L* si
E(sup | X,, — X]|) —>n6>.oo

— convergence enngf%babilité : On dit que X,, converge X en probabilité si

Ve >0, P(|X,—X|>¢ — 0.

n—oo

Si on définit la distance d(X,Y) =E(|X —Y|A1),ou | X —Y|A1l=1inf(1,|X - Y.
Alors

X, X = d(X,,X) — 0.

n—oo

Proposition 1.1.1. Si (X,,) converge vers X p.s. ou dans L? (p > 1) , alors X,, =+ X. La
réciproque est fausse mais st X, L>X, il existe (ng)g>o0 t.q. Xn, LS 'S

5



6 CHAPITRE 1. REVISION DE LA THEORIE DE PROBABILITE

Contre-exemple : Soient (Y,,), (Z,) variables aléatoires indépendantes, uniformes sur [0, 1],

posons

Xn = Yy z,>1y

alors X, converge en probabilité vers X =0 :

1
Ve >0, B Xy = X| > &) = P(Xo| > ) = (X, = 1) = P(Yo = Zo| = —) — 0.

n—oo
Il n’y a pas convergence presque siire : notons que

1

]P)(|Xn_X| > 6) :P(|Yn_Zn| > _) >
n

S|

Y

et
> P(IX, - X[ >e) =00

n>1

Comme les événements {|X,, — X| > ¢} = {X,, = 1} sont indépendants. D’aprés le lemme
de Borel-Cantelli, p.s., il existe une infinité d’entiers n tels que {X,, = 1} se produise. Donc

p.s., | X, — X| = 1 pour une infinité d’entier n, p.s. (X,,) ne converge pas vers X.

Proposition 1.1.2. Si X,, == X et si (X,,) est bornée dans L?, alorsVp € [1,q), X,, converge

vers X dans LP.

1.2 Loi des grands nombres

Loi de rien et du tout Soient (X)) suite de variables aléatoires indépendantes, (4,,) la
tribu engendrée par les variables aléatoires (Xj)g>n (i.e. la plus petite tribu contenant tous
les événements mesurables pour les variables aléatoires X, k > n). Alors Z est une famille
décroissante de tribus. Soit B, = N,>1%, la tribu asymptotique, alors pour tout A € B,
on aP(A) =0ou 1.

Proposition 1.2.1. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi

Posons So =0, S, = X1+ -+ X,,, alors p.s. sup S, =00, infS§, = —oo. Et on en déduit

que p.s. il existe une infinité de n t.q. S, = 0.
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Théoréme 1.2.2. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires i.d.d. (indépendantes, identi-
quement distribuées) telle que B(|X1|) existe (X, € L'). Alors

1
p.s. —(Xi+---+X,) — E(Xy).

n n—00

(En fait, on a aussi convergence dans L. On le verra en étudiant les martingales inverses.)

Contre-exemple : Soit (X,,) indépendantes, a valeurs dans Z :
Yk >0, P(X,=k)=P(X,= k)= —, l<a<2

Alors X,, n’est pas dans L' et on peut montrer que

X +---+ X,
nafl

P( > )
converge pour tout x € R, vers F(z) ou F est une fonction non triviale. En particulier,

—X1+';L'+X" ne converge pas vers 0. (Lois stables)

1.3 Convergence en loi

Définition 1.3.1. On dit que (X,,) converge en loi vers X si pour toute fonction continue
0 (d)

bornée f, on a E(f(X,)) — E(f(X)). Notation : X, % X ou X, -2 X.
Remarque 1.3.2. 1. Si (X,) est a valeurs dans N (plus généralement, dans un ensemble

discret), alors

X, %X = VkeN, P(X,=k) = P(X =k).

En effet, il suffit de prendre la fonction f(x) = 1g—p.

2. Si X, sont des variables aléatoires & valeurs dans R? ayant une densité f, et si f, — f
! . . .

presque partout avec [ f = 1, alors X, L> X ou X est une variable aléatoire de densité

f. Réciproquement, une variable aléatoire ayant une densité peut étre la limite en loi

d’une suite de variables aléatoires qui n’ont pas de densité.

Exemple 1.3.3. Soit X, = %(50 460144+ 0dn1 qui n’a pas de densité, mais X, ﬂ> X ou
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X est la loi uniforme sur [0, 1]. En effet, pour toute f € %, on a

n—1

E(f(Xa) = —(f(0) + f) o+

1
)= [ fa)de = B(x))
On peut aussi avoir des variables aléatoires (X,,) ayant une densité et qui converge en loi vers

X ou X n’a pas de densité.

Exemple 1.3.4. Soit X, la loi uniforme sur [0, 1], de densité f,(z) = nlggq 1}y, mais

X, ﬂ)X ou X = dy. En effet, pout toute f € 6,

E(f(X,)) = n / " fa)dr = £(0),

puisque f est continue en 0.
Proposition 1.3.5. 1. 51 X, ﬂ X, alors X, &X.

2. Si X =0,, et si Xn&X, alors Xnﬁ)X.

Cas des fonctions de répartition dans R : Si X est une variable aléatoire a valeurs
dans R, sa fonction de répartition est la fonction Fx : z — P(X < z). Si Fx est dérivable,

sa dérivée est la densité de X.

Proposition 1.3.6. Soit (X,) une suite de variables aléatoires a valeurs dans R, alors

! : : :
Xn O, x s.s.i. Fx, (x) — Fx(z) en tout x ou la fonction Fx est continue.

Remarque 1.3.7. Les fonctions de répartition sont croissantes, elle sont discontinues en x s.s.i.

on a un atone en X, dans ce cas,

P(X =2)= lim Fx(y) — lim Fx(y).

y—xt y—x~

. l . . .
On peut avoir X, &> X mais Fly, ne converge pas vers Fy. Par exemple soit X, est uniforme

sur [0, 2], alors X, HON X, ou X = dy. Mais Fx, ne converge pas vers Fx en x = 0.

Cas des fonctions a support compact : Ce sont des fonctions telle que le support
{z, f(z) # 0} est un compact.

Proposition 1.3.8. Soient X,,, X v.a. a support dans R%. Soit H un ensemble de fonctions
continues bornées t.q. H D Co(RY) (H est I'adhérence pour la norme sup). Alors on a

l’équivalence entre des trois assertions :
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1 x, % x.
2. Vo € Co(RY), on a E(p(X,)) — E(p(X)).
3. Vo e H, on a E(p(X,)) = E(p(X)).

Contre-exemple a la loi des grands nombres : soit X variable symétrique t.q. X a la
méme loi que —X. Si E(X) existe, alors E(X) = E(—X) = —E(X) = 0. Mais il est possible
que E(]X|) n’existe pas, et dans ce cas, on peut avoir un contre-exemple a la loi des grands

nombres :

Exemple 1.3.9. Soit X & valeurs dans Z, P(X = k) =P(X = —k) = 5, 1 <a <2 On

peut montrer que si Xy, ---, X, sont indépendantes, de méme loi que X, alors

X, +--+ X,
1+ Oy

na—l

ou Y est une variable aléatoire non triviale. On dit que Y est stable. On en déduit que
n

ne converge pas vers dg.
On remarque que la fonction indicatrice n’est pas continue, mais il y des approximation de f

“par I'extérieur" et “par l'intérieur".

Proposition 1.3.10 (régularité des mesures boréliennes). On a équivalence entre les asser-

tions suivantes :
1. X, converge en loi vers X.
2. Pour tout ouvert O, liminf P(X,, € O) > P(X € O).
3. Pour tout fermé F, limsupP(X, € F) <P(X € F).
4. Pour tout borélien B t.q. P(X € 0B) =0, on alimP(X, € B) =P(X € B).

Remarque 1.3.11. 1. En dimension finie, la notion de convergence est assez simple. En
dimension infinie, c¢’est plus compliqué. En analyse fonctionnelle, on définit souvent
la convergence en prenant des fonctions tests. Pour la convergence en loi, on fait la
méme chose. On prend comme fonctions tests les fonctions continues bornées. Mais les
fonctions indicatives ne sont pas continues (sauf dans le cas discret). Donc P(X,, € A)

ne converge pas vers P(X € A) méme si X,, converge vers X en loi.

2. Si X est a valeurs dans R? et a une densité f, alors pour tout ensemble B, P(X €
OB) = [,5 f(z)dz = 0. Alors si X,, converge en loi vers X, on a limP(X,, € B) =
P(X € B).
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3. Si X, converge en loi vers X, si on appelle u, la loi de X,,, i la loi de X. On dit que
(i) converge étroitement vers p (en anglais "weak convergence").
Exemple 1.3.12. Soit X, la loi uniforme sur un rectangle :

Alors X, Y X ot X suit la loi uniforme sur [ = [0,1], on a
P(X cd)=P(X €I)=1, mais P(X, €)= 0.

Définition 1.3.13. Si X est a valeurs dans R?, sa fonction caractéristique est la fonction

dx : RT — C, qui envoie & vers E(e?<¢X>) (transformée de Fourier).

Noter bien : comme ¢x est continue et bornée, si X,, converge en loi ver X, alors pour
tout £ € R on a ¢x, (£) — ¢x(€). En effet, si on pose ge(y) = €"<¢¥> alors pour tout
n—oo

£ € R% g est une fonction continue et bornée, cela implique

Ox,(€) = Blge(X,) — E(ge(X)) = ox(6)

Théoréme 1.3.14 (Théoréeme de Lévy). Soit (X,,) une suite de variables aléatoires, alors

I
Xo-5 X = VEERY, 6x,(8) — 6x(6)
Théoréme 1.3.15 (Théoréme central limite). Soit (X,,) une suite de variables aléatoires

i.i.d. (indépendantes identiquement distribuées) telles que E(X,) = m, var(X,,) = %, alors

X +---+ X,
LT Ay D (0,0%)

n n—00

vn(

Remarque 1.3.16. X ~ A (u,0?) si X a une densité sur R : g\}ﬂ exp((m;;;ﬂ). En particulier,

Xi+--4+ X,

Va,beR, P(v/n( —m) € [a,b]) — P(X € [a,b]), avec X ~ A (0,0?).
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Démonstration. Posons Y, = %

Dxy—m)(§) = 1 +ilE(X; —m) — %§QUaT(X1) +o(e¥) =1- %g%ar(xl) + 0(£?)

On en déduit que

log ¢ my, (§) = nlog (E(exp(i%()(l - m))>> = nlog(l — %f%ar()ﬁ) + 0(%))
-tz 0(%)) _ —%g%—? +o(1)

Donc on a

by (€) — exp(—50°€) = E(exp(i€ X)) = 6(X), avee X ~ A (0,07)

Done y/iY, -2 X, or VY, = ya(Xtta ) U, x -
n—oo
Remarque 1.3.17. 1. S’il n’existe pas de variance, on peut trouver des contre-exemples

(loi stable). Mais on peut relacher ’hypothése d’indépendance par

cov( Xy, Xnik) < exp(—ce), ¢> 0.

2. Informellement, quand on a beaucoup de petits sources d’aléa, et independents, on a a
la limite une loi gaussienne. Donc les lois gaussiennes sont trés utilisées pour modéliser

de nombreuse phénoménes en science.

Contre-exemple : une suite de variables aléatoires qui convergent en loi mais pas
en probabilité. Soient X;,---,X,, -+ une suite de variables aléatoires i.i.d. telles que
P(X; =1) =P(X; = —1) = 5. Alors E(X;) = 0, var(X;) = 0 = 1. Soient

Sn:X1+"'+Xn7
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S
V2w

Alors par le théoréme central limite, on a

% ﬂ) (/1/(070'2) 1 Unﬂ) :/V(0,0j)

Par I’absurde, on suppose qu’il existe X telle que (U,) converge vers X en probabilité. Dans
ce cas, on a P(|U, — X| > 1) — 0. Donc pour tout € > 0, il existe N t.q. pour tout n > N,
P(|U, — X| > %) < e. Comme

1 1
{|Un - Un+1| > 1} - {|Un - X| 2 5} U {|Un+1 - X| > 5}7
par l'inégalité triangulaire,

1 1
P(|Un - Un+1| > 1) < IP>(|Un _X| > 5) +P<|Un+1 _X| > 5) < 2e.

Or
_— (X1 + o+ Xon) + (Xongg + o+ Xownt) V20U, +V,
ntl = NGy B V/on+l
Donc 1 1 v
Upir — Uy = Up(—= — 1) + —(—=).
Soient . L v
A, = __1Un> B, =— - )
(5= ()

alors A,, B, sont indépendantes, et par le théoréme central limite, A4, — A47(0,co?), et
B, — A(0,d0?), avec ¢ = (75 — 1) et ¢ = 5. Supposons
k=P(A(0,co?) >

), K =P(A(0,d0%) > 2).

N | —
N | =

Alors P(A, > 3) = k et P(B, > 3) — k. Comme

(At B> 1} 3 (4,2 )N (B, > 5}

on peut prendre n assez grand t.q.

B(|U, — Unia| > 1) 2 B(A, >
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Mais on sait que P(|U,, — Up41]) < €, c’est une contradiction pour e assez petit.

1.4 Convergence des mesures empiriques
Soit X une variable aléatoire dans R?, par exemple :

opinion d’un électron tiré au hasard
X =« vitesse d’un fluide dans un écoulement turbulent

température en un puits

On appelle un échantillonnage ("sampling" en anglais) une suite de variables aléatoires
Xq,--+, X, ii.d. de méme loi que X. Et on appelle mesure empirique la mesure de pro-

babilité sur R? qui vaut p, = *(dx, + -+ 0x,,).

Théoréme 1.4.1. Avec probabilité 1, (u,) converge étroitement vers la loi de X. De maniére
équivalente, soit Y, définit parY, = ox,, , ou U, est la loi uniforme sur {1,--- ,n}. Donc la

loi de Y, est u,, et alorsY,, converge en loi vers X presque sidrement.

Démonstration. Soit H un sous-ensemble dénombrable dense de ¢ (RY) (fonctions & support
compact). Soit ¢ € H, on considére les variable aléatoires ¢(X;) qui sont indépendantes,
de méme loi et intégrables (car bornées). Alors loi des grands nombres montre que, avec
probabilité 1, £XUt el L m,(x)), e

/( Vi (2 H/ x)dPx (z

donc il existe une ensemble €2, négligeable tel que sur Qg,

[ e@iunta) — [ e@)ips(a)

Soit Q = UyenQy,, comme H est dénombrable, on a P(Q2) = 0. Alor sur Q¢ on a

Vo e H, /gp(az)dun(as) — /go(x)dPX(a:).

On a la convergence avec toutes les fonctions ¢ € H, et comme H = % (R?). D’aprés Prop
10.3.3, on a la convergence pour toutes les fonctions continues bornées. Donc (p,,) converge

étroitement vers Px. ]
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1.5 Vecteurs Gaussiens

Covariance si X, Y sont des variables aléatoires dans R, on a définit la covariance de X, Y :
cov(X,Y) =E(XY) - E(X)E(Y),
en particulier, si X =Y,
cov(X, X) = E(X?) — (E(X))* = var(X).
Si (X1,--+,Xy) sont des variables aléatoires dans R, on dit que la matrice de covariance de

(X1, -+, Xg) la matrice (Mz‘j)}gg;; ou M;; = cov(X;, X;). Comme M est symétrique, on
>J

peut 'associe une forme quadratique qui est positive :

(A1, Ag) = IAMA =" AiM Ay = var(Y - \X;) > 0.

Z‘?j

Remarque 1.5.1. Quand les X; sont dans L2, la matrice de covariance existe et par Cauchy-
Schwarz, [E(X;X;)| < /E(X?)E(X?).

Proposition 1.5.2. S la matrice de covariance existe, c’est une matrice symétrique positive.

Proposition 1.5.3. §i M est une matrice carrée d X d symétrique positive, alors il existe un

vecteur (Xy, -+, Xq) aléatoire t.q.

B30 (6) = Elexpli < £, X >)) = exp(~5'€ME).

Le vecteur s’appelle vecteur gaussien de matrice de covariance M. Notation : (Xy, -+, X4) ~

N (0, M).

Théoréme 1.5.4 (TCL vectoriel). Soit (X,,) des variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans R?

de matrice de covariance M, alors

X+ + X,
V(= R ~E(X)) -5 (0, M),
n
Définition 1.5.5. On dit que X = (X7, -, X,) est une vecteur gaussien si toute combinai-

son linéaire de ses coordonnées suit une loi gaussienne. En particulier, pour tout ¢, X; suit

une loi gaussienne.
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Exemple 1.5.6. Soit (X;) i.i.d. de la loi A47(0,0?), alors (Xi,---,X,) est un vecteur gaus-
sien :

VAL A, M Xat e+ Aa X~ JV(O,Z)\?O’Q).

Remarque 1.5.7. On peur avoir pour tout i, X; suit une loi gaussienne mais X n’est pas un

vecteur gaussien.

Exemple 1.5.8 (Contre-exemple). Soit X ~ .47(0,0?%), Y indépendante de X t.q.

Alors (X, XY') n’est pas un vecteur gaussien alors que chaque coordonnée suit une loi gaus-
sienne, en effet,

2X avec proba
X+XY=X(1+Y)=

NI N

0 avec proba

Si X est un vecteur gaussien, il admet une matrice de covariant M : Vi, j, E(X;X;) existe et
M est la matrice d’une forme quadratique positive. Pour la réciproque, on a la proposition

ci-dessous :

Proposition 1.5.9. Si M est la matrice d’une forme quadratique positive, alors Vm € R¢,

il existe un vecteur gaussien de moyenne m et de matrice de covariance M.

Démonstration. Pour le cas particulier, i.e. M = id, on peut l'associe un vecteur ou X; =
m; + A(0,1) et les X; sont indépendantes.

Plus généralement, si M est symétrique positive, alors il existe une matrice A telle que
M = A?. Soit (X,,) des variables aléatoires i.i.d. qui suit la loi A7(0,1), X = (X3, -+, Xy),
alors le vecteur Z = m + AX convient. Pour le voir, il suffit de vérifier que la matrice de
covariance de Z est M. La matrice de covariance de Z est la méme que celle de Z' = Z —m.

Soit ¢ € RY, < &, Z' > suit une loi gaussienne de moyenne nulle et de covariance :
E((< £ 2’ >)?) = E(€AX "X A) = 'CAE(X 'X)AE = '¢AA¢ = ‘€ME,
Donc M est la matrice de covariance de Z'. O

Quand on a un 7 # j, M;; = 0 alors Z; et Z; sont indépendantes. En fait, pour les vecteurs
gaussiens : indépendance <= covariance nulle. Mais ce n’est pas vrai si les vecteurs ne sont

pas gaussiens.
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Exemple 1.5.10. Soient X,Y indépendantes avec

Soit E(X?) < oo et (X, XY) = (X, Z), alors
E(Z) =E(XY)=EX)E(Y) =0,
et E(XZ) = 0 car avec proba 3, ZX = X? et avec proba 3, ZX = —X?, alors
cov(X, Z) = E(XZ) — E(X)E(Z) = 0,
mais X, Z n’est pas indépendante :

1
IP’(X>a,Z>a):IP’(X>a,Y:1):§IP’(X>a).

P(X > a)P(Z>a)=P(X >a)(P(X >0,V =1) + P(X < a,Y = n)

(
—P(X > a)(
= %]P’(X > a) (IP(X >a) +P(X < a)>.

Donc X et Z n’est pas indépendante en général.

1 |
§PX>a+2MX<@>

On peut décrire la densité d'un vecteur de moyenne m, matrice de covariance M, au point

SU:(.Tl,"' 7:6(13)7

1 t
f(z) = L M)exp( (x —m)M(x — m))

En particulier, si M = Id et m = 0, la densité devient \/Td exp(— > z?).
Si X ~ A4(0,1d), alors pour tout isomérie donnée par une matrice orthogonale A, AX est
un vecteur gaussien ~ 4 (0, ). Car si £ € R, < &, AX > suit une loi gaussienne de variance

E(< & AX >%) = B¢ X' AAXE) = E(FETX XE) = €€,

Donc la matrice de covariance de AX est Id et AX a la méme loi que X. On dit que X est
invariance par transformée orthogonale (invariance par isométrie). En particulier, si d = 2,
X, Y indépendante, X, Y ~ A47(0,1), alors (X,Y) est invariant par rotation.
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On a défini la loi uniforme wy sur la sphére unité S41 = {u € R, ||lu|| = 1} : soit B C S,
soit
I(B) ={uecR% 0<|juf <1, ﬁ € B} = Cone(B) N B(0,1)\ {0},
u

ott Cone(B) = {u € R4, Ir>0,3b € B, u=rb}. On définit

__Leb(D(B))
0= L)

et on sait que wy(B) est invariant par la transformée orthogonale (conséquence de I'invariance
par transformée orthogonale de la mesure de Lebesgue).

Soit X = (Xy,---,X4) ~ A(0,1d), alors p.s. || X|2 # 0. Donc Y = Ié_H est bien défini
p.s. et appartient & S9!, Comme X est invariant par transformée orthogonale, Y est aussi
invariance par transformée orthogonale. On peut montrer qu’il existe une seule mesure de
probabilité sur S9! qui est invariant par transformée orthogonale et Y est uniforme sur la
sphére S,

Théoréme 1.5.11. Soient Yy = (Y:i(l), e ,Yd(d)) comme ci-dessus, alors

Var® Y oy (0,1).

Démonstration. Comme Xy ~ A (0, 1d) dans R? et Y, = |I§ZH’ on a

(1)
Vay® = X4

[x2+-4x2
a

. X24-4X2 1 A d
Par la loi des grands nombres, =——* converge p.s. et dans L°, de méme pour XX
On a

PO € ot = = [ exp(= e = ()

D’ailleurs,

Ve >0, 3D, Vd > D, avec proba > 1 — ¢, €l—¢1+¢€.

1
[ X344 X2
d
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On en déduit que

P(X—d(l) e[aa — )01 +e)}> €<,u(a,b)(1 — o), ula, b)(1 —I—e), sid> D.

[ X3++X2
d
Donc

(1)
]P’(X—d € [a, b]) — p(a,b).

[ X34-+X2
d



Chapitre 2
Espérance conditionnelle

Définition 2.0.1. Si A et B sont 2 éléments d’un espace de probabilités (2, .7, P), si P(B) >
0, alors on définit P(A|B) = (?OB) On lappelle « Probabilité de A sachant B» ou bien «A
conditionnellement a B».

Plus généralement, si B est un élément tel que P(B) > 0. On désigne .# LN qui envoie A

a P(A|B). Alors Py est une mesure de probabilité par les trois vérifications suivantes.
_ 0 POnB)
— Py() =0="000 — 0,
— Pp(Q) =1.
— Si (A,)nen suite des événements deux a deux disjoints : Vm # n, A, N A, = (), alors
P(UnEN An) = ZniN IP)N(A’H)

UA UnENA )ﬂB) _ ]P)(UnEN A ﬂB ZPN

P(B)

neN niN

Définition 2.0.2 (Cas discret). Soit X v.a. a valeur dans A C R(exemple A=N, A=7),
A dénombrable, et pour P(B) > 0. On peut définir une nouvelle variable aléatoire Xp par :
a€ A P(Xg=a)=PX =a|B).
Terminologie. On adopte les terminologies suivantes :

— lot conditionnelle de X sachant B :Loi de Xp.

— FEspérance conditionnelle : Espérance de la loi conditionnelle.
Remarque 2.0.3. Si X € L', alors X5 € L.
On sait que E(Xp) = E(X|B) = Y ,c4 IP’(XB = a)a =34 P(Xp = a)a =, , it
est bien defini car 3, "B ja]| < 55 3004 P(X = a)[a-

acA P(B

19
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Remarque 2.0.4. Espérance conditionnelle sachant B est un réel car E(X|B) = E(Xp) =
E(X-1p)
P(B)

2.1 Cas discret

Définition 2.1.1. Soient X,Y v.a a valeurs dans A C R? et A est un ensemble dénombrable

(par exemple N™ Z™). Alors on définit

PY_bX
E(X|Y) = Ly—pBEy—p(X) = Liy- b}Z — ) 2y

be A’ be A’/ acA

Ici on pose A" = {be A,P(Y =b) > 0}.

_ . . Ey_,(X) pourye A
Remarque 2.1.2. De maniére équivalente, si on pose ¢(y) = . Alors
0 pour y & A

onaE(X[Y) =5 4 Liy=p(b) = > 1c 4 Liy=py(b), dont 1;y_py est une variable aléatoire

mesurable par rapport a la tribu o(Y) a valeur dans R%.

Exemples 2.1.3. On joue a pile ou face 3 fois. On pose Y = liic au 17 lance} €6 X =

nombre de «pile» .

1 1
E(X|Y = 1) = E( nombre de «pile»| pile au 1¢" lance) = 1 + 3 + 3= 2.

1 1
E(X]Y = 0) = E( nombre de «pile»| face au 1¢" lance) = 0 + sts= L.

E(X[Y)=Y +1.

Rappel 2.1.4. Un variable aleatoire Z est mesurable par rapport o(Y) si et seulement si
elle peut s’exprimer Z = (YY) ou ¢ est une fonction mesurable. Définition du Z mesurable
par rapport ¢ o(Y') : VC borélien {z € C} € a(Y).

Rappel 2.1.5. Espace de Hilbert : espace vectoriel normé complet ot la norme issue d’un
produit scalaire : A¢p bilinéaire symétrique i.e. (x,y) — o(x,y) = ¢(y,x). De plus ¢ est définie
positive : ¢(x,x) > 0, et p(x,x) = 0 si et seulement si z = 0. Norme de x est définie par :

¢(x, ).
Exemples 2.1.6. F :={Variables aléatoire dans L?(R), de moyenne nulle}, E(XY) =

o(X,Y) pour ¢ symétrique bilinéaire et positive. ¢ n’est pas définie positive sur F, rela-

tion d’équivalence ~ : X ~Y si X =Y p.s.
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(E/ ~) : Ensemble quotien : ensemble des classes d’équivalence de E pour la relation ~.
Sur (F/ ~) on définie ¢ comme plus haut(il faut vérifier ¢(X,Y) = ¢(X",Y) si X ~ X' :
H(X,)Y)=o(X'Y)=0(X—X"Y)=0). Et ¢ ici est définie positive (X, X) =0 X =0
p.s. & X =0dans (E/ ~).

Si E’ est un sous-espace vectoriel d'un espace de Hilbert F, la projection orthogonale 7z :

E — FE’ est une application linéaire continue caractérisée par x = 7g/(z) + y ol y est
orthogonale & E' : Vz € ', ¢(z,y) = 0.

Sur I'espace E des v.a L?(R), si Y € FE, dans 'ensemble E}, des variable aléatoire mesurable

par rapport & o(Y’) est un sous-espace vectoriel : z, 2 € Ej,, Az + XNz € E}.

Dans R?, E espace des variable aléatoire dans L?(R?), on définit ¢(X,Y) = E(< X,Y >).
On généralise ce qui a été fait plus haut. On va voir que si X € L?(R?) a valeur dans un
ensemble dénombrable, si on note m = E(X), alors E(X|Y) = m+ Z, ou Z est la projection

orthogonale de (X — m) sur 'espace des variables aléatoires mesurable par rapport a o(Y).
Proposition 2.1.7. A C R dénombrable, X € L*(R) a valeurs dans A, m = E(X) alors m
minimize la fonction [ : x +— E[(X — z)?]

Démonstration.

f(z) = ZIP’(X =)z —i) = ZIP’(X = 1)(2? — 221 4 %) = 2% — 22E(X) 4+ E(X?).

f(x) = 2(x — E(z)) s’annule en E(X) = m. Alors on a un minimum en z = m. O

Remarque 2.1.8. Dans R", X € L'(R%), X a valeurs dans A C R? dénombrable. m = E(X),

alors m minimise la fonction R” — R, z — E(||X — 2||*)( minimum en m; pour chaque i ).

Proposition 2.1.9. Soient X,Y v.a. a valeurs dans A dénombrable contenu dans R, X, Y €
L*(R). Alors E(X|Y) minimise la fonction Z — E((X — Z)?) sur toutes les variable aléatoire

Z qui sont o(Y')-mesurable.

Démonstration. Soit a € A, conditionnellement & {Y = a}, E((X —)?|Y = a) est minimisée
par le réel Egy_qy(X). En effet,

E((X —2)*]Y = a) = Ey—o)[(X — 2)*] = E[(X{y—q} — 2)’]

est minimisée par la moyenne de la variable aléatoire Xy —_q), cette moyenne est E(X{y_q3) =
P(X=b,Y=a
E{Y=a}(X) = EbeA’ (P(Y:a) b,
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C’est vrai pour tout a € A’. On cherche une variable aléatoire Z qui est o(Y) mesurable

et qui minimise E((X — Z)?). Ce qui est équivalent a cherche une fonction ¢ qui minimise
E(X = o(Y))?) = Xea Ly=aE((X = 9(a))?) = Xoea E(Lyy=ay (X — 0(a))?).

Alors ¢ doit minimise E(1{y—}(X — ¢(a))?) pour tout a € A'.

Autrement dit, ¢ doit valoir Eqy—q)(X) sur I'événement {Y = a}, ¢(a) = Efy—q(X), donc
p(Y) = E(X]Y).

On a minimisé sur les variables aléatoires o(Y) mesurable, Z + E((X — Z)?) en prenant
Z = ¢(Y) =EX]Y).

Si E(X) = 0, Z est bien la projection orthogonale de X sur le sous-espace vectoriel des

variables aléatoires de moyennne nulle, o(Y)-mesurable, de carré intégrable.

Si E(X) = m, pour le raisonnement ci-dessus, la variable aléatoire o (Y )-mesurable qui mini-
mise E(((X —m) — Z)?) est la projection orthogonale de (X —m) sur le sous-espace vectoriel

des variable aléatoire o(Y)-mesurable et de carré intégrable.

E((X —m) = 2)*) = E(X — (m + 2))°)

Donc E(X|Y) =m+ Z.
0

Proposition 2.1.10 (cadre discret). Soient X,Y v.a. a valeurs dans A. Soit A est dénom-
brable et contenu dans R. De plus on exige X,Y € L.

1. B(E(X]Y))) < E(|X]).

2. ¥YZ v.a. o(Y')-mesurable, E(ZX) = E(ZE(X|Y)).

Démonstration. D’aprés la définition de ’espérance conditionnelle, on calcule

\IE (X - Lyy—ar
B(E(XY)) = DB = o) =5 5 < 3 E(X[Ly=a) = E(X]),
acA’

acA
Si Z est o(Y)-mesurable, on utilise le fait qu’on peut écrire Z = p(Y'), avec ¢ une fonction

mesurable et borné.

E(ZE(XY)) = 3 p(@BE(X L) = 3 E((V)X1y_y)

acA’ acA’

=E() oY) X1ly=) = E(p(Y)X) = E(ZX).

acA’
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Remarque 2.1.11. Si on le raméne a des v.a. de moyenne nulle(on peut toujours le faire en
remplacant X par X —E(X) et si la v.a. sont dans L2, (2) se réécrit : ¢(Z, X) = ¢(Z, E(X]|Y)),
y e E7 ¢(y,2’) = QS(y,’NE(l’))

Remarque 2.1.12 (Bilan). Dans le cas discret, si X variable aléatoire dans L', et Y variable

aléatoire, alors E(X|Y') est une variable aléatoire mesurable par rapport a o(Y).

Si de plus X € L? on sait que E(X]|Y) est la projection orthogonale de X sur l'espace

vectoriel de variables aléatoires dans L? qui sont mesurables par rapport a o(Y).

Exemple 2.1.13. Soit n entier plus grand que 2, et U,V des variables aléatoires uniformes
sur {1,--- ,n}, S=U+V,P =UV, on va détermine E(P|S).

{S:k:}:LnJ{U:z’, V=k—i}

Alors

P(S:k):iP(U:i, V:k—i):iP(U:z’)P(V:k—i)

i=1 i=1

Par définition de ’espérance conditionnelle, on a
E(P|S = k) =B ly—iyv—p1i(k — i)
i=1
= ZE(lU:LV:k—ii(k - 1))
i=1

:iz’(k—i)P(Uzi,Vrk—i)

Alors E(P|S) = ¢(S) est une fonction de S, donc mesurable par rapport a la tribu o(S5).
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2.2 Cas général

On a montré dans le cas discret que pour toute v.a. Z qui est mesurable par rapport a o(Y'),

E(ZX) = ¢(Z, X) (2.2.1)

oll ¢ est la forme bilinéaire associée au produit scalaire qui définit I'espace de Hilbert L2.
Equivalentem, 2.2.1 se réécrit en ¢(Z, X) = ¢(Z, ng(X)), ol mg est la projection orthogonale

sur l'espace vectoriel des variables aléatoires mesurables par rapport a o(Y).

Théoréme 2.2.1. Soient (2, o7, P) un espace de probabilité et B une sous-tribu de </ . Soit
X € LYQ, o, P), alors il existe une unique variable aléatoire dans L*(), B,P), qu’on note
E(X|24), telle que

VB € B, E(X1p) =E(E(X|%)1p) (2.2.2)
Plus généralement, pour toute Z wvariable aléatoire bornée mesurable par rapport a A, on a
E(XZ)=E(E(X|%4)Z2). (2.2.3)

Démonstration. Unicité On le demontrer par I'absurde, si Y et Y’ vérifient 2.2.2. On pose
B ={Y > Y'}. par I'hypothése de Y, on a

E(Y1p —Y'lp) = E((Y — Y')1p) = 0.

Comme Y — Y’ > 0 sur B, alors P(B) = 0. Donc P(Y <Y’) =1, de méme P(Y > Y’) = 1.
Ce qui est équivalent a P(Y =Y’) = 1.

Existence, pour démontrer I'existence, il faut utiliser le théoréme de Radon-Nikodym.

Rappel 2.2.2. Version faible de théoréeme de Radon-Nikodym : Si v et p sont des me-

sures positives sur (€, .F).

De plus, on demande v < p est absolument continue [si pour tout B € % et pu(B) =0, on
av(B)=0]

Alors il existe f : Q — Ry mesurable par rapport o F telle que VA € F, v(A) = fA fdu, ou
f est la dérivée de Radon-Nikodym.(P53 de Le Gall)

Pour B € A, on pose Q(B) = E(X1p). Il faut vérifier que @) est une mesure sur (€2, %).
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— Q est o—additive si (B;);en sont deux a deux disjoints :

> QB)=E(XY 15)=E(X1lyps,) = Q(UB))

— Q< P:siP(B)=0,Q(B)=E(X1p) =0.
Appliquerons le théoréme de Radon-Nikodym a @, P, il existe f : 2 — R, mesurable par
rapport a 4, tel que VB € B, Q(B) = [, fdP.

Donc f: (2, %) - R est une fonction mesurable par rapport a 2. On appelle cette variable

aléatoire X, donc E(X) = [, fdP et VB € %, on a
E XlB / fdP =Q(B) =E(X1p). (2.2.4)
Pour passer de 2.2.2 & 2.2.3, on approche les variables aléatoires mesurables par rapport & %
par des fonctions étagées. (fonctions de la forme ) ¢;1p,, ou B; € A). O
i=1

Exemple 2.2.3. Soient Q =]0, 1] et .o est tribu borélienne. Fixons n > 2, et # tribu engen-
drée par les intervalles [%, %], 0 <i<n-—1. (A est 'ensemble des réunions d’intervalles
dont les bornes sont de la forme 5 On adopte P la mesure uniforme et f une variable aléatoire

t.q. f € LYQ, o, P) ie. fo d:c<oo

n—1 (i+1)/n

E(f|%) = Zcil[i,%b i ¢ = / f(x)dx.
i=0 v/m
Il est évident que E(f|%) est mesurable par rapport & Z. Les variables aléatoires mesurables
par rapport de & sont les fonctions constantes sur tout intervalle [%, k“] Donc ce sont les

fonctions de la forme S~ diljs sa).

Proposition 2.2.4. On a des propriétés de ’espérance conditionnelle suivants :
1. Si X est B—mesurable, alors E(X|B) =

L’application X — E(X|AB) est linéaire.

E(E(X|B)) = E(X)

E(X|#) <E(|X||#) = E(E(X|2#)) <E(|X])

Si X < X', alors on a E(X|%) <E(X'|%)

AR
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Démonstration. 1. Puisque X vérifie 2.2.2 et comme on a montré 'unicité, on a directe-
ment X = E(X|2).

2. Si X, X' sont des variables aléatoires. Soit Z = AX + X X' et on pose Y = A\E(X|%4) +
NE(E'|%). Alors on a

Donc Y = E(Z|%).

3. Sion prends B = et 15 =1, alors le point 1 implique le point 3.

4. Si X >0, alors E(X|#) > 0. Dans le cas général on écrit X = X1x>0 — (—X)1x<o.
Sion note X; = X1xsget X_ = (—=X)lx, ona

E(X|B) = E(X, — X_|%) = E(X,|#) — E(X_| %) < E(X.|%)
< E(X.|%) + E(X_|%#) = E(X||%)

5. Si X < X' E(X'— X|£4) > 0, ce qui est équivalent a E(X'|#) > E(X|4%4).

2.3 Variables aléatoires positives

Notation : a A b = inf(a, b)

Théoréme 2.3.1. Soit X variable aléatoire positive, alors E(X|%#) = lim E(X A n|A) est
n—oo

une variable aléatoire positive, caractérisée par : NZ FB-mesurable positive, on a
E(XZ)=E(E(X|%4)Z2). (2.3.1)
Remarque 2.3.2. Les variables aléatoires positives peuvent étre égales a +oo.

Démonstration. D’aprés 5 précédent, et E(X A n|Z) est croissante. Donc son limite dans
2.3.1 est bien définie dans R} U {4o00}. Si Z est positive et Z#—mesurable, on a

E(E(X|2)Z) = E( lim E(X An|2)Z)

n—0o0

Comme E(X A n|Z) est une suite monotone (croissante) de variable aléatoire positives, par
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le théoréeme de convergence monotone :

E(lim E(X An|%) = lim E(E(X An|%A)2Z)

n—oo n—oo
= lim E(X An)Z) =E(XZ)
n—oo
L’unicité de la variable aléatoire Z#—mesurable verifiant (3) : si X, X’ verifient (3) et sont

Z—mesurables. Alors pour tout ¢ < ¢’ € Q, si Z = 1ly/<4cqy<x, O a

PX' <g<d <X)>2¢dPX' <q¢g<d <X)=PX'<q¢g<¢d<X)=0

Alors
P(X'<X)=P( |J {X'<qg<d<X})=0
9<q'€Q
Par symeétrie, on a P(X < X’) = P(X’' < X) = 0. Clest-a-dire P(X = X') = 1. O

Si on reprend 'exemple © =0, 1[ et o tribu borélienne. Posons % sous-tribu engendrée par

les intervalles [%, %] Si on prend la fonction positive f(z) = %, f a ses valeurs dans R, :
n—1 (i+1)/n
E(f|%) :Zcil[lyﬂ], avec ¢ :/ f(z)dx
i=0 in
onaxyg=+ooetcy,--,c,1 €R.

Proposition 2.3.3. On a des propriétés de ’espérance conditionnelle suivants :

1. Si X, X' variables aléatoires positives, et a,b > 0. On a

E(aX + bX'|B) = aE(X|2) + bE(X'|B)

2. Si X est B—mesurable, alors E(X|#) = X.

3. Soit X,, une suite croissante de variables aléatoires positives, et X = lim X,,, alors
n—oo

E(X|%8) = lim E(X,|%).

n—oo

(Verison du théoréeme de convergence monotone pour l’espérance conditionnelle)

4. Si X, suite de variables aléatoires positives, on a

E(liminf(X,)|%) < liminf E(X,,|%)
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5. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires dans L' qui converge p.s. vers X. S’il
existe une variable aléatoire positive Z t.q. Yn, |X,| < Z p.s. et E(Z) < o0, alors
E(X|%#) = lim E(X,|%) p.s. et dans L'.

n—oo

6. Si la fonction f est positive et convexe, si X € L', alors
E(f(X)|%) > f(E(X|%)).
(Version de l'inégalité de Janson pour 'espérance conditionnelle)

Démonstration.  (3) Si 0 < X; < X, alors E(X;]|%#) < E(X3]|%). Donc on peut poser
X' lim E(X,|%) qui est ZZ—mesurable.
n—oo

Si Z positive, B—mesurable, on a

E(ZX') = E(Z lim E(X,|%8)) = lim E(ZE(X,|®)) = lim E(ZX,) = E(ZX)

n—o0 n—oo n—oo

(4) On utilise le fait que pour toute suite de réels (v,), liminf(v,) = klim (1r>1£ vy,). Alors
—00 N>

E(liminf X,| %) = E( lim (inf v,)|%#) = klim E((ch Xn|9A)
—00 n>

k—oo n>k

< lim inf(E(X,|%)) = liminf E(X,,|%)

k—ocon>k

(5) Appliquons 4, on a

E(liminf(Z — X,,)|#) < E(Z|#) — limsup E(X,,| %)
E(liminf(Z + X,,)|%8) < E(Z|#) + liminf E(X,,| %)

Donc
E(X|%) < liminf E(X,|%) < limsupE(X,|%) < E(X|X)

On a bien montré la convergence p.s.

Montrons la convergence dans L'. Notons que
E(Xn| %) <E(|X.|[#) < E(Z|#) < oo,

Donc E(E(Z|%)) = E(Z) < oo, ensuite on applique le théoréme de convergence

dominée.
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(6) Soit E; = {(a,b) € R?, Vo € R, f(x) > ax + b} (On consideére 'ensemble des droites

qui sont en dessous de la courbe de f).

On vérifie que pour tout z,

f(z)= sup (ax+0b)= sup (ax+D),
(a,b)GEf (a7b)€EfﬂQ2

Alors, on a immeédiatement

E(f(X)|#) =E( suwp aX+0[#)> sup E(aX =b2B) = f(E(X]|A))

(a,b)eEyNQ2 (a,b)eENQ?
O

Théoréme 2.3.4. Si X € L*(Q, F,P) et B sous-tribu de F, alors E(X|A) est la projec-
tion orthohonale de X sur L*(Q2, B,P)(sous espace vectoriel des variables aléatoires de carré

intégrable mesurable sur A).

Démonstration. Par I'inégalité de Jensen, on a
E[X|%)? < E[X?| %] (2.3.2)
Ceci implique
E[E[X|%]* < E[E[X?|4]] = E[X?] (2.3.3)

Donc lespérance conditionnelle E[X|%)] appartient a L.

Si Z une v.a. #-mesurable bornée,

E[Z(X — E[X|%]| = E[ZX] — E[ZE[X|%]] = 0. (2.3.4)

Donc Z est orthogonal & X — E[X|Z] pour tout Z qui est A-mesurable bornée par densité.

C’est vrai pour tout Z Z-mesurable et de carré intégrable.
C’est-a-dire que X — E[X|4%)] est orthogonal a L?(2, 2, P).

]

Proposition 2.3.5. Soient X, Y des v.a. réelles, B est un sous-tribu. S1Y est B-mesurable,
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alors

E[Y X|%] = YE[X|4]. (2.3.5)

En supposant que Y et X positives ou que Y et X appartient o L*.

Remarque 2.3.6. Si A € R, alors E]AX]| = AE[X].

Démonstration. On se place dans le cas ot X,Y positives. Soit Z une v.a. %-mesurable

positive, alors on a
E[Z(YE[X|Z]] = E[(ZY)E[X|Z]] = E[ZY X] (2.3.6)
par definition de ’espérance conditionnelle, on en déduit que

YE[X|%] = E[XY |2 (2.3.7)

]

Proposition 2.3.7. 5i By, By sont deux sous-tribus tels que B, C PBo, alors pour toute v.a.
X positive (ou L'), on a

EE[X|%.]|%,] = E[X|%]. (2.3.8)

Remarque 2.3.8. Si on est dans L?, L*(Q2, %,,P) C L*(Q), $,,P). Alors la proposition nous
dit que si on projette sur L?(2, %5, P) pius sur L*(), %;,P), c’est la méme chose que de
projetter sur L?(Q, %, P)

Démonstration. Cas positif : Si Z est positive et H-mesurable, alors Z est aussi H-

mesurable.
E[ZE[E[X|%]|%1]] = E[ZE[X|%,]] = E[ZX]. (2.3.9)

]

Théoréme 2.3.9. Si A, B> sont indépendantes, alors pour toute v.a. X positive PBo-

mesurable, on a

E[X|%,] = E[X]. (2.3.10)



2.3. VARIABLES ALEATOIRES POSITIVES 31

Réciproquement, si By, By sont des sous-tribus et si pour toute X positive et HBo-mesurable,

on a
E[X |4 ] = E[X]. (2.3.11)
Alors By, By sont indépendants.

Démonstration. D’abord pour toute Z positive et Z;-mesurable, on a
E[ZX] = E[Z]E[X] = E[ZE[X | %:]]. (2.3.12)

Donc E[X| = E[X|%,].

Ensuite, en particulier pour tout A € %A, 14 est positive et ABy-mesurable.

E[14| %] = E[14] = P(A). (2.3.13)

Si B e B, P(ANB) = E[luns] = E[Lalp] = E[E[14]%1]15] = E[P(A)15] = P(AE[1,] =
P(A)P(B).

Ceci implique %#;, %> sont indépendants.

O

Théoréme 2.3.10. Soient X v.a. a valeur dans E et Y wv.a. a valeur dans F. On suppose

que Y est B-mesurable et X est indépendant de A.

Alors pour toute fonction mesurable g : E X F — Ry, on a

Elg(X,Y)| 2] = / 9(z,Y)Px (dz) (2.3.14)

ot Py est la loi de X.

Remarque 2.3.11. On dit qu’une variable aléatoire X est déterministe s’il existe c € R, X = ¢

presque stirement.

Si Y est déterministe alors la variable aléatoire donnée par 2.3.14 est aussi déterministe. On

se rameéne au résultat précédent : on peut écrire E[g(X,Y)|%| = E[h(X)] pour une certaine
h.

Démonstration. On note ¢ : y — [ g(z,y)Px(dz). Soient Z > 0 Z-mesurable et Y %-

mesurable. On exige que X est indépendante de 4.
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E[g(X,V)Z] = / o(z, y)-P(dz, dy, d) (2.3.15)
_ / oz, 9)Px (d2)Py ) (dy, d=) (2.3.16)
:Z;&z(ég@wWyM@>PW@M%MJ (2.3.17)
_ /F PPy, (2.3.18)

(2.3.19)

Et ¢(y) est #B-mesurable donc ¢(Y') est 'espérance conditionnelle de g(X,Y") par rapport a
AB. O

2.4 Comment calculer les espérances conditionnelles ?

On a vu le cas discret et le cas des v.a. a densité.

On suppose que X a valeur dans R™ et Y a valeur dans R™. Soit (X,Y) a une densité

p: R™™ — R mesurable, positive et satisfait [g,.... p(z,y)dzdy = 1.

Alors X et Y ont une densité. La densité de Y et la fonction ¢ : R" — R, |y me p(z,y)dz.

Proposition 2.4.1. Pour toute fonction h : R™ — R mesurable, on a

p(x,Y)
q(Y)

E[h(X)|Y] = / h(z) dz (2.4.1)

qui est une variable aléatoire mesurable par rapport a o(Y') donc une fonction de Y.

Démonstration. On prend Z v.a. positive et o(Y)-mesurable, alors Z s’écrit comme une
fonction de Y par Z = g(Y) pour g : R — R,..
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BLZHX)] =ER(X)a)] = [ h@awi(e.g)dady (24
:/n (/m h(zx)p w,y)dx) 9(y)dy (2.4.3)

) a(¥)9(y)1g()>0dy (2.4.4)

y 1q(y)>0dy (2.4.5)
—E[g(Y)p(Y)] = E[Ze(Y)] (2.4.6)
fR" h(z)p(z,y)dx .
ou p(y) = 7 ol =0
0 sinon
Donc ¢(Y) = E[h(z)|Y].
O

Rappel 2.4.2. Dans le cas discret : (X,Y) v.a discrétes. Pour tout y, on peut définir la loi
conditionnelle de X par rapport a 'Y =y et l'espérance conditionnelle et l’espérance de la loi
conditionnelle : E[X|Y = y].

On va essayer de généraliser la notion de la los conditionnelle dans la cas non discret.

Définition 2.4.3. Soient (E, &), (F,.7) deux espace mesurable. On dit que v : £ X # —
[0, 1] est une probabilité de transition si elle vérifie :
— Pour tout x € F, la fonction # — [0,1), B +— v(z, B) est mesure de probabilité
(probabilité conditionnellement a x).
— Pour tout B € .Z, la fonction E — [0, 1], B — v(z, B) est &-mesurable.

Remarque 2.4.4. Cas précédent p(z,y), p: R" x R™ — R, pour x € R™ et v € #A(R"), la

fonction v(x, B) = [, p(x,y)dy vérifie ces conditions.

Proposition 2.4.5. Si h mesurable positive sur (F,.F), alors ¢ : x — [v(z,dy)h(y) est
une focntion mesurable positive sur E.

Si A est une mesure de probabilité sur (E,&), alors p: A € F — [ Ndx)v(x, A) est une

mesure de probabilité sur (F,.F).

Définition 2.4.6. Soient X v.a.sur (F, &) et Y v.a.sur (F,.#). On appelle loi conditionnelle
de Y sachant X une probabilité de transitive v telle que pour tout h : F' — R, .#-mesurable,
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on a
Eh(Y)[X] = / V(X dy)h(y). (2.4.7)
Remarque 2.4.7. L’espérance conditionnelle est en effet un espérance de la loi conditionnelle.
Unicité : Siv et v/ sont des lois conditionnelles. Pour tout A € .%, on a
v(X,A)=PY € AIX)=V(X,A) p.s. (2.4.8)
De méme, v(z,-) = v/(z,-) p.s.

Théoréme 2.4.8. Soient (E, &), (F,.F) deux espace métrique complet séparable, &, . F des

tribus boréliennes. Alors il existe une loi conditionnelle de Y sachant X.

2.5 Espérance condtionnelle pour les vecteurs gaussiens

Soit (X1, -, X,4) € R? vecteur aléatoire est gaussien si toute combinaison linéaire des X est
d
gaussienne : VA; - -+, Ag, > A\ X; soit une loi gaussienne.

=1
Si (X1, ,X,) est gaussien , (X;) € L2 Pour tout Y aléatoire dans R? et L2 E[Y (X1, -, Xq)]
est la projection orthogonale de Y sur le sous-espace vectoriel des variable aléatoire L? et

mesurable par rapport a o(Xy, -+, Xy).

Le sous-espace vectoriel est I’ensemble des variable aléatoire de la forme h(Xy,- -, X,) ou h

est mesurable.

En fait, on va voir que cette projection orthogonale est la projetcion orthogonale sur I’espace

vectoriel engendré par (Xi,---, Xy), alors c’est un espace de dimension finie.

Proposition 2.5.1. Soit (X1, -+, X, Y1, -+, Y,) un vecteur gaussien dans R™".

Alors (X1, , X)) et (Y1,---,Y,,) sont des vecteurs gaussiens et ils sont indépendants si et

seulement si Vi € [1,m], ¥j € [1,n] on a cov(X;,Y;) = 0.

Remarque 2.5.2. C’est toujours vrai que 'indépendance implique le covariance nulle. Et on
sait que si deux vecteurs gaussiens sont de covariance nulle, alors ils sont indépendants. Mais

on ne peut pas obtenir 'indépendance de la covariance nulle.
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Démonstration. Pour ) la matrice de la forme quadratique associée au vecteur gaussien, on

a

1
]E[exp(z < €7X17 to 7Xm7 )/17 to 7Yn >] = eXp(§t£Q€>
Par Q; ; = cov(Z;, Z;), si Z est un vecteur gaussien de covariance nulle, on réécrit

QE= D G&eov(Xy, Xi) + Y | &G cov(Yi, V).

k=1 k=1
Alors
Elexp(i < & X1, -+, Xon, Y1, -+, Y, >] = Elexp( zin: &X;)E [exp(z'iiji)]
- :
= Elexp(i < &M, X;,--- . X ]E][exp(z <&@ vy, Y, >

ou E(l) = (fla T 7£m)7 5(2) = (57 o 7§m)

Par la propriété des transformé de Fourier des v.a., on en déduit que (X, -, X,,) indépen-
dant de (Y;,---,Y,).

O

Théoréme 2.5.3. Soit (X,Y1, - ,Y,) vecteur gaussien centré (i.e. E[X] = 0, E[Y;] = 0,
Vi). Alors E[X|Y7,---,Y,] est la projection orthogonale sur l’espace vectoriel engendré par
Yy, Y,

C’est-a-dire qu’il existe Ay, -+, A\, t.q. E[X|Y1,---,Y,] = >\,
i=1

Plus généralement, pour toute fonction mesurable h : R — R,

E[R(X)|Vs, - Y] = Ah(m)Lexp(—%)dx.

oV 21 20
avec 0% = E[(X — Y \Y;)?] : carré de la distance de X a sa projection orthogonale.
Démonstration. On suppose que X non mesurable par rapport a (Y7, --,Y,). Soit X =

> A\Y; la projection orthogonale de X sur 'espace vectoriel engendré par les ;.

Par (X — X) LY}, cov(X — X,Y;) = E[(X — X)Yj] = 0. Donc (X — X,Y;,---,Y,) est une
vecteur gaussien et (X — X) est indépendant de (Y7, --- ,Y;,).
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Donc
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E[X|V;, .Y, =E[X — X|Vq, -, Y, | +E[X|V;, -, Y,]
=E[X — X|Yy, -, Y] + X
= E[X — X]+X
—

=0

Ensuite, soit Z = X — X, alors Z ~ 4(0,0?) et Z indépendante de (Yi,---,Y,,).

Alors

E[h(X)|Y1, -, Y,] = E[M(X + Z)|Y1,--- Y]

/ WX 4 2)P4(dz)



Chapitre 3

Martingale

3.1 Définitions et exemples

En francais, le mot "martingale" n’a pas le méme sens en mathématiques et dans le langage

courant.

Dans le langage courant, on parle de "martingale" par une méthode de jeu pour quelqu’un

qui joue au casino.
En mathématiques, une martingale est la quantité d’argent que posséde le joueur.

Soit X une variable aléatoire, et .% une tribu

Définition 3.1.1. Soit (2, .%,P) espace de probabilité. On appelle filtration une suite crois-
sante de sous tribus de .Z : (%) t.q. HyC F C--- C F, C -+ CZF.

Exemples 3.1.2. Soit X, --, X, variable aléatoire, %, = o(X;,7 < n). Alors %, C
<g\n-i-l = U(ﬁna Xn+1)-

Soit € = [0.1], P une mesure uniforme, .% une tribu borélienne est définie par o ([, ’;r—nl], 0<
i<on—1).

Définition 3.1.3. Une processus a temps discret (X, ),> est une suite de variable aléatoire.

Une processus & temps continue (X, ),cr, est une famille de variable aléatoire indexée par

R, .(Exemple : monvement Brownien)

Définition 3.1.4. Un processus (X,,) est adapté a la filtration (.%,,) si V& X,, est mesurable

par rapport a .%,,.

37
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Définition 3.1.5. Soit (X,,),>0 un processus adapté a une filtration (#,). On suppose que

pour tout n, E[|X,|] < co. (X,,) est une martingale par rapport a .%, si pour tout n, on a

E[X,11]|%n] = Xa.

Remarque 3.1.6. Assez souvent, %, = o(X;,i < n), B[ X, 1| X1, -, X,] = X,

Définition 3.1.7. Sur-martingale si E[X,,11|.%,] < X,..
Sous-martingale si E[X,,,1]|- %] > X,,.

En anglais, martinagle, supermartingale, submartingale.

Exemple 3.1.8. Si (Y;) suitede v.a.1.id,E[Y;] =0. X,, = Y1+ - +Y,, Z, =0(Xy, -+, X)) =
o(Y1, -+ ,Y,). Alors (X,,) est une martingale par rapport a .%,.

E[XnJrl‘yn] = E[Xn + Yn+1|'jozn] E[Xn’yn] + E[Yn+1|'gzn]

Y, 11 est indépendante de Y7, --- Y, dans indépendante de .%,,, donc

E[Yn+1"g\n] = E[YnJrl] =0.

On a un joueur qui joue au casino. Au temps n, il joue et son gain est Y,. La qualité

Y1+ ---+Y, = X, est la qualité d’argent du joueur au temps n.

Remarque 3.1.9. Par E[X, 1] = E[E[X,11]|Z]] = E[X,] = E[X,], en moyenne, on ne gagne

rien au casino si le jeu est équitable(E[Y;] = 0).

Exemple 3.1.10 (Processus de Branchement). Idée : on modélise 1'évaluation d’une popu-
lation.

Soit (Z,)n>0 processus. Pour tout n, Z, est le nombre d’'individus a la n-iéme génération.
On considére des variables aléatoires (X,(Zk)) i.i.d, a valeur dans N et L.

Soit (XT(Lk)) représente le nomrbe d’enfants du n-iéme individu & la génération k.



3.1. DEFINITIONS ET EXEMPLES 39
Alors

Zy=1
Zy=x
Zo=XM 4+ XM x Y

Zra = X 4 X 4 X

n

Processus de Caltron-Watson : Galtron s’intéresait aux noms de famille, transmis par les
hommes. Si Z; = 0 alors Z,11 = 0, Z, = 0, k > n la population s’éteint (Z,,) processus,
g\n:O'(Zl,"' 7Zn)-

E[Zn1| %) = EIXM + X 4 4 XP|.7,]

=ED  XP i<z,
k=1

T

Par le lemme de convergence monotone

On sait que .%,, = (21, -+ , Z,) pour tout i, Z; est une fontion des X,giil). Danso(Zy,--- ,Z,) C
O(XT(Li),i <n-—1).

Pour tout k, Xflk) est indépendant des (XJ@), 1<n-—1,de O'(X](-i),i <n-—1).

Ceci implique que X\* indépendant de .Z,, alors JE[X,S’“H%L] = ]E[Xflk)] = m. Ici m est le

nombre moyen d’enfants.

Alors

> Lz EIXP|IZ) =m)  lLicz, = mZy = E[Zy|F).
k=1 k=1

Pour m > 1, (Z,) est une sous-martingale. Pour m < 1, (Z,,) est une sur-martingale. Pour
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m = 1,(Z,) est une martingale.

Si la loi de Xl(l) n’est pas d; et si m = 1 alors p.s il existe n, Z, = 0. (résultat énoncé par

Galtron, démonstration fausse. Watson a donnée une démonstration juste.)

Définition 3.1.11. Soit (H,,),>1 processus est previsible par rapport a une filtration (.%#,),>0

si Vn, H,, borné et %, _;-mesurable.
Proposition 3.1.12. Soit (X,,) processus adapté, (H,) prévisible. On pose (H.X)y = 0 et
n Z 1, (HX)n = H1<X1 — Xo) + HQ(XQ — Xl) + -4 Hn(Xn — Xn—l)- Alors

1. Si (X,) est une martingale, alors (H.X),, est également une martingale.

2. Si X,, est une sous-martingale et si H, > 0 p.s. pour tout n > 1. Alors (H.X), est

également une sous-martingale.

Idée : H est la quantité d’argent misée au casino au temps n par un joueur .

On dit H est prévisible : le joueur décide de la quantité d’argent misée au temps n sachant ce
qui s’est passé jusqu'a temps n — 1, mais sans savais ce qui se passe un temps n. Le quantité

d’argent gagnée au temps n égale le qualité d’argent misée.

Démonstration. Soit H, bornées, (X,) € L', alors pour tout n, on a (H.X), € L'.
Car (H,) est prévisible et (X,,) adapté, alors (H.X), adapté. Alors on a E[(H.X),1|%,] =
E[(H.X)n 4+ Hns1 (X1 — Xo)|Z0] = (H X))y + Hy 1 E[( Xy — X0)| %] = (H.X),.

O

o

Rappel 3.1.13. Une martingale par rapport a la filtration %, est une suite de v.a. M, dans
L' telle que pour tout n, E[M, 1|.%,] = M,.

On utilise beaucoup de vocabulaire des jeux de hasard. Voir Mme Cleays si vous avez des

difficultés avec ce vocabulaire.

Si (H,,) prévisible, alors (H.X), est une martingale.

Exemple 3.1.14. Soient Yy, -, Y, -+ iid. et E[Y;] =0. Alorsona X,, =Y, +---+Y,, est

une martingale.

. . . +1 pile L
Si on joue a pile ou face, soit Y, = ,deplusonaP(Y; =1) =P(Y1 = —1) = 3.
—1 face

1 s Xn—l 2 0

Alors on prend H, = .
2 si X,.1<0
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Evidement on sait que H,, est prévisible par bornée et mesurable par rapport a .#,,_1.
(HX)p1+Y, siX,1>0

(HX)po1 +2Y, si Xy, <0

Alors on vérifie que E[(H.X),|-%,] = (H.X)n-1.

Par définitions, on a (H.X), =

1 s1Y,=1
0 si¥,=-1
Alors H,, n’est pas prévisible car il est mesurable par rapport & .%,, mais pas a .%,_1. On a

(HX)na +Y, siV,=1 ) ,
(H.X), = . De plus E[(H.X),|.#,] = (H.X)p—1+75. Cest-a-dire
(H.X)n siY, =0

que (H.X), n’est pas une martingale.

Exemple 3.1.15. On définit X,,,Y,, comme ci-dessus et on prend H, =

Proposition 3.1.16. Soient (X,,) une processus adapté, ¢ : R — R, convexe, telle que
E[p(X,)] < 0. Alors on a

1. Si (X,,) est une martingale alors o(X,,) est une sous-martingale.

2. Si(X,) est une sous-martingale et p est croissant alors p(X,,) est une sous-martingale.
Démonstration. Par I'inégalité de Jenson pour l'espérance conditionnelle, on a
Elo(Xn)|-Fn] 2 @(BIXn|Fna]) = o(Xna).
Par ¢ est croissant et X,, < E[X,,1|.%,], on a

Elp(Xns1)|Fn] = @(B[Xnia|F0]) = 0(Xn)

3.2 Temps d’arrét

Idée : Un joueur joue au casino et décide de s’arréter & un certain moment. (noter de temps
d’arrét )

Définition 3.2.1. Soit (.%,) une filtration, on dit que une v.a. 7 : Q — NN {400} = N est

un temps d’arrét de la filtration .%, si pour tout n € N on a

{T' =n} C Z,.
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L’ensemble {T" = n} est I'événement "on s’arréte au temps n". Cet événement dépend de la

qualité d’information qu’on a au temps n, cette quantité d’informations est données par .#,,.

Exemples 3.2.2. 1. k € N, si pour tout w € Q, T'(w) = k. T est un temps d’arrét. Pour
tout n, {T'=n} = Q ou () qui appartient a .%, par définitions d’une tribu.

2. Temps d’arrét : (Y;,) processus adapté a valeurs dans R?. Si B est un borélien contenu
dans R?. On définit 75 = inf{n, Y, € B} est un temps d’arrét.

Exemple 3.2.3 (Contre exemple). Derniére temps de suite (Y,,) processus adapté a (%), a
valeurs dans R?, B borélien de R:. Tp = sup{n, Y, € B,Y, & B}.

Alors on a

{Tg=n}={Y, 1€ B,Y, ¢ B,Ym >n,onn’apas Y, € B,Y,,; € B}
={Y,.1€B,Y,e Bin{Vm >n,onn'apas Y, € B,Y,,;1 € B}.

On décide de s’arréter en croissant le passé mais pas en connaissant le futur.

Proposition 3.2.4. 1. Si S, T sont des temps d’arrét, alors SNVT, SNT sont des temps
d’arrét.(SVT =sup(S,T) et SAT =inf(S,T) )

2. Si (T,,) est une suite de temps d’arrét. Alors inf(T,,),sup(T,), limsup(7,), liminf(7},)

sont des temps d’arrét.
Démonstration. On voit que

{SAT <n}={S<n}U{T <n} ez,
{SvT <n}={S<n}n{T' <n}eZ,

Donc SVT,SANT € #,.

Par {inf(7,,) <n} = Ngen{T < n} et les formules triviales, on a pariellement les autres sont

des temps d’arrét. O

Définition 3.2.5. Soit 7" un temps d’arrét pour (%,). La tribu du passé jusqu’a 'instant T

est
Fr={Aec FVne NJAN{T =n} € Z,}.

Proposition 3.2.6. Si S et T deux temps d’arrét, et si S <T. Alors g C Fr.
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Démonstration. Pour A € g, alors Vn € N, on a

AN{T =n} = J(AN{S=k}n{T =n}) € £,

k<n

Donc on a A € %r. O

Exemple 3.2.7. Soit (Y,,) une processus adapté par rapport a .%,, a valeurs dans R?, B boré-
lien de R%. Comme précedent, on défini T = inf{n, Y, € B} et A un événement {In,Y,, € B}.
Alors A€ Fr, : AN{T =n} ={Yo € A,--- Yo 1 €AY, A} ={T =n} € Z,.

Proposition 3.2.8. Soit (Y,,) adapté par rapport a F, et T un temps d’arrét par rapport

. Alors la variable aléatoire 1ip.oo) YT definie par

1{T<oo}YT(W) =0 St T(w)
Lt} Yr(w) =Y,  si T(w)

©.¢)
1{T<oo}YVT =

n

est mesurable par rapport o Fr.

Démonstration. Soit B borélien, n € N. Alors pour tout n, on a
{1{T<oo}YT € B} N {T = n} = {Yn € B} N {T = n} S
O

Théoréme 3.2.9. Soit (X,,) une martigale adaptée o %, et T un temps d’arrét de la .F,.

Alors (X7an)nen est une martingale. En particulier, si le temps T est borné alors X € L'

et E[X7] = E[X].

Idée: Si (X,,) est la quantité d’argent d’un joueur au casino et si T est le temps ou le joueur

décide de s’arréter. On définit

X, SiT > n(le joueur joue encore au temps n)
XT/\n =

Xr Si T < n(le joueur a arrété de jouer au temps n)

Alors (Xran) est une martingale et E[X7| = E[X(] : en moyennne, le joueur n’a pas gagné

d’argent au moment ou il s’arréte.
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Démonstration. Pour tout n, on a vu que T'An est un temps d’arrét. Pour n > 1, on définit
H, = 1y7>py = 1= 1jr<n—13. C’est une processus prévisible parce que 1y7<,_1} est mesurable

par rapport a .%#,,_1, ce qui implique que H,, mesurable par rapport & %, _;.

La proposition 3.1.12 nous dit que (Xo+ (H.X),)n>0 est une martingale. D’ailleurs on trouve

que Xo + (H.X),, = X7n, ceci conclut le démonstration.

De plus si T est borné, il existe N € N,T' < N p.s., alors E[X7] = E[ X1, = E[X)].

Application 3.2.10 (Risque de ruine du joueur). Un joueur joue au casino, au début sa

fortune est Xy = m. Soit (Y,) une suite de v.a. iid. et P(Y; =1) =P(Y; = —1) = 1.

La fortune du joueur au temps n est Xg+Y; +---+Y,, = X,,. Alors X, est une martingale.

Le joueur décide de s’arréter quand sa fortune atteint un valeur N. D’ailleurs, il faut s’arréter
dans le temps ot il est ruiné parce qu’il n’a plus d’argent et il ne peut plus jouer.. Donc on
pose B = [N, +00) et B’ = [—00,0]. Alors Tj est le temps d’arrét dans B et T est le temps

d’arrét dans B’.

Soit T'=Tg A Tg = Tgr temps d’arrét dans B” = (—o0,0] U [N, 00), premier temps ol soit

le joueur est ruiné, soit il a N dollars.

N siTg<Tp < T =1Tg
Xr =
0 st Tg <Tp < T =T

On peut trouver que la risque de ruine est exactement P(Xp = 0).
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M

Par X, = Xo+Y1+Y2+---+Y,, on a vu proposition précédente que limsup(Y;+---+Y,,) =
+00 p.s., cest-a-dire que T < co. De méme, liminf(Y; +--- +Y,) = —o0 p.s., c’est-a-dire

que T < 00.
Doncona T =T ANTg < +00 p.s..

Par le théoréme 3.2.9, (Xr,,) est une martingale. Alors, on pose M, = Xr,,. Pour tout

K €N, E[Mg] = E[M] = E[X,].
Pour le temps K, on distingue trois cas :

— Soit T'< K, T = Ty, maintenant le joueur a atteint un valeur N : Xppg = N.
— Soit T'< K, T = Tg, ici il n’a plus d’argent : Xy x = 0.
— Soit T > K.

Donc on obtient 1’égalité suivante

E[Xo] = E[Mk] = E[Mg(1ir<r =1y} + Lr<rr=r,3 + L{r>K})]
— NP(T < K,T =Tg) +0-P(T < K,T = Tp) + E[My1psx].

Sur I'événement {T"> K}, 1 < M < N — 1. Donc

1-P(T > K) < E[MgLirsry] < (N —1)-P(T > K) (3.2.1)

Comme T < oo p.s.,, on a P(T" > K) — 0 quand K — oo. D’aprés 3.2.1, on sait que

E[Mylrsx] 2225 0.
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Donc
K—oo

E[Xo] = NP(T < K,T = Tg) + E[Mylrsx] = P(T = Tg).

Ceci conclut que
m
P(T =1Tg) = N

On obtient la risque de ruine est P(X7 =0) = P(I' =Tp) = 1 — %

C’est 'application la plus classique au théoréme d’arrét pour les martingales. Ce n’est pas

une application immeédiate car T n’est pas borné.

Remarque 3.2.11. Si Tp =temps d’arrét dans [N, 00) est un temps d’arrét, fini p.s. Ensuite

on a (Xy,an) est une martingale.

Finalement on a X7, = N # E[X] = m. Mais on ne peut pas appliquer la deuxiéme partie

du théoréme d’arrét ici car T n’est pas borné.

On rappelle que si T' est un temps d’arrét, M martingale, alors (Mrx,) est une martingale.
De plus si T est borné, on a E(My) = E(M,).

3.3 Convergence presque siire des martingales

Théoréme 3.3.1. Si (M,,) est une martingale positive (i.e. ¥n, M, > 0, p.s.) Alors M,
converge presque stirement : p.s. AM,, M, — M.

Cas des martingales bornés dans L?

On va montrer d’abord que pour (M, ) martingales telle que Vn, E(M?) < oo et sup E(M?) <

o0, le théoréme est vrai.

Proposition 3.3.2. Soit A, = M, — M,. Alors les variables aléatoires A, sont dans L?
et sont orthogonales : Ym # n, E(A,,A,) = 0.

Remarque 3.3.3. On a E(A,41) = E(M,+1) — E(M,,)=0.
Démonstration. Notons que

E(A7 ) = E(Mut1 = Ma)?) = E(E((Myt1 — Ma)?*|F2))

< E(M2,,) + E(M2) + 2E(| M, 11 M, ) < .
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Donc A, 1 € L?. Ensuite, si m < n,

En notant que si m < n, X,,;1 — X,, est %, —mesurable, donc
E(ALA,) = E((XmH — X)) E(Xpy1 — Xn\ﬁn)) = 0.

(Car E(X,41 — X,|#,) =0.) O

Par conséquence, si m < n,
Mn: (Mn_Mn—1)++(Mm+1_Mm)+Mm:An—1++Am+Mma

E(My) =E(A; ) + -+ E(4;) + E(My,) > E(M,,).

donc E(M?) est une suite croissante. L’hypothése M, bornée dans L? est équivalent a

E(M?) — L pour quelque L < oo.

Soient maintenant p < ¢ € Q, on note N, ,(n) le nombre de montées de l'intervalle [p, ¢]

avant I'instant n. Soient
S1 = inf{m, M,, < p}, Ty =inf{m > S;, M,, > q},
Sgr1 = inf{m > Ty, M, < p}, Tpy1 = inf{m > Sk, M,, > q}.
Alors N, 4(n) = max{k, T} < n}.

Idée : & chaque montée, on augmente le carrée de la norme L? de (M,,). Ce carrée de la norme

est bornée donc le nombre de montées est borné :
E(Npq(n)(p — q)°) SEM?) =E((A1 + -+ A,)?) =E(A] + - + A2).

D’autre part,
Vk, E((Mg, — Ms,)?) > (¢ - p)*.

Donc sur I’événenment {N,, , = k},

E(My) > E((Mz, — Ms,)*) + - + E(Mg, — Ms,)*) > k(p — 0)*.
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M
montée
montée
/R
R T T R EEEEEEEEEES q
Sh // Sa
) S A O Ty ph
Ainsi
E(M, ZE (M? o LN ()=k}) = Z q—p)*P(N,,(n) = k) = (p — ¢)*E(N,4(n)).
k=1 k=1

Comme N, ,(n) est une suite croissante et Vn, E(N,,(n)) < ﬁ. Alors P(N,4(n) — o0) =
0, cela implique le nombre de montées de [p, ¢] est fini p.s. C’est a dire M,, ne traverse pas

I'intervalle [p, ¢] pour n assez grand.

Alors le nombre de montées de [p, ¢ est fini sauf sur §2,,,, avec P(Q,,) = 0. Soit Q' = |J Q.
P,q€Q
on a P(2') = 0. Le nombre de montées de tout intervalle de la forme [p.q|, p < ¢, p,q € Q,

est fini sauf sur 2. On peut montrer la méme chose pour les descentes. Donc p.s. Vp,q € Q,
(M,,) ne traverse [p, ¢] quun nombre fini de fois. Donc p.s., (M,,) converge. (Ici on utilise la
propriété en analyse : (U,,) converge s.s.i. Vp,q € Q, U, traverse [p.q] un nombre fini de fois.)

Cela démontre le théoréme.
Cas général

Pour montrer le cas général : on conclut par la méme idée de prouver qu’on traverse [p, ¢|] un

nombre fini de fois. On peut montrer

E(Npq(n)(qg —p)) <E(M, —p)" — (Mo —p)"),
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avec la notion z* = sup{z,0}, puis on utilise une démonstration analogue (P170-172, Le
Gall).

3.4 Application : extinction des processus de Galton-Watson

critiques

Processus de Galton-Watson : C’est un processus qui modélise 1’évolution d’une population
ou chaque individu a un nombre aléatoire d’enfants suivant une loi u, indépendamment des

autres individus. Soit Z,, le nombre d’individus a la génération n, on a

Zppr = XD g x Y

Si Z = 0, alors Z,, = 0, Vn > k. Si le nombre moyen d’enfants est E(Z;) = m, on sait que
(WZT:;) est une martingale. On a énoncé le fait que quand m = 1 (resp. m > 1, resp. m < 1),

c’est un processus critique (resp. surcritique, resp. sous-critique).

Théoréme 3.4.1. Sim < 1 et si P(Z; = 1) # 1, alors p.s. le processus s’éteint : In >
1, Z, = 0.

Démonstration. Soit m = 1, Z, est une martingale positive, alors avec probabilité 1, elle

converge vers Z,, qui est une variable aléatoire. Comme (Z,) a valeurs dans N,
Z, converge <— dl €N, AN, Vn> N, Z, =1.

Soit [ € N, I > 1, soit N € N, on peut vérifier que P(Vn > N, Z, =) = 0 en notant que
P(Zyy1 = l|Z, = 1) < 1. Soit maintenant que  y = {Vn > N, Z, =1}, alors P(; y) = 0.
Posons

o= {J [Jy=PO)=0,

I>1,leN NeN
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mais comme la suite est converge p.s. avec probabilité 1, il existe [, N t.q. Vn > N, Z, =1

donc p.s. [ = 0, donc le processus s’éteint p.s.. O

Remarque 3.4.2. La convergence est une convergence p.s., pas dans L'. Car E(Z,) = 1,
Zoo =0 ps. E(Zy) =0+#E(Z)).

Retour sur la marche aléatoire simple : X, = Xo+Y; +--- +Y,, ot les (Y;) sont i.i.d.
1

PY1=1)=PY,=-1) = 5

Alors (X,,) est une martingale et T = Ty = inf{n, X,, = 0} est temps d’arrét. Donc si Xy > 0,

M, = Xr,, est une martingale positive. Si M,, = 0, alors Vm > n, M,, = 0.

D’ailleurs on sait que M,, converge p.s. or (M,) a des valeurs entiéres et P(M,, = M, 1, =

[)=0sil>1, donc M, ne peut étre stationnaire qu’en 0, donc p.s. M,, — 0 et p.s. T < o0.

Remarque 3.4.3. On avait montré que T' < oo p.s. en utilisant une loi de 0-1 de Kolmogorov.
Le théoreme de convergence des martingales donne une autre preuve de fait que 7' < oo p.s.
Ici on n’a pas convergence dans L' puisque My = Xy > 0 et M, = 0 p.s. donc E(M,) #

E(M,,) = 0. Mais dans certain cas, on a bien la convergence dans L.

Théoréme 3.4.4. Soit (X,,) martingale, alors les deux assertions sont équivalentes :

1. (X,,) converge p.s. et dans L.
2. il existe une variable aléatoire Z € L'(Q), F,P) telle que ¥n, X,, = E(Z|.%,).

Dans ce cas, Z = X p.s. et on dit que (X,,) est une martingale fermée.

Démonstration. (1) = (2) : si m > n, X, = E(X,,|.%,). Or application Y — E(Y|.%#,)
est une contraction dans L' : E|Y| > E|E(Y|.%,)|. Dans 'équation X,, = E(X,,|.%,), posons
m — 00, on a X, = E(X|%#,).

(2) = (1) : Dans ce cas X,, est bornée dans L'. On a montré que les martingales positive
positives convergent p.s. On montre de méme que les sous-martingales positives convergent
p.s. , puis que les sous-martingales bornées dans L' convergent p.s. Et puis notons que
Xt =inf(X,,0) converge p.s. et X,, — X, converge p.s. cela implique X converge p.s. vers
Xoo-

Si Z est bornée : Jk, |Z| < k p.s. alors |X,| < k p.s. et par le théoréme de convergence

dominées, X,, converge vers X, dans L.
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Si Z n’est pas bornée : soit € > 0 et soit M t.q. E(Z1yz>m)) < €, on a

vn, E(Xn - E(Zl{\ZEM}I%)) = E<Z(1 - 1{\2\9}))%) <e
donc (E(Z1gz1<my|%n))n>0 est une martingale bornée, d’out la convergence p.s. et dans L' :

3o, ¥m,n 2 no, BE(Z1z1200| %) — E(Z1z12m|F0)| < e

On en déduit que E(|X,, — X,|) < 3e. Donc (X,,) est une suite de Cauchy dans L' et comme
L' est compact, (X,,) converge dans L. O

Corollaire 3.4.5. Soit Z € L'(Q, #,P), X, = E(Z|.%,) est une martingale qui converge
p.s. et dans L' vers B(Z|.Z ) ou Fs est la tribu engendrée par les %, : la plus petite tribu

contenant toutes les F,,.

Démonstration. Dans le théoréme précédent, on a montré la convergence p.s. et dans L! vers
Xoo- I faut montrer X, = E(Z|Z.). Pour tout n, X,, est .%,—mesurable et X, 2% X,
donc X, est F—mesurable. Si A € .%,,, E(Z1,) = E(X,14) = E(X.14). Par le théoréme
de classe monotone : c¢’est vrai pour tout A qui est dans la tribu engendré par les .%,,, donc

Xoo = E(Z|F ). O

Exemple 3.4.6. Soit 2 = [0, 1], .# la tribu borélienne et P la mesure de Lebesgue. Soient

une mesure absolument continue par rapport a P, X la variable aléatoire de loi u, soient

_—
%_a([;—n,l; I ng’gz”—l), M, = E(X|Z,).

Alors M, converge p.s. et dans L' vers M. i.e. x € Q = [0, 1], M, () converge vers M, (x)
p.s. Ici %, = %, et par la corollaire, M., = X p.s. Donc VA € % :

() = [ M@a@)ds = [ Moy,

M, est la densité de Radon-Nikodym de p.
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3.5 Urne de Pélya

On a une urne avec des boules noires ou rouges. Au temps 0, il y en a une boule noire et une

boule rouge. Au temps 1, on tire au hasard une boule dans I'urne avec la probabilité
) 1
P(boule rouge) = P(boule noire) = 3"

Ensuite on remet la boule dans I'urne et on ajoute un boule de la méme couleur.

® ®
®
® ® o
n =70 n=1 n=1
(si on a tiré une boule rouge) (si on a tiré une boule noire)

Au temps n+ 1 : on tire une boule au hasard, on la remet dans I'urne et on ajoute une boule
de la méme couleur. Soit R, le nombre de boules rouges au temps n. Donc Ry = 1 et au

temps n, on a n + 2 boules. Au temps n+ 1, on a

R,
n+2

P(tirer une boule rouge) =

Ry

or5. Et supposons 7, =

Soit M,, la proportion de boules rouges au temps n : M, =
o(My,---, M,), alors .%, est une filtration.

Théoréme 3.5.1. M,, est une martingale par rapport a F,.

Démonstration. Soit A, 41 'événement { on a tiré une boule rouge au temps n + 1 }, alors

E(Mn-&-l’yn) = E(Mn+l<1An+1 + 1,0 )|ﬁn)a

n+1

et
R, +1 R, +1
E(My 114 | %) =E 14 %) = E(1a, .| %n
( +1 An+1‘ ) ( n+3 An+ ’ ) n+3 ( An+ | )
R, +1 R,+1 R,
= P(A,.1|%,) = . .
paEa +11Fn) n+3 n+?2
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Comme Yk, P(A,1|R, = k) = -% on calcule

2
R R,+1 R R
]EMn O\n _ n_. n 1 — n n
(M1 70) n+2 n+3 + n+2)n—|—3
R, Ru(n+3) R,
— R,+14+n+2—-R,) = = = M,.
(n+2)(n+3)( " ) (n+2)(n+3) n+2

]

Par conséquence, comme M, est positive, elle converge p.s. De plus, M,, € [0, 1] est bornée.
D’aprés le théoréme de convergence dominée, M, converge dans L'. Soit M., la limite de

M,,, M, est une variable aléatoire.

Théoréme 3.5.2. 1. ¥n >0, R, est uniformément distribuée dans {1,--- ,n+ 1}.

2. My est uniformément distribuée sur [0, 1].

Démonstration. 1. On fait la démonstration par récurrence : c’est vrai pour n = 0. Si

c’est vrai pour n, on calcule P(R, 1y = k) pour k € {1,--- ,n+2}. Sik=1,

1 1 1

P(R,y1=1)=P(R,=1¢et tiré boul ire) = 1— = :
(Rps1=1) ( et on a tiré une boule noire) n—i—l( n—|—2) ——

Sik>2,

P(R,+1 = k) =P(R,, = k et on a tiré une boule noire)

+ P(R, =k — 1 et on a tiré une boule rouge)
1 k 1 k-1 1

- 1— : - .
n—l—l( n+2)+n+1 n+2 n+2
2. On sait que M,, = nR—& est uniformément distribué sur {n+r2, e ,Z—I;} Siz e |0,1],
on a )
]}D(Mngm):M nooo

n+ 2
Donc M,, converge en loi vers la loi uniforme sur [0, 1]. Donc si M,, converge vers M,

p.s., My suit la loi uniforme sur [0, 1].

]

Remarque 3.5.3. On peut prendre pour n = 0 une autre répartition des boules noires et

Ry
n+B

bornée donc elle converge p.s. vers M, mais M, ne suis pas la loi uniforme sur [0, 1].

rouges. est une martingale, avec B le nombre de boules a n = 0. Cette martingale est
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Comme (M,,) est bornée, elle est bornée dans L” pour p > 1. En particulier, on peut esti-
mer la variation quadratique de (M,,). D’abord on calcule E((M, 1 — M,)?|.%,). Soit A,

I'événement { on a tiré une boule rouge }, alors

IE:<(A]\In-‘r1 A4ﬁ) 1An+1|0ﬁn> _‘HE< n+3 A4ﬁ) 1An+J°%n>
_ (ﬂ/+-2)ﬂ4ﬁ +‘1 2 a
_ ((n+2)Mn+1 Y, )2M
n _'_ 3 n mn-
Et
n+ 2)M,,
B~ Mg, 120 = B2y 1)
M? M?
(n+3)? (A1l Fn) (n—|—3)2< )
Donc
M, M, (1 — M,
]E((Mn—l—l — Mn)2|9n) = (n n 3)2(Mn(]- - Mn) + (Mn - 1)2) = (72 + 3)2 )
Alors )
B((Mnir = Ma)) = E(E((Mair = Ma)*:50) < 5

Comme les (M, 1 — M,,) sont des variables aléatoires orthogonales, on conclut que

1
n+2

B(M = M,)%) = Y By = M €3 s <

k>n k>n

On va ensuite montrer que (M,,) est fermée, i.e. il existe Z variable aléatoire t.q. M, =

Soient maintenant V' la variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur [0, 1], (U,,),>1 variables
aléatoires i.i.d. uniformes sur [0, 1], indépendantes de V. Soit X,, = 14,<y}. On va voir que

(Xn)n>1 & la méme loi que (14, )n>1-

Idée : si on a beaucoup de X; (i < n) qui valent 1 : alors on a beaucoup de U; <V (i < n).
On peut en déduire que V est proche de 1, et donc U,;; a une grande probabilité d’étre

inférieure & V', donc X,, 1 a une grande probabilité de valoir 1.
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On veut calcule

P(Xn+1 = 1|X1 = €1, " ,Xn = Gn) =

ou les ¢; valent O ou 1. Si V' = x,

donc P(X; =€) = 2 (1 — x)' 7 et

1 n 1
]P)(Xl — 61’ “ e ’Xn — E’I’L) et / erl(]. _ I)l—EidzC — / xSn(l _ x)n—Sndm’
0 =1 0

ou S, =z1+- -+,

Proposition 3.5.4. Soient k,l € N, on a

1 kLI
kl_ ld - v
/Ox( z)dz k+i+1)

Remarque 3.5.5. On peut faire une démonstration par récurrence. En prenant k, [ réels > —1,

on obtient la fonction béta B qui a des relations avec la fonction T'.

Revenons a la calcul, on obtient

L Sat1(] _ £)n—Snyg
P(X”H:lle:elv"'7Xn:€n):f0f (1—2x) T
fO xSn(l — x)n—Sndx
(Sp+ 1Dl (n —S,)! (n+1)! S, +1

(n+2)! Sl (n—S)  n+2’

R, 1+ Yo A
n+2 n -+ 2

P(An+1|yn) =

par l'urne de Polya. On en déduit que la suite (X,) a méme loi que la suite 14,. Donc

( Sn+1
n+2

A ~ o Sutl N
Jn>1 @ méme loi que (M,). Soit 525 converge p.s. vers T', out

Sp =l <vy + -+ L, <vy

Sn+1

Par la loi des grandes nombres : pour V fixé, 22 converge p.s. vers V, donc
n n+2

converge
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p.s. vers V. Donc pour y € [0, 1],

Y ,.Sn 1— nfSnd
P(V<ylXi=e, - Xp=¢€)= f01w 1-2) -
Jo @5 (1 —z)n—Sndx

:(/Oy 29 (1 — x)”’S”dx) : % .

Si on dérive par rapport a y, on trouve que la loi conditionnelle de V' sachant (Xi,---, X,)
admet une densité qui est
.. (n+1)!
v (=) ey
Spl(n — Sp)!

(L’espérance conditionnelle est I’espérance pour la loi conditionnelle), donc

1
T\ _ Sui1ones,  (n41)!
S+ D =S (n+1)! —S"+1—M
B (n+2)! Sln—8,)! n+2 7

Donc M, = E(V|.%,), M, est une martingale fermée.

Remarque 3.5.6. On peut généraliser I'urne de Polya : par exemple quand on tire une boule
rouge, on ajoute a boules rouges, b boules noires et quand on tire une boule noire, on ajoute
¢ boules rouges et d boules noires. En général on peut trouver une suite (¢,) telle que ¢, R,
est une martingale positive. ( R, est le nombre de boules rouges ) La martingale converge

p.s. vers M. La loi de M., n’est pas uniforme en général.

3.6 Marches aléatoires et martingales exponentielles

Soient X1, -, X, - des variables aléatoires i.i.d. & valeurs dans R et dans L. On suppose

que E(X;) =m, posons Y,, = X,, —met S, =Y +---+Y,, alors S,, est une martingale.

On suppose qu’il existe ¢ > 0 t.q. E(e?Y) < oo, (vrai si ¥; bornée), et pour s € [0,1],

définissons
635"
M,(s) = ———.
(8) E(esYl)n
Alors M,,(s) est une martingale par rapport a filtration %, = o(Y3,---,Y},), car

I[*E(essn+1 | F,) = E(es(s"+Y"+1)|Jn) = ]E(ess"esy”+1 | Z0)

— eSSnE<€SYn+1‘Lan) — €SS”E(€SY”+1) — eSS”E(ESYI).
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Application 3.6.1. Si S, =m+ Y, +---+ Y, avec P(Y1 =1)=P(Y; = —-1) = %, alors
sY; 1 s -5
E(e 1):5(6 + e %) = cosh(s),

ici m est un entier > 0. soit T' = Ty = inf{n, S, = 0}, alors (M (s)ra,) est une martingale,

BSST/\n

M(8)ran = W.
Si A > m, soit Ty = inf{n, S, € {0} U[A, o] }, alors

essTA/\n

M(S)runn = cosh(s)Tamm

est une martingale bornée (car cosh(s)?4"" > 1). On prend s < 0, alors M (s)p,,n converge

sS
e T

P.S. vers m,

et son espérance est

ST, Lie Lo
o) = P aitir) i)
Au temps 0, la martingale M, vaut e*™, donc on en déduit que
e = E(e"™) = esAE( 1{STA:A} ) —HE( 1{STA:0} )
cosh(s)Ta cosh(s)Ta
On fait A — oo, et on obtient que

1
Vs <0, €™ :E(—>

cosh(s)T
Soit v = m < 1, on trouve que E(vT) = f(v)™, ou f satisfait f(coslll(s)) =€ ie.
1 1
— /=1
=1~/

Remarque 3.6.2. Feuille TD4, exercice 6 : ERREUR! S, n’est pas une filtration. Le théoréme

de De Finetti se démontre avec les martingales rétrogrades.
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3.7 Martingales bornées dans L?, p > 1

Lemme 3.7.1. Soit (X,,) une sous-martingale, S,T deuz temps d’arrét bornés tels que S <
T. Alors E[Xg| < E[X7].

Démonstration. On definit (H,) comme une processus prévisible par

H, = 1{scn<ry = l{s<n-1} — Lir<n-1}-

Puisque S, T sont bornés, il existe N tel que on a p.s. S <T < N. Alors (H.X) est une sous-
martingale, donc E[(H.X)y] > E[(H.X )] = 0. On en déduit que E[(H.X )| = E[ X7 — Xg] =
E[X7] — E[Xs] > 0. O

Théoréme 3.7.2 (Inégalité maximale). Soit (X,,) une sous martingale. St a > 0 et n € N,

on a
aP( sup Xj, > a) <E(X, 1 gup x301) < E(X).

0<k<n 0<k<n

Remarque 3.7.3. On va utiliser I'inégalité de Markov : aP(X > a) < E(X).
Démonstration. On définit T = inf{n > 0, X,, > a} un temps d’arrét, et supposons

A={sup Xy >a}={T <n}.

0<k<n

Puisque T'An < n sont deux temps d’arrét, on a E[X7,,] < E[X,,] par le lemme précédent.
On note que X7n, > X, 14c + aly. Alors

E[X,14c] + aP(T < n) < E[X,],
et on conclut que

aP( sup X > a) <E[X,14] = E[X,1{ sup x>0 < E[X,1x,50] = E[X]].

0<k<n 0<k<n
O
Proposition 3.7.4. 1. Soient p > 1 et X,, une sous martigale positive. On pose X, =
sup Xj. Alors Vn >0,
0<k<n

By < (1) Bl
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2. Si (Y,) une martingale, Y, = sup |Yi|, ¥Yn > 0. Alors on a
0<k<n

By < (25 B

Démonstration. (1) = (2) : On remarque que x — |z| est une fonction convexe. Donc (]Y,|)

est une sous martingale. Il suffit de monter que (1) est vrai :

On peut supposer que E[X?] < co. Par le théoréme précédent, on a
" 'P(X, > a) < E[anf(ﬁa]ap_?
De plus, par Fubini :
oo ) % 1.
/ a’ 'P(X,, > a)da = E[/ a’'da] = ~E[X?).
0 0

Et

o Xn
/ a"’E[X, 15+ )da = E[X, / a’~%da) = E[X,—"—].
0 N 0

On utilise I'inégalité de Holder :

Xﬁ‘l 1 1 <. p=1
E[X,——] < (E[XF])» (ELXF]) 7.
p—1 p—1
Alors on conclut par
1. = 1 1 ~ o p-1
~E[X7] < —— (E[XF])» (E[X7]) 7.
p p—1

]

Théoréme 3.7.5. On note X = sup |X,|. Soit (X,,) une sous martingale. Et on suppose
neN
Ip > 1 tel que sup E[| X,|P] < 0o. Alors X,, converge p.s. vers X, variable aleatoire telle que

E[[ Xol"] = sup E[| X, "]
neN

" Elxal) < (20 ) Bx.r)

Démonstration. Puisque (X,,) est bornée dans L?, alors il est bornée dans L'. Donc il converge
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p.s. Et on note que
p
E[X7) < (L) up E[| X 7).
1 k<n

En prenant n — oo, on a

p
B < (2 ) supElX ] < oo
p

- neN
Donc X* € LP et les | X,,| sont dominés par X% . Alors on a X, 2 X, et

E[| Xw|?] = lim E[|X,[?] = sup E[| X,|?].
neN

n—oo

La derniére assertion vient de I'inégalité de Jensen pour 'espérance conditionnelle : pour la

fonction x — 2P, on a pour k < n :

E[X{] < EE[X. 7)) < E[E[X,]"|.7] = E[X]].

3.8 Uniforme intégrabilité

Définition 3.8.1. Soit (X;);c; une famille de variables aléatoires dans L'. On dit que (X;);es

est uniformément intégrable si

lim (SU?E“Xi’l{Xi>a}]) = 0.
ic

a—r00

Remarque 3.8.2. On notera u.i. pour u.i..
— w.i. = borné dans L' : Ja t.q. sup E(|X;|1)x,5q) < 1, alors
icl

E(1Xi]) < E(|Xi[1x,1<a) + E(1Xi|Lix,150) < @+ 1.

— Si I ensembles fini, (X;);er u.i..
— SiZ>0,Ze Ll siVi, |X;| < Z, alors (X;)ies est u.i., car

E[[Xi[1jx,5a] < E[Z1754].

— Soit ¢ : Ry — R, t.q. @ 7% 400 et soit C > 0. Alors {X € L', E|p(X)| < C}
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est u.i.. En effet,
x

El|X|1ixsel < Elp(|X])|sup(——).
X 1x1-a] < Bl X D] sup( )
[En particulier, soit ¢(x) = zP, p > 1, les familles de variable aléatoires bornées dans
LP sont u.i.. |

— Contre-exemple : (X,,) v.a. uniforme sur [n, n+1] n’est pas u.i..

Proposition 3.8.3. Soit (X;)ic; une suite de variables aléatoires bornées dans L'. On a
[’équivalence
2. Ve> 0,30 >0, VA€ .F tel que P(A) <6, on aVi eI, E[X;14] <e.

Démonstration. (1) = (2) : Soit € > 0, il existe a tel que

sup E[| Xi[1)x,/5a] <
el

DN

Posons § = o=, alors si P(A) < 0, on a pour tout i € J
€
E[[Xilla] = B[l Xi[Langxia] + E[[Xi[Llangxia] < 5 +aP(4) < e

(2) = (1) : Soit C' = sup E|X;|. Alors

i€l

B[] X]]

Va >0, Viel, P(|X;] >a) <

C
<=
a

Soit € > 0, et il existe ¢ t.q. (2) est vrai. Alors si a vérifie % < 6, on a bien
Vi€ I, B[ X[l < e

]

Corollaire 3.8.4. Soit X v.a. € L*(Q), #,P). Alors les v.a. E[X|¥| ou 4 est une sous-tribu

de .F sont uniformément intégrables.

Démonstration. Comme (X;) sont u.i.s, on a Ve, 30 > 0, t.q. VA € F, P(A) < 4, on a
E[|X|14] < A. De plus, par I'inégalité de Markov :

PE[X|] > a) < 21@@[){@]} _ @.
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E[X]]
5

Donc si a >

E[IE[XI??HlE[XMm} < ]E[E[IXH??] 1E[Xm>a] < E[|X|1g(x|g)>a] <€

m
Théoréme 3.8.5. Soit X,, une suite de v.a L' telle que (X)) (L)> Xoo, alors il y a ’équiva-
lence entre
Ll
1. X, — X..

Démonstration. (1) = (2) : soit € > 0, il exite N, t.q. Vn > N, E[|X,, — Xy|] < §. Comme
{Xo, X1, , Xy} est ui.. Alors

30>0, VAe F, P(A)<d = VYn<N, E[|X,|14] <

DO ™

Et pour n > N, E[|X,[14] = E[|Xn|1a] + E[[ Xy — Xp[la] S §+ 5 =€

(2)=(1) : Si (Xp)nen est wi., alors (X — Xp) (mnyenz est aussi u.i..
Alors Ve > 0, il existe a, t.q. pour tout m,n € N, E[|X,, — X,,|1|x,-x,,[>a] < €. Donc on a

E[| X, — Xom|] < E[| X0 — Xon|1jxo—xmi<e) + Bl X0 — Xonllecixo—xmi<al
+E[|X; — X |11x, - X [>a)
<2+ E[|X, — Xon|lec|x,— X0 |<d)
< 2+ aP(|X, — X,,| > €).

Comme X,, converge vers X, en probabilité, et notons que
P(| X, — Xpn| > €) < P(|X, — Xoo| > %) FP(|X, — Xoo| > g).

On a P(| X, — X,,| > §5) < esin,m > N. Donc dans ce cas, on a E[| X,,, — X,,|] < 2e+2¢ = 4,
et (X,,) est une suite de Cauchy dans L'. O

Proposition 3.8.6 (Application aux martingales). Si (X,,) une martingale, on a l’équiva-
lence

1. X,, converge. p.s. et dans L' ver X..

2. (X,) est u.i..
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3. (X,) est une martingale fermée : il existe Z v.a. dans L' t.q. X,, = E[Z|.Z,].

On rappelle que une martingale est converge dans L' s.i.i. elle est u.i.. Et on a vu que si la
martingale est bornée dans L? (p > 1), alors elle est u.i.. Voici quelque exemple qui n’est pas

u.l..

Contre-exemple :

1. Soit S, =1+ X; + -+ + X,, ou (X;) variables aléatoires i.i.d. telle que
1
P(X;=1)=P(X; =-1) = 3

Alors (S,,) est une martingale. Soit T, = inf(k, Sy = 0) est un temps d’arrét, on a

M, = St,r, martingale positive. M,, converge p.s. vers M., = 0, mais E(M;) = 1 #
0 = E(M) donc M, ne converge pas vers M, dans L', donc (M,) n’est pas u.i.

2. Branchement critique : Soit (Z,,) processus de Galton-Watson :
Zo=1, Zp=X"+-+X3

ot les (Xi(”))n,ieN sont i.i.d.

X™ = {nombre d’enfants du i-éme individus a la génération n}.

Soit m = E(Z;), alors (%) est une martingale positive qui converge presque stirement

vers 0. Mais pour tout n, E(Z,) = E(Z,) = 1, donc il n’y a pas de convergence dans

L', et elle n’est pas w.i..

Théoréme 3.8.7. Soit (X,,) une martingale w.i.. Alors pour tout temps d’arrét T (qui peut
étre infini), on a Xr = E(Xo|Z7). En particulier, E(X7) = E(Xy) = E(X,) pour tout n.
De plus, si S et T sont deux temps d’arrét avec S < T p.s. alors Xg = E(Xr|Zs).
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Démonstration. On montre d’abord que Xr € L' :

n=0

= > E(E(XalLir=n | F0) ) + E(1 Xl r=o))
n=0

<> B E( Xl 7)) + E(| Xool 1 r2ncy)
n=0

= E(lr—nB(|Xeo|) + E(| Xoo|17=o0)

n=0

:E(|X<x>|)

Prenons A € Zr, (notons N =NU {cc}), on a

E(X7la) =B Lir—mlaXr).

neN

Comme Xr € L', on peut intervertir 'ordre de I'intégration :

E(Xrla) =Y E(lgr-mlaXr) = > E(lalgr-nX,)

neN neN

= > E(LalironE (Xl 7)) = 3 E(Langr—n B(Xel )
neN neN
neN

= E(E(XoolA‘gn)) = ]E(XoolA)

Donc I’égalité est vrai pour tous les A € Zr, c’est vrai si on remplace 1,4 par n’importe quelle

variable aléatoire bornée mesurable par rapport & .Zp, donc on a Xr = E(X|Zr).

Si S <T,alors g C %r, donc

Xs = E(Xoo|Zs) = E(E(Xw|Z7)|Zs) = E(Xr|Fs)
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3.9 DMartingales rétrogrades

On dit aussi martingales inverses (en anglais : “inverse martingale", “backward martingale").

passé présent futur

sens direct

sens rétrograde

Définition 3.9.1. (.%,,),c_n est une filtration rétrograde si pout tout n € N, .%,, est une

tribu et si pout tout m,n € —N, n < m implique .%,, C %,,.

Définition 3.9.2. (M,,) est une martingale rétrograde si ¥n € —N, E(|M,|) < oo et si
pour tout m,n € —N, n < m implique X,, = E(X,,|-%#,). (On peut ainsi définir des sous-

martingales et des surmartingales rétrogrades.)

Théoréme 3.9.3. Soit (M,,)ne—n une martingale rétrograde. Alors (M,,) est u.i. et converge

p.s. et dans L' vers My,. Et pour tout n, B(X,|.7 o) = Xoo, 00 F_ oo = () Zn.
ne—N

Remarque 3.9.4. Pour les martingales positives, on montre la convergence p.s. en montrant
que p.s. pour tout p < ¢ rationnels, on traverse [p, ¢] un nombre fini de fois. (On utilise une

inégalité sur les nombres de montrés.)

Dans les notes de cours, on a montré qu’on a un nombre fini de montrés dans le cas ou la
martingales est borné dans L?. Dans le cours de Le Gall, la démonstration est faite dans le
cas des martingales positive (inégalité de Doob). Pour les martingales rétrogrades, on utilise

les mémes arguments, on démontre ainsi la convergence p.s.

Démonstration de l'uniforme intégrabilité. On a vue que si X € L', la famille (E(X|94))yc#
indexée par les sous-tribus de .# est u.i.. Comme X, = E(X(|.%#,), on a bien I'uniforme
intégrabilité. [

Lemme 3.9.5. Soient Z wvariable aléatoire dans L', Hy, H, sous-tribus, Ho indépendante
de o(o(Z), Hy). Alors
E(Z|o(Hy, Hs)) = E(Z|o(Hy)).

Démonstration. Soit A € o(Hy, Hy), on regarde E(1,7), on commence par prendre A de la
forme BN C, avec B € H;, C' € Hy, alors

E(1,7) = E(151c2) = E(LplcE(Z|H))).

Ensuite on utilise le théoréme de classe monotone. O
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Théoréme 3.9.6 (Loi des grands nombres, version L'). Soient X1,--- , X, des variables
aléatoires i.i.d. dans L', on pose m = E(X1). Alors
Xl + cte + Xn p.s

— m.
n I

Démonstration. Soit S, = X; + -+ + X,,, on a E(X;|S,) = E(Xk|S,) pour tout k €

{1,2,--- ,n} car les X; sont i.i.d. et S, invariante par permutation :
Sn = Xoa) + Xo) + -+ Xon) pour tout o € G,,.
Donc on a
nE(X1|S,) = E(X1]S,) + - - + E(X,|S,) = E(S,|Sn) = Sn

donc E(X|S,) = 2=. Soit Hy = o(S,), Hy = 0(X,41,-- - ), alors par le lemme

n

Sy
E(X1|Sna Xn—l—la T ) =
n
Soit F_, = 0(Sp, Xpt1, ), M_,, = %", alors (M_,,) est une martingale rétrograde, donc elle
converge p.s. et dans L' vers M. Soit Zo, = NyenF—,, d’apreés la loi du 0-1 de Kolmogorov,

Foo = {9,Q} et M, est mesurable par rapport a .Z,,, donc M, est constante p.s. On a

M, 2 M., E(M_,) =E(My) =M =m.

Autre application : variables aléatoires échangeable (invariance par permutation), Théo-
réme de De Finetti, Loi du 0-1 de Hewitt-Savage.

Proposition 3.9.7 (Hewitt-Savage). Soient X1, Xo,--+, X, -+ variables aléatoires i.i.d.
sur (E,&). F fonction symétrique sur EY | i.e. pour tout o permutation de N* ayant un
support fini (nombre fini d’entiers n t.q. o(n) # n). Alors F(Xy, -, X,, ) est constante
P.s.

Démonstration. On suppose F' borné, soient %, = o(Xi, -+, X,) et 4, = 0(X,41,--+), on
pose Y = F(Xy, Xo, ) et

U, =E(Y|Z), Zn=E(Y|%,).
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D’aprés des résultats déja vus,

U, 25 RB(Y|Z) =Y,
Ll

Zn pL—> E(Y|%.) = E(Y).

(Car G est trivial par la loi du 0-1 de Kolmogorov.)
Donc pour n assez grand, E(|U, —Y|) < ¢, E(|Z, — E(Y)|) < e. Comme U, est mesurable
par rapport a .%,, il existe g : E" - R, U, = g(X1, -+, X,,), alors

E(|F(Xy, - Xp,ooo) —g( Xy, -+, X)|) < e
Comme F' est invariante par permutation :
E(|F(Xnt1, -+ Xows Xty Xy Xonsr, ) — g(X1,--, X,)]) < e
De plus (X;) est i.i.d. alors
E(|F (X1, Xy Xogrs o0 Xony Xong, ) — 9( X1, Xon)|) <€

Donc
E(]Y — g(Xny1, -+, Xan)|) <e

On en déduit que
E(|[E(Y[4,) — E(9(Xns1,- - X2n)|90)]) <e,

ie. E(|Z,—9(Xng1, -, Xan)|) <€
Donc E(|Y — E(Y)|) < 3¢ est vrai pour tout € > 0, alors p.s. Y = E(Y). O

Exemple 3.9.8. Soient Xi,---,X, ii.d. a valeurs dans R?, S, = X; + --- + X,,. Pour B
borélien, soit

F(Xla toe 7Xna T ) = 1{card{n,XnEB}:oo}-
Alors F est symétrique : si 0 permutation de N* & support fini : il existe N t.q. Vn > N,
o(n) =net S, = Sy



68

CHAPITRE 3. MARTINGALE



Chapitre 4

Chaines de Markov

4.1 Définition et premiéres propriétés

Idée : on se déplace sur un espace E : (X, )nen processus a valeurs dans E. Au temps n,
on choisit au hasard le prochain point qu’on va visiter en fonction de I’endroit ot on est au
temps n mais pas de fonction de X, -+, X,,_1. On suppose de plus que ’ensemble des temps
est discret, i.e. n € N. On peut considérer des chaine de Markov a temps continue : (X;);cr,

mais pas dans ce cours.

L’espace d’étais E peut étre fini, infini dénombrable (par exemple Z4), infini non dénombrable

(par exemple R?). Dans ce cours, E est fini ou infini dénombrable :

VneN, Vo€ E, P(X,=2)=py(x) >0, Y pu(x)=1

zeFE

Définition 4.1.1. Soit F un ensemble dénombrable dont la tribu est &?(F). Une matrice

stochastique sur F est une famille () indexée par E x E a valeurs dans [0, 1] telle que pour
tout x € B, Y pQz,y) = 1.

Remarque 4.1.2. Dans le cours au l'espérance conditionnelle, on avait défini la notion de
probabilité de transition : E, F' espaces mesurables, v: E x % — [0,1] t.q.

1. Pour tout z € E, v(z,-) mesure de probabilité sur ..

2. Pour tout A € .%, ensemble mesurable de F', x — v(z, A) est mesurable.

Dans le cas particulier £ = F' dénombrable, ces notions sont les mémes : pour () donnée,
v(z,-) est la probabilit¢ donnée par v(z, A) = > 4 Q(x,y), et pour v donnée, Q(z,y) =

v(z, {y})-

69
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Définition 4.1.3. Soit ) une matrice stochastique. On dit que (X,,)nen est une chaine de

Markov sur E de matrice de transition () si
VneN, P(Xpn =zX,=y)=0Q(y,2)
et de plus, V xg, 21, , 2,1 € F,
P(Xpi1 = 2| Xo = @0, X1 = 21, -+, X1 = Tn1, X = ¢) = Q(y, 2).

Remarque 4.1.4. Si E est fini, |E| = n, une matrice stochastique sur £ est une matrice n x n,
a coefficients dans [0, 1), et telle que ZyEY Q(x,y) = 1,Vo € E. On a alors Q"™ (z,2) =
ZyeE Q" (z,y)Q(y, z). D’apreés la définition d’une chaine de Markov, si (X,,) est une chaine
de Markov de matrice @, P(X,, = y|Xo = z) = Q"(z,y). En effet, on peut faire une récurrence

sur n : c’est vrai pour n =0,1, et

P(Xyp1 = y|Xo = 2)
= Z P(Xn-f—l = y|X0 = val =Y, 7XTL = yn)]P)(XO - anl =Y1, 7Xn = yn)

Y15 5Yn

= Z P<XTL+1 = y|XTL - yn)]P)(XO - x7X1 =Y, 7Xn — yn)

Y1 Yn
=3 QWny) Y. P(Xy=yalXo=2)P(Xy =y1, -+, Xpy = 201)
Yn

Y1, 5Yn—1

= QW v)Q"(,yn) = Q" (2, y).
Yn
Si E est infini dénombrable, on peut définir par récurrence

Ql = Q7 Qn+1(x7y) = Z Qn(xay,)Q(ylay)
o
et on a de méme :
]P(XnJrl = y|X0 = ZC) = Qn+1('r7y)'

Exemple 4.1.5 (Marche aléatoire). Si Xy, -+, X,,, -+ ii.d. a valeurs dans Z, alors Sy =
0,5 =X1,5, = X1+ -+ X, est une chaine de Markov a valeurs dans Z. En effet,

P(Sn+1:y|5020751:I1a"' 7Sn:xn):]P)<Sn+1_8n:y_xn|s():07 aSn:xn>
(Xn-i-l:y_xn'SO:O»"' aSn:xn)

P
P(Xp11 =y — 2,|Sn = ).
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Plus généralement, soit (X,,) i.i.d. a valeurs dans 74, S, = X, + -+ X, alors S,, est une
chaine de Markov. Si X, i.i.d. & valeurs dans un groupe G (pas forcément commutatif),
S, = X1X5--- X, alors S, est une chaine de Markov :

P(Spt1=y[Sp =2) =P(Xy11 = y:)s_1|Sn =) =P(Xp1 = yx_l)'

On peut aussi considérer le marche aléatoire sur un graphe G = (S, A) : S ensembles des som-
mets du graphe, A ensemble des arétes (G dénombrable). On prend la matrice de transition
() définie par

0 s’il n’y pas d’aréte entre x,y
Q(z,y) =

1 5 A
degré(@) s il Yy a une aréte entre €,y

Ici le degré de x est le nombre d’arrétes incidentes a x.

Remarque 4.1.6. Le marche aléatoire dans le graphe Z? est le marche aléatoire avec
P(X; =(1,0)) =P(X; =(0,1)) =P(X; = (0,—-1)) = P(X; = (—1,0)).

Exemple 4.1.7 (Processus de Galton-Watson). Soit Zp = 1, Zpp1 = X" 4+ + X(T’l).

On vérifie que Z,, est une chaine de Markov :

]P)<Zn+1 = y‘ZO = 1721 =Ty, 7Z7L = xn) = ]P(ZTL+1 = ylZn = ‘rn)
= P(X"Y 4 XD =y,

Exemple 4.1.8 (Contre-exemple). Soit (X,,) iid. et P(X; = 1) = P(X; = —1) =

Supposons
Yo=0Y1 =Xy, Yo =Yo+ Xolpvov, 0y + 25 Ly, vy

Alors (Y;,) n’est pas une chaine de Markov. La loi de Y,,;; conditionnellement a Y,, a un

support de cardinal 4 :
Yo €{Y,+1,Y,+2Y,— 1Y, —2}.
La loi de Y, conditionnellement a Y,,, Y, _; a un support de cardinal 2 :

Yo €Yo+ LY, =1} siYy>Ya,
Yn+1 S {Yn +2Y, — 2} st Y, <Y,_1.
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Remarque 4.1.9. Mais (Y,,) est une martingale par rapport a .%,, = o(Xy, -, X,,). Car

E(Yn+1|§n) = ]E(Xn+11{Yn>Yn—1} + 2Xn+11{Yn<Yn—1}|ﬁn) +Y,

=Y, + 1{Yn>Yn—1}E(Xn+1|ﬁn) + 1{Yn<Yn—1}2E(Xn+1|yn)
=Y,

Proposition 4.1.10. Soient E dénombrable, () une matrice stochastique sur E. Alors il
existe un espace de probabilité (Q, 7 | P) tel que Vx € E, on peut définir un processus (XZ)nen

qui est une chaine de Markov de matrice de transition () avec Xog = x.

Démonstration. 1dée : & partir d’une variable aléatoire Y qui suit la loi uniforme sur [0, 1],
on peut construire une famille i.i.d. de variables aléatoires uniformes sur [0, 1], (Yy)nen. A

partir de (Y,,), on peut construire (X7).

1. Soit Y variable aléatoire uniforme sur [0, 1], a partir du développement dyadique propre
Y= 15 21, on peut construire une suite de v.a. z; € {0,1}, z; i.i.d. et P(z; = 0) =
P(z; =1) = 1. Comme N* x N* est dénombrable, il existe ¢ bijection N* — N* x N*.

On pose
Y Z (n z)

n>1

Alors pour tout i, Y; est uniforme sur [0,1] et (Y;,) indépendantes.

2. On construit (X7 ),en & partir de (Y,,). Comme E est dénombrable, on se raméne au

cas ¥ = N. Conditionnellement & X,, = y, on définit X,,,; = 2z si

Comme

(ot =2 =9} ={ Vo €| T 0.0, E @) %, =0}

2/ <z 2/'<z

alors (on note que les Y; sont indépendantes)

P(Xpi1 = 2| X, =) = P(Ynﬂ € {Z Qy,2), Y Qly, z’)})

<z 2/'<z

=> Q)= > _Qly,= Y, 2).

2/<z <z
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Comme les variables aléatoires (Y,,) sont indépendantes, on a

P(X,1=zXo=2, X1 =21, , X, = x,) = P(X,, 11 = 2| X,, = ).

O

Théoréme 4.1.11. 1. Soient E dénombrable et () matrice stochastique sur E. Alors
Vo € E, il existe une unique probabilité P, & valeurs dans EN t.q. sous Py, (X,)nen

soit une chaine de Markov de matrice de transition Q et t.q. P(Xy = z) = 1.

2. Soit v est une loi de probabilité sur E, alors il existe une unique loi de probabilité P,

t.q. sous P, (X,)nen soit une chaine de Markov de matrice de transition Q et t.q.
Ve e B, P(Xy=x) = p(z).

Démonstration. L’existence a été obtenu par la proposition ci-dessus. Montrons 'unicité :
la loi de P, est déterminé par sa valeurs sur les cylindriques A (de la forme A = {X, =
xo, X1 = 1, -+, X,, = x,}). Et notons que les événements cylindriques engendrent la tribu

par le lemme des classes monotones. Pour (2), on définit P, = > . u(x)P,. O

Opérateur de translation Soient k € N, on définit
ek : EN — EN? (w07w17"' 7wn7"') = (wk‘7wk+17"' 7wk+n7"')-

Théoréme 4.1.12 (Propriété de Markov simple). Soient F, G fonctions mesurables positives
sur EN. On suppose F' mesurable par rapport a %,, ot %, est la tribu engendrée par la

fonction (wo, -+ , W, Wy, - ) = (Wo, -+ ,wy,). Alors
Ve € B, Eu(F-G(0,) = Eu(FEx, (G) ¢ E(G(0,)%.) = Ex, (G).

Ici la notion E, désigner ’espérance sous la probabilité P,.

Démonstration. On peut prendre F' = lix,—s;,... x,=z,}- Oi G est de la méme forme G' =

1{X0:y07'" 7XP:yP}’ alors

Vy € G, ]Ey(G) = 1{Y0:y}Q(yan1)Q(y1ay2) T Q(yp—hyp)-
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Par ailleurs,

Ex(F ' G(en)) = ]P)x<XO = X, Xl =T, aXn = xnan = Yo, 7Xn+p = yp>
= 1{x0=0} Q (0, 21) - - - Q(Tn—1, Tn) L{x, =40} @ (W0, Y1) - - - Q(Yp—1, Yp)-

On a vérifié pour G de la forme G = 1{x,—y,,...x,=y,}, €t donc c’est vrai pour toute fonction

G (argument de classe monotone). O

Théoréme 4.1.13 (Propriété de Markov forte). Soient T' temps d’arrét, F,G fonctions

positives. On suppose que F' est mesurable par rapport a Fr. Alors
Vo € E, Ex(1ir<c} FG(01)) = Ex(1{r<oe} FEx,(G)).
De maniére équivalente,
E.(Lr<}G(07)[F1) = 7<) Ex, (G).
Démonstration. Pour tout n € N, on a
Eo(Lir—n} FG(0r)) = Eo(Lr—n} FG(6h)) = Eo(Lr—n} FEx, (G)).

(Propriété de Markov simple appliquée avec la fonction F” = 1yp—py F' qui est .%,, —mesurable

puisque F' est Fr—mesurable.) Il suffit de faire la somme sur n € N. n

Rappel 4.1.14. Pour une chaine de Markov (X,,) sur E dénombrable, on a vu que la loi de
Xni1 sachant X, égale la loi de X,, sachant Xy, -, X,,_1. Et la propriété de Markov simple
nous dit que on a E,|G o 0,|.%,] = Ex, [G] pour G mesurable. De plus, la ropriété forte de
Markov dit que

E:(Lir<o0}G(07)|Z1) = Lir<oo} Ex, (G)

pour T temps d’arrét.

Exemple 4.1.15 (Galton-Watson). Soit Zy =1, Z,.1 = Xl(nﬂ) +-+ X(ZZH). On suppose
que P(Zy = k) = p; et pu; >0, > p; = 1. Soit E=Net Q= FEY. On pose G : Q — R définie

par (wo,wr, ) — w; + wy + ws Clest la population totale sur les 3 premiéres générations.

On utilise la propriété de Markov simple pour n =2 et x =1, on a

E,[G 0 0,|.7,] = Ex,|G]
El[G e} Gnlﬁn] = El[wl —+ Wy + W3’y2] = EX2 [wl “+ Wy + CL)3]
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Pour tout k£ € N sur I'événement { Xy = k}, Ex,|wi + wa + ws] = Exw; + we + ws.

Donc

Ex,[w + w2 +ws] = Z Lix,=ryErlwr + wa + ws).
keN

Exemple 4.1.16 (Marche aléatoire simple symétrique sur Z). Soit S,, = X; + --- + X, ou
(X;) iid, P(X; = 1) = P(X; = —1) = 1. On pose temps d’arrét T’ = inf{n, X,, = 1} qui est
fini p.s et on suppose x = 0. On définit

N
G : (wi,wa, w3, ) Z Liw,>0-
k=1

Utilisants la propriété de Markov forte avec T temps d’attente, on a

EO[G o 9T|¢92T] = El[G]

Remarque 4.1.17. Question naturelle : si F est infini si on part de x, revient-on une infinité
fois en 7
Pour un point = € E, on peut définir H, = inf{n > 1, X,, = 2} comme "Hitting time" en
(0.9}
anglais et N, = > 1y, -, le nombre de vistes de .
n=0

Proposition 4.1.18. Soit x € E, on a une des deux situations :
— Soit P(H, < o0) =1 et dans ce cas, N, = oo P, p.s. = x récurrent.

— Soit P(H, < o0) < 1 et dans ce cas, N, < oo P, p.s. = x transitoire.

Démonstration. On utilise la propriété forte de Markov avec T'= H,. Si k € N, on a

Po(Ne 2 k4 1) = E[l{n, <coy L(n, >k} © O, ]

= E[1{#, <oo}Ea[1{n, > ]
— Py(H, < x)Pu(N, > b).
% = P,(H, < o). Cela conclut que soit P,(H, < co) = 1 on a
P(N, > k) = 1 pour tout k que soit p = P,(H, < 0o) < 1 on a P(N, > k) = p*(1 — p) et
E[N,]| < oc. 0

Donc on obtient

Définition 4.1.19. On définit le noyau potentiel U : E x E'— Ry U {400} qui envoie (z,y)
a E,[N,].
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Proposition 4.1.20. On a les propriétés suivantes pour le noyau potentiel :
1. Va,y, U(z,y) = ZOQn(%y)-
2. x est récurrent si et seulement si U(x,z) = 400.

8. Vr,y, x £y, Ur,y) = Uly, y)P.(H, < c0).

Démonstration. 1.
Ulz,y) =Ea> Lixampy) = D Pa(Xn =1) = > Qula,y).
n=0 n=0 n=0

2. Directement par proposition précédente.

3. Propriété forte de Markov avec T' = H,,

Ew[Ny] = Em[l{Hy<OO}Ny © eHy] = Ew[l{Hy<00}Ey[NyH = Px(Hy < oo)U(y, ?J)

]
Exemple 4.1.21 (Marche aléatoire simple symétrique sur Z9). Soit (X;) iid & valeur dans
E =74 on a 2d vecteurs de norme L' égale 4 1: (1,0,0,---), (=1,0,0,---), (0,1,0,-+-)---.
Soit U, 'ensemble de ces vecteurs X; uniforme dans Uy. Soit S,, = X; + Xo +---+ X,,. On
a ,(0,0) = 0 si n impair.

Pour le cas d =1, on a

Q2n(0,0)=2%(2:>:((2n)! ()T vam 1

Pour le cas d > 2, avec des arguments combinatoire, on montre qu’em dimension d,

C
d d
$(0,0) ~ =2

ns

N

De phlS Z Q2n (07 0) = U(O, O) '
n=0 < 00 sid>3

Remarque 4.1.22. Si au lien de prendre Uy, on prend U'd = {vecteur de norme L> égale a 1},

donc |U'd| = 2¢. Alors la formule deviens

o= ()
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| récurrent en dimension 1 et 2
On montre aussi

transitoire en dimension plus grand que 3
Soit R ’ensemble des points récurrents.

Lemme 4.1.23. Soient x € R ety € E. SiU(x,y) >0, alorsy € R et P,(H, < c0) = 1.
De plus on a U(y,z) > 0.

Démonstration. Montrons Py(H, < co) =1 :

0=P,(N, <o0) >P,(H, < o00,H, 00y, =00)
= E[l{n, <00} Lp, =00} © O]
= E[l{#,<o0} Py (Hy = 00)]
=P, (H, < 0)P,(H, = 00).

Puisque U(x,y) > 0 on a P,(H, < o0) > 0 et P,(H, < o0) > 0. Si ny,ne > 1, on a

Qn (T,y) > 0, Qny(y,x) > 0. Sip >0, on a Quytnyip(¥sy) > Qn,y (¥, 2)Qp(x, ) Qn, (x,y).
Alors

D Qu(:9) =Y Quitnatn(U:9) = Qua(4,2)Quy (2,9) Y Qp(w, ).

Donc y est récurrent. O

Théoréme 4.1.24. [ existe une partition de R, R = U;cr R; telle que
1. Siz e R, ety € R;, 1 j, alors P,(H, = c0) = 1.
2. Stx € R; ety € R;, alors Py(H, < 00) = 1.

3. Sixdg R etT=inf{n, X, € R} alors P,—p.s.
— soit T'=o00 et Vy € E, N, < 00.
—soitT <ocetdiel Vn>T,X, eR,;

Remarque 4.1.25. Dans le 3éme cas, Yy, 3m, Vn > m, X,, # y. VB ensemble fini, 3m, Vn > m,
X, € B.

Démonstration. On définit © ~ y si U(z,y) > 0 si z,y € R. Alors ~ est une relation
d’équivalence. Les classes d’équivalence sont les R;.

Pour x € R;, siy € Rj, i # j, donc U(z,y) = 0. Cela implique P, (H, = c0) = 1. De méme
sty € R;, alors P,(H, < c0) = 1.
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Pour z € R, Soit T'=o00.y € E. Siy € R, N, =0; Si y ¢ R, on utlise la propriété forte
de Markov a H,, N, < oo p.s. Soit T < 0o, on pose 7 tel que X € R;, propriété de Markov

forte appliquée a l'instant 7.

[
Définition 4.1.26. Soit (X,,) chaine de Markov, (X,,) irréductibles si Vz,y € E, U(z,y) > 0.

Proposition 4.1.27. Soit (X,,) chaine de Markov irréductible, il y a 2 possibilité
— tous les états sont récurrents, une seule classe de récurrence, Va,y Py(H, < co) = 1.
(On dit que la chaine est récurrente)

— tous les états sont transitoires, la chaine est dite transitoire.

Démonstration. S’il existe un etat récurrent x, Yy, U(z,y) > 0. Alors y est récurrent et
P,(H, < o0) = 1.

Sinon, tous les états sont transitoires. O

Exemples 4.1.28. Soient S, marches aléatoires simple sur Z.

) récurrente  si d < 2
— (C’est une chaine de Markov

transitoire st d > 3

— Pour d =1, on pose T' = inf{n, S, € {—N, N}}. Alors X,, := Sr,, adment deux états
récurrents(N ou —N). De plus, les autres états sont transitoires. Ceci conclut qu’il
n’est pas irréductible.

— Pour le cas d = 3, on pose T' = inf{n, S, = (1,0,0)}. Comme S,, est transitoire et
irréductible, on a 0 < Py(T < o0) < 1. Soit X,, == Spa, est une chaine de Markov
avec (1,0,0) récurrent, les autres états sont transitoires. Pour z # (1,0,0), on a
0 <P (T <o0) < 1.
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