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Feuille d’exercices 6

Exercice 1 Soit (Yn)n≥1 une suite de v.a. positives indépendantes d’esperance 1 et F0 =
{∅,Ω}, Fn = σ(Yk; k ≤ n). On pose X0 = 1 et Xn =

∏n
k=1 Yk.

1. Montrer que (Xn)n≥0 est une martingale et en déduire que (
√
Xn)n≥0 est une sur-

martingale.

2. On suppose que
∏∞

k=1 E(
√
Yk) = 0. Étudier la convergence et la limite de (

√
Xn)n≥0

puis de (Xn)n≥0.

3. On suppose que
∏∞

k=1 E(
√
Yk) > 0. Montrer que (

√
Xn)n≥0 est une suite de Cauchy

dans L2.

Exercice 2 Soit (Ω,F, (Fn)n≥0,P) un espace de probabilité filtré et ν une mesure finie sur
F = F∞. On suppose que pour tout n ≥ 0, P domine ν sur Fn et on note Xn la densité de
Radon-Nikodym: Xn est donc Fn-mesurable et

ν(A) =

∫
A

XndP

pour tout A ∈ Fn (en particulier Xn ≥ 0).

1. Montrer que (Xn)n≥0 est une martingale.

2. Montrer que (Xn)n≥0 converge p.s. vers une variable aléatoire intégrable X.

Exercice 3 Soit (Xn)n≥0 une martingale intégrable définie sur un espace (Ω,F, (Fn)n≥0,P)
et soit ν un temps d’arrêt vérifiant

P(ν < +∞) + 1, E|Xν | < +∞,
∫
{ν>n}

|Xn|dP −→
n→+∞

0.

1. Montrer que ∫
{ν>n}

|Xν |dP −→
n→+∞

0.

2. Montrer que E|Xν∨n −Xν | → 0.

3. En déduuire que EXν = EX0.


