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60 SIMULATION DE PROCESSUS STOCHASTIQUES

faut savoir si la valeur précédente de Y(t44) est acceptable ou non. Il faut donc savoir
comment les erreurs locales se propagent le long de la trajectoire. Supposons qu'elles
solent assez petites pour que cette propagation soit linéaire. kin remplacant X par X Y
dans (9) et en faisant tendre € vers zéro, on a

dY = A(Ydt + B()YdW, avec A(t)=a(N(1)) B(t)=a(N(1)  (15)

Par une premiere solution approchée de I'F.D.S. avec un pas fixe assez petit, on peut alors
résoudre de fagon rétrograde (15). Dans notre exemple on a facilement

vy = DX

X(T)
Il faut maintenant choisir Y(t) afin de minimiser I'erreur finale Y/(7T'). Le choix optimal,
qui minimise la somme des erreurs absolues, est de laisser chaque erreur locale fournir une
part égale de l'erreur finale. Ainsi dans notre exemple, si I'on veut une précision finale de
¢ (i.e |Y(T)| < ¢), il faut prendre |V (8)] < €| Xo(X7)7', c’est & dire ici AW, |* < C.
Des résultats numériques montrent la pertinence d'une telle méthode ([26]).

11.3.3.2 Controéle spatial de la diffusion

1.'1dée est d’utiliser des pas de discrétisation aléatoires afin par exemple de permettre un

controle spatial de la diffusion. Pour cela nous construisons en méme temps la subdivision

de [0,1] et le schéma de discrétisation. Introduisons a cet effet un schéma de type Fuler

introduit par Bichteler [10] dans un cadre plus général : Le schéma Luler est défini par
r h — .

ANy =0, 19=0¢t

Topr = Tk 4+ i f{E> 0, [B(XEY+ a(XE)W,, ., — Wi = Vi),

\/L. = wrw“.» + &AM‘PXJ?: - ﬂ»v + QAMM“.»X:\;: - :\;v,

Tkt
t—r -
rh -h k h *h
Yt € [Thy Thpr]y Xp = X + —— (X - X7)
ﬁ vy Tk _, t Th Tker — Tk Tk41 Tx
Ainsi défini ce schéma vérifie _M\“.I_ — ‘4“_, = /h et h apparait comme un pas de dis-

crétisation spatial homogene a un temps. On peut montrer pour ce schéma un résultat
de convergence tout a fait similaire & celui sur le schéma d’Euler classique ([24]). De
plus il est possible de simuler numériquement un tel schéma, au moins dans le cas d’un
brownien monodimensionnel, car il suflit pour cela de savoir simuler le temps de sortie
d’une intervalle pour un brownien avec drift, et le brownien a la sortie de cet intervalle.
On utilise pour cela des méthodes classiques de simulation de densités données par des
séries ([21]). Un tel schéma permet par exemple d’approcher une diffusion tres pres de
son tenps dexplosion, ou d’un point de dégénéréscence. D'autres schémas analogues sont
w5, par exemple quand les p controlent spatialement le brownien ([18], [24]).
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II.4 SUR LA METHODE DU SHIFT EN SIMU-
LATION

(M. Ben Alaya)

Du point de vue des simulations numériques en grande dimension ou pour les processus
aléatoires, I'usage du théoréme ergodique ponctuel de Birkhoff pour I'opérateur de dé-
calage, apparait comme une méthode performante a bien des égards (voir Bouleau [11]).

En effet les particularités de son implémentation informatique évitent de tirer des tra
jectoires completement différentes. Le but de ce papier est d’expliquer au lecteur, par
des exemples inspirés de problemes pratiques, 1'intérét de cette méthode et de donner les
résultats, élaborés au cours de ma thése, sur la vitesse de convergence pour des fonctions
que l'on rencontre couraminent en pratique.

Dans la suite on notera par [0,1]N 1'espace produit de l'intervalle [0,1], A = dz®N |a
mesure de Lebesgue produit définie sur [0, 1]N et 8 la fonction de décalage, appelée aussi
opérateur de shift, définie sur [0, 1}N par

%AW\TQN,...‘Qru...V = AanN\\wg...¢Q»+:...v.

Il est clair que 8(A) = X, ol 6{}) est la mesure imnage. On vérifie (cf. Krengel [36]) que
le systéme dynamique ([0, 1}N, B([0, 1]8™), X, 8) est ergodique. Par conséquent, d'aprés l¢
théoreme ergodique ponctuel de Birkhoff on a :

1 N-1
~ Y Fo0"—EF

N A—p.s., (16)

n=0
pour toute fonctionnelle F A-intégrable sur [0, 1)N.

I1.4.1 Présentation de la méthode

La modélisation des phénomenes aléatoires, fait souvent intervenir des processus i temps
discret, ainsi : les problemes de transport de particules, la discrétisation des équations
différenticlles stochastiques, etc. Trés souvent ces processus sont des chaine de Markov.
Nous allons décrire comment s'implémente la simulation d’une telle chaine par la méthode
du shift.

Soit X, une chaine de Markov définie par :
Xo =, Xonp1 = N:\r‘,: n, >:\=a+r T ,Q?ttvv.

ott les (U,) sont des variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur [0,1]. Ainsi fe processus
(N )wen adimet une représentation sur ([0, 1N, drN).
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On consideére le temps d’arrét T = inf{n > 1; X, € A} et les fonctionnelles associées
F = G(Xr,T). L'espérance EG(X7,T) peut étre calculée par le théoreme de BirkhofT,

puisque
N-1

EG(Xr,T) = lim &y S EG(Xr,T)ob™ A—p.s., (17)
n=0

Nooo N

dés que G(X¢,T) € L'. L'implémentation de cct algorithine exploite de fagon essen-
tielle la notion de pointeur (ou tout autre procédé équivalent de gestion de piles).
Pour appliquer la formule (2) nous avons a calculer G(.X7,7T) aux points successifs
U, 0010, 0% (1), ... de]0, 1]V, ces points sont des suites de points de [0,1]

U = AQ—.QT....Q&,...,Q‘S...v
0(U) (Uagr, Uayz, -+ Uzay -, Udyy o)

Alors si le temps darrét ‘1" est fini, ce que nous supposons ici, le caleul G(Xp,T)
ne dépend que d’un nombre fini de coordonnées, le long de chaque trajectoire U =
(U, Ug, -+ Up, -+ <) ¢ la suite U étant calculée jusqu’a I'indice k = dT(U) ou T(U) est
détermind par le test

Xo €A = n<T)

<test > | X, € A pour la premiecre fois = n=T(U)

Supposons qu'on ait calculé G(Xr,T) au point U = (U;,U,,---), et que les calculs des
termes intermédiaires, ¥y, = M(Un-1)d41, -, Una)s 1 < 0 < T(U), aient ét¢ mis dans des
pointeurs comme indigné dans la figure 1. La simulation de (/( Xy, T') sur la trajectoire
01y = (Ugyq, Uaga, - ) sera plus simple puisque le calculs intermeédiaire des Y, associés
A 04U est fail au moins particllement. En effet soit on a T(0%(U)) < T(U) auquel cas
‘mentaire n'est requis ou alors on a simplement a rallonger la chaine

__ RAYI

ANCIr Ca

entre T et T(04(17)) auquel cas nous avons la figure 2
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P
>
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test=F test=1" test=V

IYigure 1.
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Figure 2.

Dans ces diagrammes les fléches représentent essentiellement le calcul de :
k/\:.fu = .\\A\%\«: n, \;QESI.— PR N\\Az.f:kvv = NNA‘%Q: n, v\=+—v‘

Il est clair que les performances de cette méthode proviennent de la boite de stockage qui
évite de recommencer unitilement les calculs partiels des variables Y;. Ce stockage doit
étre fait évidemment lors du rallongement de la suite lorsque ce dernier intervient comme
expliqué ci-dessus.

L’utilisation de cette mnéthode nécessite une estimation de la vitesse de convergence, telle
que la loi du Jogarithie itéré et le théoréme de la limite centrale, dont le théoreme
ergodique ponctuel ne dispose en général pas. Rappelons deux résultats pour 'opérateur
du shift sur ({0, 1], B([0, 1]®N), X, 0) (cf. Krengel [36]), dont on déduit que la vitesse de
convergence peut étre arbitrairement lente ou arbitrairement proche de 0(4).

D’une part : pour toute suite (@, )nen, an > 0,a,, — U, il existe une fonction continue F
de [0, 1]V a valeurs réelles telle que

1 1 N -1
()= M Foo™ — I5 A — p.s..
9<A_\<._uo ’ BF|) =, b

D’autre part : pour toute suite (¢, Jnen, ¢y > 0, croissant vers infini, avec ¢; > 2, il existe
un ensemble mesurable A avec P(A) = w, pour lequel

HZ.._
YN _MM;&::

n=0

<%
24

B —

Dans la deuxieme partie, on montre des résultats sur la vitesse de convergence pour des
fonctions couramment enployées en pratique.
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11.4.2 Vitesse de convergence

On considére toujours le systeéme dynamique ({0, 1N, B(jo, 1]2™), X, 0). On suppose que
:: 1e I'dX = O et on pose

ot = o} (F) = ||FIR+ 23 | < Fo0*, I > (18)

ot <, > est le produit scalaire sur L*([0, 1Ny et |} . |l2 est la norne sur LE({0, 1]™)

= F2d)\)s.
: A\—o.:z Av

_ our plus de généralité, on considérera, un temps darcét 1 de (F)wen et une fonctionnelle
' Fr-mesurable, avee F,y = o(U,,

< F.G >= \ FGdA
0.1

S, UL). On a alors les résultats suivants

Lemma : 4.1 Si T admet un moment d’ordre p > 2 alors pour toute F € L*{[0, 1N, Fr),

tlle que figw £7 =10, on a

Joap | _s;v;&im
83

_A?ci.wv_mA ;

et done o(F) est une scéric est absolument converyente.

Preuve:Voir référence 5], (preuve de la proposition 3).

A partit de ce lemme, on obtient un théoreme de la limite centrale.

, . ! , N .
Théoreme 11.4.1 Si T admet un moment d'ordre p > 2 alors pour toute I!' € LA([0,1])™, Fy),

telle que .::_:z F=0cao*(l'y>00na

/_\IM:?tl N(0;1), (19)

o N(U; 1) est la lot normale centrée réduile.
Preuve: Soit I € L¥([0, 1]V, Fr) et | € IN, si on écrit que
= A?..:.% - =w§.-,m~v + A%..—N,VN —EF 150,

on a

1 N-1 1 N-1

/\\< M.\\:«: i M\IZN\A\ :.L.l__\ :,\LCQ: /\2 MUA\ Ly - B8 1y )ol™.
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Le premier terme a gauche de 'égalité converge en loi, lorsque N tend vers 'infini, a
>\3.Q~Am..:m~ — B 1pr)), pour tout I € IN, le second terme, lui, verifie :

-1
lim _::m:c_—,:/\l MUAM_ lrsi — EF175)00" > ¢} =0

{00 N_oyoo

la preuve est achevée, en montrant que o*{F.ly¢ — EF.17<) converge vers o?. Pour une
démonstration complete voir [6).

Dans la suite on montre un résultat de type loi du logarithme itéré.

Théoreme 11.4.2 Si T admet un moment d’ordre p > 2 alors pour toule I € L*([0, 1]V, Fy),

telle que [ v =10, on a

Ve > 0 \”\ S~ Fo0" = o( N~ H(log(N))3 ) A—ps. (20)

n=0

Preuve : Ce résultat est vrai pour toute fonction dans L2, vériliant o2 fini. En effet sous
-cette hypothese on montre que

_ ni2 — 2
__ﬁZ\z__z_Muw% Pd = o :
solt encore
N-
/ I3 Fob™%dx = O(N),
~c __z n=0

et d’apres un théoreme de Gal et Koksma [27] on a le résultat énoncé. Pour une démon-
stration complete voir [].

B
Remarques :

1/0n sait que si (X,).en est une suite de variables aléatoires réelles indépendantes ¢-
quidistribuées telle que BEX? < oo, alors
1

‘.AV\— + -4 X

N = O(N~¥(log log(N))5),

L'hypothese d'indépendance a été affaiblie dans plusieurs travaux (cf. Berger [8])

2/11 est évident que les estimations ci-dessous, connues sous le nom de propriété du loga-
rithme itéré, sont plus fortes que le résultat du théoreme 2.

[.'intérét de notre résultal est de donner une estimation assez vois

¢ du logarithme itéré
mais sous des hypotheses plus faibles ot assez naturelles dans le cadre de la siimulation.

TR T ei—r. -
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1I.4.3 Conclusion

Les résultats établis ci-dessus montrent que la méthode du shift pour le calcul de
Pespérance de fonctionnelles de processus aléatoires a une vitesse asymplotique du meéme
ordre de grandeur en pratique que la loi des grands nombres pour une large classe de fonc-
tionnelles parmi les plus couramment rencontrées. Ceci renforee Uintérét de cetle méthode
dont lavantage essentiel, il convient de le souligner, réside dans I'éccnomie de calculs que

permet son implémentation informatique.
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