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Point de départ

Cardiatis®: conception et commercialisation de stents métalliques
multi-couche

@ Nouvelle technologie
On contréle

- Le nombre de couches
- Leur connectivité

@ Les expériences in vivo sur les cochons-nains:

pas de thrombus — 6 mois

@ Phénoméne multi-echelle qui repose sur:
- I'hémodynamique
- les réactions chimiques entre le sang et les tissus des parois

Etude théorique & numerique de I’hémodynamique
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Description du probléeme

o Les propriétés géometriques du probléme
Diamétre de I'artére fémorale: o = 6mm

- Epaisseur totale du stent: € = 0.25mm

- Epaisseur d’'une spire métallique: ¢ = 0.04mm
- Diamétre d'un globule rouge: frc = 0.008mm

0.25
£ T2y
Da 6
Stent ~ paroi rugueuse périodique dans géométrie cylindrique

rectiligne
@ Le sang dans I'artére

- Ecoulement permanent établi:
profil de Poiseuille

- Plus perturbation périodique du au pouls:
perturbation par le profil de Womersley

@ Premiére étape: Etude du profil de Poiseuille rugueux
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Objectifs et références

On veut
e comprendre la dynamique des écoulements dans conduits rugueux
@ éviter de discrétisation colteuse de la paroi

@ inclure les echelles microscopiques dans I'écoulement de Poiseuille
macro

Donc développements asymptotiques adaptés pour les frontiéres
rugueuses.

[§ Jager, W. and Mikeli¢, A.
On the interface boundary condition of Beavers, Joseph, and Saffman.
SIAM J. Appl. Math. 2000

@ Achdou, Y. and Le Tallec, P. and Valentin, F. and Pironneau, O.

Constructing wall laws with domain decomposition or asymptotic
expansion techniques

Comput. Methods Appl. Mech. Eng. 1998

D.Bresch & V. Milisi¢ Correcteurs d’ordre élevé pour un écoulement de Poiseuille rugueux



Le probleme simplifié

@ Ecoulement: laminaire a priori

NavierStokes

Stokes
—ror ]

@ Le probléme simplifié

—Au=C, VxeQ
u=0, VYxerlcurt,

u est la composante axiale
de la vitesse

o C représente —Vp du problém

+
Cylindre
X2
rl
Q¢
VIR VIRV VR VAV
[e

e de Stokes
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Notations & Méthodologie

T X2 X2 2

1 I—l !
r X2 = 1 |

'n

Qr Q° zv L

T
X1 r 3
Xo = 0 |’0 B 3

re Re
R

Approx. par correcteurs couche limite (CCL): plusieurs étapes
e Approximation macro ordre zero: écoulement de Poiseuille dans Q°
o Corr. couche limite premier ordre: echelle micro. dans Z+ U P
@ Corr. couche limite premier ordre: echelle macro. dans Q¢

A ce stade: erreur formelle en O(e).
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La théorie de Jager et Mikelic |

L’'approximation par couche limite

@ Le profil de Poiseuille

C
0 E(].—Xz)Xz7 VXEQO,

0, ¥xecQ\Q°

Saut du gradient dans la direction normale & ™

,1

U} = UOX[QO]

D.Bresch & V. Milisi¢ Correcteurs d’ordre élevé pour un écoulement de Poiseuille rugueux



La théorie de Jager et Mikelic |

L’'approximation par couche limite

@ Le profil de Poiseuille

C
0 E(].—Xz)Xz7 VXEQO,

0, ¥xecQ\Q°

Saut du gradient dans la direction normale & ™
@ Le correcteur couche limite (CCL) s’en charge

—AB =0, Vy e ZV UP,
op

—|=1 r
{axj ; vy e,
B =0, vy € P,

0 periodic in y»

ou® X

ui’l = UOX[QO] + ea—xz (ﬁ (f)

€
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La théorie de Jager et Mikelic |

L’'approximation par couche limite

@ Le profil de Poiseuille

C
0 E(].—Xz)Xz7 VXEQO,

0, ¥xecQ\Q°

Saut du gradient dans la direction normale & ™
@ Le correcteur couche limite (CCL) s’en charge

—AB =0, Vy e ZV UP,
op

—|=1 r
{axj ; vy e,
B =0, vy € P,

0 periodic in y»

e Mais 8 — (3 quand y, — 400 on rajoute Sx{,,>0}

0 X

8 —
3= 2 (3(2) e
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La théorie de Jager et Mikelic Il

L’'approximation par couche limite

8 0
=u X[Q°]+6 (ﬁ BX{x>0})

,1

1
uy

e Mais cette approximation est discontinue on
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La théorie de Jager et Mikelic Il

L’'approximation par couche limite

8 0 0
=u X[Q°]+€ (ﬁ BX{x>0}) +ﬁ€ (1 X2)X {xa>0}

1

1
uy

e Mais cette approximation est discontinue on
ajout de d, le “contre-flot” solution de

— Ad =0, Vx € Q°,

d=0, Vx et

d=1, vx € T°
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La théorie de Jager et Mikelic Il

L’'approximation par couche limite

1,1 0 ou° el
uy” = wxgas) + e~ (8 = BreXpasoy)

e Mais cette approximation est discontinue on
ajout de d, le “contre-flot” solution de

—Ad=0, VxeQ°
d=0, Vx e,
d=1, vx € I°

L'erreur sur le saut est formellement d'ordre O(e).
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La théorie de Jager et Mikelic Il
Les estimations

On se donne:

o l'erreur d'ordre zero WO = ¢ — °
WO s ey < Ve
W] 2oy <
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La théorie de Jager et Mikelic Il
Les estimations

On se donne:

o l'erreur d'ordre zero WO = ¢ — °

W2l ey < Ve
W] 20 <

e l'erreur au premier ordre W' = y¢ — yt!

HWlHHI(Qe) =€

||W1||L2(Q°) <€

Niw
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La théorie de Jager et Mikelic Il
Les estimations

On se donne:

o l'erreur d'ordre zero W° = u¢ — u°
WP sy < Ve
WO 20y <

e l'erreur au premier ordre W' = y¢ — yt!
HWlHHI(Qe) =€

Niw

||W1HL2(Q°) <€

Les preuves reposent sur
— Les estimations a proiri de base sur Q€
— Poincaré sur Q¢ \ Q°
— Le probléme adjoint sur Q°
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Lois de paroi |

Réécriture de la solution comme somme de composantes

@ macroscopiques (— variables lentes)

1,1 0 - ou°
uy” = uxpae + ﬂGaixz(l — X2)X{X2>0}
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Lois de paroi |

Réécriture de la solution comme somme de composantes
@ macroscopiques (— variables lentes)

@ microscopiques (— variables rapides)
0 0

ou ou
uht = uPx0) + ﬁ€ (1 = X2)X (x>0} T “Ox (B — BX{xp>0})
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Lois de paroi |

Réécriture de la solution comme somme de composantes
@ macroscopiques (— variables lentes)

@ microscopiques (— variables rapides)
0 0

ou ou
uht = uPx0) + ﬁ€ (1 = X2)X (x>0} T “Ox (B — BX{xp>0})
On moyenne sur une pérlode de la variable rapide :

ou®
ut = ui =u° X[oo] + 56 (1 — X2)X{x2>0}
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Lois de paroi |

Réécriture de la solution comme somme de composantes
@ macroscopiques (— variables lentes)
@ microscopiques (— variables rapides)
ou° ou°
uht = uPx0) + ﬁ€ (1 = X2)X (x>0} T “Ox (B — BX{xp>0})
On moyenne sur une perlode de la variable rapide :

. 11 ou®
ut=uy = =u° X[oo] + 56 (1 — X2)X{x2>0}

1

et u* résout le pbm macro :
—Aut =C, Vx € Q°,
_out
1 - 2 0
=ef3 0(e?), VxeTl
v =g +0(e%), Vx
ut =0, Vx et
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Lois de paroi Il

Résultats de convergence

||u6 - UIHLz(Qo) < v = UJ’ 12(Q0) + ||U T UIHLz(Q)

= HWIHB(QO) +eK||3 7BHL2(Q°)
< Ke? + K'e2

Parce que

Ii& _BHB(QO) <k
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L approche d'Achdou et al.

Extension linéaire dans la région rugueuse

oud

C
UO = |:2 (]_ — X2)X2:| X[QO] + |:8X2X2:| XQe\Qo

@ Pas besoin de corrections du saut de Vu a travers
= mais corriger u sur la frontére '

1,1 0 u®
uy" = U X[Qo] + |:8X2X2:| XQe\Qo
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L approche d'Achdou et al.

Extension linéaire dans la région rugueuse

C ou®
UO = |:2 (]_ — X2)X2:| X[QO] + |:8X2X2:| XQe\Qo

@ Pas besoin de corrections du saut de Vu a travers
= mais corriger u sur la frontére '

@ Résolution du probléme cellule

—AB=0, WyeZ UP,
B =y, vy € PO,

u® ou® — = o
ui\’l = UOX[QO] + |:8X2X2:| Xae\qo + ETXQ (ﬁ - ﬁ) + 5687)(2(1 - x3)
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L approche d'Achdou et al.

Extension linéaire dans la région rugueuse

C oud

U0 = |:2 (1 — X2)X2:| X[QO] + |:6X2X2:| XQS\QO

@ Pas besoin de corrections du saut de Vu a travers 0
= mais corriger u sur la frontére I

@ Résolution du probléme cellule

_AB=0, WyeZtUP,
“8 = —yo, Vy S :DO7

uO 0

ou —
ui‘\;l = UOX[QO] + |:(3)(2X2:| XQE\QD + 667)(2 (ﬂ — ﬁxz)
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L approche d'Achdou et al.

Extension linéaire dans la région rugueuse

oud

C
U0 = |:2 (1 — X2)X2:| X[QO] + |:6X2X2:| XQS\QO

Pas besoin de corrections du saut de Vu a travers
= mais corriger u sur la frontére I

@ Résolution du probléme cellule

_AB=0, WyeZtUP,
“8 = —yo, Vy S :DO7

Résultats numériques pour NS stationnaire

Pas de différence entre lois de paroi du premier et du second ordre
ou’ ou’ —
11
u,” = UOX[QO] + |:8X2X2:| Xqe\Qo + 667)(2 (ﬂ - ﬁXZ)
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Notre motivation

@ Trouver le lien entre les deux approches

@ Approximations d'ordre élevé
o Explicite
-> Dérivation
-> Taux de convergence
o Implicite
-> Dérivation
-> Taux de convergence

© Preuves numériques
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Connection entre Jager et al et Achdou et al

Formellement

@ De maniére évidente:
ou®
0 0
up = —&-xza—(xl,O)XQe\Qo
X2

@ De facon moins évidente:
Le pbm cellule de Jager = relévement particulier du pbm d’Achdou

B = Ba+yaxp

e Alors

oud
”3 Pt s ﬂX[Q \Qo]X2

De plus
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Connection entre Jager et al et Achdou et al
Convergence

Localisation dans Q¢ \ Q° de la différence

= u1,1+637UOBX R
J A %o [Q2e\Q0] %2
implique que
Proposition
Hu}’l = ;’1‘ HA (@) < Ce%

-> Méme ordre de convergence par rapport a u¢
-> Méme loi de paroi

-> Mais technique de Achdou et al. plus facile & étendre
aux ordres supérieurs.
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Approximation 1 ordre exacte sur €

@ A partir de I'approximation précédente
Le reste O(e) mais I'erreur est linéaire sur '€
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Approximation 1 ordre exacte sur €

@ A partir de |'approximation précédente
Le reste O(e¢) mais l'erreur est linéaire sur I

e Comme 3 € [0, 1], on recommence indéfiniment
0,e
loo .0 € 8u’((X) 7)
> =ul F—— =) — Bx
ext 1+€ﬁ 5X2 ﬂ € 5 2
L'approximation est exacte sur '
ub>® =0, Vxerl®
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Approximation 1 ordre exacte sur €

@ A partir de |'approximation précédente
Le reste O(¢) mais I'erreur est linéaire sur €

e Comme 3 € [0, 1], on recommence indéfiniment

L'approximation est exacte sur '€
ub>® =0, Vxere

On a éliminé I'erreur sur ¢ mais il reste encore les erreurs
o sur?

11
o dues au terme source dans Q°\ Q°, u," linéaire dans Q°\ Q°

D.Bresch & V. Correcteurs d’ordre élevé pour un écoulement de Poiseuille rugueux



Propriétés et estimations

o L'approximation u> est solution de

— Aul,oo = CX[QF\QO], Vx € QE,
ub>® =0, Vxerle,
e oude

- 1—}—63 8X2

1,00

(B-B), vxerll,

Proposition

On pose W1 = y¢ — yt°

W] 1 ey < Cre + Goe™*

I'erreur est seulement due au terme source

@ On a besoin de I'approximation 2°¢ ordre
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Approximation d'ordre deux
Construction formelle
o Extension du profil de Poiseuille sur tout Q°.

“2xt(x) = %(1 —X2)x2, Vx€Q°

Sur € ona

0 ou® (f) +€2 0?u® (5)2

ext — 687)(2 p 5@ .
corrigé par CCL 17 o.
@ pbm cellule du 279 ordre
—Ay=0, VYwyeZTUP,
{v=—y§7 Vy € P°,

e Approximation macroscopique du 2°¢ ordre

o b (1) =P 5 (1) )
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Approximation d'ordre deux

Série exacte et résultat de convergence

@ On itére jusqu'a ce que l'approx. soit exacte sur '€

200 _ 0
= Ugxt

0 —
g (0(2)-Pe)

r5 g (G ) 75 (0 () o)

u

Proposition

On pose W% = y¢ — y>,

1

||W2’OO||H1(Qe) < Ce

1

| Wz’ooHLz(QO) < Cyee -
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Loi de paroi du 2"¢ ordre

@ On sépare les variables micro des variables oscillation rapide

=it (5(5) 7) + 5 (15 )

ol u? est explicite et satisfait

— A’ =C, vx € Q°
_ou? 2 9%

2 — il N v rO

= e T2 g XET

v =0,¥x et

Proposition (Estimation d'erreur)

On pose W? = u — 1? = uf — u>>® + u>>® — ?

| Wz”p(m) < Wzm”p(ﬂw +Cle [Hﬁ - B||L2(Q°) +elly - 7||L2(ﬂ°)}
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Loi de paroi du 2"¢ ordre

@ On sépare les variables micro des variables oscillation rapide

2 2 92 2
o= =g (0(5)-B)+ 550 (1) -7)

ol u? est explicite et satisfait

—Au® =C, Vx € Q°

_ou? 62782U2 0
U —E/B 2"}/37)(22, VX S r y
u? :0,Vxe rt

Proposition (Estimation d'erreur)

On pose W? = u — 1? = uf — u>>® + u>>® — ?

[W?]] 2 g0y < Ke ¢ + K'e3
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Conclusion partelle négative

Il est impossible d'atteindre des ordres de convergence élevés
sans inclure I'influence des CCL

@ Simulations numériques dans Achdou et al.:
pas de différences entre lois de paroi 1°* et 2"¢ ordres:
pas d'explication.

@ On cherche des approximations incluant les oscillations des CCL
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Lois de paroi micro-macro d’ordre un

Dérivation formellle

e L'approximation ub>° = u! + eg—)‘g (B (%) — B) résout

—Aub>® =C, VxeQ°,
1
b = eaiﬂ ({> , Vxerl®
Oxa €

Mais le CCL pollue sur 't
@ Nouvelle loi de paroi

~AU=C, VYxeQO,

U:egiﬁ<:), Vx e®

U=0, Vxerll

Proposition

On pose W = ue —U

6 = Ul 2oy < Wl 2oy + 165 = U 2 o)
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Lois de paroi micro-macro d’ordre un

Dérivation formellle

e L'approximation ub>° = u! + eg—)‘g (B (%) — B) résout

—Aub>® =C, VxeQ°,
1
b = eaiﬂ ({> , Vxerl®
Oxa €

Mais le CCL pollue sur 't
@ Nouvelle loi de paroi

~AU=C, VYxeQO,

U:egiﬁ<:), Vx e®

U=0, Vxerll

Proposition

On pose W = ue —U

[|uf _u||L2(QO) < CG% = C/ef%
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Lois de paroi micro-macro d’ordre deux

@ De la méme maniére
—AV=2C, VxeQ°,

V= ds(2) + 508 (), wer

Yy=0, Vxerll

Proposition

Si on pose W4 = u°—V, on a

1

W ||L2(Q°) < Ce

@ Conclusion:

Pour I'écoulement de Poiseuille V est exponentiellement proche
de la solution du probléme rugueux
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Loi de paroi micro-macro et implicite

Dérivation

o Lois précédentes explicites: nécessité de calculer u! ou u?, 8 ou 7.

o Existe-t-il une loi oscillante et implicite 7
On propose de résoudre

—AT=C, VxeQ°,
_ g 9T 0
T—GB(G,O)&Q, Vx e,
T=0, Vxell,

On a besoin seulement de 3(%,0).

@ A-t-on convergence ?
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Loi de paroi micro-macro implicite

Convergence

Théoréme

Hypothéses:

e PO suffisamment régulier
e P° ne touche pas T
e on pose W, =u"—T,

Alors on a :
3
< Kez.

Wil 2 goy <

ou K constante indépendante d'’e.

Idée de la preuve
Q Décomposer Wy ; = Wh™ +U — T = W + 0
@ Se ramener 3 un probléme de Robin sur ©

© Utiliser les résultats de convergence sur lois de paroi u*,U
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Validation numérique
Le cas 2D

o Calcul solution exacte uj

o Canal rugueux longueur fixée L = 10,
o Frontiére rugueuse périodique,

P°={y eR/y»=—cos(y1)/2 — 3 — 6},6 =5e — 2,
o rheolef code éléments finis 2D
o Calcul sur une seule cellule macro
o Construction d'une sol. approchée

© Les problémes cellule Ba,va
@ Extraire info pértinente

7 A AR YO
U2 /877 V ﬁ(yho)wg?fy(yho):i
T | Balys,0)

@ Calcul des solutions macro sur le domaine lisse Q°
o Faire varier ¢

o Calcul de I'erreur sur le domaine entier (0, L) x (0,1)
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Estimations d'erreur

10
1g E
3 i ]
T il R ]
i B SR = R U
P O e VAN

I - : .
0.1)5.7._1—_ *- e AA z
H PR b
ro_ o A N
= . 1
B A'UA—UA —t 1
0.01 ? A UEA*UZ RV 7;
N VAN 2y ]
[ A A Up — Up ~ X |

AN UEA—TA 0

0.001 — : :
0.1 up —Up — & 1

€
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Estimations d'erreur

Si on pose

| WiHLz(QO) = Ce¥

approx. «

Uy — ug 1.11

Up — ulA 1.4786
2

uy —un | 1.3931
uy —Va 1.768
uy —Va 2-3.6

uy — Ta | 1.6227

Ces estimations ne sont pas optimales:
errors de projection de v sur les maillages des solutions approx macro

D.Bresch & V. Milisi¢
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Conclusions & perspectives

e Conclusions
@ Le cas linéaire: pleine compréhension des mechanismes des CCL
© Pas de loi de paroi moyennée d'ordre élevé
© Premier ordre implicite incluant les oscillations
@ Preuve numérique de I'optimalité des résultats théoriques
@ Perspectives
- Perturber
— flux
— géometrie
- Flot de Womersley
- Le cas non-linéaire
- Les géomeétries spécifiques des stents multi-couche de Cardiatis

@ Remerciement
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