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1. INTRODUCTION

Soient g > 1 et p un nombre premier rationnel. La variété de Hecke Xpe; associée a GS P2y
et p a déja été construite par E. Urban (voir [41] qui traite de cas beaucoup plus généraux)
a 'aide de complexes calculant la cohomologie de Betti totale de certains faisceaux sur
les variétés de Siegel de niveau premier a p. Plus récemment, Andreatta-Iovita-Pilloni [3]
ont reconstruit la « partie de type holomorphe » X}, de la variété construite par E. Urban,
en utilisant la partie holomorphe de la cohomologie de de Rham des variétés de Siegel de
niveau premier & p; ce travail a été complété dans une prépublication par Pilloni-Stroh
[31] dans laquelle ces auteurs, sous certaines hypothéses faibles, établissent la classicité des
points de poids cohomologique et de pente petite par rapport au poids. Dans ce travail, on
propose une nouvelle construction de la variété de Hecke holomorphe X}, en utilisant une
variante surconvergente des formes p-adiques de Katz.

Avec le soutien des projets ANR Blanc ArShiFo ANR-10-BLAN-0114 et ANR Blanc Percolator ANR-
14-BLAN-0223
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Soient T' le tore diagonal de Sp,, et Ty = T(Z,) le groupe de ses Z,-points. L’espace des

poids 20 = Hom(Ty, ijlg) est le Q,-espace rigide des caracteres continus de Tp. C’est une
réunion finie de copies du polydisque unité ouvert de dimension g. Pour construire la variété
de Hecke X}, au-dessus de 20 en suivant la technique de Coleman, formalisée par Buzzard |9
et Chenevier [10], il suffit de construire, pour chaque ouvert affinoide & = Spm A(4l), d'un
recouvrement admissible affinoide {{{} de 20, des A(4l)-modules de Banach « projectifs »et
des opérateurs complétement continus U, € U, sur ces modules satisfaisant certaines
conditions de compatibilité et ou U, désigne la sous-algebre contractante de I'algébre de
Hecke Iwahorique (¢f section [9.2).

Dans [3], les auteurs définissent, pour un certain recouvrement admissible {il,,} de 20,
des A(4,)-modules SAF ot v, — 0 et w, — oo sont deux paramétres rationnels liés

Ksly, sUn,Wn
par les relations 0 < v, < 21)”;—1 etn—1+ vanl < w, <N —uv,- ’% et ry, désigne le
poids universel sur {{l,,} donné par ry, : To — A(U,)™, to — (kK — k(to)). Ils sont définis
a l'aide des groupes canoniques supérieurs H,, de Fargues et Tian [17], qui existent sur les
voisinages stricts X"(v,,) du lieu ordinaire dans une compactification toroidale fixée X
de la variété de Siegel X. Les auteurs définissent des faisceaux de différentielles wy-7, sur
X"8(p,) x 4, en termes des applications de Hodge-Tate associées aux groupes canoniques
H,. Ts posent alors SAI* = HO(X"®(v,) X £, wor, ).

Considérons 'algébre de Hecke abstraite HY? ® U, , ou HNP désigne la Q,-algebre de

Hecke sphérique hors de Np. Cette algébre opére sur les espaces S?;P,vn,wn7 de facon com-
patible quand n varie. A l'aide de ces représentations, ces auteurs peuvent définir par
recollements la variété de Hecke X}, comme un espace rigide muni d’'un morphisme rigide
K: Xp — 20, appelé « poids », qui est localement fini et dominant (sa surjectivité est
une question ouverte). Elle est munie du systéme de valeurs propres de Hecke universel
0: HNP ®@U,; — Oy, Le triplet (X1, s, 0) est caractérisé par les deux conditions suivantes :
(1) toute forme cuspidale holomorphe de poids k = (ky, ..., k), k1 > -+ > k,, de niveau
N hors de p et de niveau iwahorique en p, propre pour HV¥? @ U, , définit un point
x € Xy, tel que x 08 = 0 soit le systeme de valeurs propres associé a f;
(2) ces points forment un sous-ensemble dense et d’accumulation de X,,.
On montre de plus les deux propriétés suivantes :
(3) tout point de Xj définit une forme de Siegel surconvergente propre de pente finie
pour U, ;
(4) pour toute forme classique f de poids k de pente non-critique (voir [10]), il existe un
voisinage affinoide U de k dans 20 tel que pour tout k&' € 4 dominant cohomologique
(i.e. tel que Ky > --- >k > g+ 1), tout point 2’ € x~' (k") non-critique pour 6 est
classique.

En adaptant la définition des formes p-adiques de Katz, nous construisons également dans
cet article de tels modules munis d’opérateurs U, complétement continus. Cette approche
utilise la notion de tour d’Igusa surconvergente (dte a deux des auteurs [§|, pour I'instant
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sous I’hypothése p > 3) sur les voisinages X™8(v) du lieu ordinairel. Pour chaque v élément
de |0, ”BTM[ (voir [5.1.3)), ces auteurs construisent un GL,(Z,)-torseur étale To,, — X"8(v)
prolongeant la tour d’Igusa classique (pour la variété compactifiée, voir Appendice). On in-
troduit alors les sous-faisceaux de la complétion p-adique du faisceau des fonctions sur Tt ,,
des sections sur lesquelles 'action de GL,(Z,) se prolonge a un de ses voisinages analytiques
quasi-compacts dans la variété (GL,)*". C’est a 'aide de I'anneau des sections globales de
ce faisceau qu’on définit nos modules de Banach de formes « Igusa-surconvergentes ».

Comme la tour d'Igusa T.,, est « uniforme » au-dessus de X"8(v), nos modules de
Banach ne nécessitent pas pour leur définition de relations entre v (élément de ]0, “24[) et
le couple (w, i), ou 4 est un affinoide de 2 (il y a cependant une relation entre w et ).
L’opérateur complétement continu est celui défini dans [21], [30], [3]. Nous construisons
alors des morphismes naturels de périodes appelés morphismes de Hodge-Tate-Igusa entre
les différents torseurs définissant les formes Igusa-surconvergentes d’une part, et les formes
classiques et celles de Andreatta-lovita-Pilloni d’autre part. Ceci nous permet de comparer
les formes de Siegel-Igusa, définies dans , avec les formes de Siegel classiques (voir
et les formes de Siegel-AIP, du moins en poids accessibles (voir . Nous montrons en
particulier que les familles de formes de Siegel-Igusa et celles de Siegel-AIP coincident sur
I'ouvert affinoide des poids accessibles, qui contient tous les poids classiques (voir .

D’autre part, nous montrons directement (Section 9) que nos modules de Banach de
formes de Siegel-Igusa surconvergentes sont orthonormalisables et interpolent les espaces
de formes surconvergentes.

Notre technique de construction semble bien adaptée a des généralisations a des variétés
de Shimura de type abélien mais non nécessairement de type PEL, comme par exemple les
variétés de Shimura pour SO(n, 2).

2. NOTATIONS ET DEFINITIONS

Soit g € N+ ; soit s la matrice g x g antidiagonale telle que s; 4_;11 = 1 pouri =1,...,9;
on considére le groupe des similitudes symplectiques GSpy, = {X € Glyy;'XJX = v - J}
ol J est la matrice antisymétrique non-dégénérée donnée par blocs g x g par J = (_08 8) .
Le noyau du caractére v de GSp,, est le groupe symplectique Sp,,.

Pour tout r = 0, ..., g, on note I, resp. s, la matrice unité, resp. antidiagonale unité,
de taille r. Soit P, le parabolique maximal standard de Sp,,, triangulaire supérieur par
blocs, dont le sous-groupe de Levi standard M, est constitué des matrices diagonales par
blocs diag(A, B, st _,A™'s, ), o B € Sp,, et A € GL,_,; on note M, = M, x M,

) 2g—r
la décomposition en partie linéaire et hermitienne de M, , ou le sous-groupe M, 4, resp.
M, , est ensemble des matrices m,.(A) = diag(A,Igr,s;_,,Aflsg_T), A € GL,_,, resp.
diag(I,_,, B,1,_), B € Sp,, ; on note Up,, le radical unipotent de P,, et Up_le centre de

Up,.. On a

Dans la section 8, on étend cette construction aux voisinages analogues X &(v) dans une compactifi-
cation toroidale X de la variété de Siegel X.
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I, m u
UPr = { Loy ‘n ym,n € Mg—r,Q'r‘uu € Mg—ra
I—r
Sg—rm = nJo, et s,_,u — ‘us,_, = ‘nn}
et
I, O U
Up =A{ I, O u € My, Sg-pu ="us, .}
I,

Tout parabolique maximal propre défini sur Q est conjugué sur Q a I'un des P,.. On note
I1, '’ensemble des paraboliques rationnels conjugués a P, ; pour un tel P, on note Mp un
sous-groupe de Levi, resp. Up, resp. Up le radical unipotent de P, resp. son centre. On note
II =1, U...UII,_; 'ensemble de tous les sous-groupes paraboliques maximaux propres
Q-rationnels de Spy,

On appelle Py le parabolique de Siegel de Spy, ;. on note m: A = m(A) = diag(A4, stA7Ls)
I'isomorphisme de GL, avec M. Soit BT = T'N* le sous-groupe triangulaire supérieur de
GLy, ot T', resp. N, désigne son tore diagonal maximal, resp. son radical unipotent. On
identifiera T" et son image dans M par t — m(t). Le sous-groupe triangulaire supérieur Bs,
de Sp,, peut se décomposer en produit semi-direct Bs, = m(B7)-Uy; on écrira simplement
Bs, = BT - U,.

Soit N > 3; soit I' C Spy,(Z) un sous-groupe de niveau N sans torsion. Il agit proprement
et librement sur le demi-espace de Siegel H,. Le quotient I'\H, admet un modéle quasi-
projectif X lisse sur Z [C N %] qui est géométriquement connexe. Soit f: A — X la variété
abélienne universelle principalement polarisée de dimension g sur X.

Soient p > 2 un nombre premier qui ne divise pas N, p|p un idéal premier de Z[(y] et
W = Z[(n], la complétion correspondante et K = Frac(W) le corps des fractions de W.
On note X' le schéma formel associé & X yw par complétion p-adique le long de la fibre
spéciale, et soit X" le K-espace rigide associé¢ a X' par la construction de Raynaud. On
note X1(0) Pouvert formel de X' ot la variété abélienne A est ordinaire et X*8(0) I'espace
rigide associé.

3. CRISTAUX UNITES ET CORRESPONDANCE DE KATZ

3.1. Correspondance de Katz dans le cas affine. Soit R une W-algébre admissible
formellement lisse, munie d’un morphisme de Frobenius ¢ semi-linéaire relevant le Frobe-
nius de R/pR ; on suppose que R/pR est intégre et on fixe un point géométrique T au-dessus
du point générique de la fibre spéciale de Spec R. D’apres l'exercice 14 de Bourbaki Alg.
Comm. Chap.9 par.1, il existe un unique morphisme d’anneaux R — W (k(Z)) compatible
aux Frobenius. Soit R™ I'extension non-ramifiée maximale de R dans W (k(Z)) ; le Frobenius
de R s’étend de fagon unique & R™ en un relévement du Frobenius de R™ /pR™, encore noté
¢. On note R la complétion p-adique de R™. Soit Gg = Gal(R™/R) = m1(Spec R/pR, %) ;
on note Rep(Gr) la catégorie des Z,-modules de type fini avec une action continue de Gr
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et ®M la catégorie des ®-cristaux unités, c’est-a-dire des R-modules M de type fini munis
d’un endomorphisme ¢-semilinéaire ® tels que (1 ® ®): ¢*M — M soit bijectif .

La correspondance de Katz [23, Remark 5.5] associe & un objet V' de Rep(Gg), le ®-
module M = (V ® Rm)Gal(R™/R) 61y @ = 1 ® ¢ est ¢-semilinéaire.

Proposition 3.1.1. Le foncteur K définit une équivalence de catégories de Rep(Gg) vers
OM, d’inverse (M, ¢) — (M @ Rrr)®eo=1

3.2. Correspondance de Katz faisceautique. Soit Q un W-schéma formel admissible
formellement lisse et connexe, muni d’un morphisme de Frobenius W-semi-linéaire ¢ rele-
vant le Frobenius absolu de sa fibre spéciale Q. On fixe un point géométrique T au-dessus
du point générique de Qy : on a alors (¢f EGA IV, Th.18.1.2) une équivalence de catégories
entre la catégorie des revétements finis étales de Q (i.e. des morphismes Z — Q tels que
pour tout n, Z @ W/p"W — Q ® W/p"W soit fini étale) et la catégorie des revétements
finis étales de Qp. On introduit alors le site Qg des morphismes finis étales T — U sur
les ouverts de Zariski U de Q, les recouvrements (7; — U;); de T' — U étant définis au
sens naif (suffisant pour notre situation) par des morphismes (étales) g;: T; — T tels que
U;g:(T;) = T. On a un morphisme de sites v: Qs — Qzar donné par (T' — U) +— U vers le
site de Zariski Qz,, de Q. Soit Og,,, le faisceau « structural » qui associe & un revétement
fini étale T — U lanneau I'(T, Or). Ce faisceau est muni d’un opérateur de Frobenius
¢ relevant canoniquement le Frobenius ¢: Q — Q. Un faisceau V sur Qg est dit locale-
ment constant s'il existe un recouvrement (7; — U;); de l'objet final @ — Q tel que V
restreint a T; s soit constant. Les faisceaux finis localement constants V sur Qg s’iden-
tifient aux faisceaux finis localement constants sur Q. Soit V un faisceau localement
constant fini sur Qg ; on lui associe un faisceau de Zariski K(V) = M = v, (V®0Oqg,, ),
muni du Frobenius ® induit par celui de Q. Le morphisme ¢*M — M associé & & est
bijectif. Réciproquement, pour tout ®-module de type fini et de torsion M sur lequel ¢
induit une bijection ¢* M — M, on définit le faisceau localement constant V des invariants
par ®® ¢ de v ! M®,-10 o, Og,,, - Par la théorie de Katz locale, ces deux foncteurs sont
quasi-inverses 1'un de Pautre. Le foncteur K est la correspondance de Katz faisceautique.

Pour étendre le foncteur K aux faisceaux lisses, on introduit, suivant [4, SGA4 Exposé
VI], le site Qprofer dont les objets sont les couples (U, T) ou U est un ouvert de Zariski de
Q et T = (T,,) est un systéme projectif de revétements finis étales T,, — U ; un morphisme
g: (T" - U') = (T — U) est un systéme projectif ¢ = (g,), de morphismes g,: (7, —
U') — (T,, — U). Un recouvrement (7; — U;); de T' — U est la donnée de morphismes
ouverts ¢; = (gin): Ti = (Lin)n — T = (T))n tels que U;9:,(Tin) = T, pour tout n.
Un systéme projectif V = (V,,) de faisceaux localements constants sur Qg est dit lisse
s'il existe un recouvrement de Q par des ouverts de Zariski U; et des tours T; = (1} ,),
de revétements finis étales T;,, — U; tels que pour tout m et pour tout n assez grand,
la restriction de V,,, a T; , sy est constant. Une catégorie analogue a été introduite par P.
Scholze dans [36], Sect. 3], On associe & ce systéme projectif un préfaisceau sur Qposr dont
les sections sur T — U sont

lim (ling V., (7))
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On note encore V ce préfaisceau. On vérifie aisément la propriété de recollement qui fait de
V un faisceau sur Qporst, appelé faisceau lisse. On dit qu'un systéme projectif V = (V,,)
est lisse de rang fini r sur Z, s’il existe un recouvrement (7; — U;); de Qpofet par des
tours T; = (1},)n de revétements finis étales, et un systéme d’isomorphismes de faisceaux
Vi = (Z /p™ Z)" sur T}, 56 pour tout m, et pour tout n assez grand, compatibles quand
m varie.

La donnée d'un groupe p-divisible étale G sur Q fournit le faisceau lisse V. = T G sur
Qprofet donné par le systéme projectif des V,,, = G[p™].

On considére le morphisme de sites v: Qpotst — Qzar; (U, T) — U et le faisceau structu-
ral Og, et (T = U) = (hgm HY(T,,, Or,.)), le chapeau désignant la complétion p-adique.
On pose

K(V> = U (V ®0Qprofét)

pour tout faisceau lisse V. Il résulte facilement de ce qui précéde que :

Proposition 3.2.1. Le foncteur K fournit une équivalence de catégories entre la catégorie
des faisceaux lisses sur Qpporsr, localement libres de type fini sur Z, et les faisceaux de
Zariski localement libres de rang fini Ml munis d’un endomorphisme ¢-semilinéaire ® tel
que (1 ® ®): ¢* M — M soit bijective.

Prenons par exemple pour Q le lieu ordinaire de la complétion le long de la fibre spé-
ciale de la variété de Siegel X sur W. Il est muni du schéma abélien universel ordinaire

AL Q de dimension g, et du relevement excellent ¢ de Frobenius associé au groupe
canonique A[p|°. La théorie cristalline fournit un endomorphisme ¢-semilinéaire & sur
H=Hr (A/ Q). L’hypothése d’ordinarité entraine que le sous-®-module & du P-cristal
‘H, caractérisé comme le plus grand sous-®-cristal unité, est localement libre de rang g sur
Og. La limite projective IpAét définit un faisceau lisse de rang g sur Qpofet (cf supra),
limite projective des composantes étales A[p"]* de A[p"] sur Q. On note V" le Z,-dual
d’un faisceau lisse V localement libre sur Z,. Par autodualité du dévissage connexe-étale,
on a T A®Y =T A°(-1).

Proposition 3.2.2. La correspondance de Katz envoie alors le faisceau lisse T, A°(—1)
sur le ®-module U.

Ceci se démontre localement, comme la démonstration de [23, Thm 4.2.2]. Nous donnons
quelques détails dans la sous-section suivante en termes de ’application de Hodge-Tate.

Notons que sur le lieu ordinaire Q d’une compactification toroidale arithmétique X*
de X' sur W, le schéma semi-abélien G ne définit pas un groupe p-divisible, mais que
la suite des composantes neutres des schémas quasi-finis et plats G[p"]° forme bien un
groupe de Barsotti-Tate de type multiplicatif. On a donc un faisceau lisse T G°(—1) au-
quel on peut appliquer la correspondance de Katz. La cohomologie log-cristalline de la
compactification de Kuga-Sato A/X" fournit un log-cristal Hi,,.(A/X ") qui est muni
d’un Frobenius ¢-semilinéaire pour le relévement excellent du Frobenius ¢ donné par le
groupe canonique G[p]°. Sa restriction au lieu ordinaire @ admet un sous-log-cristal unité
associé U = Hllogcﬂs(Z/@)O, qui est de rang ¢g. Comme noté¢ par Katz [23, Sect.1.3 et 1.4],
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c’est en fait un cristal (il n’a pas de singularités). La démonstration de la proposition 9.1.1
plus bas a pour corollaire :

Proposition 3.2.3. L’ image du faisceau lisse ngo(—l) par la correspondance de Katz est
égale a U.

Ce résultat n’interviendra pas directement dans la suite, bien qu’il motive la construction
du prolongement du faisceau de monodromie surconvergente a la compactification toroidale.
L’idée est de montrer (avec les notations de 9.1), que sur chaque carte locale Eﬁfg de Q,
les dévissages

* 77 1 0
0= Lp®Ozpy,eris = U = Heyo(Ap/YpP)” — 0

Px cris

et
[¢] [¢]
0—-T,7Tp —-T,6°—=T,Ap =0
sont tous deux donnés par la méme classe d’extension, a savoir celle de I'extension de

Raynaud. Comme les termes de gauche et de droite, tordus par (—1), se correspondent par
la correspondance de Katz, il en va de méme pour les termes du milieu.

3.3. Correspondance de Katz et application de Hodge-Tate. Soit R une W-algébre
admissible formellement lisse munie d’un relévement ¢ de 'endomorphisme de Frobenius.
Rappelons que ’extension non ramifiée maﬂd\male R™ de R est munie d’un endomorphisme
qui étend ¢ de facon unique a R™ et & R", relevant I’endomorphisme de Frobenius de
Rnr/pRnr'

Soit G,, un schéma en groupes fini et plat annulé par p"” sur R, soit G2 son dual de
Cartier. Le morphisme de Hodge-Tate

Oé(Gn) : Gn(Rnr) — R™ QR Wab /R

est défini par

z € Gp(R™) = Hompn (G, Gy) — 2 (4)

Soit alors G un groupe p-divisible étale sur R. Pour n € N+, les morphismes de Hodge-
Tate agpn): G[p"](R™) = R™ @ wapprp/r forment un systéme projectif : en passant a la
limite, on obtient le morphisme de Hodge-Tate

Qg: TpG — /RE(X)RWC;D/R
Par @—linéarité, ce dernier fournit un morphisme Ggr-équivariant appelé morphisme de
périodes
1®ag: R ®Zp TpG — R™ KRR WGP /R
Ce dernier est un isomorphisme ; en effet, GG est étale sur R de sorte qu’on peut supposer
que G = (Q, / Z,)", et méme G = Q, / Z,, cas dans lequel c’est immédiat.
On applique ceci & un ouvert affine Spf(R) du lieu ordinaire Qf et & G = A[p™®]** en

notant que wypp=jo/r = wasr. On obtient 'application de Hodge-Tate

HTg: T, A% = R™ @ wa/r
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Observons que si 'on compose I'isomorphisme dual inverse (Idz @ HT r)V !
R @5 T, A*Y = R @pw) n
avec l’'isomorphisme wXR R = U, on obtient un isomorphisme
R™ @p T, A = R @i U
qui, en prenant les invariants par ¢ ® ®, induit la correspondance de Katz :
K(T, A"y =U

voir les détails sur l'action de Frobenius dans [23], pp.148-149].

Observons également que 'application de Hodge-Tate HTg est équivariante sous le
groupe de Galois de R™/R. En fait pour toute extension p-adiquement compléte S de
R contenue dans R, on a

EEGaI(Rm/S) _g
par descente étale modulo p.

On souhaite globaliser cette application de Hodge-Tate. Observons d’abord que tout

faisceau cohérent F sur Qgz,, fournit un faisceau, encore noté F, sur Qp,orsr donné par

(T = fu—U) > (g KT, f1,F)

ou le chapeau désigne la complétion p-adique. On applique cette construction au faisceau
wa/g- On observe d’autre part que wapne/o ® Z /p"Z = wajgo ® Z /p™ Z et que les appli-
cations

HT, = a(A[p"]*): A[p"]* = wajo®Z /p" Z

forment un systéme projectif de morphismes de faisceaux sur Qyg et donc sur Qprofer. On
déduit de ce qui précéde un morphisme de faisceaux sur Qpyofst

HT: T,A% < w40

qui est compatible aux morphismes de faisceaux HT,, sur les sites (Q ® Z /p™ Z)¢ via les
morphismes évidents de sites Qprotet — (Q @ Z /™ Z) protét-

Définition 3.3.1. Le morphisme de faisceaux HT s’appelle application de Hodge-Tate
faisceautique ordinaire.

4. TOUR D’'IGUSA ORDINAIRE

Dans cette section, on note Qf = X*(0) le W-schéma formel des points de X a réduction
ordinaire (voir fin de la section [2).
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4.1. Dévissage connexe-étale. Sur @, la composante neutre A[p>]° de A[p™] est un
groupe p-divisible de type multiplicatif de rang ¢g et on a le dévissage connexe-étale

0 — A[p™]° — A]p™] — APp™]* — 0

En identifiant A & sa duale, on obtient par I'accouplement de Weil un isomorphisme de
A[p™] avec son dual de Cartier, et cette autodualité échange A[p>]° et A[p>=]*. Le sous-
schéma en groupes H,, = A[p"]° fournit un relévement au schéma formel Q' du noyau de
I’endomorphisme F'r" puissance n-iéme du Frobenius relatif de A sur la fibre spéciale du
lieu ordinaire. On ’appelle le sous-groupe canonique de niveau n. Le sous-groupe H; de
niveau 1 permet de définir le relévement excellent de Frobenius ¢ : Qf — Q' donné par
Apz) = Az /H .. On note encore ¢ 'endomorphisme du faisceau Ogt.

4.2. Tour d’Igusa. On forme la tour de revétements T: — Q' définis par
T}, = Isomy: gy (1, A[p"]°).

Considérons le schéma fini étale P, = Hom (p,n, A[p"]°) = A[p"]°(—1); T} est le torseur
des Z /p" Z-bases v = (v1,...,v,) de P,. Le groupe GL,(Z /p"Z) agit naturellement a
gauche sur TF par y e v = (vy,...,v,) -y~ '. Les revétements T\ — X'(0) sont finis étales
de groupe GL,(Z /p" Z) ; ces revétements sont géométriquement connexes (¢f [16, Chap.
V, Prop. 7.2]). Soit P, = m P,. Le proschéma formel T f = Hm T! classifie les Z,-bases
de P,. En passant aux espaces rigides quasi-compacts associés a ces schémas formels, on
obtient une tour 7T,, = T" — X"¢(0), de limite projective T,, — X"¢(0).

En fixant un point générique géométrique x de X" (et donc un point géométrique T de
X @ W/pW), on a aussi une suite exacte de 71 (X™#(0), z)-modules pour les modules de
Tate de A, :

0— T,AS = T,A, =T, A% =0
ou le groupe fondamental algébrique classifie les revétements finis étales connexes de
X"8(0). On note py: m (X"8(0),z) — GLy(Z,) la représentation définie par T, A3 (ob-
server que T, A° est lisse sur X™(0) et que po(—1) se prolonge & 7 (Q" x W/pW,z)).

La théorie du groupe fondamental montre que la représentation po(—1) fournit un fais-
ceau lisse T) A sur Q"

Le faisceau localement libre H = H} (4/Q") est muni d'un endomorphisme de Frobenius
® semi-linéaire par rapport au relévement excellent ¢ de Frobenius sur le lieu ordinaire
Ogr. Soit U C H le cristal unité de Katz[3.3]; la correspondance de Katz envoie le faisceau
lisse T,A"Y sur le ®-module U (voir Pro .

Remarque 4.2.1. Notons que si la représentation 7y (Qf x W/ pW) — GL(V) se factorise
par po(—1), le faisceau lisse V associé a la représentation V' est le faisceau des sections du

fibré Mo\(V x TL) au-dessus de Q.

4.3. Tour d’Igusa et variétés de Siegel de niveau parahorique. Désormais, on note
a nouveau X(0) le lieu ordinaire et @ le parabolique de Siegel de Spy,. Pour tout n € N,
on introduit des modéles définis sur Q((y) des variétés de Siegel X¢(p™) (resp. Xu(p™))
associées aux sous-groupes de I' des éléments + dont la reduction mod p™ appartient a
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Q(Z /p"Z) (resp. a U(Z /p™Z)); on notera Xqg(p")x resp. Xy(p")x leur changement de
base de Q((x) a K. On définit ces modéles comme les espaces de modules (fins) pour
les classes d’isomorphisme de triplets (A, «, H)) (resp. (A, a, H) g)) ol A est une variété
abélienne principalement polarisée de dimension g, « est une structure de niveau N modulo
I, et H} un sous-BT, isotrope maximal de A[p"], resp. ¢’ est un isomorphisme

w :up" = H,

Ces variétés sont géométriquement connexes sur K. Les fleches d’oubli fournissent des
revétements finis Xy (p")x — Xo(p")x — Xk. En passant a la limite projective sur n, on
obtient des proschémas X¢(p™)k et Xy(p™) i (sur K). On considére alors les modéles sur
W definis comme la cloture normale de X,y dans leur fibre générique. Ils sont munis de
morphismes propres prolongeant les fleches d’oubli Xy (p™)w — Xo(@™)w — Xw.

Sur X"(0), le groupe de Barsotti-Tate canonique H,, = A[p™]° fournit une section
X18(0) — ng (p™°) k. Par normalisation, cette section préserve l'intégralité, et on a donc

une immersion ouverte X(0) — Xg(p™)w ; cette section posséde un relévement canonique
TY — X{(p™)w envoyant Disomorphisme ¢: pife = Hy, sur le point de X[ (p™)w qu’il
définit par adhérence schématique; par ce morphisme, I'image de la tour d’Igusa est la
composante connexe du lieu ordinaire de la fibre spéciale de Xy (p™)w ou le groupe de
Barsotti-Tate H.  est de type multiplicatif.

5. LE FAISCEAU LISSE SURCONVERGENT ET L’APPLICATION DE HODGE-TATE

5.1. Représentation de monodromie et faisceaux localement constants surcon-
vergents. Dans un travail récent, deux des auteurs [8] ont étendu, sous 'hypotheése p > 3,
la représentation de monodromie associée a la famille universelle au-dessus du lieu ordinaire
X"8(0) a un voisinage strict X"¢(v) = {|h|, < p~"}, oit h est un relévement de I'invariant
de Hasse et v > 0 est suffisamment petit (voir ci-dessous). Leur approche généralise la des-
cription de Katz de T, A°(—1) en termes du sous-cristal unité 2 C H};(A/X%(0)). Notons
T,A° le faisceau lisse rlglde associé au groupe p—d1v151ble Alp™]° étale sur l'espace rigide

rig T
X (0). On suppose désormais p > 3. Soit vgm = 1+2p(g+7)
Théoréme 5.1.1. Pour g > 1 et tout nombre rationnel v tel que 0 < v < %, la repreé-
sentation galoisienne

po: ™1 (X"8(0),7) — GL,(Z,)

du groupe fondamental algébrique de X"€(0) donnée par le faisceau lisse T, A° s’étend en
une représentation

po: 1 (X8(v), ) — GLy(Z)).

Remarque 5.1.2. (1) la borne B\ n’est pas optimale (elle ne ’est pas pour g = 1).
(2) Dans cet article, le groupe fondamental algébrique m(Y,y) d'un espace rigide Y
connexe est le groupe qui classifie les revétements finis étales de Y. Si le K-espace ri-
gide Y est associé au W-schéma formel affine normal Y = Spf(R), de point générique
géométrique y fixé, le groupe (Y, y) classifie les extensions finies normales S de R
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dans une cloture algébrique fixée Frac(R) du corps Frac(R), telles que S [p‘l} soit
étale sur R[p~']. On note R C Frac(R) la réunion des extensions finies S définies ci-
dessus. On I'appelle la cl6ture normale étale hors de p de R. On pose Gg = Gal(R/R)
et on a une identification canonique Gp = 7 (Y™*8,y) ol y = Spec (Frac(R)).

On suppose désormais que v € QN [0, % [, de sorte que l'espace rigide X"&(v) est quasi-
compact. Considérons le site X"8(v)s des revétements finis étales T — U des ouverts
rigides quasi-compacts U de X"8(v), les recouvrements (7; — U;); d'un ouvert T — U
étant donnés par des morphismes g;: T; — T tels que |, g:(T;) = T 1l est immeédiat qu'’il
s’agit bien d’'un site.

La représentation p, fournit, par la théorie du groupe fondamental algébrique rigide, un
systéme projectif L = (LL,,),, de faisceaux sur X™&(v)g localement libres de rang g sur
Z /p™ Z, prolongeant le systéme projectif (A[p™]°),, de faisceaux définis sur X"8(0)z; [8)
Théoréme 3.22 et sa démonstration 5.37]). Si v < v les systémes projectifs ainsi définis
sont compatibles sur X8 (v')gg

Définition 5.1.3. Pour tout 0 < v < %, on appelle faisceau de monodromie surcon-

vergent le systéme projectif L = (L,,),, de faisceaux localement constants sur X™&(v)g
associé a la représentation p,: m (X"8(v)) — GL,(Z,).

On va rappeler la construction de p, et des faisceaux L,, sur X™8(v)g pour v € QF
tel que v < ”BTM, puis on définira l'application de Hodge-Tate, et enfin la tour d’Igusa
surconvergente. On fixe dans toute la suite une extension finie K de K, contenant un
élément de valuation v, qu’on note p¥; on note Ok 'anneau de valuation de K ; c¢’est une
extension finie et plate de W.

Soit Y I'ouvert formel de Xt dont les points correspondent aux variétés abéliennes telles
que dimg /,z A[p](F,) > g — 1. Notons que si g = 1, on a YT = X' et les précautions qui
suivent sont inutiles. On suppose désormais que g > 2.

On forme un recouvrement du Oj-schéma formel Y par des ouverts formels affines
Spf Ry formellement lisses sur Ok et on introduit R = Ry{® ZU} et R = RO{%U}, h désignant
un relévement de 'invariant de Hasse évalué sur une base locale w des différentielles relatives
Q4/R,- Notons que les anneaux R et ' ne dépendent pas du choix du relévement A car si

hy = h+pa, a € Ry est un autre choix, ona% = h(%v%a) =B (1—al+a?(2)2+..)et

en observant que £ = p'~. %v, on voit que ];T: € Ro{p%} et que RO{%} = RO{%}. Suivant

Andreatta-Gasbarri (¢f [2, Theorem 10.6]), on introduit la

Définition 5.1.4. Les ouverts formels Spf R’ ainsi fixés forment un recouvrement d’un
schéma formel Y!(v), ouvert d’un éclatement admissible de X'; c’est le modeéle formel
minimal de Y& (v) sur lequel le schéma en groupes canonique H; s’étend en un schéma en
groupes fini et plat.

Les ouverts affinoides 2’ = Spm R’ [%] forment un recouvrement admissible de Y™ (v)x
On va définir IL,,, comme un revétement fini sur Y™&(v)x par recollement de revétements
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finis sur €. Il se prolongera alors de maniére unique a X*8(v) par le principe de Koecher
analytique, ¢f [8, Théoréme 6.3 et lemme 6.4].

On commence par définir un sous-cristal Ur: « presque unité » du module de Dieudonné
contravariant de A/R’ (voir [5.3).

5.2. Anneaux de périodes. Soit R une W-algébre admissible normale quelconque ; soit
R = lﬂlﬁ /pR et W(R) son anneau des vecteurs de Witt. Il est muni d’un relévement ¢
de x — aP.
Notons que Gal(R/R) agit sur W(R) et commute & ¢. On a un morphisme d’anneaux
Galois-équivariant 6: W(R) — R (cf [7]).
21, _ 1-1= 1—1 Lo Y%
Lidéal J = 67 (p'"»R) = Ker(d) + [p]' » W(R) permet de définir Panneau A (R)
comme la complétion p-adique de l'enveloppe & puissances divisées de W(R) pour J :
cet anneau est muni d’une action de Gal(R/R) et d'un opérateur de Frobenius ¢ prolon-
geant celui de W(R). Rappelons que 'idéal Ker(6) est principal dans W(R), engendré par
¢ =1[p] —pou [p] € W(R) désigne le représentant de Teichmiiller d'un systéme projectif

p = (p,p"/?,p"?" ). LVidéal J est donc engendré par £ et [ﬂk%. Soit JM Pidéal to-

v cris(R)

I'adhérence dans A (R) pour la topologie p-adique de la 7-iéme puissance divisée de J.

Soit Ag(R) = W(R)/([¢]— 1)p_2([C]% —1) W(R) ot [(] désigne le relévement de Teichmiil-
ler d’'une base du module de Tate du groupe multiplicatif. On montre que

Ao(R) = AV (R)/ TP U AT

cris

pologiquement engendré par J dans KZiS(R) - il n’est pas principal. On note Fil” A

(R)

ou I""BAY. (R) = {z € JP=2IAY. (R), (Vm > 0)¢™(x) € JP-TAY. (R)}. Par consé-

quent, Ag(R) est une AZiS(R)-algébre malgré ’absence apparente de puissances divisées
dans sa définition. On note JMAy(R) I'idéal image de J dans Ag(R), cet idéal est principal
engendré par I'image de £ dans Ag(R), qu'on notera encore .

Pour tout o € Q N0, p[, soit Aa(R) = Ao(R)[Ta]/([p]*Ta — p) ; on note Aq(R) le séparé
complété du quotient de Aq(R) par sa p-torsion. C'est donc une A_. (R)-algebre sans p-
torsion. L’idéal JMA,(R) engendré par I'image de Ker(6) est aussi principal engendré par

13

Si o € [0,1]NQ, le Frobenius 0 de W(R) induit un morphisme ¢: Ay(R) — Apo(R)
tel que p(T,) = Tps; on introduit enfin le morphisme v: A (R) — Apo(R) donné par
v(Ty) = [ﬁ](p_l)ana'

5.3. Le cristal presque unité. Rappelons que Spf(Ry) C Y désigne un ouvert formel
lisse, R = Ro{Z-} et R = Ro{2-}.

Soit H le cristal sur X! donné par le faisceau de cohomologie relative H. . (A/X) et Hr
son pull-back sur Spf(R).

La filtration de Hodge

0 = wayx = Hag(A4/X) = wi/x =0
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fournit par extension des scalaires une suite exacte courte de R-modules projectifs :
0 = wap/r = Hig(Ar/R) = wi, g — 0

On a un isomorphisme canonique (et fonctoriel) Hr = Hiz (Ar/R). On note Fil Hp I'image
de wy/r dans Hp via cet isomorphisme.

Cm(R)—module
Mg cns(SpeC(R/p “rR)/Spf(W), )
Rappelons en outre que si w < +1’

de Frobenius ¢: X(w) — Xf(pw) par [17, Théoréme 8|. Fixons v < 3;ona 7 p+1’ de

On considére le A

la donnée du groupe canonique 1ndu1t un relevement

sorte qu’on dispose du relévement excellent de Frobenius ¢: X f( ) = X f( ).

On considére l'injection R — R’ entre les Oy-algébres R et R définies ci-dessus, don-
née par %U > (pU/P)Pt . ’%/p; ce morphisme induit une immersion stricte d’affinoides
(Spf(R'))"e C (Spf(R))"® et un morphisme tx: Spf(R') — Spf(R) formé¢ d’une immersion
ouverte suivie d'un éclatement admissible. Notons que ¢ envoie Spf(R') dans Spf(R); on
note ¢ sa restriction a Spf(R’). On obtient ainsi un relévement surconvergent de Frobe-
naius :

(o, er): SP(R') == Spf(R)
donné par des morphismes g et Ly tels que
(1) tr o Frob = pr (mod p' »R).

Par construction, on a aussi un morphisme de Frobenius surconvergent ® sur 4, compa-
tible avec ¢, induisant un morphisme linéaire @/ : 0, Hp — txHr ; il satisfait @p (¢}, FilHg) C
1 v H
R-

Remarque 5.3.1. Dans [8, Def.3.20], un triplet (H,FilH, ®) satisfaisant cette propriété
de compatibilité est appelé un cristal de Hodge surconvergent pour ¢, ¢: Spf R’ Spf R.

De plus, par fonctorialité, il induit un morphisme de Frobenius ACHS(R’ )-linéaire ®: * Mp —
Mp ou ¢ désigne le Frobemus cristallin (induit par le Frobenius de W(R')). Pour ¢ €
QN[0,1], notons pr.: Mr — Mp/[pI°*Mpg la projection canonique. Sous I’hypothese
Spf(R') C Yi(v) avec v < 2\ rappelons le Théoréme 4.28 de [8] :

Théoréme 5.3.2. Siv < =M,

(1) le sous-AY. (R')-module

MVR/ = pl"l__lpv (Ker(l ®6R/)) + []A?]pv./\/lR/ C Mg

est libre de rang 2g (ot @ désigne la réduction de CI)R/ modulo [p]'™?");
(R') stable par @ et par Gr

cris (

(2) il existe un unique sous-module Urr C Mg sur AY
tel que : -
(1) Up: soit libre de rang g, facteur direct dans Mg ;

.. .. (1l 1
(ii) det(Ppu,, ) divise [pPr+E=b9),

cris
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Notons que la filtration de Hodge Fil Hr C Hg induit non-canoniquement une filtration
Fil My C Mp par un sous-A.. (R')-module projectif (voir sa construction dans ci-

dessous). Pour une telle filtration, on a une décomposition en somme directe
./T/l/R/ =Ur b Fil Mg

Le théoréme ci-dessus ainsi que cette décomposition sont démontrés dans [8, Proposition
4.27 et théoréme 4.28|.

5.4. La représentation de Galois surconvergente et les faisceaux L,,. Revenons a
la situation générale et aux notations de 5.2} Soit o €]0,1] N Q. Le Frobenius o de W(R)
induit un morphisme d’anneaux ¢: A, (R) — Aya(R). et T'on a p(JUAL(R)) C pAya(R);
comme A,,(R) est sans p-torsion, on peut définir 'application semilinéaire

©1: J[”Aa(R) - Apa(R)
A= o(N)/p

Rappelons qu’on a défini un morphisme d’anneaux v: Ay (R) = Apa(R).
Pour tout A,

ois(R)-module & muni d’'un endomorphisme ¢ semilinéaire (c’est a dire
compatible au Frobenius de A

\%

cris

TUANR) O35, 1y U == Myl B) @55, ) U

(R)), on définit un morphisme syntomique

qu’on note .7, (U). 1l est Z,-linéaire. Supposons que U soit muni d’'une action continue de
Gr qui commute a ¢. D’aprés [8, Section 5.19], les anneaux A,(R) et Ay, (R) sont aussi
munis d'une action continue naturelle de Gg ; les morphismes v et ¢ sont Gr-équivariants
et continus pour la topologie p-adique; il en est donc de méme du morphisme syntomique.
On définit le module syntomique

V. (U) = Ker (L,(U))
comme le noyau de ce morphisme. On obtient ainsi un Z,-module muni d'une action
continue de Gg. Citons alors le [8, Théoréeme 5.40] :

Théoréme 5.4.1. Supposons p > 3. Soit U un Kcvris

endomorphisme ¢ semilinéaire, tel que p** € det(1 ® ¢) avec € € [0

(R)-module libre de rang r, muni d’un
,2%0 [ Alors pour tout
a € Qﬂ[Qe,%[, le Z,-module V,(U) est libre de rang v, muni d’une action continue de

Gr.
Sous I'hypothése Spf(R') C Yi(v) avec v < “2Mon peut appliquer ce théoréme au
AY (R')-module Up du théoréme avec € = v(l + g(p — 1)), qui satisfait [p|** €

cris

det(1 ® ®g/). Par construction, le module Ug: est libre de rang r = ¢, muni d’une action
de Ggr et d’'un endomorphisme de Frobenius ®r Galois-équivariant. Notons que 2 < 217;

pour « fixé dans Qﬂ[25, % [, on note Vp = V,(Ur) le Z,-module libre de rang g avec
action continue de Gp fourni par le théoréme.
Pour tout m > 1, la représentation Vg /p™ Vg de Gr fournit un faisceau étale lo-

calement constant donc un revétement L, sur ' = Spm R’ [%] Ces ouverts affinoides
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forment un recouvrement admissible de Y™&(v). Pour tout morphisme R} — R} injec-
tif, le morphisme Vg, /p™ Vg — Vg, /p™ Vg, est compatible au morphisme de groupes
Gr, — Gg, ; par conséquent, les faisceaux L, r/ se recollent en un faisceau étale localement
constant L,, sur Y™&(v). On a supposé g > 2; la codimension de la fibre spéciale de Y™
est donc au moins égale a 3 dans celle de X™8. On en déduit que la codimension de la fibre
spéciale de Y™8(v) est de codimension au moins 2 dans celle de X™8(v); par le principe
de pureté rigide, le revétement L,, se prolonge donc de fag on unique & X"8(v). Lorsque

m varie, ces faisceaux forment un systéme projectif pour la multiplication par p, que I'on
note L = (L, ).

5.5. L’application de Hodge-Tate surconvergente locale. La suite exacte courte
définissant Vg = V,(Up/) s'ecrit :

P1®P—v®1
)Z/IR/ s A (R) Qzv

cris

0— Vi — JUA(R) ® Up

;‘;Cvris(R/ (R/)
On note A: Ay(R') ®z, Vi = JHUAL(R) @;v () Urr Vextension des scalaires a Ao (R)
de la fleche de gauche. D’aprés le corollaire [A.2.2] en prenant S = R', M = Ur et

V(A.(S), M) = Vg Papplication obtenue en inversant p :
.A[pil] : Ao (R) [pil} ®z, Ve — J[l]Aa(R/) [pfl} ®A¥is(Rl) Up [pil}

est un isomorphisme. On a défini dans [5.2 un morphisme d’anneaux §: W(R') — R’ et un
isomorphisme de modules 7 (¢f proposition |A.3.1). On voit comme dans le corollaire

que 'isomorphisme A[p_l] fournit un isomorphisme Gr-équivariant HTp = (1®T)o (6 ®

Alp™]) -
HTp: Rp™!] Rz, Vi (R [p™ ] @ WA IR

Définition 5.5.1. L’application HNTR/ est appelée application de Hodge-Tate duale. Son
application duale inverse, tordue par Z,(1) fournit un morphisme Gal(R’/R’)-équivariant

—~ V =
HTp = (HTR) " (1): Vi (1) = Rp™'| ®p wa,,/r-
On appelle HT g application de Hodge-Tate surconvergente. Sa restriction & un ouvert
ordinaire Spf(R") C Spf(R’) coincide avec I'application de Hodge-Tate ordinaire T, A* —

Rl/nr ®R” wA/R”-

Notons que le morphisme HT p envoie une Z,-base de V¥ (1) sur une base de R/[p™'] ®p
wa,/r- Pour toute R'-algebre S” contenue dans R/, on note S = 5" @w K = S'[p~].

5.6. L’application de Hodge-Tate surconvergente faisceautique. On a défini dans
la sous-section le site X"™&(v)s ; on définit ici, de maniére analogue & la section , le
site X"8(0) profst-

Les objets de cette catégorie sont les couples (U, T') ou U est un ouvert rigide de X™(v)
et T'= (T,,)n>1 est un systéme projectif de revétements finis étales f,: T,, — U, les fléches
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g: (T - U) = (IT" — U’) sont les systémes projectifs de morphismes g,: T7,, — T au-
dessus d'une inclusion U C U’. Un recouvrement (7; — U;); de T — U est la donnée
de morphismes ouverts g; = (gin): T; = (Tin)n = T = (T))n tels que U9, (T50) = T,
pour tout n. On voit facilement qu’on obtient ainsi un site qu’on note X" (V) profet- Notons
que ce site définit une topologie moins fine que celle de [36, Section 3| car on impose
une condition plus forte dans la notion de recouvrement et qu’on se limite a des systémes
projectifs indexés par les entiers (nous utiliserons ce site pour définir des morphismes de
faisceaux, mais nous ne calculerons pas de cohomologie dans ce site de sorte que cela est
suffisant pour notre but).

Un systéme projectif V. = (V,,) de faisceaux localements constants sur X"&(v)g est
dit lisse s'il existe un recouvrement de X"8(v) par des ouverts rigides U; et des tours
T, = (T;,)n de revétements finis étales T;,, — U; tels que pour tout m et pour tout n
assez grand, la restriction de V,,, a T; , r¢ est constant. On associe a ce systéme projectif
un préfaisceau sur X rig(v)profét dont les sections sur 7' — U sont

lim (ling V/,,(T,))

On note encore V ce préfaisceau. On vérifie aisément la propriété de recollement qui fait
de V un faisceau sur X"&(v) o6, appelé faisceau lisse. On dit qu'un systéme projectif
V = (V,,) est lisse de rang fini 7 sur Z, s’il existe un recouvrement (7; — U;); de X"8(v)protet
par des tours T; = (T;,,), de revétements finis étales, et un systéme d’isomorphismes de
faisceaux V,,, = (Z /p™ Z)" sur T, s pour tout m, et pour tout n assez grand, compatibles
quand m varie.

Par ailleurs, rappelons [8, Prop.7.1] que le schéma formel X*(v) est normal. On peut donc
le reconstruire & partir de X™&(v) en recollant les boules unités des algébres affinoides d’un
recouvrement affinoide quelconque ( voir [§, Lemme 2.5]). Tout affinoide U = Spm(A) C
X8 (y) posséde donc une structure entiére canonique Spf(R) C Xf(v) donnée parR = A°.
Si donc on se donne un systéme projectif de revétements finis étales f,,: T,, = Spm(A4,) —
U = Spm(A), on a une structure entiére canonique Ro, = J,»; R, dans Ay qui définit
une norme sur A,. A tout faisceau cohérent F sur X'8(v), on peut donc associer un
faisceau sur X"8(v)profet PAr (U, (Tn)m) (hﬂm HY(T,,,, [, F)), ot pour tout m > 1,
fm: Ty — X™8(v) désigne I'application structurale et ot le chapeau désigne la complétion
p-adique relative & la structure entiére ci-dessus. On dit que c’est le faisceau cohérent
associé a F.

Pour définir le morphisme de Hodge-Tate sur X" (v) o560 (avec v € QT et v < “EML), on
aurait besoin de 1’énoncé suivant de pureté.

Question sur la pureté : pour Spf(R') C Xf(v) et toute R'-algébre S’ contenue dans R’,
~ Gal(R'/S)  ~
a-t-on R’y = Sk ?
Nous ne pouvons le démontrer que pour des extensions S/R telles que S(0) = S{1/h}
soit non ramifiée sur R(0). A cause de cela, nous introduisons la sous-catégorie X8(v)yprofst

de X"8(v)prorer constituée des tours T — U telles que T'(0) — U(0) soit non-ramifiée.
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Théoréme 5.6.1. Soient Spf(Ry) C X' un ouvert affine petit (i.e. fini étale sur un tore
Spf(WA{T, ..., TF'}), R = Ro[p'){T}/(hT — pv) et S = lim 5, une R-algebre telles que

Spm(Sk) — Spm(Rg) € X"8(0)pprofet (i.e. Sp(0) := S,{+} est finie étale sur R(0) :=
R{%L} pour tout n € N). Alors on a

~Gal(R/S) ~

T( R (T(nH)) Ti(") pour tout n € N (c’est possible car le polynéme X?" —
T; a ses racines dans R parce que T} est inversible). On introduit une tour auxiliaire
(Ry)nen en posant R, = R[Cpn,T l(n), e ,Tcgn)] (ot (yn est une racine primitive p”-ieme

Démonstration. Pour i € {1,...,d}, on choisit des suites (T-("))neN dans R telles que

de T'unité. On note E; le complété de Ry, = lian pour la topologie p-adique et on

pose ﬁ;(O) = E;@RR(O) = ﬁ\{l} Observons que les extensions R[(po|x — ROOK et

R[(=](0)k — Roo(0)x sont galoisiennes de groupe I' = @4 172 ol ; (T(n) = CpLJT
(ou 9, ; désigne le symbole de Kronecker de i et j). Cela résulte de [35, Lemma II1.2.20],
qui affirme que pour tout n € N, la R[(,»]-algebre R, est libre de base (Iﬂ) neNd Ol
|n|<p"—1
d eal n)\n n
pour n = (nq,...,ng) € N on a posé T" = (Tl( )) R (TCE )) et |n| = 1H<113<>§m

Ry

(ReoS)

\ /TN

Roo,K

Sn,K

_ ~__
T~ _—
Ry

Premiére étape : descente presque étale. D’aprés |34, Theorem 7.9], pour toute extension

finie normale R., — T contenue dans R, I’extension R — T est presque étale. Il en est
donc de méme de RS, — R pour tout n € N. On en déduit que :

H'((Gal (B/RuS),Ric) = RS

On procéde comme dans [40, Corollaire 4.2]. Soient y € R invariant par Gal(R/R..S) et
m € Nsg. La réduction de y modulo p™, encore notée y, est dans une extension finie 7" de
RS ; il existe donc n € N et une extension 7}, C R finie galoisienne de RS, contenant
un élément vy, ,, congru a y modulo p™ et invariant par Gal(T,,/RxS,) = Gal(T'/RS).
D’autre part, pour tout élément a € mp_, il existe by, , € T}, tel que a = Try, /r. s, (bmn)



TOURS D’IGUSA SURCONVERGENTES 19

mod p™R., (parce que E; — T est presque étale). On a alors
ay = Y, mod p"T,
= Trr,/Ree s, (binn )Y mod p™T,
= Try, /R 8, (bmnYmn) mod p™T,
de sorte que ay € Ry S, + ™1, C RooS+p™T et donc Mp Y € RS+ p™T. Comme c’est

vrai pour tout m € Nyg, on amp_y € }?O.TS' et donc y € RSk en inversant p.

Deuxiéme étape : décomplétion (partie géométrique). Comme S, x est étale sur Ry, le
produit tensoriel (R ®pSy,) i est isomorphe au produit cartésien des compositums de R
avec Sy, x (indexés par les plongements dans R). En fait, il y a un seul tel compositum. En
effet, pour tout n € N, la R(0)-algébre S,,(0) est étale (par hypothése) alors que R (0) est
totalement ramifiée sur R(0) : ces extensions sont linéairement disjointes au-dessus de R(0)
et on a un isomorphisme R, ®p S,(0) = Reo S,,(0). Ce dernier induit les isomorphismes :

ROO ®R SngROOSn et Roo ®R S;ROOS

Pour m € N-( on a donc la décomposition

RuS/p" RS =D €D (SGee]/p™S[Gee)T™

neN ﬂENd
[n|<p™—1
Siy=n7-v el (avec z1,...,24 € Zy), on a
(v = D(I*) = ea()L*
avec ¢, (y) = (o -+ Gty — 1 € Zy, (de sorte que la droite (S[(pe]/p™S[(pee])T™ est stable
par I'). Si n 7é ( .,0), il existe ¢ € {1,...,d} tel que (i, # 1, ce qui implique que

cn(7) | G —1. Il en résulte que (¢p — 1)(Rm5/€mROOS)F = (¢, — 1)(S[Cp=]/p™S[Cpee]). En
passant a la limite sur m, il vient ({, — 1)RscS = ({ — 1)S[(pe], et donc

_—7T —

ROOSK = S[Cpoo]K

en inversant p.

Troisiéme étape : décomplétion (partie arithmétique). L’extension S — S[(p| est ga-
loisienne (la encore, cela se voit en utilisant la disjonction linéaire de S(0) et R(0)[(pee]
au-dessus de R(0)). Via le caractére cyclotomique, son groupe de Galois 'k s’identifie &
un sous-groupe ouvert de Z). en utilisant les traces normalisées de Tate (étendues a ),
on a

~

Stmlie = S«
(cf [38, §3|). Finalement, on a bien H0<Ga| (R/S), R ) Sk. O

On en déduit :
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Corollaire 5.6.2. [] existe un morphisme de faisceauz sur le site Xrig(v)pprofét :
HT: Lv(l) —r WA/ Xris(y)

dont la restriction a tout ouvert affinoide K -rationnel (Spf R/[%]>profét défini comme dans
la construction affine @ est donnée par HT g. Ce morphisme envoie les Z,-bases sur des

bases du faisceau cohérent. Il prolonge ['application de Hodge-Tate faisceautique ordinaire
3.3.1. On Uappelle encore Uapplication de Hodge-Tate faisceautique (surconvergente).

Démonstration. On suppose g > 2 et on considére I'ouvert rigide Y™ 8(v) C X"8(v) dé-
fini dans la Section [5.1] & la suite de la Définition [0.1.3l Montrons d’abord lexistence du
morphisme de faisceaux HTy sur Y"8(v) prorsr. Soit (T, — Spf(R'[p7'])), un ouvert de
Y8 (0) pprofes donné par une tour de revétements étales finis 7, de Spf(R'[p~']), non ra-
mifiés sur le lieu ordinaire; soit S, = (J, S, la limite inductive des clotures intégrales

Sy, de R' dans les T),; on peut supposer que S, est contenue dans R’. On a par défi-
nition du faisceau L, resp. LY(1) : VE?I(R//S&) = L((Spf(5.,) — Spf(R’)) et de méme
(Vi (1) /5) = LY (1)((Spf(SL.) — Spf(R)).

En effet,

L((Spf(S.,) — Spf(R')) = lim (UE(VR' o VRI)GaI(R’/S;L)> _

~ i (Vi 7" V) %)
par finitude de Vg /p™ Vg ; on trouve donc bien

L((Spf(S".) — Spf(R)) = (lm Vg /p" Vi Gal(R!/St) _ yyGal(R/S%)
o0 & R

Soit &'+ la complétion p-adique de S’.. Le Théoréme fournit donc un morphisme
HTR/Z ]Lv(l)((Spf(Séo) — Spf(R/)) — §’oo[p71] R g WA /R -

Ces morphismes sont clairement compatibles aux morphismes de restriction R — R” (et
S, — S2). Ils définissent donc un morphisme de faisceaux HTy sur Y8(v) pprofst-

On note alors que si T = (T,, — U) est un ouvert de X"8(v),prorer, €t si (Ty —
UNY"&(v)) désigne I'ouvert de Y"8(v),prorer défini par restriction, on a par définition

LY(T) = L*(Ty)

son image par HTy (T'y ) est dans w4 /yris(y) ® @Iy- Comme la spécialisation de Y"8(v) est

de complémentaire de codimension au moins 2 dans la fibre spéciale de X*8(v), on a pour

tout n > 1: Or, y = Or,. Le morphisme HTy (7)) prend donc ses valeurs dans
C(.}A/Xrig(v) X 61.

On pose alors HT(T) = HTy (T ). Ceci définit le morphisme cherché. O
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Pour chaque entier m > 1, notons que pour tout m > 1, le faisceau quotient L. /p™ IL sur
X rig(v)profét coincide avec le faisceau LL,,, associé aux représentations galoisiennes Vg /p™ Vg,
et on sait que L,, coincide avec A[p™]° sur X"&(0). Rappelons aussi qu’on a identifié¢
GLy(Z,) & My = M(Z,) par I'isomorphisme A — m(A). Cette identification doit étre
gardée en mémoire dans la section suivante.

5.7. Tour d’Igusa surconvergente et variétés de Siegel.

Définition 5.7.1. Pour tout n > 1, on pose T,,,, = Téf% = Isom yris(y) (ufon,Ln) ; ¢’est aussi
le torseur des Z /p" Z-bases de L, (—1). C’est un revétement fini étale de X™8(v); c’est un
torseur étale sous le groupe GL,(Z /p" Z) pour laction & gauche donnée par v-v = voy~!.
Le pro-espace rigide Tg’ggrig est le systeéme projectif (Téf%) muni des revéments finis étales
Téiflw — Tre : c’est un My-torseur étale qui proreprésente le foncteur des bases de L(—1).

n,v

Remarque 5.7.2. Comme py est surjective par [16, Chap. V], il en est de méme pour p, ;
la tour d’Igusa surconvergente TH 9™ est donc géométriquement connexe.

Par normalisation du W-schéma formel X'(v) [2], on peut aussi définir des modeéles
entiers normaux 7)) , — X'(v) . Le schéma formel X'(v) admet un recouvrement par des
ouverts formels affines Spf R on R = Ro{X}/(XH — p*) avec Ry formellement lisse sur
Spf Ok. Les anneaux R sont excellents car ce sont des Ry-algébres de type fini (cf. [19]
EGA IV 7.8.3, (ii)]) ; les morphismes T} , — X' (v) sont finis et plats, génériquement étales,
galoisiens de groupes M (Z /p™ Z). Il est clair que les schémas formels T, ,fw sont connexes. On
note T2 = (T ), le pro-schéma formel (qui n’est pas un schéma formel) des 77t . Comme
les fleches de transition sont finies, ce pro-schéma formel est en fait représentable par un
schéma formel (non-noetherien) limite projective des T}, ,, qu’on notera T%_ , ; il interviendra
dans la section 9. Sa structure de schéma formel est donnée par le recouvrement par les
schémas formels affines Spf ﬁim pour un recouvrement fini (Spf R;); de X(v).

Remarque 5.7.3. Contrairement & pg, la représentation p, n’est pas cristalline. Ceci
résulte de la [8, Proposition 5.34] ou apparait clairement la nécessité d’adjoindre un déno-
minateur & 'anneau des périodes cristallines pour construire les L,,, pour m > 1) .

Plus précisément, avec les notations de , pour Spf(R') C Spf(R) C X f(v) non contenu
dans X'(0), considérons la représentation V z de Gal(R'/R') associée par restriction de L &
Spf(R'). A l'aide de 'anneau de périodes A.;s(R’) défini dans [7], on définit le morphisme

VR’ ®Zp Acris(R/) — (VR’ ®Acris(R/))Gal(ﬁ/Rl) ®R’ ®Acris(R/)~

Nous pensons que ce n’est pas un isomorphisme. Cependant, rappelons qu’a la suite de
travaux d’Abbeés-Mokrane [I] et Andreatta-Gasbarri [2], Fargues et Tian [I7] ont défini
pour tout p > 2 des sous-groupes canoniques supérieurs : pour tout n > 1 et pour tout
réel positif v, < QP"% sip>3etuv, < 3% si p = 3, il existe un BT, totalement isotrope
H, C A[p"] au-dessus de X"8(v,) dont la restriction au-lieu ordinaire est canoniquement
isomorphe a A[p"]°.
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Lemme 5.7.4. Pour tout n > 1, il existe 0 < v,, < min (ZPi_l, ”‘;M), tel que la restriction

de L,, a X"8(v,) est isomorphe au faisceau étale associé a H,.

Démonstration. Soit n > 1 et v < min (W},l,%) (rappelons que p > 3); soient H, le
sous-groupe canonique défini par Fargues et Tian sur X(v) et L, le n-iéme échelon du
faisceau lisse surconvergent défini en [5.1.3]

D’apreés [33] Rem. 3.4.12 (i)], on sait a priori que le germe du prolongement du revétement
fini étale A[p"]° — X"8(0) est unique, de sorte qu'il existe v, > 0 assez petit et un
isomorphisme i,: L, = H, au-dessus de X"8(v,) (cet isomorphisme est canonique par

prolongement analytique). U
On en déduit le

Corollaire 5.7.5. La restriction de la représentation L, ¢ X"(v,) (pour v, assez petit)
est cristalline.

Remarque 5.7.6. (1) Notons que la suite des rayons des tubes X™&(v,) ou H, est
défini tend vers 0 , de sorte qu’en passant a la limite projective, la représentation L
elle-méme n’est cristalline dans aucun voisinage strict du lieu ordinaire.

(2) La question de savoir si cette coincidence a lieu sur tout le domaine X™&(1/2p" 1)
reste ouverte.
(3) La question de la compatibilité de 'application de Hodge-Tate classique

HTnZ Hg — an/Xf(

Un)

avec celle donnée par une hypothétique structure entiére de LY (1) — wy /X8 (v, €St
ouverte, & part si n = 1, comme on le verra plus bas (théoréme [7.2.2)).

On déduit du lemme [5.7.4fun énoncé de modularité des différents crans de la tour d’Igusa
surconvergente (mais pas de la tour entiére) :

Corollaire 5.7.7. Pour tout n > 1 et pour v, assez petit (et comme dans le théoréme), le
diagramme
e —= Xp*(p")
! J
X(0) — X (")
se prolonge a X"8(v,)
T, —= X5 (")

n,Un

| |

Xﬂg@ﬂ) . ng(pn)

Soit X;8(p")(vy) Vimage inverse de X"8(v,) dans X;2(p") ; Uimmersion ouverte e —
X5(p") identifie TV® o la composante connexe de X;*(p")(vy) contenant les (A, H),,{'")
(avec les notations de , ot le sous-groupe isotrope mazimal H) est de type multiplicatif.
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Ceci fournit une interprétation modulaire de T;i’% pour tout n > 1, pour v < v,.

Démonstration. On observe d’abord que pour v, assez petit, 'ensemble des composantes
connexes de Xp;*(p")(v,) est le méme que celui de Xp;*(p")(0), ce qui résulte de [32, Théo-
réme 2|. Soit X};(p")(vy,) la composante connexe de X;;*(p™)(v,) contenant la composante
connexe ordinaire de type multiplicatif X};(p™)(0); il s’agit de voir qu’elle coincide avec
Pimage de T3¢ . Comme le diagramme

T, f n
T, — Xp (") (vn)

n,un,

| J

X"8(v,) <= X§(") ()

est cartésien, pour voir que f est un isomorphisme, il suffit de voir que g en est un : il s’agit
de vérifier que le sous-groupe canonique H,, C A[p"] est I'unique sous-groupe lagrangien
fini et plat de A[p"] au-dessus de X"8(v,,) dont la restriction a X"8(0) est A[p"]°. Ce n’est
autre que ’énoncé de [2, Théoréme 3.5]. U

En vue de la section suivante, on introduit 1’espace rigide Tlrff quotient de Tff par le

sous-groupe de Borel : T I“f =B (Z /p Z)\Tlrjf; on peut aussi le considérer comme le quo-

tient du pro-espace rigide ngﬁ;rig par le sous-groupe d’'Iwahori I de GL,4(Z,) ; on considére
-1

& proreprésente le

A Yol pro-rig __ + pro-rig pro
de méme le proespace rigide TNJ’yv = Ny \TZ%"8. Notons que T+,

foncteur des drapeaux lagrangiens complets rigidifiés de L(—1), c’est a dire les suites stric-
tement croissantes 0 C My C ... C M, = L(—1) de sous-faisceaux lisses avec pour chaque

i = 1,...,9 une Z,-base ¢; de M; /Mi—1 . De méme, 'espace rigide T;ff classifie les
drapeaux complets lagrangiens 0 C Ny C ... C N, de L;(—1) oti les N; sont des faisceaux
localement constants tels que pour chaque i =1,...,¢9, N./N, | 2 Z /pZ (mais I'isomor-

phisme n’est pas spécifi¢), au-dessus de X"8(v). Si B désigne le sous-groupe de Borel de
Spy, contenant l'image de BT dans M, la variété de Siegel Xp(p)i classifie précisément
ces drapeaux complets dans les sous-groupes lagrangiens H' de A[p], et 'immersion ou-
verte T 1“5 — X[®(p)k induit un plongement T;’if — X3¥(p)k. L'image de ce plongement
est la composante connexe X% (p)(v) de X58(p)(v) qui contient le lieu ou le sous-groupe
lagrangien H' est de type multiplicatif; ce plongement va jouer un role important dans les
sections suivantes.

5.8. Lien avec la tour anticanonique. Cette section est motivée par une discussion
avec P. Scholze que nous remercions pour ses observations utiles. Dans tout ce qui suit, on
aveQnlo, il

Dans [35], II1.2.2], P. Scholze a défini une tour (non galoisienne) de revétements finis
étales Xpy(pnt1)(v)q de X rg(p) définis sur K, appelée tour anticanonique. Soit H,, 1 le sous-
groupe canonique d’échelon n + 1 sur X (p%) Soit Xt,(pn+1)(v) Iimage inverse de X"8(v)
dans Xp,(n+1). Par définition, 'espace rigide Xp,n+1y(v), est I'image dans X n+1y(v) de
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X (I%) par I'immersion ouverte
tn: A (A)Hypr, Alp" ™/ Hygn).

Un point de Xpn+1y est un couple (A, Cpyq) ot Cpyq est un sous-schéma en groupes de
Al[p™t1], totalement isotrope et localement isomorphe a (Z /p"*! Z)7. La composée de ¢,
avec la projection

Tt Xty (V)a = X (v)

donnée par (A, C,11) — A/C, 11 n’est autre que 'inclusion X(I%) C X (v). Notons qu’avec
les notations de la section précedente, on a Xr,gn+1)(v) = X58(p"*1)(v).

Si v est assez petit, les composantes connexes de X, rlg( "t1)(v) sont en bijection avec
celles de ng( "1)(0) (cf. [32, Théoreme 2]). On voit alors que Xppn+1)(v), s'identi-
fie & la composante connexe XS T8 (prt ) (p) de ng(p”“)(v) contenant la composante
th T8 (prt1)(0) ou Padhérence schématique de C,4q est étale.

D’autre part, on a Vum que pour v assez petit le morphisme 7] “+1 o — X Eg (p™*1) iden-
tifie T ;lfl , la composante connexe X/"8(p™1)(v) de X}¢(p™)(v) contenant la composante
connexe ordinaire de type multlphcatlf XE(p")(0) des points pour lesquels I'adhérence
schématique de C), 1 est de type multiplicatif. En ce sens, si I’on introduit Xpl(pn+l)(U)a =

X8 (p™t1) (v), on peut dire que cette tour anticanonique et la tour T;if_l’v = X/ (pr ) (v)

sont deux tours opposées parmi les tours de composantes connexes de X [r]ig (p")(v).
Soit v < 1/2 quelconque. Les morphismes de transition de la tour anticanonique sont
donnés par

Xry(prt1) (V)a = Xron)(V)ay (A, Cuga = (A/Cr, Cryr /Ch)

)
ou de maniére équivalente (via ¢, et ¢, 1) :

X() =

"
L’application structurale X (p”—n) —- X (v) de la tour anticanonique est donnée par A —

), A'-)A/Hl

A/H,, c’est a dire par la puissance n-iéme ¢" du relévement excellent ¢ de Frobenius.

Soit L la complétion p-adique de K((p), d’apres [35, 111.2.18], la limite projective de
ces revétements définit un espace perfectoide sur L. La tour des Xp,m+1)(v)q — X"8(v)
est donc donnée par un espace perfectoide. Ce n’est bien siir pas le cas pour la tour des
T — X"8(v), puisque sa restriction au lieu ordinaire provient d'une tour de schémas
formels étales sur X1(0).

Dans I'argument qui suit, on note L,(B) le faisceau lisse construit dans et
associé & un schéma abélien B — X (v). En particulier pour la variété abélienne universelle
A— X(v),onal,(A).

On va voir que le pull-back de L, (A) par ¢": X([%) — X (v) n’est pas isomorphe a la
restriction Lpin(A) de L,(A) a X(5%). On notera que cet isomorphisme n’est pas requis
pour la construction des opérateurs de Hecke en p (voir .
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En effet, par fonctorialité, on a (¢")"A = A/H, sur X(;%), et lisogénie 7: A —
A/H,, induit un morphisme de faisceaux lisses 7: ILP%(A) — Lp%(A/Hn) dont I'image

est pILan (A/H,), de sorte que 7/p induit un isomorphisme de faisceaux lisses sur X (#) :
Ly (154) 2 Ly ()" A)

D’autre part, on a vu dans la section précédente que pour tout n > 1, le quotient
L,(A)/p"L,(A) est isomorphe a H,, sur X(pn“_l).
Supposons que le pull-back (¢")*LL,(A)/p"L,(A) est isomorphe & H,, sur X (#) de fagon
compatible avec n. En d’autres termes, le pull-back (7,)*L,(A)/p"L,(A) est isomorphe
au sous-schéma en groupes tautologique C,, sur Xp,(n+1)(v),. Par conséquent, le pull-back
de L,(A) sur la tour anticanonique est isomorphe au module de Tate 7,Cs du groupe
p-divisible tautologique Cy = lim,, C), sur Xp,p=)(v)e. On en déduit une inclusion de
faisceaux lisses L,(A) C T,A sur Xp,p=)(v),. Comme nous l'a fait remarquer Scholze,
pour tout v > 0, il n’existe pas de sous-groupe de 7, A prolongeant sur X (v) le sous-groupe
canonique T,A° sur Xrp,(p)(v)q car sinon ce sous-groupe descend a X (v). Or l'existence
d’un sous-faisceau lisse M C T,A sur X (v) prolongeant le sous-groupe canonique 7}, A°
permet de définir le torseur pro-étale T des bases de MY (—1) sur X (v) et fournit ainsi
une représentation m (X (v)) = GL,(Z,), qui doit se factoriser par la représentation sur
les bases de T,A, dont I'image est ouverte dans GSpsy(Z,) dés que v > 0; ceci fournit
un morphisme surjectif entre les algébres de Lie p-adiques de GSp,, et de GLg, ce qui est
absurde.

Notons enfin que la construction de ]LP%(A) fait intervenir la période W pour a €

|2v, %[ (voir , alors que (p™)*LL,(A) fait intervenir la période [iﬂ%' Ce qui explique que
LPLH(A) est " beaucoup moins ramifié " que (¢")*L,(A).

6. MODULES DES FORMES [GUSA-SURCONVERGENTES

6.1. Faisceau des formes de Siegel classiques. Soit f : A — X la variété abélienne
universelle principalement polarisée de dimension g et munie d’une structure de niveau I'.
On note encore A — Xp(p) son changement de base & Xp(p). Soit w = f.Q,x le faisceau
des différentielles relatives; il est localement libre de rang g. Soit 7 = Isomy(O%,w)
I'espace des bases de w ; le morphisme 7: 7 — X est un GL,-torseur pour I’action a gauche
donnée par h-7 = 7oh™! pour tout h € GL, et tout point 7 de 7. Notons que T X x Xp(p) =
IsomXB(p)(Og(B(p),wA/XB(p)). Soit NT, resp.N ™, le sous-groupe unipotent supérieur, resp.
inférieur, de GL,. Soit X*(T)* le cone des poids NT-dominants de GL,; il s’identifie aux
g-uplets k = (k1,...,k,) € Z7 tels que ky > ... > k, par k: t = diag(ty,...,t,) — & =
th .. 5 Le groupe GL, agit a gauche sur 7,07 par (h- f)(7) = f(h™'-7) = f(Toh) pour
tout isomorphisme 7: O% = w. Comme le tore T normalise N, il agit sur le faisceau des
invariants (m,O7)" . Soit k = (ki,...,k,) € Z9. On définit (suivant [21] et [30, Section 1.1
et Définition 1.4]) le faisceau localement libre w* des formes de Siegel classiques de poids
k sur X par

ot = (m.0n) (K
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Lemme 6.1.1. Les sections de w* sont les fonctions f(7) sur T telles quetn™ - f =t f
pour toutt € T etn~ € N~ et on a

(7'('*07‘ @ w

keX*(T

Le changement de base de w* & Xp(p) a une définition analogue en utilisant 7 x
Idx,p: T x Xg(p) = Xg(p) au lieu de 7. On définit les K-espaces vectoriels M (I'; K),
resp. M (I'g(p), K), des formes modulaires de Siegel classiques de niveau I' resp. I'g(p) par

M(I,K)=H(X,(m.0r)" )= @ M*N;K)
keX*(T)
et

(T5(p), K) = H(X5(p), (.07 ®oy Oxpn)” )= €@ M Ts(p);K)
keX*(T)

o l'on a posé¢ M*(T'; K) = H°(X,w), resp. M*(I'p(p); K) = H*(Xp(p), w*).

6.2. Faisceaux des formes Igusa-surconvergentes. Fixons un rationnel v tel que 0 <
v < ”BTM et une extension finie C de K, contenant un élément de valuation v, qu’on note p" ;
soit TR = lim T} le pro-espace rigide limite projective des Ty8. C'est un revétement
pro-fini étale de X™¢(v) et donc de T;ff ; il proreprésente le faisceau pro-fini étale

Isom yris () (Zp(1)?, L)

sur Tlrff’pmfét. Rappelons [8, Prop.7.1] que le schéma formel Xf(v) est normal. Considérons
le schéma formel Tlf’v normalisation de X (v) dans TI“E Etant donné un recouvrement affine
(Spf R)pde T If’v, on peut recoller les complétions des clotures normales de R dans Tg@g};ﬁg .
On définit ainsi un schéma formel (non-noetherien) T&r’%‘f. On considére le morphisme de

£ P . )
Ox-proschémas formels 77" : T2 — T} . On peut définir de maniére analogue le schéma
f
formel T} associ¢ a I'espace rlglde Tpro Y o \T2% "8 en recollant les complétions des
0

clotures normales Ry+ des anneaux R dans Ty :g. L’action du groupe d’Iwahori I sur
0>

o0,V )

TPome donnée par (g- f)(&) = f(g7'€) = f(£ 0 g) se prolonge par continuité a T2 f mais

, . _ -f .
on n’a pas nécessairement T2t /N" = T ﬁrfv (on sait seulement que, par le Th{5.6.1} pour
) 0>

Spf R C Tlnjf, on a RNo [p~1 = EJ;O[Z?AD'

pro-f

Notons que 77" est affine ; 'image inverse d’un ouvert affine Spf(R) de Tlf’v est 'ouvert
formel affine donné par la complétion de I'algebre R.,, réunion des algébres admissibles
R, finies normales et étales hors de p au-dessus de R (ces algébres sont p-adiquement

. . L . . R f PN
complétes, mais pas leur réunion). On forme le faisceaux d’algébre R = 77" O pprot qui &
00,V

un ouvert affine Spf(R) associe R ‘
Soit A = R[%] et U = Spm(A) I'affinoide de T}y associé a A; pour tout n > 1, soit R,
la cloture intégrale de R dans T8 et A, = R, [p~'], la A-algebre de Banach finie ¢tale
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définissant 7, 7§‘§,|U Rappelons que le K-espace rigide T;;i,% est géométriquement irréductible ;
le corps K est donc algébriquement clos dans A, pour tout n > 1 et W coincide avec sa
cloture intégrale dans les anneaux R,,. On munit chaque K-algébre A,, de la norme donnée
par

—log | f] :inf{xER, prERn}.

Cette définition induit une norme sur A, pour chaque n > 1, compatible avec celle de
la norme de A associée & R. Pour tout n > 1, 'algébre A, munie de cette norme est un
espace de Banach et les injections A, — A, .1 sont des isométries. Notons que le groupe
des valeurs de la norme de A,\{0} coincide avec celui de K*. Soit Ay, =J,, Ar = R, Sa

complétion p-adique Z; est une algébre de Banach sur A.

La localisation R[%] du faisceau R sur TIf’v définit un faisceau de Zariski sur I’espace rigide
T I“f dont les sections sur U s’identifient au A-module de Banach A/N\gr Plus précisément,
pour tout ouvert affinoide U = Spm A de X"8(v) et pour tout recouvrement (U;); de U
par des ouverts affinoides U; = Spm(4;), d’intersections affinoides U; N U; = Spm(4;;), on
a une suite exacte

0— Aoo — HAZ7OO — HAi,j,OO
i 2

par quasi-compacité, on peut supposer ces recouvrements finis; la suite ci-dessus induit
donc par complétion p-adique une suite exacte

0— Z; — H Xl; — H A/z;o
i ij
Soit N; le noyau de la réduction modulo p de N; . On a la décomposition d’Iwahori

g9(g—1) )an

I = Ny x Ty x Ngi. On considére les espaces analytiques affines (N7)™ = (A" 2
et 7" C (A9)* munis de leurs normes standards, notées ||. Pour tout couple (w,u) de
nombres rationnels strictement positifs , on pose

N™(w) ={n~ € (N7)™; (3ny € N{)|(n]) 'n” =1 <p™™},

T(u) = {t € T*; 3ty € Ty) |tty" — 1] < p~“}.

Ces définitions sont compatibles avec celles de [0, Chap. III, Sect.8] ol ces voisinages sont
notés B, resp. B,X. Notons que T'(u) normalise N~ (w) si u > w.

On suppose désormais u > w > 0 et on considére N~ (w) x T'(u) comme un sous-espace
de GL}" /(NT)™, sur lequel I opére par multiplication & gauche. On identifie N x Tj
au quotient I/N; . Considérons le voisinage rigide quasi-compact N~ (w) x T'(u) d’ordre
(w,u) de Ny x Ty dans le Q,-espace analytique (N~ x T')*". Toute section f & 73[11)]N0+
définit une fonction continue ¢y Ny x Ty — R[]la] donnée par @¢(nytg) = nyto- f. On
note C(N; x Ty, R[2]) le faisceau sur T;ff des fonctions continues sur Ny x T a valeurs

1
p
dans R[]

1
p
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Définition 6.2.1. On note Oy, le préfaisceau sur Tlrff dont les sections sont les f &€
72[110]]\’5r qui sont (w, u)-analytiques, c’est-a-dire telles que ¢ se prolonge analytiquement a
N~ (w)xT(u). On peut écrire plus explicitement O ,, comme un produit fibré de faisceaux

. - . 1
Opw = R[;]N‘) X ey xRty AN (w) X T(U%R[Z;])
On a donc pour U = Spm(A),

NF —

0r,(U) = Ay ) AN (w) x T(u), Ax)

X A
C(Nl_ XT(),AOO

ou les projections sont données par f +— (pr: nyto — nito- f) et ¢ — <p|foTO.
On peut encore écrire Oy, (U) comme le noyau du morphisme

(2) Ay X A(NT(w) x T(u), As) = C(Ny x Ty, A)

donné par (f, ) — @5 — <P|N1—xT0-

Lemme 6.2.2. Le préfaisceau Oy, est un faisceau de Zariski.

Démonstration. Soit U = Spm A un ouvert affinoide de Tlrfzg) et soit (U;); un recouvrement

+
de U par des ouverts affinoides U; = Spm(4;). Soit ANSF’? = Aivo‘)’? pour 7 = 0,i; les

applications de restriction fournissent des applications linéaires injectives ¢ entre K-espaces
normeés
L L
A 5[] Acaiet Ays 5 11 Ayt
i i

pour lesquelles la norme "supremum" sur 'espace de droite est la restriction de la norme
"supremum" sur ’espace de gauche. Elles induisent donc des applications linéaires conti-

nues fermées sur les complétions et la norme de ZN\J est équivalente a celle induite par celle

de ]_LA/N; Par conséquent, si [ € A/N\S' d’'image (f;); € H@A/N; est telle que pour tout

i, ny to — nj to- [i se prolonge analytiquement, il en va de méme pour nj to — njyto- f. U

Etant donnée une algebre affinoide A = Ouie(U), et A(N~(w) x T(u),z;) I'espace
Iv

des fonctions rigides analytiques a valeurs dans le Banach Z; On munit le K-espace
A (N~ (w) x T(u), Ax) de la norme

el = sup{le(9)lp; 9 € N7 (w) x T(u)}

Cette norme confere a A (N~ (w)xT'(u), Z;) une structure de A-module de Banach (voir [9]

Sect.2]). De méme, on munit ’espace des fonctions continues C (Nl_ x Ty, Z;) de la norme
sup. On munit alors le produit fibré Oy ,(Spm A) de la structure de A-module de Banach
donnée par la norme |p|4,. C’est un A-sous-module fermé de A (N~ (w) x T(u),Z;)

/\]\7“r
En effet, si une suite ¢y, de fonctions analytiques données par des éléments f, de A 0

converge vers une fonction ¢ pour la norme |- | on voit que ¢ est donnée par un élément

u
VW)
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—NF
bien défini f = ¢(1) € A " et que f, — f. Notons qu’on a des structures entiéres
naturelles sur ces espaces définies en remplagant les séries dans A (N~ (w) x T(u), Ax)

par des séries & coefficients dans R.. On y reviendra dans la section . Rappelons la
définition donnée dans [3, Appendice A].

Définition 6.2.3. Un faisceau F sur un espace rigide X est dit de Banach si
(1) pour tout ouvert affinoide U de X, F(U) est un Ox(U)-module de Banach ;
(2) les applications de restrictions sont continues;
(3) il existe un recouvrement affinoide admissible (U;);c; de X tel que pour tout ouvert
affinoide V' C U;, 'application
OX(V)@)OX(UJ]:(Ui) = F(V)

est un isomorphisme.

Notons que R[p~*] et R[p~!]™ sont des faisceaux de Banach sur T 7. En effet, si Up =
Spm(Ay) C Uy = Spm(A;), on a par définition :

—

—_— —_— —_— ~
Al,oo®A1A2 = Az,oo et ALNJ®A1A2 = A2,N0+-

Lemme 6.2.4. Le faisceau Oy, sur T I“fj est de Banach ; il est muni d’une action analytique
unitaire de T'(u).

Démonstration. Pour tout affinoide U = Spm(A) de Tlrjf , la description ci-dessus de Oy ,(U)
permet de munir cet espace d’une structure naturelle de A-algébre de Banach. De plus,
par cette description, si A — B est un morphisme de K-algébres affinoides associé a une
immersion ouverte Spm(B) C Spm(A), on voit que pour tout n > 1, le morphisme naturel
B ®4 A, — B, est un isomorphisme; en passant a la limite inductive et en complétant,
on a BR4A. = B, ; il en résulte que
B&4A (N~ (w) x T(u), Ay) =2 A(N~(w) x T(u), B)
En effet, on peut réécrire les deux membres comme
(BE4AL)@kA (N~ (w) x T(u), K) = Bu@x AN~ (w) x T(u), K)

De méme

B&4C(Ny x Ty, As) = C(Ny x Ty, Ba)
Par , on sait que Oy ,(Spm A) est le noyau de la fleche ua: (f, ) = 05 —@|y-yr-
Comme B est topologiquement plat sur A (voir [5, Sect.1.7, Cor.5]), B& 4 Ker u, s’identifie
a Ker up par I'isomorphisme ci-dessus. Il en résulte que le morphisme de restriction

Oy (Spm(A)) — Oy, (Spm(B))

est continu et induit un isomorphisme B® A0y, (Spm(A)) — Oy, (Spm(B)). Enfin, en
posant t - p(g) = p(t~1g) pour tout ¢ € T'(u) et pour toute fonction ¢: N~ (w) x T(u) —
Asow, on définit bien une action analytique telle que [t - o[y, =[]y - O
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Définition 6.2.5. Le faisceau O}, est appelé faisceau universel des formes (v, w, u)-Igusa-
surconvergentes.

Pour définir le sous-faisceau universel O, des formes cuspidales (v, w, u)-Igusa-surconver-
gentes, on va définir dans la section suivante le g-développement des sections de O} ,, .

6.3. ¢g-développement et cuspidalité. On utilise les notations et résultats de [16, Chap.IV]
et [I0]. Pour chaque P € II, on fixe une décomposition de Levi P = MpUp et une décom-
position Mp = Mpj, x Mp, en partie hermitienne et partie linéaire. Nous associons a notre
groupe de congruences I la famille de groupes de congruences I'py C Mp,(R) obtenus par
projection dans Mp,(R) de I'NP/I'NUp. On fixe une famille ¥ = (Xp)p de décompositions
I'p-admissibles X p en cones polyédraux rationnels du cone Cp des matrices semi-définies
a noyau rationnel dans le centre U,(R) de Up(R) ; notons X la compactification toroidale
arithmétique sur Z[+, (y] associée & 3. Soit D = X — X le diviseur & croisements normaux
relatif associé a ¥. Soit f: G — X le schéma semi-abélien associé a > soit e: X =G la
section unité. Le faisceau w se prolonge en un faisceau localement libre sur X, encore noté
w défini par e* () 5.

Soit Il I'ensemble des classes de I'-conjugaison de la classe de Sp,,-conjugaison du
parabolique de Siegel @; Iy s’appelle I'ensemble des N-pointes (ou pointes de niveau

N), c’est un ensemble fini. Soit [P] € Ilp une telle classe, soit P un représentant de

[P]; le radical unipotent Up(I') de P NI est un groupe abélien libre de rang d = g(g—;l) ;
considérons le tore Tp = G,, @Up(I"), de groupe des caractéres X*(Tp) canoniquement
isomorphe au dual Up(I')* de Up(I") dans Up(R) (pour P = Q et I' = I'(N), le parabolique
de Siegel, Up(I') = NSy(Z) et X*(Tp) sidentifie & 1-57(Z) ou S;(Z) est le groupe des

matrices symétriques demi-entiéres de diagonale entiére). On a une immersion torique
Tp — (Tp)s, obtenue par recollement des immersions torique affines Spec (W[[QT;T €
o/ N X*T p)ﬂ), o € ¥p. Par construction du morphisme f: G — X, pour chaque pointe
de représentant P, il y a un morphisme ¢x,: (Tp)s, — X tel que le pull-back de f
par ¢y, s’identifie au quotient de Mumford Gp du tore GY, par un réseau Lp libre de
rang g, avec polarisation. En fait, ¢y, se reléve en un morphisme ®y,: (Tp)s, — T
puisque le pull-back ¢, ,w possede une base canonique. Ceci entraine aussi que pour tout
ke X*(T)*, ¢, w" pour tout k € X*(T)". Pour toute section f de w”, on peut écrire
o5 (f) =21 arq’, la somme portant sur les éléments semi-positifs de Up(I')* (voir [16]
Chap.V]). On peut donc donner une autre définition de la cuspidalité qui n’utilise pas X .
Soit k € X*(T)* ; une section f de w* au-dessus de X, est cuspidale si pour tout [P] € I,
Pélement @3 (f) = Y rarq” € K((¢";T € Up(I')*)) a tous ses coefficients ap nuls pour
les T' non définis positifs, c’est a dire que T' n'est pas dans Up(I')*** = [ oy, 0" ot
o¥ " désigne 'ensemble des T € Up(R) tels que Trp(T'S) > 0 pour tout S € Int(o) (la
trace Trp étant définie par transport de la trace Tr: S;(R) — R par un isomorphisme,
induit par la conjugaison : Up = (S,,+)). On obtient ainsi une définition de wy sur X
équivalente a la précédente et indépendante de la compactification toroidale. Le principe
du g-développement classique exprime I'injectivité pour chaque [P] € Il du morphisme
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3, HY(T,0r) = K((¢")) donc a fortiori de ®%,,: M*(T; K) — K((¢")) pour tout
k € X*(T). Cet énoncé est encore valable en niveau Np, a condition d’interpréter les N-
pointes [P] € IIy comme des Np-pointes non-ramifiées. Rappelons qu'une Np-pointe est
dite non-ramifiée (en p) si c’est la I'g(p)-classe de conjugaison d’un parabolique P qui est
conjugué au parabolique de Siegel @ par une matrice v de Sp,,(Z) dont la réduction dans
Spy,(Z /NpZ) = Spy,(Z /N Z) x Spy,(Z [pZ) est de la forme (Fy,7,) avec 7, = 1. On
peut ainsi identifier les N-pointes au sous-ensemble des Np-pointes non-ramifiées. Avec
cette identification, le principe du g-développement classique en niveau Np s’énonce :

Lemme 6.3.1. Pour chaque N -pointe [P, les applications %, : H(T x Xp(p), priOr) —
K((q") et, pour tout k € X*(T), @3, : M*(T5(p); K) — K((q")) sont injectives.
Observons que le schéma semi-abélien Gp — (Tp)x, est ordinaire ; en passant aux sché-
mas formels obtenus par complétion p-adique, I'image de ¢, est donc contenue dans X f(0).
Ce morphisme se reléve canoniquement en @y, : (Tp)s, = Toon = Isom g g (15, G[p™]°)
puisque les quotients de Mumford Gp sont munis d’un isomorphisme canonique pij. =

Gp[p™]° qui fournit d’ailleurs une trivialisation canonique du faisceau wg, /(Tp)s,- On

deéfinit alors le g-développement en [P] d’un élément f de la complétion p-adique de
HO (Tf (’)TOM) par ®3,(f), qu'on peut voir comme une série ZTGUP(F)* arq’ la somme

portant sur Up(I')*. Le critére de cuspidalité est : pour tout [P] € Ilg, on a ar = 0si T’
n'est pas dans Up(I')*™" =,y 0" comme ci-dessus. La restriction

op: Spm (K(q") — X8 (v)
de ¢y, posseéde un relévement
®p: Spm (K((q") — To,

donné par la base canonique de T, A°(—1) (qui coincide avec L(—1) sur le lieu ordinaire).

Avec les notations de 5.3 on a

Remarque 6.3.2. Les morphismes rigides ¢p et ®p ont des modeéles entiers formels :

op: Spf (Ox((¢") = X'(v)
et en passant aux complétions p-adiques
®p: Spf (Oxl(q) — T2
On en déduit pour chaque classe [P] € I un morphisme
Bp: R = 70T O,pror — Orc((g7)
et donc ) )
oL R[] — Ok((¢"))]-
p: Rl p} k(") p}
d’ou ]
Pp: Oy — Ozc((qT))[];]

Le principe du g-développement se généralise aux formes surconvergentes :
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—

Lemme 6.3.3. Pour tout [P] € Ilg, Uapplication ®3: R — Ox((¢")) est injective de

conoyau sans p-torsion. En particulier ®%: Oy, — Ok ((qT))[%] est injective.

Démonstration. 1l résulte comme d’habitude de ce que ®p est un isomorphisme entre un
voisinage formel épointé de la pointe associée a [P] dans le Og-schéma formel connexe
X*(v), resp. Tt., avec la complétion p-adique de Ox((¢7; T € Up(I')* NoV)). O

Définition 6.3.4. Le sous-faisceau Oy, , de O, des sections f telles que pour tout
[P] € g, ®5(f) = > arq” satisfait az = 0 & moins que T € Up(I')*™* est appelé
faisceau des formes cuspidales (v, w, u)-surconvergentes.

Lemme 6.3.5. Le faisceau O, , est un sous-faisceau de Banach de O,/ ,,.

Démonstration. Si U = Spf(A), on a vu que Oy, (U) s’identifie au A-sous-module Inv(A)
des I-invariants de A (N~ (w)xT'(u), goo) Pour tout [P] € g, ®p: AN~ (w)xT'(u), Ay) =

O,C/((F))[%] est continu et compatible a la restriction A — B si V = Spf(B) C U = Spf(A).
On proceéde alors comme dans la démonstration du lemme [6.2.4] O

6.4. Modules sur I’espace des poids. Soit W = Homeu(Tp, G%), le Q,-espace rigide
des poids. C’est une réunion finie de copies du polydisque ouvert D de dimension g, de
centre 1 et de rayon 1. Si Ty = A x T}, ot A est fini d’ordre premier a p et T est pro-p, on
peut identifier W a A x D en fixant u; = m(diag(1,...,1,u,...,1)) (ot uw = 14p) pour i =
1,...,g, et en identifiant Kk € W avec (k|a, k(u1), ..., k(uy)). Le groupe abélien X*(T') des
caractéres algébriques de T' est contenu dans V. On appelle ces poids les poids classiques.
Pour toute algebre affinoide A et pour tout caractére continu k: Ty — A*, on sait (|9, Chap.
III, Prop. 8.3]) qu’il existe u > 0 telle que x se prolonge analytiquement au voisinage 7'(u)
d’ordre u de Ty dans T°". Si u < o/, T'(v') C T'(u); en posant W(u) = Hom,,(T'(u), G2,
on a donc une réunion croissante par des ouverts rigides W = |-, W(u). Notons que
les poids classiques sont dans W(0); ils sont méme dans I'ouvert affinoide Uy, des poids
accessibles :
Unce = {r € W(0); |r(w) — 1] < p~'}.

qui est contenu dans W(1). Pour u > 0 fixé, on notera U, un ouvert affinoide contenu dans

Rappelons que T} agit a gauche sur RN par

(to- f)(v) = f(ty" - v) = f(uoto)
pour toute base v de L(—1).

Définition 6.4.1. Pour toute extension finie L de K et pour tout x € U, (L), on note O,
resp. Oy, | le sous-faisceau de Oy, @ L, resp. de Oy, | ®x L, des sections sur lesquelles
T(u) agit par k.
On définit le L-espace vectoriel MY, (Pg(p); L) = HY(Tr,, Of ), des formes Igusa sur-
=H

convergentes de poids x resp. Sy, (I's(p); L) (17,0, O;"w’!).
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Définition 6.4.2. Soit R[p‘l}Ngr’” le sous-faisceau de 73[]9_1]1\75r sur lequel Ty agit par k.
Le module de ses sections sur Spm(A) est A NG -

Le faisceau Oy, s’identifie au sous-faisceau de R[p’l]N(;r " des sections pour lesquelles
l'action de N se prolonge analytiquement & N~ (w). On peut donc identifier les sections
de Oy, sur Spm A au produit fibré d’espaces de Banach

/\N(;‘—7H —_—

A XC(N;,ZO\O) A(N_(w),Aoo)

pour les morphismes f — (¢: ny — ng - f) et le morphisme de restriction de N~ (w) a Ny .
Pour tout f de OF,,(Spm A), on note encore ¢y € A(N™(w), Z;) I'unique prolongement
analytique de la fonction continue ¢y.

Plus généralement, pour chaque u > 0, on considére sur T;ff x U™ le faisceau (’)ﬁw@(’)uu
et le sous-faisceau Oy, (resp. Oy | pour les formes cuspidales) constitué des fonctions
propres pour le caractére universel x,: T'(u) — O . Par le lemme ci-dessus, Oy, est
un faisceau de Banach ; par conséquent Og’wéé(?u“ est un faisceau de Banach sur 77, X U,
et son sous-Module espace propre pour k, est également un O, -Module de Banach. Plus
précisément, pour tout domaine affinoide €2 C U, et pour tout sous-domaine affinoide U
de Tt ,, on a un isomorphisme de modules de Banach (ce sont des K-espaces vectoriels) :

N(-)Fv"iu

OSU(UXQ)%A/O.IZ X

W

)A(N_(w%@)

¢(NyAwa

/\NJ,HU

—N{ ~ . —_—
ol AOO7Q = (Aoo ¢ ®KA(Q, K)) “ et AOOVQ = AOO(X)KA(Q,K)
Gréace a cette description, la propriété de faisceaux de Banach est évidente : si €' C Q C
Uy, et si U’ C U C Ty,, Iapplication de restriction

re (U x Q) — O (U x Q)

v,w,! v,w,!

est continue et induit un isomorphisme

OU' x Q)Rowxa)Or, (U x Q) = 08 (U x Q).

vw,! v,w,!

Notons que Of, (U x Q) est un sous-A(Q)-module fermé de A(N~(w) x Q,Z;) muni
de la norme supremum, via le monomorphisme f — ¢ ol ¢ est donné par l'unique
prolongement analytique de ny — ny - f.

Définition 6.4.3. Les A(U,)-modules de Banach M/ (Up(p)) = HO(Th, X Uy, Ofz,) et
Sin(Cp(p)) = HO(Tr0 X Uy, (’)ZZU,) sont appelés modules des U,,-familles de formes (v, w)-
Igusa-surconvergentes.
Remarque 6.4.4. Pour tout x € U, I'évaluation x: A(U,) — L induit des morphismes
injectifs

(2) S5Ts(P) @@~ L= Sy, ([Tsp); L)
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La question de savoir si ces homomorphismes sont surjectifs est délicate. On verra de deux
maniéres que la réponse est positive pour (2), d’une part grace aux travaux de [3], et d’autre
part directement, dans la section 9. Mais la réponse est probablement négative pour (1).

Rappelons qu'on a X*(T) C Uyee(K). En notant k.. le poids universel sur Uy, on a
donc pour tout k € X*(T) :

Sk (Pp(p)) @Ak K = S5, (Ts(p); K).

Lemme 6.4.5. St v" < v' et w” > w', les homomorphismes A(U,)-linéaires M} , —
M3t €t Syt — Syt sont complétement continus.

Démonstration. On considére un recouvrement fini de 7% par des ouverts affinoides (U7)
dont les intersections deux a deux sont affinoides; on a

HO(T7% x Uy, O%x,) = Ker (@ H (U] x U,, O3,,) = @ H (U] N U;) x Uy, o;j:jw,))
i irj

Il suffit donc de montrer que pour chaque inclusion stricte d’ouverts affinoides U’ C U” de

T Irf,, resp. U’ x U, dans U" x U, Papplication A (U, )-linéaire de restriction

HO(U" x Uy, Ojr,) = HO(U" X Uy, Of0)

est complétement continue. On peut méme supposer, ce qu’on fera, que U” = U’ N Ty .

Soit A(U") N> Tesp. AU g l'algébre des fonctions sur Tﬁ?:;tg, T]ff?:;t,g, au-dessus de

U’ resp. U”. On introduit de méme A (U’) s, resp. A(U") . Cette application peut s’écrire
comme la restriction au sous-A (U, )-module fermé H*(U’ x U,, O},,) de Papplication de
restriction r entre A (U, )-modules de Banach

resp.

A (N— ('), (AU Bxc AU, K))““) S A (N—(w"), (AU B AU, K))“u>

I1 suffit de voir que r est complétement continue. On peut écrire cette application comme
le produit tensoriel de deux applications de restriction :

AN~ (), K)Brk (AU ) AUy, K))™ = AN~ ("), K)Bic (AU Br AUy, )™

Ces applications sont complétement continues, donc le produit tensoriel est complétement
continu. Plus précisément, la restriction de N~ (w') & N~ (w"”) est évidemment compléte-
ment continue. Pour voir que la seconde est également complétement continue, on observe

que si h désigne un relévement p-adique de I'invariant de Hasse, on a A(U") = A(U'){5-};

on a donc aussi AF]T)OO = ATU’\)OO{I%”}. et la restriction s’identifie a I’application ATU’\)OO—
linéaire qui envoie Y a,(p" h~!)" avec a,, € Amoo, an — 0sur S a,(p” =" ) (p" h=H)"
dont la matrice diagonale diag((p”~*")"), est sommable, de sorte que cette application est
complétement continue. U
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7. RELATION AVEC D’AUTRES FORMES MODULAIRES

7.1. Relation avec les formes modulaires classiques. Soit 7 = X le GL,- torseur
des bases du faisceau localement libre w = f,.Q4,x. Pour tout & € X*(7)*, on a défini le
faisceau w” sur X des formes de poids k par w* = (7,07)" [—k]. Le sous-faisceau wy, des
formes cuspidales est 'intersection des noyaux des @3, [P] € Ilg.

Rappelons qu’on a construit (Corollaire [5.6.2) un morphisme de faisceaux HT: L"(1) —
wa/Ty, SUT T}f’ppmfet, qui, pour tout objet T de T;jf’ppmfet, envoie une Z,-base de LY (1)(T')
sur une @T—base de wa/r;, ®or, @T. Pour tout objet T' de T}"}f’ppmfét et toute base v =

(v1,...,v4) de L(=1)(T), de base duale v", on note HTI(v) la Or-base de w ®or, . Or
donnée par la formule ’
HTI(v) = (HT(vy),...,HT(v,)).

profét rig,pprofét
TI U ’

Le T ,-schéma 778 = T"€ X xns T, définit un faisceau en ensembles 777 sur
N . rig,pprofét SRR ) %) 7 %)
qui a tout objet T de 17 associe I'ensemble des Or-bases de war; , ®or, , Or.
De méme, les Ty ,-prorevétements étales 7. ggj;-ﬂg — Ty, et T]‘\}?’:g — T, deéfinissent des

: / fét ' ig,pprofét - s :
faisceaux en ensembles TR0/, vesp. Thy ™ = No \TRO, sur T #PP ™ qui a tout objet T
b 0 5 ) K

de Tlrff’p Profét associe I'ensemble des Z,-bases de L(—1)(T) = Jm lim L, (—1)(T,), resp.
leurs classes modulo Ny+.

Définition 7.1.1. L’ application HTI définit un morphisme de faisceaux I-équivariant sur
Trig,pprofét
Iv

. rofé rofét
HTT: T2 b 7;%2,
appelé morphisme de Hodge-Tate-Igusa.

Explicitons ce morphisme sur un objet affinoide (S, — U), de T;,if’ppmfét : solent U =
Spm(A) C Tlrf et S, = Spm(DB,,), soit v = (vy,), avec v, € Homy_15(An, By,) = T,,(B,,) un
systéme projectif de points; on a

(3) HTI(v) € Homsag(Opzi (A), Bs)

En particulier, pour B,, = A,, la base tautologique v, associée a l'identité de A., fournit
un morphisme d’algebres

(HTIclass) O (A) — Ao

On a I = Ny N; Ty et ' = Ny Ni"Ty. On pose 'I(w) = T - T'(p”). Ce sont des groupes
analytiques définis pour chaque w > 0. On a alors des variantes de (HTIclass) pour les
voisinages analytiques 78 = HTI(v,)-'I(w) de HTI(v,) dans le changement de base de 78

~ ~

a B, (ou & des espaces adiques Spa(By, Cs)) : HTT induit un morphisme de A-algébres
(HTIsurconv) Opnis(A) — Ao
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Notons qu’on ne peut définir le morphisme HTI au niveau des schémas formels car le
morphisme de faisceaux HT n’est défini qu’au-dessus de la fibre générique du schéma formel

Xf(v).
Lemme 7.1.2. Pour tout v € I, on a HTI(y.v) = ‘v~1 - HTI(v). En particulier, si ty €
Ty C I, on a HTI(tg.v) = t5* - HTI(v).

Démonstration. Une base v de IL(—1) peut étre vue comme un isomorphisme v: ZJ —
L(—1) et sa base duale v comme I'isomorphisme (v*)~': ZJ — L"(1). Sur une base affine
Spf(R) de X'(v), pour toute extension S de R intégralement close non ramifiée hors de p,
Papplication HT a été définie comme I'inverse de 'application duale de HT: L(-1)(S) —

-1

w’ Qg :9\[%] On a donc HTI(v) = HT(v") = AT o v¥"", de sorte que pour tout v € I,
HTI(y-v) = HTI(wory 1) = AT 00" ' oty =y~ HTI(v).
Siy =t ty7 ! =t5" d’oi la deuxiéme formule. O

Proposition 7.1.3. Pour tout poids classique k € X*(T) C W(K), Uapplication HTI
induit des injection de K-espaces vectoriels HTT*: M*(T'g(p); K) — M} ,(T'; K) et respecte
la cuspidalité : HTT*: S*(I'(p); K) — S§,(; K).

Commentaire : On verra (section 9) que ces injections sont compatibles avec les opéra-
teurs de Hecke hors de p ainsi qu’avec U,.
ig bl

Démonstration. Soit f une section (algébrique) de (W*OTXB (p))Ni. On a vu que Tlr,v s’'iden-

tifie a la composante connexe X5 (p)(v) de Xp(p)™8(v). Par restriction et analytification, on
considére f comme une fonction sur 7" X yuig(,) T Irjf; on peut donc former f = HTT*(f).

Vérifions que f définit une section de Oy . Pour chaque ouvert affinoide Spm A, soit

—

A __ ~prorig ) . T A 212 :
A = 77, O ppro-ris (Spm A); on a f € Ay. Ces éléments se recollent et fournissent une

—

section f = f(HTI(v,)) du faisceau Tra _rigOTgocmrig = R[]l)].

. Comme f est N -invariante, fest invariante sous N, et par conséquent est une section
de RNJ[%], par 5.6.1}

On doit vérifier que la fonction pz: [ — ’R[%] définie par v — 7 - f se prolonge en une
fonction analytique ¢7(h) sur I'ouvert analytique N~ (w) x T'(u) x (NT)*" de GLZ", pour
un couple (u, w) de rationnels strictement positifs, de sorte que ¢ #(y-h) =~ - ¢(h) pour
tout v € I. Mais comme f est algébrique, on peut définir ¢ pour tout h € GL;" par la
formule p7(h)(v) = f(*h - HTI(v)). Il résulte de la section que les g-développements

classique et surconvergent sont compatibles :

(Comp) 05, (f) = @p(HTT(f))

par le principe du ¢-développement surconvergent 6.3.3], on en déduit que HTI* est injective.
Enfin, par le Lemme [7.1.2] on voit que la relation ¢ - f = t% . f(w) entraine la relation
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to - f: th. fpour tout ty € Tp, de sorte qu’en comparant le Lemme et la Définition
6.4.1, on conclut que HTT* préserve les poids classiques.

Si f est cuspidale, il en est de méme pour HTT*(f), c’est a dire que cette forme surcon-
vergente satisfait les conditions de cuspidalité . Ceci résulte de (Comp)). U

7.2. Relation avec les formes surconvergentes de poids accessibles. Dans un tra-
vail récent, Andreatta-lovita-Pilloni [3] ont défini des formes de Siegel surconvergentes (et
ont développé la théorie des familles pour ces formes). On va rappeler briévement leur
construction. On renvoie aux sections 4 et 5 de [3] pour les détails. L'ingrédient-clé est
I’étude des applications de Hodge-Tate associées aux sous-groupes canoniques supérieurs.

Soitn>1et v, < 21)"%1 (ou v, < 3%1 si p=3). On fixe une extension finie K de K telle

que v, € v(Ok) et on note encore X', X", . les schémas formels, resp. espaces rigides,
changement de base de W & O, resp. de Ka K. Soit H,, le sous-groupe canonique défini
par Fargues et Tian [I7] sur X™¢(v,), et méme sur le modéle formel canonique X*(v,,) (sur
Ok), qui prolonge le groupe de type multiplicatif A[p"]° sur X%(0); c’est un schéma en
groupes fini et plat sur Xf(v,), étale sur X"&(v,), localement libre de rang g sur Z /p" Z;
soit HY son dual de Cartier. Soit HT,, pr: HY — wy, /xt(s,; @ — 2% (%) application de
Hodge-Tate classique (de Fargues-Tian) sur X'(v, ). Rappelons [3, Prop.4.2| que pour tout
w E ]O,n — Uy - p’%ﬂ N v(Ok), le morphisme de restriction wy,xt(,,) — wp, induit un
isomorphisme de faisceaux sur X'(v,) :

WA X1 (0,) @ Oxt(0,)/ (0") = wh, @ Oxr(y,y/(0%)-

Proposition 7.2.1. (|3, Prop. 4.4]) Soit v < L. Il existe un sous-faisceau F C w|xt ()
localement libre de rang g tel que pour tout n > 1 et pour tout v, < %Tl_l (ou v, < 3%
p= 3)7 .
(i) on a pr-1 -w C F Cw sur X'(v,);
(it) pour tout w € |0, n—vn-;’%] , il y a une application HT,, ,,: HY — F/p*F induite par
Uapplication de Hodge-Tate sur X*(v,,), qui induit un isomorphisme HT,, ,, ®1: H?®
Oxtw, /(") = F/p*F.

St

On a vu que pour un rayon assez petit v,, les faisceaux étales IL,, et H,, coincident sur
X"8(v,) (cf ; cependant nous ne sommes parvenu a comparer les applications de
Hodge-Tate de LL,, et H, que pour n = 1. C’est cette restriction qui limitera aux poids
accessibles la comparaison ci-dessous des formes surconvergentes construites par Andreatta-
Iovita-Pilloni avec les notres.

Soit donc 0 < vy < %. La question de la comparaison des applications de Hodge-Tate

est locale. On se place donc sur un ouvert Spf(R') C X'(v;). Notons qu’on a les inclusions
1
prt-war CF Cwayr
soit ir la premiére inclusion ; en passant aux R’-duaux, elle induit un morphisme

1
-V, F\/ - \2
Zj? )p p—1 wA/R/
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Soit Vi =V /pV ot V est la représentation de G = Gal(R'/R') définie dans [5.5] et soit
H,(R') la représentation de G associée au sous-groupe canonique Hj. On déduit de
qu’on a l'application de Hodge-Tate Gr-équivariante
Iﬁ: V(—l) — pip%lwAv/Rr ®ﬁ
D’autre part, pour »r = 1 — vy, considérons 'application duale inverse }/IVTL rr de
HTl,r ®1: Hllj & OXf(Ul)/(pr) — F/prf
On obtient un morphisme
ﬁl,FT: Hl(—l) — fv/prfv

Théoréme 7.2.2. Pour v; < M on a un isomorphisme canonique 1.y = H;. De plus
p 7 )

pour r = 1 — vy ; lVisomorphisme Gr/-équivariant canonique V1 = Hi(R') fournit un dia-
gramme commutatif de Gr -modules

pf"%lw,\é/R' DR

| l

_2
1;0 1

1 — 2 =
Vi(=1) —=p 7wy, @ (R/p' P R

_ T

T Y e (R R

H
Hi(=1)(F)

ot le carré du haut est donné par la réduction modulo pl_%, lidentification de gauche est

induite par isomorphisme Vi = Hy(R'), et la fleche ascendante de droite est induite par

-\
ZF-
Démonstration. Ce théoréme résulte du lemme[B.2.1]et de la proposition [B.2.2] En effet, le
—_—~ 1
lemme B.2.1implique que HT,_2: V;(—1) — (p 71 -wX) , se factorise a travers H'(p})
P 1-2

P
(et est donc en particulier entier!) . La proposition montre alors que H!(p})Y o
HTq1 pr = Idge. En étendant les scalaires a R’'/p"R’, on obtient que la restriction a F,

de (H'(p}) © Idg )" est Iinverse de HT pp: H? ® R!. 22 F,. Ceci montre que pour
tout # € V(—1), HT,_ 2 (z) s’identifie a 'image de IﬁLFT(x) par la fleche de réduction

R/pR — R /p 7+ R O
Corollaire 7.2.3. L’application

— 1 -

HT: V(=1) = p 71wy @R

prend ses valeurs dans R’ ® FV. Si v est une base de V(—1), son image par HT est une
base de R' @ F.
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Démonstration. Soit v € V(-1); par m et |7 - la réduction modulo p % de HT( )
est dans 'image de R’ ® FY, on a donc Im (HT) CRQFV+p -p v 1R’ ® wy. Comme
r— ﬁ >0 et wy C FY, on voit que Im (HT) C R’ ® FY. L’image d’une base v de V(—1)
par }E est donc un systéme de vecteurs de ﬁ@]—" V dont la réduction modulo p” est image
par HT; pr d’une base de Hy(—1). C’est donc une R'/p"R’-base de F¥ ® (R'/p"R’). Par
le lemme de Nakayama topologique, Iﬁ(y) est donc une ﬁ—base de F¥ ® ﬁ O

Considérons l'espace rigide ©1,, = Isomxng(vl)(ug, Hy); c’est l'espace de modules des

Z [pZ-bases de Hi(—1). Soit ©f , le schéma formel défini par la normalisation de X' (v;)
dans ©4,,. Si v, < ”’;M , par le théoréme on a une identification canonique ©;,, =

Tlrffl et Tlrffl classifie les drapeaux de H;(—1) sur X"'(v;) dont les quotients successifs sont

étale-isomorphes a Z /p Z.
Soient T, (F) = Isomyy (O . F) et T, (F/p"F) = lsomys((Ory /(")) F/p"F)
’ »V1 Ivq ’ U1 U1
les schémas formels au dessus-de TIf’v | qui représentent les bases w de F et de F/p"F res-
pectivement. Soit 7, ,: T} o (F) — ’Tlfﬂ)1 (F/p"F) le morphisme induit par la réduction mo-

dulo p®. Ce morphisme est un torseur sous le sous-groupe formel I'(w)" = N T (w)"T'(w)! N~ (w)?
de GLZ.

On peut voir T/, (F/p*“F) comme un faisceau sur le site X78(v)g : soit ¥ — U C
X"8(y) un ouvert ; en utilisant le Lemme 2.5 et la Prop.7.1 de[8], on associe a U™ C X"&(v)
un modéle entier canonique U' C Xf(v) et donc par normalisation, un modéle entier
canonique Yt — Uf ¢ X'(v). On considére le préfaisceau qui associe a Y l'ensemble

Tt (F/p " F)(YT). On voit tout de suit qu’il s’agit d’un faisceau.

On peut définir une application de Hodge-Tate-Igusa classique pour (v;,w) comme le

morphisme de faisceaux

HTIvl,w,class: C'_‘)l,vl — 7—If7v1 (f/pwf)

sur le site X™8(v)g qui associe a une base v € ©1,,(Y) la base HT, rr(v)Y duale de la
base HT; rr(v) de (F/peF)V(YY).

On forme alors le faisceau 7}f,v1,w(‘F ) produit fibré de HTI,, y class €t oy au-dessus
de T/, (F/p"F). Ses sections sur Y — U C X"8(v) sont les couples (v,w) ou v est
une base de HY(Y) et w une base de F(YT), tels que HTL,, u class(V) = Ty 0(w). Smt
[T w(F) = Ti,, (F) la projection (v,w) — w; Rappelons [3, Prop.5.2| que si w > =
cette projection f est un isomorphisme sur son image. En d’autre termes, pour chaque
base w de F, il existe une et une seule base v de H} telle que HTI,,, ,,(v) = 7y, w(w).

Soit w € }p I - J et fixons u = w; soit Ty N, le sous-groupe compact de B—*"
image de To Ny~ par I'involution vy +— 'y, L’action de TyN; sur T"¢(F),, ., donnée, pour
tout couple de bases (v,w), par v+ (v, w) = (*y'v,v-w) se prolonge au schémas en groupes
formel T'(w)" x N~ (w)f, qui définit un voisinage affinoide de TyN, dans B~". En effet, si
v —ng| <p et N o—1] < p7U ona Ty, WAV w) = Ty, w(tong cw) = HTL,, ,»(fy 1 v),
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ol y = tong . On voit donc que Av™ - w définit bien un point de 7} ,(F). On s'intéresse en
fait au quotient N~ (w)\ T}, .,(F), noté ZW;* dans [3, Sect.5.3]. Il est représentable par un
schéma formel par [3, Section 4.5]. 11 est de plus muni de I'action a gauche du groupe Tp qui

se prolonge en une action formelle de T'(w)" induite par I'action algébrique de T sur N=\T.

On note encore 7: T/, ,(F) T}, la projection induite par 7} = T" xx: T7, — T}, .
Pour tout point £ d’un l'ouvert affinoide U, de W, les faisceaux wy, AP Cresp. wﬁ:ﬁp des

formes de Siegel (v, w)-surconvergentes resp. cuspidales (vy, w)- surconvergentes, définis
par Andreatta-lovita-Pilloni |3, avant la Def.5.4], sont donnés par

WH’AIP - (ﬂ-* OTrlg

v1,w I,vq, ’Ll)( )

)Nﬁ(w)[—/ﬂ]; resp. win = (1O )Nﬁ(w)[_ﬁ](_D)'

v1,w,! Is“l’w(]:)

Les sections sont des fonctions sur 758(F),, ., telles que f(A\v™-w) = k(\) - f(w). L’espace
des formes (v, w)-surconvergentes de poids x défini par Andreatta-Iovita-Pilloni 3], Def.5.4]
est alors donné par M4 = HO(X™8(v),wiAIP) | resp. SEAF = HO (X8 (v), SIAU?,)( D)).

Notons alors que par le Théoréme[7.2.2]et son Corollaire[7.2.3] les applications de Hodge-
Tate-Igusa HTI modulo p* et HTI,, 4w class coincident sur ©,,, = 7% . Plus précisément,

pour tout objet T = (T,,),, de Tlnflppmfet soit TP le systéme projectif des schémas formels

T, normalisations de T}, dans les T}, ; on a vu que HTT envoie une Z,-base v de L(—1)(T)

— —~ . .. . 9.
sur une Opprot-base de F R0, ¢ O7pros dont la réduction modulo p* coincide avec 'image
I v

par HT, , de la réduction de v modulo p. Il en résulte que le morphisme de faisceaux

HTI Tpprofet Tpprofet

00,1 T1,0q

défini dans la section précédente se factorise en un morphisme

pprofét pprofét
HTIvlw T %7}1)1111( )

00,V1

ou le membre de droite est le faisceau sur le site T}f’pp ol associé au schéma Iiivgl wl(F)
au-dessus de 7} “g . I1 définit, pour tout poids p-adique xk € U, (L) (pour L une extension

finie de K), des morphlsmes de faisceaux

HTL, ,: wihlP — O et HTL 0wt — OF

v,W " v1 w v1,W V1w " vl,w,!

En prenantu:we}]:,l—vlﬁ]a on a

Théoréme 7.2.4. Pour tout k € U, (L), les morphismes de faisceauz ci-dessus sont des
1somorphismes.

Démonstration. Soit f(w) une section de (7 (97-1rlg F ))Ni(w)[—/f]; pour tout objet T =
vy,w

(T ) de TEEPPOIE ot hour toute section v € TPPMY(T) on pose f(v) = f (HTI,, »(v)) €

I,u 00,V1
OT En appliquant ceci au point tautologique ’UO donné par l'application identique de
TPoTis o voit que f définit une section de RN [p~!]. Pour tout affinoide U = Spm(A)

00,v1
de T;f, la fonction @z Ny x Ty — R[;](U) définie par nyty — njty - f se prolonge en
une fonction analytique F'(h) sur 'ouvert analytique N~ (w) x T'(w) de GLJ* /N™*, de
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sorte que F'(y-h) =~ - F(h) pour tout v € I. 1l suffit de définir ce prolongement par la
formule F(h)(v) = f(*h - HTI,, ,,(v)) pour h € N~ (w) x T(w). La correspondance f + F
est Th-équivariante par |7.1.2, Ceci montre que f est une section de Oy .

Réciproquement, soit g une section de Oy ,, et G(h) le prolongement analytique de
v € Ny xTy = I/Nf — ~v-ga N (w)x T( ) C GL;" /N*#"; pour tout v € I, on
a G(vyh) = v - G(h); pour tout point w de 7,"¢ (F), il existe un unique v, € Ty, tel

I ,w

que HTT,, yclass(V1) = Ty w(w). On fixe 7, € T2 relevant v, € Ty fl Comme 7y, 4
est un I'(w)-torseur, il existe un unique h € T(w)N*(w) tel que w = *h - HTL,, ,(7;).
On définit alors une fonction f sur ’Tfﬁi w(F) par f(w) = G(h)(7,). Cette définition ne
dépend pas du choix du relévement '171 de v, : si ¥} est un autre tel relévement et que
w = th - HTI,, ,(7;) = A’ - HTL,, (1)), il existe v € I tel que ¥} = 7 - 1;, de sorte que
th,'HTIvhw(E/l) ="'h'- HTL, (v -0y) = Tyt -HTL,, (V) = ‘(v _lh/) HTIL,, (v;), d'ou
h = ~~'h'. Par conséquent, G(I)(t)) = G(I)(v-T,) =" - G(W)(@,) = G(y'1)(T,) =
G(h)(@y)-

C’est une fonction analytique de w parce que G est une fonction analytique de h; de
plus f est une section de w4, On a HTT] ,(f) = g. Ceci montre que HTT} , est un
isomorphisme de w4 sur Oﬁl w1l est T'(w)-équivariant.

Il résulte de la sectlon@que les g-développements des formes AIP et Igusa-surconvergentes
sont compatibles, de sorte que la cuspidalité est préservée. Ceci montre 'isomorphisme

entre les faisceaux de formes cuspidales surconvergentes. O

La méme démonstration s’étend pour les familles : pour u = w, soit k,: U, — A(U,)*

. : N o AIP _
le caractére universel associé a U,. On définit wq'jl"’w! comme le k! espace propre de

N~ (w)~
(mOpse ()" " OAU,
et les morphismes de Hodge-Tate-Igusa en famille : HTT} ,: w q’jl"ﬁp — Opt -
Proposition 7.2.5. Pour u = w € ] } le morphisme HTL, @ w Sf;ﬁf}) —

Oyt 1 €st un isomorphisme de faisceaux

Les ouverts affinoides U, forment un recouvrement de WW(u). On a donc coincidence
des familles de formes surconvergentes au sens de AIP et des familles de formes Igusa-
surconvergentes au-dessus de W (u). En particulier, puisque Usee C W(u), on déduit de la
proposition ci-dessus le

Corollaire 7.2.6. L’isomorphisme HTT, ffcg’?lp — Oy | induit un isomorphisme
aCC7AIP acc
Sorw (Ue(p)) = 5575 (Ue(p))

Ceci fournit une premiére démonstration du théoréme d’orthonormalisabilité et de controle :

Théoréme 7.2.7. Pour tout v; < “];M et tout w =u € ]valla 1— vlﬁ] comme ci-dessus,

(1) les A(U,)-modules de Banach S+, (Cp(p)) = H(T1 x U, (91";”;”,) sont projectifs ;
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(2) pour tout k € Uy,(L), le morphisme de spécialisation S5+ (Up(p)) — S5, (I's(p)) est
surjectif.

Démonstration. Ceci résulte de [3], corollaires 8.2.3.1 et 8.2.3.3]. O

Dans la section suivante on va donner une démonstration directe de ce théoréme pour
u>wetov < 2ip quelconques, suivant les idées de I'appendice A de [3]. Notons que
le théoréme de classicité démontré par Pilloni-Stroh [31] reste indispensable pour obtenir
dans une famille des spécialisations classiques en tout poids arithmétique grand par rapport
a la pente. On peut méme supposer ces spécialisations classiques de niveau premier a p

pour des poids trés réguliers.

8. IMAGE DIRECTE ET THEOREME DE CONTROLE
8.1. Tour d’Igusa surconvergente compactifée. Considérons le morphisme propre
Im: X — X*

de W-schémas entre une compactification toroidale fixée et la compactification minimale
arithmétiques. Par définition de la hauteur de Hodge en terme de l'invariant de Hasse,
ce morphisme induit un morphisme TT: X™#(v) — X*'(v) (voir Section [8.2). On peut
définir un modéle formel d’Andreatta-Gasbarri X*f(v) sur Ox de X**'8(v) en recollant les
éclatements Spf(Rg{X}/(hX — p”)) pour un recouvrement affine (Spf(R;))rs de X*. Le

morphisme IIf: X — X*f fournit par changement de base un morphisme propre au-dessus
des modéles formels TI': Xf(v) — X*f(v) dont les cartes locales ont été décrites par [3)
Prop.8.7]. Rappelons cette description.

Les strates de X*f(v) sont les éclatements d’Andreatta-Gasbarri Y (v) des variétés de
Siegel Yp associées a la classe [P] modulo I' d'un sous-groupe parabolique propre maximal
rationnel P (cf. Section . Soit Ap — Yp la variété abélienne principalement polarisée
avec structure de niveau N universelle de genre r au-dessus de Yp. Soit Lp le réseau de
rang g — r quotient de Z¢ tel que Sym®’Lp = U,(Z); soit Tp = Lp @ G,, = GI" et
Ep = N -Up(Z) ® G,,. Décrivons la normalisation X (v) de X*f(v) dans X™8(v). Le
diviseur a linfini Df(v) = X'(v)\X!(v) est muni d’une premiére stratification par les
images inverses D5 (v) des Y5(v), mais aussi d'une autre plus fine.

Soit Zp — Bp le Ep-torseur des 1-motifs polarisés au-dessus de Bp = Ext%/P (Tp, Ap) =
Hom(Lp, Ap) = A% ". Soit Bh(v) = Bp Xyt YE(v). Pour tout come 7 € Xp, on forme

les immersions toroidales relatives =5, (v) = =i, Xy YE(v); elles se recollent en une

immersion toroidale Zpy (v) = Bp(v) : Epx, (v) = Uyex, Ep, ().

Pour chaque cone polyédral o € p, soit Zp,(v) la strate fermée de Zf, (v) ; ces strates
se recollent pour former la strate fermée Zpy, ,(v) de 5 (v). Soit =t pxp(v) la complétion
de Eby;, (v) lelong de Zps,, (v). Le couple (Epy,, (v), Zps, (v)) est muni d’une action propre

~

et libre du groupe discret I'py; il en est donc de méme pour =fpy. . (v). Soit I'p,, le fixateur
du cone o dans I'p,. C’est un groupe fini, donc trivial si I' est sans torsion. Il y a une
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stratification de D}, (v) en DY, (v) pour o € p et des isomorphismes de schémas formels
¢p, pour tout o € Yp de

¢P,G: EfP,U(U)/FP,G - Xf(”)D;J(v)
ott Xf(v) D, (v désigne la complétion de X'(v) le long de D, (v); ces isomorphismes se

recollent en un isomorphisme de schémas formels

(4) bpsp: Epsp(0)/Tre = X(0) ()

Par définition, sur Zpy,(v)/I'pe, 'extension de Raynaud universelle 0 — Tp — Gp —

Ap — 0 est polarisée, et sur la complétion = py: . (v)/I'py, la construction de Mumford lui
associe un schéma semi-abélien G. C'est le pull-back d’'un schéma semi-abélien G — X (v)
associé a la décomposition I'-admissible 3.

Pour P € II, soit Lp le faisceau de monodromie surconvergente sur la variété de Siegel
Y5® de genre r. En vue de I’énoncé de la proposition suivante, on doit définir les faisceaux

— rig -

L et Lp sur le site profini étale des espaces rigides <7f(v)Df(U)) et ( Py (v)) g; ce
sont des espaces rigides au sens de Berthelot (ou des espaces uniformément rigides au
sens de [22]). On doit donc définir d’abord le site profini étale sur l'espace rigide X
associé a un schéma formel X au sens de Berthelot (cf. [I4, Sections 7.1 et 7.2] ou [22]
Sect.2.2]). On dira qu’un morphisme f: J"& — X™& est un revétement fini étale de degré
d 8l existe un recouvrement admissible de X" par des affinoides U; tels que pour tout
i, f: f7'(U;) — U; soit un revétement fini étale de degré d d’espaces rigides classiques.
On définit le site profini étale X™&Poft comme dans dans lequel un ouvert est un
systéme projectif de revétements finis étales d’un ouvert rigide (classique ou au sens de
Berthelot) de X™&. On peut donc parler de faisceaux et de suite exacte de faisceaux sur ce
sit/e.\On applique ceci aux espaces rigides associés aux schémas formels au sens de Berthelot

- 5 _— o .
X () pe(yy €6 E'psp(v). En particulier, on déduit de (4) un morphisme

Ti - rig :f\ e
O, < Pzp(v)) — (X (U)Df(v)) .

Pour tout m, le faisceau fini étale localement constant Ly, sur X = (v) peut étre inter-

s 42 < . . . . ~ ., —Tig
prété comme un systéme projectif stationnaire de revétements finis étales sur X ~(v), donc
comme un objet de X (v)"P™f On peut alors restreindre ces revétements a I’espace rigide
—_—

—

de Berthelot (Yf(v) Df(w))"® Via le morphisme (Yf(u) D)€ = Yf(v)“g . On définit alors le

. — . ) . . .
faisceau L, sur (X (v) Df(v))“g’pro‘f en associant a Y& = (Yr¢) le module Hom()"¢,LL,,) ;
on définit finalement I comme la limite projective des faisceaux IL,,. On peut transporter
le faiscean L sur (Zfpys, (v))" 8P par ¢, . De la meéme fagon, on peut définir le fais-
=t

ceau Lp sur (Zfpy . (v)) 8P F en formant les tours stationnaires Lp,, de revétements finis
y—=P ,m
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étales sur =h, s, (V)78 associés aux pull-backs des faisceaux localement constants Lp,, sur

Yp(v)" 8. On les restreint & (Efpy, (v))™8 via le morphisme (EAprP(v))rig — Eby, (V)78 et

on forme Lp,,(Y"8) comme ci-dessus. On définit Lp()"8) comme la limite projective sur
m des Lp,,(Y"8).

Proposition 8.1.1. Il existe un unique prolongement (encore noté L) a X™#(v) du faisceau
de monodromie surconvergente I sur X"'¢(v) tel que pour tout P, gb;gg; L soit une extension
de Lp par Ip(Tp). La classe de cette extension est l'unique classe qui coincide sur le lieu
ordinaire avec (la fibre générique rigide de) la classe universelle sur =fpy,, qui donne
l’extension de Raynaud universelle 0 — Tp — Gp — Ap — 0.

Remarque 8.1.2. Le sens précis de ¢§;gg L et de Lp comme faisceaux profinis étales sur

~ rig
<:f Py P(v)) est donné dans le préambule ci-dessus.

Démonstration. (1) Existence et unicité du prolongement de L.
Considérons Pouvert X de X' lieu des les variétés abéliennes A telles que

dimg, Hom(ay,, Alp]) > 1.

Son complémentaire est de codimension > 3 et sur yf’/, h est localement un produit de
coordonnées locales ([28, Th.3.4]). Par [8, Lemme 6.4], il suffit donc de montrer I'existence

et Punicité du prolongement de L & Pouvert X = (v). On a fixé une extension K finie
sur Q,, contenant p”. On note Ok son anneau de valuation et on fixe une uniformisante
w € @ K-

Considérons le Og-schéma formel X' = Spf A C Yf’/(v), ou A= Ay(X)/(Xh—p") pour
Ag une Og-algebre formellement lisse telle que Spf Ay soit un ouvert formel affine de X
Soit S € Ap un élément qui définit une équation locale du bord. Quitte a restreindre A,
on peut supposer que h et S sont produits de coordonnées dans Ay et que les diviseurs
S =0 et h =0 sont transverses. Plus précisément,

Sous-Lemme 8.1.3. Pour Ay assez petit, on peut trouver des indéterminées Ty, ..., Ty
dans Ao, une algebre B finie et plate sur C' = Ok (Th,...,Ty), des entiers r < s < d et un
élément g € B tels que

Ay=Blg™"), h=Ty\...T, et S=T.,...,T,.

Démonstration. En effet, par lissité, Ag/wx Ay est étale sur un espace affine et on peut

trouver des indéterminées 7T}, une algébre B finie et plate sur C' = Ok /wk[T1,. .., Ty, et
un élément g de B tels que Ag/wrgAy = Blg et h=T,...T, et S =T,q,...,T,. On
conclut par le lemme de Nakayama topologique. O

Lemme 8.1.4. On a
A(h*1> N A(Sfl) = A.
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Démonstration. Avec les notations du Sous-Lemme précédent, montrons d’abord que
ChHnCOp'n, s =C{p'ht).

on a

C(hYY =Og(T,..., T, (Th, ... T,) " "W T, ..., Ty)
et
Clp*h™, 8™ = O (T, ..., T, p°(Ty ... T,) ™ W Tppr, o Ty (Trgr ... T) Y.
L’intersection de ces deux anneaux est clairement égale a O (Ty, ..., Ty)(p* (T4, ... T,)7 ).
Montrons maintenant que

BN B{p*h~ ', 8™ = B(p*h ).
On a
B(h™'Y = B®c C(h™)
et
B{p’h™', S = B®c C(p'h™1).
Comme B est finie et plate sur C, la formule d’intersection pour B résulte de celle pour C.
Soit g € B tel que Ay = B(g™'). Pour établir la formule d’intersection pour les localisa-
tions de la forme B(g™!), on utilise un argument faisceautique.
Soit B = B{(p°h~') et V' = Spf(B), Uf = YY), US = YIS, UL = Ul n UL,
Ut = Y1) U YHSY). posons j;: Ul — V! pour i = 1,2,3,0.
On va montrer 7,0y = Oyr. En prenant les sections sur V = Spf(B(g~')), on obtiendra
la formule d’intersection voulue pour B{g™!).
On a
3+Oyt = Ker (j1.0pt @ joOps — Js..Ops)
I'application étant donnée par la différence des restrictions : (f1, f2) — fi3— f23. On observe
alors que les morphismes j; sont de la forme Spf B; — Spf B (i1 = 1,2, 3) ou les B; sont des
Ok-algebres de Tate. Pour ¢ = 1,2, 3, le faisceau j; .Opr est donc quasi-cohérent donné par
la B-algebre B;. Le noyau 7,0y est donc quasi—cohéren% donné par la B-algebre By NB,. Or
par la formule d’intersection pour B, cette algébre coincide avec B, qui définit le faisceau
Oy.
O

Soit Uf = X (h=1) U XT(S1), Posons j: Ut — Xt Soit LLyt[p~t], resp. LLye[p~!] la
catégorie des faisceaux en O y¢[p~!]-Modules, resp. Oy [p~']-Modules, localement libres de
type fini.

Corollaire 8.1.5. 1) On a j.Oys = Oys.
2) le foncteur de restriction LLy:i[p~'] — LLy:[p~'] est pleinement fidele.

Démonstration. Soit ji: Ul = XU A1) — X' jo: Ul = XNS™Y) — &f et j3: Ul =
X{(h 1,51 < X, On a

7xOpr = Ker (jl,*OU{ @jl*OU; - j3,*OU§)
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I'application étant donnée par la différence des restrictions : (f1, f2) — fi3— fas. On observe
alors que les morphismes j; sont de la forme Spf A; — Spf A (i = 1,2, 3) ot les A; sont des
Ok-algebres de Tate. Pour ¢ = 1,2, 3, le faisceau j; .Opr est donc quasi-cohérent donné par
la A-algébre A;. Le noyau j,Op: est donc quasi—cohér(;nt donné par la A-algebre A; N A,.
Or par le Lemme [8.1.4] cette algébre coincide avec A, qui définit le faisceau O yr.

On déduit 2) de 1) comme dans le Lemme 3.5 de SGA2 Exposé X : si F' et G sont des
faisceaux en Oy¢[p~']-Modules localement libres, on a

Homo . p-1)(F, G) = ji(Homo, . p-1)(Fyr, Gur)),

de sorte que deux morphismes sur X! dont les restrictions & U' coincident, coincident sur
Xf
U

Soit U™®, resp. XM la fibre générique rigide de U’ resp. X*. Pour tout espace rigide X
sur K, on note Et(X) la catégorie des revétements finis étales sur X.

Proposition 8.1.6. Le foncteur de restriction Et(X"8) — Et(U™®) est une équivalence
de catégories.

Démonstration. D’aprés le corollaire [8.1.5] il suffit de montrer 'essentielle surjectivité. Soit
Ty — UM un revétement fini étale; il correspond & une Opig-algébre Bpqis finie étale.
Soit Byt la normalisation de O dans Bprig. C’est une Opr-algébre cohérente. D’apres
[EGA1, Corollaire 6.9.11], il existe un faisceau cohérent F sur X' qui prolonge Byr. On
peut supposer X' = Spf(C) affine, F correspond & un C-module M de type fini. On peut
supposer que p¥/?2 € Ok et posons Ix = (h + p¥/2,8) C Ck et Ux = Spec Cx\V (Ix).
Notons que V(Ix) est de codim 2 dans Spec Ck.

Soit ji: Ux < Spec Ck et formons jK,*(MKzar|UK). Notons que c¢’est un faisceau quasi-
cohérent, qui est donc donné par un C'x-module M. On va montrer qu’il est cohérent
localement libre. La structure d’algébre de By;r s’étendra alors a M par le Corollaire [8.1.5
Veérifions que M est cohérent sur Spec(C ), pour cela appliquons le Théoréme de Finitude
[SGA2, Exposé VIII, Corollaire 2.3] au triplet (Spec Cr, V (Ik), Fk)-

Soit # € SpecCx — V(Ig) tel que c(z) = codim({z} N V(Ik),{z}) = 1. Le point =
correspond & un idéal premier q de C tel que I ¢ qx. Comme Ci/qx est un anneau de
Jacobson, il existe un idéal premier p de C tel que l'idéal py soit maximal, ¢ C p et p
ne contient pas I = (h + p*/?,S) C C. L’idéal pg correspond & un point 2’ € Spm(Cx)
tel que sp(z’) & Z ou Z est le sous-schéma fermé de Spec(C ® Ok /wg) défini par 'idéal
(h,S). Donc M, = M, ® K est libre sur Ck,, il s’ensuit que My, est libre sur Ck g .
On a alors prof, Fx = prof(M,, ) = dim Ck 4, = ht(qx) > 0 car ¢(x) = 1. Donc M est
cohérent.

Vérifions la locale liberté : on sait que le faisceau analytique associé & M est libre sur U*,
reste a regarder les points dans I'ouvert complémentaire correspondant au tube du fermé
Z de la fibre spéciale Spec(Cy) défini par Iy. Soit y € sp~(Z), il correspond & un idéal
premier (non ouvert) p = px NC tel que Iy = (h,S) Cp. Sipx & V(Ik), on a vu ci dessus
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que prof(M,, ) = dim(Cy k). Si px € V(Ik), soit 1\//Tp; le faisceau cohérent sue Spec C
assocé au module M, . Soit j,: SpecCky, — {y} — Spec Ckp,. On a par définition

MPK = jy,* (MPK |Spec Cr oy —{y})

On déduit donc de la suite longue de cohomologie locale :
0— HS(MPK) — M, — jya*(MpK|SPech,pK*{y}) - H;(Mpx) —0

que H)(M,, ) = H;(M,,) = 0 et donc que prof, (M) > 2. Comme Ck est régulier, le
théoréme d’Auslander-Buchsbaum nous donne :

dimproj(MpK) + pl"Of(MpK) = dim(CKypK)

Si dimCx = 2, on a donc dimproj(M,) = 0 pour tout y € sp~'(Z), M est donc
localement libre. Si on note B le faisceau rigide sur Spm(C) associé a M, alors par le
Corollaire B est une O yrig-algebre finie étale qui fournit le prolongement recherché.

Supposons dim Cx > 2 et faisons une récurrence sur dim Cx pour montrer prof M, =
dim Cgpp. Soit Ix = p1 N ... Np, la décomposition primaire de Ix. Comme ht(px) =
dim Cx > 2, px ¢ p; pour tout ¢ = 1,...,r. Par le lemme d’évitement des idéaux premiers,
Pr € prU...Up,. Soit t € px — p% tel que t € py U ... Up,. L’anneau Dy = Cx /tCk est
régulier et I'idéal Ip,. I'image de Ix modulo ¢ est de hauteur 2. Soit p I'image de px modulo
t. On peut appliquer I'’hypothése de récurrence et déduire que prof(M/tM);, = dim Dk, .
Comme t est régulier, on en déduit que prof M, = dim Ck,,, et donc que M, est libre
par Auslander-Buchsbaum.

O

On applique ceci a IL : on considére pour chaque s > 1 le revétement fini étale G[p®]° sur
le lieu ordinaire X™8(h~1) de X™8. D’autre part, on définit L, sur X"&(v) par la Défini-
tion [5.1.3] Ces deux définitions coincident sur l'intersection ; par la proposition [8.1.0] elles
fournissent L, sur Yf(v). On peut alors passer a la limite projective pour définir L.

(2) Dévissage de la restriction de I au-dessus des strates Y5%(v).

Considérons le schéma formel (non-de type fini) =fp,(v). Il admet un recouvrement
par des ouverts formels affines X = Spf A (non de type fini) sur Ok (on suppose que
p’ € Ok), ou A = Ao(X)/(Xh —p") et Spf Ay est un ouvert formel affine (non de type
fini) du complété Zfp, de Ef, , le long du diviseur & I'infini S = 0.

On introduit les sous-schémas formels (non de type fini) X(1) = X{(h7!) et X(2) =
X(S71). Une variante immédiate (avec les anneaux Ag¢ et Aj¢ invariants par &,) du
Lemme et de la proposition montrent que si deux revétements finis étales T; —
X (i)"8, i = 1,2, se recollent sur I'intersection, ils se prolongent & X™. On voit aussi qu'une
section t de T' — X" est donnée par deux sections t; de T; — X (i)' qui sont compatibles
sur l'intersection.

On va appliquer ceci au systéme /p£ojectif de faisceaux finis étales localement constants

Hom(Tp[p®], ¢, LLs) sur X*€ = Zrisp,(v). On va voir que ces faisceaux possédent des
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sections sur X'(1)8 = X8(h~1) et X(2)"8 = X"8(S~!) qui sont compatibles sur I'inter-
section. De méme pour chaque s > 1, pour le faisceau fini étale Hom(¢p 5, Ly, Lp,) on va
définir des sections sur X' (i)™ (i = 1,2) qui sont compatibles.

Ceci fournira un complexe de faisceaux profinis étales

Tp[ps] — ¢},2P L, — Lp
sur Z'epy, ,(v), dont on verra que c’est une suite exacte courte.

(a) Réinterprétons d’abord Lp en termes de 'extension de Raynaud sur Zp3;,,. Pour cela,
on fait quelques considérations générales. Soit S un Og-schéma formel admissible et 0 —
G;, — G - A — 0 un schéma semi-abélien extension globale d'une variété abélienne A de
dimension r par G}, sur S. Le schéma en groupes G[p™] est p-divisible par de [26, Chap.],
(2.4.3)]. Il admet un cristal de Dieudonné (contravariant) Df, sur S (|26, Chap.IV]). et on
a une suite exacte de cristaux de Dieudonné contravariants 0 — D7 — D; — Dgs — 0.
Si on dispose de plus d’un relévement surconvergent ¢, p: S — S de Frobenius sur S au
sens de , Formule . le triplet (D¢, FilDg,, @) est un cristal surconvergent de Hodge
sur S au sens de [§, Def.3.20]. Notons qu’on a

D, / Fil DY = D% / Fil DY,

puisque pour le groupe multiplicatif on a FilDg = Dg . Ceci explique le fait que la
hauteur de Hodge Hdg(G,,) en un point = de S est définie comme celle de A,.

On suppose Hdg(G,) < %W}L’T],f;l pour tout z € S. Par la construction de [§], on associe
p—1

a ce cristal surconvergent un faisceau Lg = L4 sur S’ profini étale sur S'[p~!].

On applique ces généralités aux Og-schéma S’ = E%ZP(U) avec v = ”BTM. Rappelons que
= px, (v) est au-dessus de la strate Yi(v) de X*f(v). On obtient donc I'égalité Lg, = Lp ol
Lp désigne le faisceau de monodromie surconvergente pour la variété abélienne universelle
Ap — Ylg (’U)

(b) Il reste a construire la suite exacte :

(xx) 0—>TTP%¢“g’ L—-Lp—0

sur Iespace rigide = Fl, %, (v) associé au schéma formel au sens de Berthelot = fpsp(v), ou
T,(Tp) désigne le module de Tate du tore Tp de rang g — r associé a P et a voir que la
classe d’extension ainsi définie a pour restriction au lieu ordinaire la classe dans Ext(Ap, Tp)
donnée par 'extension de Raynaud 0 — Tp — Gp — Ap — 0.

: : ~ rig
Sur Pouvert ordinaire X™8(h~!) de X™e = (Efp,g(v)> , on a pour tout s > 1 une suite

exacte courte donnée par les composantes neutres des groupes de Barsotti-Tate tronqués
(1) 0 — Tp[p®] — Gpp°]° = Ap[p°]° = 0

Notons que Gp[p°]° = Gp[p°]° = Pps,GIP°]° | .
Pour construire la suite exacte (%) sur I'ouvert rigide X"8(S~!) de X" (lieu o1 le quo-
tient de Mumford Gg est un schéma abélien), on utilise 'appendice [C| Par la proposition
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1), le morphisme de quotient de Mumford

=t =f
Tp: o PSp — = P,ZP/LP

~

induit un morphisme de log-F-cristaux sur Zfpy,, :
1 =f =f * =f
Hlogcris ((H P,EP/LP>/‘—' P,EP> Dcrls<GP/‘—‘ PZP)

Par 2), La restriction de 7} au sous-schéma formel p-adique X' (S™!) de X = Efp, (v)
s'insére dans une suite exacte courte de log F'-cristaux

O — Hom(LP’ OX<S_1>7CTiS) - H(lrrls ((EfP,ip/LP)’X<S_I>/X<S1>> —> ]D):rls(GP/‘)(<Sil>) — O

avec un noyau de pente 0. Les hypothéses de [8, Th.3.23] sont satisfaites (par pull-back) sur
le schéma formel X' (S~1). Comme ce schéma n’est pas topologiquement de type fini, on ne
peut pas appliquer directement les théorémes 4.28 et 3.23 de [§] & ces cristaux. Cependant,
on peut utiliser la construction de Berthelot (|14, Sect.7.1] dont on reprend les notations)
Soit Spf Ag un ouvert affine formel (non de type fini) du complété = po de Ep, le long du
diviseur S = 0 associé aux faces de dimension 1 de ¢; on a

X(S™ =Spm A, ouAd = A(STN(X)/(hX —p").
On introduit les normalisés Spf En des schémas formels admissibles

Les hypothéses du Th.3.23 de [8] sont encore satisfaites sur B, (par pull-back) et on peut
alors appliquer la construction (fonctorielle) de [8, Th.3.23|. Le foncteur & — L de la
catégorie des cristaux presque unités sur I'espace rigide X™& (ou plus correctement, sur
chaque ouvert affinoide X™® = Spm C,, du recouvrement admissible de Berthelot de X™8)
vers la catégorie des faisceaux lisses proétales sur X™# est exact (voir Th.4.28 et Th.3.23 de

[8]). On obtient ainsi une suite exacte courte de faisceaux de monodromie surconvergents
sur B, ® Q, = B, ®Q, (par normalité des fibres génériques Spm C), pour C,, = B, ® Q,),
compatibles quand n varie et qui se recollent donc sur X™8(S~1). Le faisceau de monodromie
surconvergente associé au cristal Hom(Lp, O=, op eris) qui est de pente 0 n’est autre que
T, Tp. Celui associé a ¢*Pzp tis(A/ X (v)), restreint & XT8(S™1), est @py, L | ywis(s-1y. Par
ce qui précede, celui associé a Dy, est L Ap xvig(g-1y. Par fonctorialité de la constructlon

on trouve la suite exacte sur X"8(S~!) qu'on cherchait :
(2) 0—T,7p — ¢pLL

xrs(s-1y = Lap |xrsg-1y — 0
Par ailleurs, sur X"¢(h~'), on a ¢}y, , L. = T G%, qui s’insére dans la suite exacte courte
(1) 0T, Tp - T,Gp — T, AL — 0,
Il reste & voir que les deux suites (1) et (2) coincident sur

Xrig<8_1,h_1> — Xrig<h—1> N Xrig<S—1>'
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Soit Ext*(T,Ap, T, Tp) le groupe des extensions dans la catégorie de « faisceaux lisses
proé¢tales de type multiplicatif » sur X(S~!, h~!) (c’est a dire la catégorie des modules
de Tate des groupes p-divisibles de type multiplicatif). Il suffit de voir que 'image dans
Ext"(T,A%, T, Tp) de la classe de I'extension est égale a I'image de la classe de 'exten-
sion 0 = Tp — Gp — Ap — 0 par le morphisme injectif

EXt(Ap, TP> — Ext# (IPACJ)D, IpT;)

Sur le schéma formel X(S~! h~!), la correspondance de Katz inverse K~! établit une
équivalence de catégories entre les cristaux unités et les faisceaux lisses proétales. Le fonc-
teur de Brinon-Mokrane U — IL(—1) de la catégorie des cristaux presque unités sur 'espace
rigide X" (ou plus correctement, sur chaque ouvert affinoide X*¢ = Spm C,, du recouvre-
ment admissible de Berthelot de X™8) vers la catégorie des faisceaux lisses proétales sur
X" coincide avec K '[p~!] sur la sous-catégorie des cristaux unités sur X™&(S~1 h7t) .
Sur ce schéma formel, la suite tordue par (—1) est donc I'image par la correspondance
K~ '[p~'] de la suite exacte de cristaux unités

(3)
0 = Lp@O yris(5-1 p-1 cris— Heyis (A/X7E(S™H R71))=0 MG V. (Ap/Xm8(S~ = )"=0 0

cris cris

Les classes d’extension définies par et sont donc les mémes. Montrons que la classe
(3) est cellede 0 - Tp — Gp — Ap — 0.

Par [16, VI. Th.1.1.(iii)], on a wz i (dlog)" = Lie(Gp/X"®). On sait que sur X"&(S~, A1),
on a un scindage

Hl (A/Xrig<sfl’ h71>) — rHl (Z/Xrig<sfl’ h71>)h:0 D Fﬂl Hl (E/Xrig«sfl’ h71>)

cris cris cris

de sorte qu’on a un diagramme commutatif dont les fléches verticales sont des isomor-
phismes :

* *
7TO7TP

le (A/Xﬁg(S‘l, h—l))h:O le (Ap/Xrig<S_1, h—l))h:O

cris cris

! }

Lie(Gp/Xr(S1 b)) — = Lie(Ap/X™E8(S~L A1)

Sur la catégorie des groupes p-divisibles de type multiplicatif, le foncteur G + Lie(G) est
une équivalence de catégories. En effet, pour un groupe p-divisible G' de type multiplicatif,
I'extension vectorielle universelle G* s’identifie & G, de sorte que le module de Dieudonné
(covariant) D(G) s’identifie a Lie(G). Par conséquent, la différentiation induit une injection
de groupes Ext"(T,A%, T, Tp) — Ext(Lie(Ap),Lie(Tp)). Par cette injection, la classe de
I’extension a pour image I'image de I'extension de Raynaud. On voit donc que ces deux
éléments de Ext"(T A%, T, Tp) ont méme image dans Ext(Lie(Ap), Lie(Tp)), ils sont donc
égaux. On en déduit que la suite (3) est bien donnée sur le lieu ordinaire par 1’extension
de Raynaud universelle. O

Soit ) € IIj un conjugué rationnel du parabolique de Siegel ; il correspond au choix d’un
lagrangien Lq de Z*; soit [Q)] sa classe de I'-conjugaison (i.e. une pointe de X*, dans le
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langage classique). On lui associe une tour d’Igusa compactifiée (TL%’ng)n définie comme
suit : ‘
TL%]’Hg = Isomgiz () (T[p°], Ls) pour touts > 1.
Désormais, pour alléger les notations, on omet la référence au choix de [Q], et on note T?’i
cet espace; mais il est bon de la garder en mémoire. Par conjugaison, on se ramene au
cas () = Py, et on se permettra donc de noter T?’i = Isom grig(y) (195, Ls). L'identification
@ = P, fixe aussi un Borel standard du Levi standard de ) et donc un sous groupe
d’Twahori I = Ny ToNy"

8.2. Principe de Koecher. On utilise les notations de Soit T = Isomg (0%, w) le

GL,-torseur sur X des bases de w. Soit #: 7 — X le morphisme de projection; pour

tout poids £k € X*(T) de GL4, conformément aux notations de la section , on pose

Wk = (707 [~k et wp = (7.OF) (—=D)N " [~k] . Rappelons que si k n’est pas dominant,

ces faisceaux sont nuls. On a encore

(71'*07- @ WP (7. 07) (— GB Wi

keX*(T keX*(T

Le faisceau w” est le prolongement canonique du faisceau w défini dans la section et wy
est le sous-faisceau des formes cuspidales.

On note encore X le changement de base de X a W. On note X' le W-schéma formel
complétion de X le long de la fibre spéciale, et X8 le K-espace rigide associé. Pour tout
k € X*(T)", et pour toute extension p-adiquement compléte L de K, on définit le L-espace
des formes de Siegel cuspidales de poids £ comme

(C) Sk(F,L) = HO(XL,(.U]C) = HO(XIEg,wk)

La seconde égalité est vraie par le principe GAGA rigide. Cette définition ne dépend pas du
choix de ¥ (ceci résulte par exemple de 1’équivalence de cette définition avec celle donnée
en termes du ¢g-développement ci-dessous, ou voir [16, Chap.V]).

On peut remplacer X par Xp(p) et ainsi définir 'espace des formes cuspidales pour

I'p(p) :

(CD) S*(Tp(p), L) = H'(X 5(p)1, wi) = H(X (p)5, wi)

Pour formuler le principe de Koecher v-surconvergent pour X, on rappelle d’abord les
principes de Koecher formels et rigides. Le principe de Koecher arithmétique [16], V.4.8]

montre que pour tout poids dominant k& € X*(T)% et pour tout m > 1, la fleche de
restriction fournit un isomorphisme

H(X ®Z/p"Z,") 2 H (X QZ /p™ Z, ")

ces isomorphismes sont compatibles quand m grandit et fournissent par limite projective
un isomorphisme de W-modules

(KF) HO(XT, W) = HY(XT, wh)
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appelé principe de Koecher formel. De plus, par extension des scalaires & K, le principe de
Koecher formel fournit un isomorphisme de K-espaces vectoriels

(KR) H0<Xrig, wk) ~ HO(Xrig, wk)

qu’on appelle principe de Koecher rigide.

Par ailleurs, la hauteur de Hodge se prolonge naturellement & X' [, Sect.8.2] : pour
r € X"8(L) = Xf(Or), Hdg(z) est définie comme la hauteur de Hodge de la partie
abélienne du Op-schéma semi-abélien G,. Par définition, on a X"&(v) = X'8(y) N X8
pour tout v € QNJ0, 1[. Plus précisément, considérons le diagramme cartésien de schémas
formels

Xf(v)— Xt(v) =<—— Df(v)

S

Xf C Xf Df
ol les fleches verticales sont des immersions ouvertes suivies d’éclatements. On peut prendre
pour cartes locales définissant Xf(v) C Xf(v) les images inverses de celles définissant
Xt c X*; comme I'image de Df(v) dans D' rencontre toutes les composantes irréductibles
de D (c’est déja vrai pour le lieu ordinaire), on voit que le méme argument que celui
démontrant le principe de Koecher formel montre que la restriction fournit un isomorphisme

(KSur) HO (X "(v), w") = HO (X8 (v), w)

qu’on appellera principe de Koecher v-surconvergent. _
Par Proposition [8.1.1, on peut prolonger le faisceau lisse L de X™8(v) a X"8(v) et

ainsi définir une tour d’Igusa v-surconvergente T, ,, au-dessus de X"&(v). On a, de fagon
analogue :

(KBMT) HO(T2E  (v), Opprosis) 2 HO (T2, (1), Opproic).

Notons encore II la restriction & Xf(v) du morphisme de W-schémas I1: X — X*. On
va définir et étudier un systéme compatible de morphismes Il; ,, au-dessus de II, entre les
compactifications toroidale et minimale de la tours d’Igusa v-surconvergente au-dessus de
Xf(v). Ceci permettra de démontrer le résultat clé d’orthonormalisabilité et de controle
pour la spécialisation d’une famille en un point fixé.

8.3. Formes surconvergentes entiéres et réduction modulo p™. On utilise les no-
tations des Sections [6.2] et [6.4] .
= oro- <

Soit 7 THOT Tfljv. Soit

00,V
. f 7t
LI,’U’ T],U — TI,U
Par le principe de Koecher le morphisme de restriction induit un isomorphisme de
faisceaux

—pro-f pro-f
7r17* OTI;;(’);f - LI”U’* © 7TI7* OTgC:A,O’U—f



TOURS D’IGUSA SURCONVERGENTES 53

. el . Lo .
sur le schéma formel 77, ,. On note encore R ce faisceau. Définissons alors le sous-faisceau

(’)37’;! de ce faisceau.

Soit N T’entier tel que N —1 < w < N, et soit N~ (w)! le W-schéma formel associé a la
réunion finie des d-polydisques fermés N~ (w,z) de rayon p~* de centre z = (z1,...,xs)
avec § = @ et ol chaque x; parcourt un systéme de représentants de pZ, / pVH Z,;
de méme, soit M Dlentier tel que M — 1 < u < M soit T'(u)f le schéma formel associé a la
réunion finie des g-polydisques fermés T'(w, y) de rayon p~* de centre y = diag(yi, ..., y,)
ol chaque y; parcourt un systéme de représer:tants de1+pZ,/(1+pM +1 Z,). On considére

le modéle entier A(N~(w)!x T (u), ﬁ;) de A(N~(w)xT(u), é;[pfl]) consistant & prendre

—_

des séries a coefficients dans R, (et tendant vers 0). On forme alors le faisceau

u + _
Oy = RV (=D) Xy gy AN~ (w) x T(u)', R)

v,aw,! T

Notons que tout caractére k € U, (L) est & valeurs dans O . Pour un tel caractére s, on
définit alors le sous-faisceau RV * de R ®oy Op sur T Ifﬂ) ®o, Or donné par les section
N -invariantes de R ®o, O, qui sont dans le x-espace propre pour Ty. Notons que le
quotient (R ®o, Or)/RNo * est sans p-torsion.

Pour tout affinoide U,, on fixe un modéle entier 4!, muni de son caractére universel
kot Ty — AU ; définissons R0 # sur T?U x UL,

Soit

R(u) — (?};;O—f X ]duzfl()*OTpro»f ><L{f

On note RN v le sous-faisceau de R(u) des Ny -invariants dans le ,-espace propre pour
Ty ; le quotient R(u)/RN0 *+ est sans p-torsion.

On définit alors le faisceau O

=t f —f .
wasur Ty resp. OF sur T x UL comme le produit
fibré de faisceaux

K, + k —
oy, RN " (=D) Xeve Ry AN (w)", R)

vw,! =
resp.
Ry, +,Iiu -
Oyl = RN " (—D) XC(NT R (u)) AN~ (w)', R(u)).

v,w,! T
Pour tout sous-schéma formel affine Spf R C T} ,,, on a

— +,Lg —
O (SpfR) = R AN~ (w)!, Roo)

v,w,!

(=D) Xy 72

resp. pour tout sous-schéma formel affine Spf(R®w S) C T?v x UL

/\N(T,nu —

Oy (SPE(R® 8)) = Ros " (=D) Xy iz AN (W), Roc 5(u))

v,w,! )

ol éoo,S = §m®ws

. f £
Encore une fois, le conoyau de O;*', — O,

7w7!®w(9u£ est sans p-torsion.
Pour chaque m > 1, on note N~ (w),, le schéma affine réduction modulo p™ de N~ (w)".
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Pour tout m > 1, posons

(5)
vw,! m(SpeC(R/me)) = (RN(Tﬁ/meNJ’H)(_Dm) ><C(Nf,Roo/me ON (w)m ® ROO/me

~ K

Notons que par EGA 1 0.3.2.6, on a un isomorphisme OU o, /D mOwt o

vw,! vaw,!m:*
Le module Oy, ,.(Spec(R/p™R)) peut s’écrire comme la réunion pour n > 1 des

m DN & /. om DN & m
Uw'nm(spec(R/p R)) ( éVoO’ /p RNO’ )(_Dm) XC(Nl_,Rn/p’”Rn) ON_(w)m ® Rn/p Ry,

On a de méme pour une famille au dessus de U* :

Ru,m

Définition 8.3.1. Soit Oy, comme dans {) et soient O,%" | (pour n = 1,...) les
faisceaux cohérents donnés sur Spec(R/p™R & S/p™S) par le produit fibré de modules

On voit que le faisceau OF% | est réunion croissante des OS’;”;m.

Considérons le morphisme propre de K-espaces rigides II;: X g(p)™ — Xp(p)*'® de
compactification toroidale fixée vers la compactification minimale de niveau iwahorique.
On peut définir X 5(p)™8(v), Xp(p)***%(v) en termes de la hauteur de Hodge, et la restriction

de II; & X (p)"8(v) applique cet ouvert dans Xp(p)**¢(v).

. . —rig . . .
Lemme 8.3.2. Pour v assez petit fizé, l’espace T, s’identifie a la composante connexe

contenant le lieu ot le sous-groupe lagrangien H' est de type multiplicatif, dans la compac-
tification toroidale X p(p)"e.

En effet, le diagramme du corollaire se prolonge aux compactifications toroidales :
==rig i
T, —= X" (p)

|

X" (v) — X3 (p)

Ceci résulte de la propriété "presque universelle" du schéma semi-abélien sur Xo(p)'e (voir
[16, 11V.6.10 Cor.3|) et de la Prop|8.1.1} puis on divise le morphisme T?’i — )?rUig(p) par
Bel(Z /pZ) = (Bs,/U)(Z /pZ), ce qui donne le morphisme T;li — X%(p) de I’énonce.

Soit alors T7, I'image de T?i par IT;. On définit alors T} T comme la normalisation de

Xt (v ) dans TI* - Elle est munie d’'un morphisme fini T;i — X*(v) et d'un morphisme
I : TM — T, compatible avec le morphisme II*: X(v) — X*f(v).

=t
Pour tout m > 1, notons Il;,, la réduction modulo p™ de II: T, — TI*Df Le but du
reste de la section 9 est de montrer le
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Théoréme 8.3.3. (1) Changement de base : pour tout couple d’entiers ({,m) tel que
1 <0< m, on note igm: TIM — T*f  Vimmersion fermée associée o (€, m). On a

Iu,m
(HIle) vwm'_(HI€X1) vwf'
(2) Acyclicité : pour tout m > 1 et pour tout i > 0, on a
R s Oy =0 et R, x Idy, )40, 0 =0

8.4. Restriction de II} aux strates du bord. On va décrire la restriction de IT} au bord
de ces "modeéles entiers des compactifications dans la direction de I'infini" (et pas dans la
direction de non-ordinarité). Le diagramme commutatif

==rig 11;

*,1ig
TLU TI,U

fwl l“?,@

Xrig(v) _o X +rig (U)

induit sur les modéles entiers le diagramme commutatif

f
f IT;

*,f
TI U

ol 4

X'(v) 5 X+ ()

Sv—h

Rappelons que nous avons fixé une classe [)] de paraboliques de Siegel; soit @ € [Q];
on note Iljg), resp. Ilg, 'ensemble des paraboliques contenant le radical unipotent d'un
¢lément de [Q], resp. de Q. Pour I'g = I'N @, on a Il /I" = TIy/Tg; en effet, tout
P € IIjg) posseéde un I'-conjugué qui contient le radical unipotent Ug de Q. Soit P € 1lg;
le sous-espace isotrope Lp stable par P est contenu dans le lagrangien L stable par () et
on a une décomposition canonique Ly = Lp, @ Lpy, d’ott une décomposition canonique
du tore T associé a Lg en Tpy x Tpj,. Rappelons que pour simplifier les notations, nous
avons pris () = Fy. On a donc une décomposition du tore standard GY, = Tp, X Tpp, resp.
du groupe multiplicatif pds = Tpg[p*] x Tpu[p°]. Considérons la strate Yi(v) de X*f(v)
associ¢e a P. Soit L, p le faisceau de monodromie surconvergente modulo p sur Y52(v). 11
coincide avec le sous-groupe canonique H; p d’échelon 1 et est donc fini et plat sur Y“g( ).

Soit Tlfzv = Isomyris ) (Tpnlp),Li1,p) la variété rigide d’Igusa d’échelon 1 au-dessus de

Y5®(v) et soit T}, son quotient par Bpy(Z /pZ) ott Bp,, désigne le sous-groupe de Borel
de Mpj, obtenu par projection de B N P dans Mpy. On note T{ po la normalisation de

Yi(v) dans T7% . Avec ces notations, on a le

Lemme 8.4.1. Le schéma Tj*i est muni d’une stratification naturelle, indexée par [P| €
Iy /T (ou par P € Ilg/Tq); lensemble des composantes irréductibles de la r-strate
est en bijection avec l'ensemble I, /T des T'-classes de conjugaison de Iliq), ; pour



56 BRINON, O., MOKRANE, A., AND TILOUINE, J.

[P] € I, /T, la composante irréductible associée o [P] est isomorphe a T} p,,. Cette stra-
tification est compatible par W?é avec la stratification de X*'(v) : cette application induit
une bijection sur l’ensemble des strates et pour tout [P] € I1/T, W}é induit un morphisme
fini de la strate T} p,, sur la strate Y5(v).

7r1g

, - est un ou-

Démonstration. Montrons d’abord I’énoncé pour les fibres rigides. L’espace TI*’

vert affinoide connexe de X 5"%(p) qui s’identifie a la composante connexe de X 35"%(p)(v)

contenant le lieu ou le sous-groupe lagrangien H' est de type multiplicatif. Les compo-
santes irréductibles des strates de X;“g (p) sont des variétés de Siegel de niveau iwahorique
Ylf’f%p,h (p). On sait que T;f]g% s’identifie & la composante connexe de Y;%P’h(p) (v) contenant
le lieu ou le sous-groupe canonique Hy de Ap est de type multiplicatif. Pour la fibre rigide
T® de Tl*’f, I'énoncé du Lemme revient a dire que I'on a T;7® N Y;gBRh = T7%,,, ce qui
résulte des définitions.

Pour passer aux modéles entiers, rappelons [37] qu’on peut définir des compactifications
toroidale et minimale X p(p)z, et X} (p)z,, normales sur Z,. Par [37, Théoréme principal|,
la [P]r,(p-strate de Xj;(p)z, est réunion (finie) d’espaces de modules Ypp,, z,, modéles
entiers des variétés de Shimura (& mauvaise réduction) Ypp,,. Le schéma formel Tzf, Pu
est une composante irréductible du modele formel d’Andreatta-Gasbarri Y Bp, (V). Ceci
permet de choisir une section de la projection de l'ensemble des I'y(p)-orbites [Plr,p
vers I'ensemble des I'-orbites [P]; qu’on notera encore [P]. L’immersion ouverte Tl*’iig —
X5"®(p) induit par normalisation une immersion fermée de Tl*i dans le schéma formel

normal X5 (p)(v), qui est relativement irréductible au-dessus de X “!(p). On voit alors que
les immersions localement fermées 77% < 17, se prolongent par normalisation en des
immersions localement fermées T]f’ po =T 1* 5 dont les images sont irréductibles ; lorsque P
parcourt [P], ces images forment un recouvrement de la [Pl-strate de T} T en effet cette

strate est 'intersection avec Tl*j de la [P]-strate de X;’f(p) (v). 0

Pour tout parabolique maximal rationnel propre P, soit B? p(v) = BL(v) Xyt 11,Pv,
Eﬁ p(v) = ZEL(v) Xyt () Tlf, po le Ep-torseur sur B} p(v) obtenu par changement de base
a T} p,. Soit Zf p,(v), resp. Zj px,,(v) les immersions toroidales de Zf p(v) au-dessus de

B} p(v) obtenues par changement de base de Bj(v) a Bj p(v); soit Zj p,, , resp. Zj py,.,,

la strate de codimension 1 de Zf p (v), resp. Zf py, (v). On note =} ,_(v) la complétion
de Zf p,(v) le long de cette strate. Soit Dj p(v), resp. Dj p(v), le pull-back de Dj,(v) ,
resp. de DY, (v), par 7 .

Montrons

—_—
Proposition 8.4.2. Les schémas formels Zf p (v) = Ef,(v) Xyi) T1po €t 2l p(v) =
=t

. — rig
. 2 —rig ':f
E'po(v) Xyt w) Ti1,pw sont intégralement clos dans Z;% ,(v) resp. <~1,P,G(U)> .

Cecl résultera du



TOURS D’IGUSA SURCONVERGENTES 57

Lemme 8.4.3. Soient A, B, C trois anneauz p-adiques Z,-plats intégres, avec A intégra-
lement clos dans A[p~t|, B lisse sur A, C fini sur A ; on suppose B, resp. C, intégralement
clos dans Blp™'], resp. C|p~!]. Soit J un idéal de B avec B/J plat sur Z,, Alors B&a C,

resp. By @4 C est intégralement clos dans (B ®4 C)[p~Y], resp. (B; @4 C)[p~].

Démonstration. On ne traite que le cas de B 1 ®4C'; Pautre est identique. En remplacant A
par C et Bpar D = B®4C, il suffit de montrer que si A et B sont deux anneaux p-adiques
Z,-plats integres avec B est lisse sur A, si A est intégralement clos dans A[p~!], alors B J
est intégralement clos dans B,[p~']. On fixe un couple d’idéaux maximaux m = (my, mp)
de A et B (ces idéaux contiennent p car A et B sont p-adiquement séparés complets),
et tel que l'idéal maximal mg de B contient J et mpN A = my. On a B\J — B\mB.
Montrons d’abord que By, est intégralement clos dans By, [p~!]. Fixons un systéme de
paramétres (ty,...,ts) de §m3 relatif a gmA; on a EmB = EmA[[tl, ..., ts]]. Cet anneau
est intégralement clos dans Ay, [[t1, ..., %s]][p~2]. On le voit par récurrence a partir de
'énoncé : si R est noetherien intégre et est intégralement clos dans R[p~!], alors il en
est de méme pour S = R[[t]] (cf. Bourbaki, Alg. Comm. Chap.V, §1, n° 4, Prop.14 pour
Frac(S) au lieu de S[p~'] ). On suit la démonstration du Lemme 10.36.9 du cours de J. de
Jong http ://stacks.math.columbia.edu/tag/037B : si w € R|[[t]][p~!] est entier sur R[[t]], il
existe k > 1 tel que R[[t]][w] C p~*R[[t]]. On peut écrire w = a,t" +a, 1t +... outn >0
et a; € R[p~!]. On voit d’abord que p*a¢ € R pour tout e > 1. Comme R est noetherien,
ceci entraine que a, est entier sur R. Comme a,, € R[p~!], on a a,, € R. On répéte alors
cet argument avec w — a,t"™ = a,,1t" ! + ..., et par récurrence on conclut que a; € R pour
tout i > n, et donc w € R|[[t]].

Soit f € B 7[p™!] un élément entier sur B;. Pour tout couple d’idéaux maximaux m =
(my, mp) comme ci-dessus, il est entier sur §m37 donc appartient a EmB pour tout mp
contenant J. Soit By . = EmB N B s[p~"]. 11 suffit alors d’observer que (N, Bh, = B,
d’aprés Bourbaki, Alg. Comm., Chap.II, §3, n° 3, Cor.4 du Th.1. Il

La proposition résulte immédiatement du lemme en prenant pour Spf A un ouvert
affine formel de Yj3(v), resp. Spf B un ouvert affine formel de Zpy, (v), (et Spf B, C

—

EL s, (v) ), et pour Spf C' un ouvert affine formel de 77 p.

Lemme 8.4.4. La complétion de T?U le long de Df p(v), resp. D p(v), est isomorphe au
quotient par Upg, resp. par Tpy de la complétion =y p,(v) de Zf p,(v) le long de Zj p,,,
resp. de Zj py,(v) le long de Z; px,, ; de plus, les isomorphismes

—— - —— —

¢17P70': E?P,U(U)/FP»U - (TI/U)D?P’U(’U)? ¢I,P,U: Ef],Ro’(U)/FRZ — (T[,U)D?P’U(v)

sont les changements de bases de ¢p,, resp. ¢ps, ¢ Tt p, .
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Démonstration. Le diagramme commutatif

L —

=1 =1
o). = T,
< L Drp L
_ v

Xi(o)y, — X'(v)

est cartésien car si B est une A-algébre finie et si J est un idéal de A, on a B J= A T®4 B.
On a en particulier
—— rig
—f
(Th) = Tsom_—ux (Tolp), 1)/ B(Z /pZ)
Drp X (U)D},
Rappelons qu’on a un isomorphisme de schémas formels p-adiques (non de type fini) :

—

Opspt Eps, (0)/Tre = X1(v) e

Posons
25, (0) = Som— (Tolpl, 6, 1)/ B(Z [0 )
Zp
On a vu dans la Proposition 8.4.2{ que Zf p 5, (v) est la normalisation de Zjpy, (v) dans
Srig

=7 py,(v). Le morphisme ¢py, induit donc un isomorphisme de schémas formels

—

=t o
:I,P,ZP(U)/FP,Z = (Tl,v> Dot
1,P

En effet, les opérations de normalisation de schémas formels p-adiques et de complétion le
long de Dp commutent puisque les schémas formels considérés sont excellents. [l

8.5. Cartes locales en niveau p° pour 1 < s < oo. Dans cette section et la suivante,
comme l'indice de surconvergence v ne varie pas, on l'omettra dans tous les termes de la

tour d’Igusa. On notera par exemple, pour tout s > 1, Tji,g; . au lieu de Tj\l% - Notons

. . =rig —rig —=rig
Dy p resp. D p 'image inverse de Dp dans T';°, resp. T~ (ou dans T+ ).
b b 0 3
Comme dans le Lemme [8.4.4] on voit que le carré commutatif

(TS> TS
D
\l/

o —

»
)

est cartésien. On a en particulier
——rig

—f
TSU> — Tsom — s (To[p®], L
( /) Drp (X'w)  (Tolp’), L)

£
Dp
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Posons .
E?,%,Ep (U) = IsomE‘g—; (U)rig (TQ [ps]7 ¢*P,Ep IL'S)
Zp

Soit =f ... (v) la normalisation de =%,y (v) dans Z°%,,. (v).
sy L P y~P s Iy P
Par 'argument qui démontre le Lemme on voit que le morphisme ¢py, induit
pour tout s > 1 un isomorphisme de schémas formels p-adiques (non de type fini)

e =i
(Isom,) = e 0)/Tre = (T0)
Ds,P
: N —prot
On définit les schémas formels p-adiques :go?Pf,z,D@) et (TE;O )me}‘f en recollant les

complétions p-adiques des réunions croissantes admissibles d’algébres formelles affines, les
applications de transition étant finies. En prenant la limite projective sur s des isomor-
phismes (Isomy) et en complétant p-adiquement, on obtient un isomorphisme

. /\f
—orof —pro-
oo, P

o — —

pro-rig rig
Notons que le pro-espace rigide (Eg;?;EP(UO = @8 <E£ Psp (v)) proreprésente
le faisceau profini étale
ISOID:T\ (v)rie (Tp TQ? (b},Ep L) .

=P=p

— pro-rig — rig
—pro-f —pro-f
(:z:;?mm) = (:%,;Pw))

est profini étale galoisien de groupe (le groupe des Z,-points de) Mg, donc

o — pro-rig — rig
—pro-f —pro-f
(:‘;;?p,zp<v>) - (:I;f;,zp<v>)

est profini étale galoisien de groupe I. On va voir cependant que, contrairement au cas
global, ces revétements ne sont pas connexes.

Rappelons que pour tout parabolique maximal rationnel P € Ilg, le radical unipotent
Wp de P contient W = Ug. On pose P = P/Wg et Wp = Wp /W, qui s'identifie au
schéma en groupes vectoriel Hom(Lpy, Lps). Le quotient de Levi Mp = ﬁ/Wp a une
décomposition canonique Mp = Mp, X Mpj. On a une suite exacte courte

Le morphisme

1—)Wp—>?—>Mp7gXMp7h—>1

et une décomposition de Levi P = MpW p. On rappelle que B désigne le Borel standard de
Mg = Q/Wg. On sait que BN Mp est un Borel de Mp ; par conséquent, I'image de PNB
dans le quotient de Levi Mp est un Borel de Mp. L'image de BNP dans Mp = Mpyx Mpy,
par réduction modulo W p se décompose donc en le produit B pe X By, de sous-groupes de
Borel de Mpy resp. Mpy. Si B = TN désigne la décomposition de Levi standard de B, on
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a des décompositions de Levi correspondantes Bpy, = T; p7gN1'§£ et Bpy, = Tp,hN;h oll N;“?

désigne le radical unipotent de Bp». On a la suite exacte courte
1—)BﬂWp—>BﬂF—>Bp’gXBRh—>1

Il résulte de ces remarques que le groupe d’Iwahori I associé & B fournit par réduction
de I'N P modulo W p des sous- groupes d’'ITwahori Ip» C Mp» associés a Bp, pour 7 = £, h.
et qu’en posant Ip = PN 1 et Wp; =W p N1, on a une suite exacte courte

1—>Wp7[—)fp—>[pg><lph—)1.

Notons qu’avec les notations du Lemme [8.4.1| on a T”lg =T ;};v.

On définit la P-tour d’Igusa surconvergente T;,li, T;;gh au-dessus de ouvert Y5%(v)

de la variété de Siegel Y5, données par :
TpS = Isomylgig(v) (Tpnlp®],Lps)

qui est I'espace des (Z /p® Z)-bases de Lp(—1).
Comme ci-dessus, en notant T),Tp; le module de Tate du tore Tp;, on voit que le

pro-espace rigide

Tpro—rig rlg
P,co

jm 7
proreprésente Isomygg ) (T, Tpn,Lp).

pro-f . . 2 s . pro-rig
On note T le schéma formel p-adique associé au pro-espace rigide T .

—

rig
Par la Proposition [8.1.1} I'extension de Raynaud sur <E§3’EP (v)) fournit pour chaque

s > 1 un dévissage

0 — Tpyp°’] = ¢pyx, Ls = Lps — 0.
Ce dévissage munit ¢}y, L, d’une filtration & deux crans avec Fil' = Tpy[p*]. On munit
d’autre part le groupe Ty [p®] = Tpe[p®] X T [p°] de la filtration (scindée) & deux crans telle
que Fil' = Tpy[p*]. Soit P, = P(Z [p*Z), Mp, = Mp((Z /p*Z), Mps = Mpy, X Mpy, s,
et Wp, = Wp(Z/p*Z). Considérons le P-torseur, resp. le Mp-torseur, au-dessus de

= e
<:P,2P(U>> :

Hzlgl;DEp,ﬁl( v) = Isom<_§jz (v)) rie (TP,é[ps] X Tpa[p°], dpx, Ls)
P
resp.
B (V) = Isom( v)" e (Trelp®] X Tpalp’], &r Opsy Ls) = Mpys x TpE.
Pzp 8r

Le premier représente les bases de ¢py , Ls(—1) adaptées au dévissage | le second,
les couples (gpg,l/)Ph) ol gpy € Mpys et Ppy est une base de Lp(—1). Le morphlsme

—rig
canonique {ps: %5 5(v) = E% s, . (v) est un torseur sous Whps.

Soient Iy, Ips, Ipq s, resp. WP,],S, les images par réduction mod. p* du groupe I, de Ip, de
sa projection Ip; dans Mpy pour ? € {£, h}, resp. de W pr. On voit que Tps — Tp% estun
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Ipj, s-torseur étale. Les torseurs ci-dessus induisent un /p s-torseur et un Ipy X Ip), s-torseur
finis étales
. . . —orig —rig W

Le morphisme canonique {ps: E %5, 5(v) — E(py, o (v) est un torseur sous Wpj.
Montrons que ce torseur est trivial. La donnée d’une base de Lps(—1) induit une base de
¢y IL(—1), donc la donnée d’une trivialisation du Mp;, ;-torseur T2 fournit aussi (non

PXp ; hys Pys

r:!rlg

canoniquement) une trivialisation du Pg-torseur = %y (v) = Zpk, . (v). On applique

cela au point tautologique de T Ir)ii et on obtient une section de ps. On peut définir de

— rig
méme un Mp-torseur, resp. un Mp,y X Mp-torseur sur (:EDEP (v)) ;

Egé?;:lgp,ﬁl(v) = Isom(EEZP(v»rig’ﬁl(Tp Tpy x Ty Tpp, ¢*P,2p L)
et
Egé?;ié’rp’ (v) = Isom e (T, Tpy x T, Tpp,gr Ops, L) = Mp, % ngrig.
8 <:P72P (v ) ,gr

. . &Spro-rig Z=pro-rig B PV 17
avec un morphisme §p: E2 705 6 (v) = EX0p%, o (v) qui définit un W p-torseur.

Les trivialisations des morphismes {ps peuvent étre choisies de maniére compatible
lorsque s — oo. Elles fournissent une trivialisation du W p-torseur &p.

Soit 7?};5 = (Mpys x Tgi) X Wp,. L'action de P, sur (Mpy, x T}E) x W p est donnée
par multiplication a droite comme suit : si on écrit ¢’ € Mpy, = (Mpys X Mpp ) X Wp’s
comme ¢ = (m’p,w’) avec m’p = (g}ve,gﬁg,h), on a

((gpe, ¥pn), w) o (Mp,w') = ((QP,LJ!J;D,& Ypp o 9%,h)> mlzflwmlpwl)

On a un morphisme de projection 75% — The, avec une section permettant de décompo-
P,s P,s?
ser 'espace rigide 752 comme une somme disjointe de copies Tp§ x {A\}, A € Mpy o x Wp,.

On peut alors écrire =%+, 5 (v) sous la forme

=rig /f\ rig Tig
‘:‘s,P,Ep,ﬁl(v) = (:P,zp) (v) Xy () 7;9,5
En passant a la limite sur s, et en posant
pro-rig pro-rig 17
P,oo = (Mpvg X TP,oo ) X Wp

on a de méme un morphisme de projection 755, — Tp 7", avec une section permettant de
décomposer lespace rigide 75> comme une somme disjointe de copies Th o "¢ X {\}, A €
Mp, x Wp. Le groupe profini Mp, x Wp est donc le groupe topologique des composantes

pro-rig
connexes de Tp

Dans toute la fin de cette section, on pose pour abréger

2o R
‘:‘s,P,Ep(U) = (55,13,213(”))
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t

€ R . /_f\ pro-rig P rig
—Pro-ri —Ppro-
=D (v) = (:io,p,zpm) =l (S0, )

On note encore 7P Eg;?;igp (v) = (éfzp (v))"9, resp. THOTE:  Thoe "8, Y2 ¥(v) le mor-

phisme déduit de 7TP™"e ; (T};O_f> — (7%@)) par (is0me), resp. de 7" :Tpa e,
Dpro—f Df

oo, P P

Yrlg (v) par oubli des facteurs Mp, et Wp.

Lemme 8.5.1. L’anneau des fonctions mp, rlgOTpro—rlg est isomorphe comme P-module au

P-module des fonctions localement constantes sur Mp,xW p a valeurs dans 7rpr° 10) pronis
(FpT’O?”’lgO pro rlgOTpro rig — LC(MPZ X I/I/P)7 Wgri rlgOTI};r;rig)

l’anneau des fonctions localement constantes sur l’espace profint Mpy X Wp étant muni de
laction de P donnée, pour gp = (gpy, Gpj, wp) € P et une fonction f(gpe, wp)(Epn), par

(gp - [)gpe;wp)(Epn) = f(gpegpemp ' wpmpwp)(Epn - Ipp)
De plus, ’'anneau des fonctions T2 rlgo/\pro g () €St isomorphe comme Mg-module a une

00, P,Xp
induite lisse de P a Mg :

=f Yp (v)rig
=c0,PXp Epsp P(v)

. —Dpro- M,
(FpTOT’Zgg) ﬂ_pI‘O rlgOQpro—rlg (1}) — O< — )>rig ®O s |ndﬁQ ﬂ-%ri rlgOT}gro—rig

ou linduite lisse Inde o0 pro- est définie comme le module des fonctions localement
P« T

constantes [ sur Mg, a valeurs dans le P-module 77, rlgOT}gro-f et telles que f(gpg) =
gp - f(g) pour tout gp € P, Uaction de g € Mg étant donnée par (g - f)(g9) = f(gq').

Démonstration. La premiére formule est claire. Pour la seconde, notons que
Spro-rig /f\ e pro-rig
:oo,P,Ep,ﬁl(U) = <:P,ZP(U)> Xylgig(v) Poo
s . . =rig ’ : : : —rig .
D’autre part il est clair que =%, (v) est I'induite parabolique ensembliste de =%, | ¢(v) :

=i Mg 2 =i
:?,%3,2};( v) = Ind SQS HZI%sz,ﬁl( v) = :gl,%v,zp(v) X MQ,s/ ~

ot (o p,p~tg) ~ (1, g) pour tout p € P, et tout g € Mg ,. On a donc

rig '—T\ rig rig MQ s rig
apsp(V) = <:I,P,ZP(U)> Xyy (v )(Ind ’7;3’5)

[11»

avec B
IndMQS Trlg (Tng X Mgqs)/Ps

De méme en passant a la hmlte projective sur s :

Spro-rig o r:/f\ e « |d pro-rig
‘_‘oo,P,Ep(v) = ‘—‘lep(v) yEER) \!N Poo
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pro-rig

ot I'induite de 727" est le Mg-espace quotient de 7?;{;;*@ x Mg par P pour (£,9) -p =
(ép,p~'g) pour p € P y A | B
Ind® Tooo™® = (Tpao ™8 x Mg)/P

cpr : —pro-rig . =pro-rig = rig -
De plus, dans cette description, le morphisme 7 P2 by, (V) = (Efps, (v))"® est com

~

patible avec le changement de base de Y5E(v) a El P, (v))"8 du morphisme 758 TS —
Y5&(v).

On peut donc écrire les fonctions sur Z2°7¢ (v) en termes d’une induite lisse. C’est la
formule [F'prorigsl O

Donnons maintenant une version entiére de ces calculs. On définit pour tout s > 1 le
schéma formel 77, par normalisation de T} p. On a
7—11;,5 = (MR&S X TIfD,s) X WP,S'
En passant a la limite projective sur s, on a 1’égalité de schémas formels (avec la topologie
de groupes profinis sur les groupes topologiques du membre de droite) :

(Eproformy) 7})724 = (Mpy x T};f;f) x Wp

=t = =
Rappelons que = py, (v) désigne la normalisation de Sy, (v) (et aussi de =} py, (v)) dans
Prig Spro-f , . , ., . .
Eopy,(v) et Z575 5 (v) désigne le schéma formel associé par normalisation au pro-espace
<. =pro-rig
rigide =2 7553, (v).
L’analogue entier de (F'prorigi|) et (F'prorigs)) est alors

Lemme 8.5.2. On a un isomorphisme de P-Modules
-f 77 -f
(Fproformy) Thy 07—;:;:1” =C(Mpy x Wp,mp, OTET;f)
ot C(Mpy x Wp, —) désigne le module des fonctions continues sur l'espace profini Mp,y x

Wp, muni de Uaction de P donnée, pour ¢ = (9pos Gpp Wp) € P et une fonction
f(gpe;wp)(&pn), par

(9p - ) gpe, wp)(Epn) = f(gP,Zg;D,b m’P_lwpm’Pw})(th : g;%h)

De plus, on a également un isomorphisme de Mg-Modules sur @]’;;i(v) :

—pro-f > Mg _pro-f
Fproform T2 Ozpro-t =0 _—  Ind=%75 . O prot
( p f 2) * :gcrfP,Ep(v) EQ,EP(U)@)OYIE(”) P " Px TE,T;
N . . . M, -f . . . .
ot linduite continue IndFQW}'Br: O oot est définie comme le module des fonctions continues
’ P,00

pro-f

f sur Mg, a valeurs dans le P-module i O oot et telles que f(gpg) = gp - f(g) pour
’ P,oc0
tout gp € P, laction de g € Mg étant donnée par (g’ - f)(g) = f(gq').

. . sy . —pro-f . =pro-f
Notons en particulier que dans cette description, le morphisme 7 DB, P’EP(U) —

=t p,gfp(v) eit compatible avec le changement de base de Yi(v) a =t pxp(v) du morphisme
o i Tpo = Ypo(v).
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Démonstration. La formule (Fproform;)) résulte immédiatement de (Eproform,|). Pour

démontrer (F'proforms|), on montre d’abord pour tout s > 1 I’égalité de schémas formels
intégralement clos dans leur fibre rigide :

;—‘f r—!/-\ s
sPZP( ):5537213( )XYf |”d Mo, ﬁ,y
On applique pour cela le Lemme [8.4.3| en prenant pour Spf A un ouvert affine formel de
Vi (v), pour Spf B un ouvert affine formel de Zh 5 (v), et pour Spf C' un ouvert affine
formel d’une composante connexe de Ind¥ @ 'Tf . En passant alors a la limite sur s, on voit

que les schémas formels associés par normahsatlon & Thoo 8 resp. A HEQOPHS (v), satisfont

les formules de ’énoncé.
OJ

—pro-rig | TPro rig

Rappelons qu’on note 7; — T;ig. En oubliant le morphisme étale

————pro-Tig

orse 8, (0) = (Tx)p,

on se permet de noter encore

. ~ . ~ rig
w2 (1) = (Fhs, ()

, N -f | Ampro-f [
Pour les schémas formels, on pose de méme 7, : T, — T, ainsi que

ﬁ;}ro-f: Eggc,)_Pf,Ep (’U) — EfLPvEP (U)

Rappelons que
:gpzp(v) = H;ZP( ) XyE(v) TIfD,IRh

de sorte que
Oaf (U) - Oé;jp (U) ®0Y1f3(v) OTf

=I,PSp P.Ipp

Soit kK € W(L) un caractére continu de Ty. On se propose d’analyser le faisceau

N+,n
<—pr0 va—wprof (U)> 0

“oo,P,Xp

des fonctions N, -invariantes et x-variantes pour 7.
On a d’abord besoin d’une formule de Mackey pour 'espace

M, f
Res; © Ind Q'Tpro

de I'induite au sous-groupe d’Iwahori I C Mg.

L’ensemble fini P\ Mg/B™ s’identifie au quotient des groupes de Weyl Wp\Wy ott Wy
est le normalisateur du tore standard 7' C B C M. Notons que pour tout parabolique
P et pour tout sous-groupe de Levi Mp (définis sur Z), on a T C Mp, de sorte que
T =TpyxTpp ot Tps = Mp>NT est aussi égal a la projection de 7" dans Mp3. Soit (g;);
un systéme de représentants dans W du quotient P\ Mg/B*. On note que ces éléments
sont définis sur Q. Les paraboliques g, ! Pg; sont donc rationnels et contiennent le radical
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unipotent Wy de Q. On pose g; ' Pg; = P;. Soit I; = [N P;. On a Mg = Ll'giEWP\WQ Py,
donc
Ind?TE = || (TR x D/Li= || Ind] (TR

g EWP\Wo g EWp\Wqg

ou (The f) désigne le P;-module d’espace sous-jacent Tp o, pour I'action

-9, = £9i9p.9;
La conjugaison g — g¢;gg; ' envoie la tour T};’r;gf — Yi(v) sur la tour T};r(;f — Y} (v) et
induit donc un isomorphisme de P;-modules (Tem i & Tp s. On a donc

(ResInd) Res; @ Ind 272" = | | Ind], TR
-gi€EWp\Wg
On a By NP; = Ty-(N;" N P;). On peut écrire v € Bf N P; sous la forme v = vpwp,(7) =

tong ottty =tp.¢-tp.p et ng € N N P;. On note Ip,» dans Mp, » la projection de I; dans
Mpy pour 7 € {{,h}. Posons ¢;(g) = f(gig) pour g € I. et

Cp =C (Mp ¢ X Wp,ﬂ'p“[P . *OTprof)

Z (oo}

Proposition 8.5.3. L’application f +— (¢;); établit

1) un isomorphisme de I-Modules sur = ps, (v)
—pro-f R
I O~p§f\ H OE; 5p () ®O ( ) MI CP

P )
TR 9 €EWp,\Wq

2

et
. . . Ef .
2) un isomorphisme de faisceaux sur =rpsp, (v)

NS_,H
+ =
—pro- fO . g H O" C NO ﬁPi,n
( Tr % =pro-f (U)> :ggi’zpi (v) ®Oylf>_ ) ( Pi)
) 2

G EWP\Wq

Démonstration. La formule fournit I'isomorphisme 1).
Pour 2), soit f une section invariante par Ny et telle que pour tout tq € Ty, f(gpe, we, gtong ) =
k(to) f(gpe, wp,g). Chaque ¢; est donc k-variant pour B C I. On a I = I;Bf de sorte
que ¢; est entiérement déterminé ar ¢;(1). Si b € By N P;, on a b0T - ¢;(1) = ¢;(b7) =
k(bg)ei(1), done ¢;(1) € (Cpi)NJmP""{. Réciproquement un tel élément définit un élement

¢; de mchi qui est k-variant par By .
U

On déduit de I'isomorphisme 2) de la Proposition que, via les isomorphismes

—f
PrIsp: “531 5, 0)/Tpy— (TI,P)
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et
Srof —prot
. —pro-f APro-
(bP,OO,Ep N ‘_'OO,P,EP (U) — <TOO ) ¢ ’
DP
O . K f Lo .
on peut réécrire le faisceau O, , défini dans la section :

Corollaire 8.5.4. On a l’égalité de faisceaux sur Eﬁpzp :

* K,f NP,k —
O pee i = O Oz (v>(_D§%)®Oyfa,<v>((Cpi>N°mp Xeny cpy) ANV (w)f7CPi>>‘

. TPLEpy
gi EWP\WQ

ot D}i désigne le diviseur a l'infini de égji:EPi (v) et ow pour chaque produit fibré, la premiére
projection estf — ¢ ot pp(ny) = ny-f et la seconde projection est la restriction de N~ (w)f

a Ny ; elle définit une inclusion du module des fonctions analytiques sur N~ (w)t dans les
fonctions continues sur Ny .

On a vu que la restriction de IIY: T, — T T induit pour chaque P € IIg un morphisme

i
f . f ) P
e (TI)Dfr . — T1 p qu’on peut réécrire comme
t .5t £ _ ot
Upr:Zipsp, = T1p= TP,Ip,h'

~
—=f
=

_ =f f —
Rappelons que Zj py,, = Zps, Xyiw) Tpr,, et que Upy =1p xIdry g; -

Corollaire 8.5.5. On a l’égalité de faisceaux sur TI{P = TIfD,Iph :

* K,f NPk —
H537[7*¢I7P72POU71”7! - @ HPi’*OE%pEPi (v)<_D£Di)®OY1gi(v) <(CPZ)NO v XC(N;’CPi) A(N <w)f’ CPZ)) '

9i€EWP\Wq

8.6. Démonstration du théoréme de changement de base. On reprend les notations
de la section [8.3] On peut écrire

(H[,m X Iduuym)*(’)q’fﬁmm = @(H[,m X Iduu,m)*oszu,s,!,m'

s

On veut montrer pour deux entiers 1 < ¢ < m quelconques que le morphisme canonique
izm(HIﬂn X Iduu,m)* ::;u,!,m —> (HI,Z X Iduu,ﬁ)*O:?LUJ,e

est un isomorphisme.

Il suffit de montrer que c’est le cas aprés complétion en chaque point fermé de 77, ,.

Il suffit donc de démontrer, pour chaque [P] € Il /T’ et pour la strate T; p, correspon-
dante, I’énoncé analogue sur les cartes locales

Ry Ry

Z‘Z,m(HP,I,m X Iduu,m)*¢?,P7EP vwlm (HP,M X IdMu,e)*QS?,RZPOU,w,!,e

pour Hp I,m+ SPIYpm — TI,P,m ou :p7[’2P7m(U) = ZPYp,m XYpym(v) TI,P,m; dé81gne la ré-

[RR)

: m —f _=f f
duction modulo p™ de Zp ;5 (V) = Zps, Xvp,.(0) 17 p-
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Soit Epsspm, la réduction modulo p™ de Z, 5, (v). On a des isomorphismes (pour
s <00):
(Tsm)Dprsm = EPszpm(V)/Tre
L’analyse du membre de droite dans la Section [8.5] a fourni le Corollaire (ou I'on

peut remplacer k par k,) qui donne un modéle local de

(prm X Iduy )97 P Ot

On suit la stratégie de la démonstration du théoréme 8.2.2.3 de [3, Sect.8.2]. On est ra-
mené & comparer pour chaque s > 1 les faisceaux cohérents iy, (I, XIdyy, . )+0p s 52, Oy

v,w,s,lm
et (lre x Idy, ,)«®p .5, e

. ] £ e
Soit wp, sm: Ipsm = Tp, 1p, ,,m la réduction modulo p™ de T s T s = Tp, 1y, 5 801
N, NP;.k N NPk | m No NP;,k
(CPi ) - C / CPi
m
C’est un sous-faisceau de
LCy, = LC(MPi,Z X WPNFPi:IPi,hvmv*OTPi,oo,m)'

Pour tout s > 1, considérons le faisceau quasi-cohérent

LCPz‘,Sﬂn = LC(MPZJ X WPN OTPi,s,m)

sur Tp, s m. Soit

LCs,m = 71-Pi,s,'rn,*-LCvP,-,s,m
son image directe par le morphisme fini 7p, 5 ,,. C’est également un faisceau quasi-cohérent,
et on a

LCy = lim LC, .

NJﬂﬁi,H .
Pour analyser (C P _,on peut décomposer 7p, s, , en
B‘iP» e ,pro-f pro—f+
Tpro £ N pro f B FiBp; h Tf
/ Pi,Ip, n
On a
NI NP,k
C 0 (2] =T CH
< Py m P’HBP JoTT* Pi’B}ti,h .
ol

+

B + -5
K ih B NP;,k
PZ,B;':,_ - C(MP Y/ X WP,ﬂ-P % OTprooi) 0 ¢
5 h
est le faisceau des fonctions k-variantes par By N P;; c’est un faisceau quasi-cohérent sur le

schéma formel Tﬁr;ﬂ défini comme le quotient 75 / By, .. Pour tout s > 1, soit Ip, j(s)
©»Op. h

le sous-groupe d’ indice fini de T p,.», constitué des éléments dont la réduction modulo p°® est
dans B]Jgil’hZ/pS Z). On a (N, Ip,n(s) = Bf - Soit TJsz’,IPi,h(S) = Tpmf/[pwh( ); pour tout
m > 1 on note

TP;,Ip; n(s),m TPHIP n(s)m =7 TPiJPi,ham
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Apreés réduction modulo p™, on a

TPi,BE”h,m = @Tpi,lpi’h(s),m

On peut donc écrire ( BBt ) comme limite inductive de faisceaux quasi-cohérents :
“Dp. p

K _ 1 CI{
+ =1 +
< Pi,BPZ_’h) ﬂ( Pi,BPi’h)
m S IPi,h(s)ym

N K . . 4 5 5 .
ol ( 5Bt h) est un faisceau quasi-cohérent sur Tp, 1, , (s).m (qu'on n’a pas besoin
IPi,h(S)vm

de décrire explicitement, et qu’on pourrait méme supposer cohérent); on voit donc en
posant

K _ K
Com = TP, Ip, p(s)mox (CPZ-,B; h)
.

IPi,h(S)vm

qu’on a aussi
NP,k .
Cpl “) =limC!, .
( P; m ? s,m
Par le corollaire [8.5.5] on doit d’abord voir que la formation des faisceaux
LCs,m = 71-P%',s,m,*LCYP,',s,m
et

K _ K
(6) Cs,m - ﬂPilei,h(s)vmv* (CPZ,B; h)
0

commute au changement de base ij,,. Or les morphismes 7p, s, €t Tp, 1, , (s),m S0t finis et
) Py, B

. N(')"ﬁfi,n
les faisceaux LCp, s, et <C P

Ipi’h(s),m

) sont quasi-cohérents la commutation est donc
Ip; n(s)m

évidente.
Il reste & voir que Ilp, 1, .0z, (—Dp, ) commute au changement de base. Cette com-

mutation résulte directement du Cor.3.2 du théoréme de Hida [21], Th.3.1] (repris dans la
démonstration du [3, Th.8.2.2.3|). Ceci achéve la démonstration.

8.7. Démonstration du théoréme d’acyclicité.

Démonstration. On suit la démonstration de la proposition 8.2.2.4 de [3], en plus simple.
On veut montrer que pour tout m > 1 et pour tout : > 0, on a RZHLm%Oﬁ,w’m’! =0et
R'(Upm x Idy, ) O5" = 0. Pour alléger les notations, on traite le cas d'un caractere

*,w,m,!
—_~

fixé. 11 suffit de voir que R'II 1mzxO% wima = 0 en tout point fermé géométrique x d’une
strate Tp .. On est ainsi ramené & 1’énoncé anaogue sur une carte locale :

R(Ip s X 1y, , )«@px, Oty s =0
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On reprend les notations et résultats de la section [8.3] Par le Corollaire [8.5.5| et ’analyse
de la section , on est ramené & étudier, pour chaque indice 7 et chaque s > 1, les images
directes supérieures par Ilp, ,, X Idg,, ,, ., du faisceau

(U)m/PPi,Z(_DPi,m) ®OYPZ.(’U)m J:Svm

ou Fy,, désigne le faisceau quasi-cohérent sur Tp, 7, , »» donné par :

Fom = Com X LO(N; \LCs m) ON—(w)m ® LCsm

On est donc ramené a voir que R'IIp, m*O~P 5 (W) /Tp o(—Dp,m) = 0. Ceci résulte
P

alors, dans le cas plus simple du niveau premler ap, de la démonstration 8.2.2.4 de [3].
Soit D le diviseur du bord de =Zp, Sp,- Soit =fp, Sp, = \_4fP“EP /T'p, ¢. Par le théoréme des
fonctions formelles [EGAIIL, 4], il suffit de montrer que pour tout ¢ > 0, on a

Hi(EfPL-,EPi’ OEEP-,EP_ (—D)) =0.

Soit ¢: Cp, — R une fonction de polarisation I'p, ;-admissible définie sur le cone Cp, des
¢léments positifs & noyau rationnel de Up, (R), comme dans [16, Def.IV.2.4|. Pour chaque
cone polyédral o € Yp, rappelons qu’on a noté Zlfjw le bord de Eﬁgm; ses composantes
irréductibles Dg sont indexées par ’ensemble (1) des faces p de dimension 1 de o contenues

dans le cone Cp, des éléments définis positifs de Up, (R) :

ZD

peS(1

Soit (1) ’ensemble des faces p de o de dimension 1, non nécessairement contenues dans
Cp,. Pour tout p € o(1), on pose a, = ¢(n,), out n, désigne I'unique élement entier primitif
de p. On introduit

/ / /
Dpgs=— D @D, et D, sp ¢ = U Db o
g

p€a(l)

Observons que par définition de ¢, a, est un entier strictement positif pour tout p. De
plus, par I'p, ,-invariance de ¢, on voit que I'ensemble des a, est fini. Pour tout entier
s > 1, on choisit un entier ¢ tel que sa, < g pour tout p. La multiplication par ¢ préserve
Cp, et chaque cone de la décomposition by pz.. Elle induit donc, pour chaque o € ¥p,, un
morphisme fini et plat au-dessus de Bj, : ®pq: Zp , = Ef, . Ces morphismes se recollent
lorsque o parcourt Xp, et fournissent un morphisme fini et plat ®,: =, zp — Z =h =p Le

morphisme ®, est compatible avec l'idéal O:PFEP‘ (—=D) et passe donc aux Completlons :

®y: Efp 5, — Efp w,, - De plus, il est I'p, -équivariant et passe donc au quotient :

. =f —=f
(I)fI‘ = PSp, 7 S PSp
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D’autre part, le diviseur de Cartier

sDpsp.0— Po(=D) =Y (¢ —sa,)D,

p

est effectif, de sorte que par adjonction, on a un morphisme injectif

(_D> — (I)q’*OE?Pi,E (SDEDi,Epi,(]ﬁ)

lg: O;;
= PpEp, P;

Le point technique clé est que cette injectivité reste vraie lorsque on prend la cohomologie

supérieure. Pour montrer ceci, AIP montre que ¢, posséde un scindage canonique Oz -
Epzp,

linéaire, en utilisant les lemmes 9.2.6 et 9.3.4 de [?]. Il suffit alors de montrer que pour s
assez grand, sDj, 5, , est trés ample. Ceci résulte de [16, Th.V.5.8]. O

8.8. Projectivité et controle. On a vu que le module des U,-familles de formes (v, w)-
[gusa-surconvergentes est donné par Syu (I'p(p)) = HO(TL,,,OZ”:;U’!) = HY(T7,. (I}, x

Proposition 8.8.1. Le A(U,, K)-module de Banach Sj (I'p(p)) est projectif.
On va utiliser une variante de |3, Th.A.1.2.2] :

Lemme 8.8.2. Soit X un schéma formel sur Z,, admissible normal quasi-projectif de fibre
générique X affinoide; soit § un faisceau formel de Banach sur X qui définit un faisceau
fibre générique rigide F sur X. Soit §p, et X, = X Q Z /p™ Z les réductions modulo p™
de § et X. On suppose que §,, = ligls Ssm o les §s.m sont cohérents et commutent au
changement de base : si £ < m, Z'ngs,m = §sp. Soit (Uf) un recouvrement affine formel de
X. Alors, la suite

0 H(E.3)[1/p] = DH(UL DL/~ DH UL H1/p] - ...

est exacte.

Démonstration. On procéde comme dans le point (2) de la démonstration du Th.A.1.2.2
de [3], pour démontrer qu’il existe un morphisme formel projectif X — 3 et un faisceau
inversible ample £ sur X relatif & ce morphisme. Par le théoréme d’annulation de Kodaira,
il existe une suite croissante d’entiers (bs), telle que pour tout s > 1 et pour tout ¢ > 0, on
ait

HY (X1, §sp ® £5%) = 0.

Si la suite (bs) peut étre prise stationnaire, il suffit de recopier la démonstration du th.
A.1.2.2. On suppose donc la suite strictement croissante. Par dévissage par le morphisme
de multiplication par p, on voit qu’on a pour tout m > 1 :

HZ(%ma Ss,m X S?;Lbs) =0
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Il s’ensuit que pour chaque m > 1 et chaque s > 1 le complexe de Cech
Csm:
0 — H (X, Fam ® L5) — 6]9 H (s i, Fom @ £57) = @D H Uiy, Fom @ £57) —

ij
est exact. On peut supposer que £ est engendré par ses sections globales. Soit ¢ une telle
section. On a des morphismes — ® t®Ps+170s). g8 g®bsi1 Do un morphisme de
complexes t®bs+175): O — Oy ,,. Pour tout m > 1, soit £8%¢ = ligs £8b pour
t' s t' @ tbs+170 Cette limite ne dépend pas du choix de la suite strictement croissante
des bs. On voit donc que pour tout m > 1, la limite inductive Cu,,, = hﬂs Cs,m de ces
résolutions est une résolution de

HO (X, B @ L570).
Notons que le lemme de Nakayama topologique entraine le

Lemme 8.8.3. Pour tout compleze My: My — ... — M, de Z,-modules séparés complets
pour la topologie p-adique, si les complezes My /p™M, sont exacts pour tout m > 1, alors
M, lui-méme est exact.

On voit donc que le complexe

Coooe: @PHUULT @ £550) —+ PHUUL,§ @ T5%1) —

ij

est une résolution de HO(X,§ ® £/®\O°t) ol £9% = Jm Loor,
En passant a la fibre générique et en utilisant le fait que le faisceau inversible £[1/p] est

donné sur I'affinoide X = Spm B par un B-module L projectif de rang 1, on a pour tout
ouvert affine Vf de X :

HO(V,§ @ E8%0)[1/p] = HO(V', §)[1/p|@L(1/1)

ou L(1/t) = HY(X ,@) désigne la complétion p-adique du B-module des sections sur
X de £%°°, qui s’identifie donc & la complétion p-adique de 1;1138 LO0bst1=bs) Si [ = B,
t=0b¢€ B,ona L(1/t) = B(1/b). On peut maintenant montrer que

C(UE, F): @HO Ui, F) —>@H° U, F) —

ij

est une résolution de H°(X, F) = H(X, §)[1/p]. On peut tensoriser le complexe C(U, F)
par L. Il suffit de montrer qu'en tout idéal maximal m de B, C(UM8, F) @p Ly, est une
résolution de HY(X, F) ®p L. Comme £ est engendré par ses sections globales sur A,
£18 est engendré par ses sections globales sur B; il existe donc une section globale ¢ qui

ne s’annule pas en m; on a donc Ly, = L(1/t), comme By-modules, et on est ramené a
I’énoncé déja démontre : C(UMS, F)®p L{1/t) est une résolution de H* (X, F)®@pL(1/t). O
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Démonstration. de [8.8.1 Soit & = Oq'jjvf, et ¢ =10}, x Idys et § = ¢,&. Par le Th{8.3.3]
c’est un faisceau de Banach formel sur le schéma formel admissible normal quasi-projectif
X= Tl*qf x UL dont la fibre générique X est affinoide. Ce faisceau définit un faisceau rigide

sur l'espace rigide X = T;gig X U8 qui est affinoide? ? ?. Montrons que pour tout m > 1,
Sm est limite inductive de faisceaux cohérents §s ¢ -
Pour tout ¢ > 1, soient Mp, ss, Wp,;, Ny, les quotients (finis) des groupes Mp, ,, Wp,,
Ny par leur sous-groupe de congruence principal de niveau p’ respectif. Soit Foncts,, =
R +~PD.
Fonct(Mp, et X Wt P, 15 ,5,msOrp .. )- Rappelons @ qu'on peut écrire (Cg“ mP““)

m
comme limite inductive de faisceaux cohérents C*

u,s,m"

On définit §;4,,» comme I'image directe par Ilp, ,,, X Idye XTp, 1, , m, du faisceau
u ’ PRILRS

OéPi,Ep (U)m/FPi’£<_DPi’m> ®OYP,L-(”)m Fs,t,m

i

ou Fy;,, désigne le faisceau cohérent sur Tp, ;, , ,, donné par :
i
_ K
Fstm = Co sm X F(NT,LCs t.m) ON-(w), @ Foncty s, .

On a bien §,, = @S . Sstm-
Fixons un recouvrement admissible U' = (Uf),e4 fini de Tl*qf par des ouverts affines
dont les intersections sont affines. Le complexe de Cech augmenté sur K = W[1/p] :

HO(T7 < UL, §)[1/p] = COWUT x Uy, §)[1/p] — CHU" < UL, ) [1/p] — ...

est exact par le lemme précédent. Soit a = (ayg, ..., q;) € A7 et U, ; = ﬂj‘:o Uij . Montrons
que le A(U,)-module H (UL x UL, §)[1/p] est projectif.

Soit Spf(R) C Tt et A = R[%]. Notons que la base tautologique v, de L au-dessus de T
induit un isomorphisme

On a - fv: W/\/f . par normalisation, cet isomorphisme induit une injection Ro, ®p R —
LC(I, Ry). En passant aux complétions p-adiques, on obtient donc une injection continue

As®aAs = C(I, Ax)
Si I'on restreint cette application a Oy, (A)® 4As, on obtient une injection continue
O (A)BaAs = A(T(u) x N™(w), A).

si I'on tensorise par A(U,) au-dessus de K et qu’on prend la k,-partie des deux membres,
on trouve une injection continue A.-linéaire

Or (@Al > AN (w), AU) B i Au):

Soit A(—D) l'idéal de A qui définit le diviseur D N Spm(A); si 'on tensorise les deux
membres par A(—D) au-dessus de A, on obtient une injection A @ A (U, )-linéaire :

wu (A)Bads — AN (w), AUy,) Bk A (~D)).

vw,!
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ot l'on a posé pour abréger A\OO(—D) = A, Qa4 A(—D). Montrons que cette application
est surjective.

Soit G € A(N~(w), A(Uy)®x Aco(—D)). Soit u > w; on prolonge G a I = N~ (w)N*(w)T,
en posant G(nn*t) = k,(t)G(n"). La base tautologique v, de L sur A, associée a I'iden-
tité de A, permet de définir un voisinage analytique 7,%7& = HTI(UO) t1* de HTT(v,)
dans 'espace adique obtenu par changement de base de 7 a (Aoo, R )

Pour toute A-algébre B, soit Sy, la cloture intégrale de R dans B, et BC>o la complétion
p-adique de B, pour la topologie p-adique de S,,. Pour tout v € TE™"&(B_), il existe
~v € I tel que v = v - 7. Le morphisme HTI envoie donc TP 78(B,.) dans 7,“%(B.,) et
fournit un morphisme de A-algébres

~

(voir formule [HTIsurconv)), d’ou
HTT": Ofusis(—D)(A) — Boo(—D).
On prend B, = A, et on tensorise le morphisme ci-dessus par A\Oo
(HTI®Id5 )" Opuie(—D)(A)@aAs — As(—D)®aAx
On définit un élément H de Om,rig<_D)(A)®AA\oo = Om,rig<A)®AA\oo(_D) par
H(HTI(y,) - 9) = G('g™).

L’involution ¢ + tg~! provient de la formule du Lemme [7.1.2 R

On peut alors définir f en posant f = (HTI®Id; )*(H) € Aso(—D)® 4 Ay Vérifions
que f € (’)Uw,(A)<§) AA\ La cuspidalité de f est évidente. Montrons que f définit une
section de O

v tENSOTiSé par Ay sur A. On a clairement ngto - f = ku(to)f. De plus la
fonction ny — n - f se prolonge analytiquement & N~ (w) en posant pour tout v~ € N~ (w)

et tout v = vy -7y :
- Ple) =Gly-v).
Ceci démontre en fait qu’on a un isomorphisme de A(H,)-modules de Banach :

o

v,w,!

(A)@ 44 = AN~ (w), AUy Dk Acs(—D)).

On peut étendre les scalaires de A\OO ala A-algebre de Banach A® Kgoo. On obtient ainsi
un isomorphisme de A(U,)-modules de Banach

O, (A)®KA\® = A(N_ (U)), A(“u)ééKA(_D))@KA\oo

v,w,!

Le membre de droite Ny, est de la forme (A(L{U)@)KB)®KEOO ou B=A(N"(w),A(—D))
est un K-Banach orthonormalisable. Rappelons que ﬁoo est un K-espace de Banach pour
une norme discréte dont le groupe des valeurs est le méme que celui de la valeur absolue
discréte de K (en effet A, est contenu dans I'image inverse de A dans la tour d’Igusa

non ramifiée). Le K-espace de Banach Eoo est donc orthonormalisable. On voit donc que
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Ny, est un A (U, )-module orthonormalisable. Fixons une K-base orthonormale de As ; en
fixant un vecteur de cette base, on obtient une décomposition en somme directe d’espaces
de Banach A\oo =Ko Ego Ceci fournit une décomposition de Ny, en somme directe de
deux modules de Banach

Ny, = OF (A) & OF (A DR AL

u vw,! v,w,!

Il en résulte que O, (A) est un A(U,)-module projectif.

On a donc une résolution du A (U, )-module de Banach Sy (I'p,, (p)) par des modules
de Banach projectifs, avec morphismes continus. Ceci entraine que ce module est projectif
grace au lemme ci-dessous.

0

Lemme 8.8.4. Si0 - M — M — M" — 0 est une suite exacte de A(X)-modules
et si M et M" sont quasi-orthonormalisables, ou méme seulement projectifs, alors M est
projectif.

Démonstration. En effet, si M et M” sont quasi-orthonormalisables, soit (f;) une base
orthonormale de M”; fixons des antécédents ¢; des f;. On a |&;| > C' > 0. Si on forme

e; = %, on obtient une base orthonormée dont I'image est une base de norme bornée.
On peut donc, en changeant la norme de M” par une norme équivalente, trouver une
base orthonormée de M” qui se reléve en un systéme libre orthonormé de M ; il engendre
topologiquement un relévement topologique de M” facteur direct de M’ dans M, donc M’
est projectif.

Si M et M" sont seulement projectifs, on leur ajoute un facteur direct topologique
commun assez grand pour se ramener a une suite exacte de noyau M’ et ou M et M” sont

quasi-orthonormalisables. O
Corollaire 8.8.5. Soient v, w comme ci-dessus. Pour tout poids k € Uy, (L), le morphisme :
S’l’){,’l;}U(FBSp (p)) ®A(Zf{u)7'f L — S’l’j,’IU(FBSp (p)7 L)

est un isomorphisme.

Démonstration. On suit la méthode de démonstration de [3, Cor.8.2.3.2]. Considérons
I'idéal maximal Z,, de O, des fonctions qui s’annulent au point «, et I, = H(U,, Z,)
A = A(U,). Formons la résolution de Koszul :

Kos(k):0 > A— A — - 5 A9 A— A/, =0
On a une suite exacte de faisceaux sur T;ii X Uy :
0—=Z:,- Oty = Ogty = Op oy = 0

Par annulation de R' (I} x Idy, )0 | sur T;"'8) on a encore une suite exacte de faisceaux
*,rig .
sur TLU XU, :

0—7Z. - (H[ X Iduu)*(’);fjjm — (H[ X Iduu>*ogzm| — HL*OS,w,! —0
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Soit Fhe = (H[ X Iduu) Onw, et Ff = HI*va' On a donc OL{ /_’Z' ®Ou Fru 2 Fr On

forme le produit tensoriel Kos(x) ®4 H(T} TN x U, F*). On va montrer qu’il induit un
isomorphisme de L-espaces de Banach

AfL @4 HO(T} T x Uy, F) = HO(T} %, )

On fixe un recouvrement affine U' = (Ulf )i du modele formel TI”U de Tl*,fg. On sait par le
lemme qu’on a des résolutions de Cech

C*(U" x Uy, F™):
HO(T 8 x U, F™) — @HO (U x Uy, F*) = @ H (U x Uy, Fr) —

ij
et
C*(U"®, F*): H (T8, F*) — @ H (U, F*) — @ H(Uyy, F¥) —
ij
On tensorise la premiére résolution par la résolution de Koszul et on obtient un complexe
double
Kos(k) @4 C*(U"¢ x U,, F™)
ot 'on place verticalement les fleches de Kos(k) et horizontalement celles du complexe de
Cech. Chaque ligne est exacte parce que les termes du complexe de Koszul sont A-libres.
Chaque colonne est exacte parce que pour chaque multi-indice o chaque A-module H (U x
Uy, F) est projectif, donc plat sur A. De plus, comme UZ® est affine, le morphisme

HO(US® X Uy, F*) — HO(UR®, F¥)

induit par A — A/I, est surjectif et induit un isomorphisme d’espaces de Banach en
tensorisant le terme de gauche par A/I,. On en déduit par chasse au diagramme que la
premiére colonne du complexe double est exacte. C’est-a-dire que le morphisme continu
d’espaces de Banach

A/l ® AHO(T*“g X Uy, F™) — HY( I*,j‘g,f”)

est un isomorphisme. [l

9. OPERATEURS DE HECKE

9.1. Opérateurs de Hecke hors de Np. Soit ¢ un nombre premier, premier a Np.
Considérons les matrices o; = diag(I,—;,¢1;) € GL,(Q) pour i = 0,...,g — 1, et, pour
i=1,....,9—1, 8 = diag(a;,? - ta;') € Spy,(Q), et fy = diag(Iy, £ - I;) € Spy,(Q).
Soit I'; = I'N B;II’BZ-, et X; la varié¢té de Siegel de niveau I'; sur Z,. Si i« = 0, cette
variété classifie les quadruplets (A, A, ¢, Hy), ot ¢ est une structure de niveau N modulo
I, et Hy est un sous-groupe fini étale lagrangien de A[(]; sii = 1,...,9 — 1, X; classi-
fie les quadruplets (A, A, ¢, H;), ot ¢ est une structure de niveau N modulo I', et H; est
un sous-schéma en groupes fini étale d’ordre (29 de A[(?], totalement isotrope pour I'ac-
couplement de Weil A* A[(%] — pue2, et tel que son sous-groupe de (-torsion H;[(] soit de
rang 97 ; notons qu’alors K; = ¢ - H; est un sous-schéma en groupes fini et plat de rang
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(9=" de H;; le schéma abélien A/H;[¢] contient H, = H;/H,[(], et l'isogénie A/H;[(] — A
induite par la multiplication par ¢ sur A induit un isomorphisme de schémas en groupes
H! — K;. Considérons le modéle canonique sur Z, de la variété de Siegel de niveau para-
horique Xpo (¢) associée au parabolique maximal P?, opposé au parabolique standard de
Levi GLy—; X Spy; . Le morphisme (A, X\, ¢, H;) — (A, A, ¢, H;[{]) induit un morphisme fini
et plat X; — Xpo(().

Notons que le schéma abélien A/ H; est principalement polarisé. Pour touti = 0,...,g—1,
X; est donc muni d’une isogénie universelle p;: A — A/H; entre deux schémas abéliens
principalement polarisés, et le schéma X; est donc muni de deux morphismes finis étales p; :
X, — X, 7=12 donnés par (A, /\, ¢, HZ) — (A, )\, ¢), resp. (A, )\, ¢, Hz) — (A/HZ, )\i7 qbz),
ol \; et ¢; sont induits par A et ¢. On voit que pour tout x € Xz-rig(L), Hdg(p,(x)) = Hdg(z),
de sorte qu’on obtient par restriction des morphismes p;: X ¢(v) — X"8(v).

On considére la tour d’Igusa v-surconvergente T; » , au-dessus de Xfig(v) associée au
faisceau lisse L(A/X;) sur X'#(v). L’isogénie étale @;: A — A/H; induit, par fonctorialité
covariante de L (voir [8, Section 6]) un isomorphisme L(p;): L(A/X;) — L((A/H;)/X;).
On prolonge alors les morphismes p;, j = 1,2, en des morphismes p; : T} o, — Tt qui en-
voient un quintuplet (A, \, ¢, H;, ¢) défini sur S vers (A, \, ¢, ), resp. (A/H;, \;, i, ¥;), ol
Vit pipee — L((A/H;)/S) est le composé de ¢ g — LL(A/S) et de L(;). Les morphismes
p; ainsi prolongés sont finis étales. On définit des endomorphismes 7y ; des faisceaux Oy,
Oyu, comme la composée (p1). o py. Ils sont compatibles avec les opérateurs habituels Ty
définis sur X et sur la tour d’Igusa ordinaire par les mémes formules (voir par exemple
[39, 8.1] pour g = 2). Ils respectent donc la cuspidalité et 'intégralité des modéles formels
obtenus par cloture intégrale du modéle formel d’Andreatta-Gasbarri X' (v). Ils fournissent
donc des endomorphismes continus 7y, i = 0,...,9 — 1, des A(U,)-modules de Banach

Syu,(T'), appelés opérateurs de Hecke en /.

9.2. L’opérateur U, et sa théorie spectrale. On va définir un endomorphisme continu
U, du A(U,)-module de Banach M} respectant Syu, et tel que pour tout v > 0 assez
petit et pour tout u > w > 0, U,(Sy4,) C Sy,,41, ce qui entrainera sa compléte continuité.
L’endomorphisme U, est défini comme un produit d’endomorphismes U,; (i =0,1,...,g—
1) de M, provenant de correspondances algébriques sur T ,.

Pour i € {0,1,...,9 — 1}, on considére les matrices a; = diag(I,_;,p1;) € GL,(Q) et les
matrices 3; = diag(ay, p’a; ') € GSp,, (Q) pour i € {1,...,g9 — 1}, et By = diag(l,,ply) €
GSp,, (Q).

Soit H le semi-groupe commutatif engendré dans Moy (Z) par les ; pouri € {0,1...,9—
1}. Soit 8 = diag(a, v - ta™') € H, o v = v(B) € Z. Rappelons qu’on a défini, pour tout
r > 1, les quotients TNJWU = T,., /Ny qui classifient les drapeaux complets dans L, munis
d’une trivialisation du gradué associé ; on introduit aussi Ny (8) = o' Nj"a N Ny et pour
tout r > 1, Tyt 5 ., = Tr0(8)/Ng" (B), ot pour tout 7 > 1, T;.,(8) désigne le X*8(v)-espace

rigide classifiant les (4 = A’,),,1%) out A et A’ sont des variétés abéliennes principalement
polarisées a bonne réduction, 1), resp. ¥ est une base de L, (A), resp. de L.(A’), et 7 est
une p-isogénie de facteur de similitude v(5) (relativement aux accouplements de Weil de
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A et A') et telle qu'il existe (étale localement) des bases ¢ et ¢/ de L(A)(—1), resp.
L(A")(—1), relevant v, resp. ¥ telles qu’en notant L(7): L(A) — L(A’) 'image de 7 par
le foncteur covariant L ([8, Section 8]), la matrice de L(m)(—1) soit égale & a; autrement
dit, L(m)(—=1) o¢p =)' o v

Le quotient TNJ(ﬁ)’m classifie donc les (A = A’ 1), o N, 4. o NJ) avec 7,1, ", 1, '
comme ci-dessus, tels que L(7)(—1) o9 € ¢’ oaN," (on voit aisément que cette condition ne
dépend pas du choix des représentants de 1o Ny et 1’ o Ni7). On sait [I7, Sect.8.2.3, Th.8
(2)] que pour tout sous-groupe lagrangien H' de A[p| tel que H' N Hy = 0, Hdg(A/H') =
p ' Hdg(A), de sorte que si Hdg(A) < v, Hdg(A/H’') < v/p. On définit les projections
P1: TNJ(ﬁ),r,v — TNJ,m et po: TNJ(,B),r,v — TNJ,r,v/p par

P (7, o Nyt 0 NE) o5 (A, o N, pat (7,06, 0 NG, 0 0 Nif) = (A, 0 N3,

Ces morphismes sont finis étales.

Pour i € {0,1,...,g9— 1} fixé, soit 8 = 3;; on pose o, = pa; ' ; soit Sy(Z,) le Z,-module

des matrices symétriques g x g et mg = (S,4(Z,): &4S,(Z,)c;). On définit alors pour chaque
r > 1 Popérateur U, ,;(r) comme la composée de la restriction

+ +

T€Sy y/p - HO(TM, (’)]TVTOU) — HO(T,,,U/I,, (’)JTVTO

/P

)

avec

1
—P1,x

]_ * NT 3 Nt m Nt
m—ﬁply* o py: H (T, Ova/p) = HU(T,.(B), O’ ﬁ)) — 5 HY(T,,, Or’))

On obtient ainsi un endomorphisme continu de HY(Ty+ .., Or ).
NO ,THU? NJ,T,'U

Remarque 9.2.1. Notons que cette définition ne nécessite pas de propriété de compati-
bilité du faisceau I au pull-back par le morphisme de Frobenius ¢: X (7) — X (v) contrai-
rement a la situation de [3].

Lemme 9.2.2. (1) Les opérateurs U, ;(r) et U, ;(r+1) sont compatibles avec les inclusions
P, P,
NG NF
HO(Tr,va OT:v) — HO(TrJrl,m OTTO_H’U)
(2) Pour touti =0,...,g—1, U,; respecte la structure enti¢re standard H°(T*
0

Nt v’

@)
TJfV 0+’U)
N+
de H (T o, OTOZ,«;)'
(3) Pour tout v,w > u > 0 et pour tout k € U,(L), les opérateurs U, ; induisent des endo-
morphismes continus du sous-espace Sy, (T, L) de la complétion p-adique de HY (T, ,, Or..)
(4) il induit un endomorphisme continu A(U,)-linéaire de S+, muni de la norme ||},

Démonstration. (1) Un calcul matriciel semblable a (la démonstration de) |21, Prop.3.5]
montre que les morphismes p; : TNJ(ﬁ),m — TNva et po: TNJ(B)mv — TNO+7T,U pour r >
1, forment un morphisme de systémes projectifs; les correspondances U, ;(r) sont donc
compatibles quand r varie.
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(2) On définit ijvj(ﬂ),oo,u
les morphismes p;: T N (B)w TN+ s €t Do TN0+ (800w TN+ w/p fournissent alors par res-

par cloture intégrale du Ox-schéma formel X! (v) dans Tt (s

,00,v )

triction des morphismes finis p;: 77 N By Ty, et phy: Ty, f N B Ty oy La formule

p1 «opsores, . définit un morph1sme Up.i: HD(T (’)T]fﬁ‘ ) — HO(T]fW ’OTzfﬁ )

N+ I
Pour voir qu’il respecte l'intégralité, on utilise le principe du ¢- developpement @ et

[21,, Proposition 3.5 qui montre que pour tout f € HO(T wa ,(’)Tf+ ) et pour tout i =

0,...,9g—1,0ona®(U,(f)) € O;C(( 7). On pourrait aussi utiliser [3() Appendice A.1].
(3) et (4) se démontrent simultanément : il résulte de (2) que 'endomorphisme U, ;

de H® = HO(TOM,O]TEW) se prolonge par continuité a la complétion p-adique H°. Pour
tout v, w,u > 0, montrons que U, ; respecte le sous-espace M}, de HO et qu’il induit un
endomorphisme continu pour la norme ||y,

En désignant par }A%oo(ﬁ) la complétion p-adique de la cloture intégrale de R dans
Tyt (8),00,0 € €n notant (7w, ¥y © Ny, 40!, o NiT) le triplet universel défini sur Ifzoo(ﬁ), on
peut poser pour [ € ﬁm(ﬁ) et g € 1, f(A, g) = f(A, ¢, o g). Considérons un systéme
de représentants €;, resp. ng, de Ny (8)\Ny, resp. de U(Z,)/ca;U(Z,)c,. Pour tout couple
(7,k), on note H' le sous-schéma en groupes fini et plat de A associé a ¢;n, c’est a
dire tel que 1’1sogen1e mik: A — AJH;, satisfait L(m;.)(vn) = 1, o ag;ny,. Notons que
I'intersection H' Ge N Hy de H’ i avec le sous-groupe canonique H; est d’ordre p’. On pose

f% (A/Hj,,q') = f(A/H] ., v, 0 g). Si pour chaque Hj,, on pose g}, = angejga", on a
(7) P15 f (A, 9) ijk A/Hjy gj)-

On sait que

(8) aN~(w)a™' C N~ (w),
on voit que si f(A, g) se prolonge & N~ (w) x T(u), il en est de méme pour PP f(9).
De plus, en revenant a la définition [6.3.4} on voit immédiatement que si f est cuspidale,

les fonctions f;; sont aussi cuspidales et donc U, ; f 'est aussi. 0
Posons alors U, = Up,OUZSO) o Uy = Hg: U,

Proposition 9.2.3. (1) Pour tout v < 5, l'opérateur Upo envoie S /pw dans Sy

v,w?’

(2) Pour tout v < % et pour tout u 2 w, | ‘opérateur Up envoie Sy, .y dans S5, ;

v,w

(8) Pour tout v < %p, lopérateur U, induit un endomorphisme completement continu du

A(U,)-modules de Banach Sy,

Démonstration. (1) On applique la formule[7]avec ¢ = 0. On sait [17, Th.8.2.3, (2)] que pour
tout sous-groupe lagrangien H’' de Alp] tel que H' N H; = 0, Hdg(A/H') = p~' Hdg(A), de
sorte que si Hdg(A) < v, Hdg(A/H') <wv/p. Ainsi, si f est v/p-surconvergente, U, o(f) est
v-surconvergente.
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=1
—_ —

(2) La formule |8 appliquée & a = J[?_} a; est renforcée en aN~(w)a™' € N~ (w + 1).
Ceci montre que si f(g) est analytique sur N~ (w+ 1), la fonction p; .p5f(g) est analytique
sur N~ (w).

(3) On écrit U, comme la composée de la restriction Spu, — Sefpaws1» dui est comple-

tement continue par [6.4.5 et du morphisme continu S7 ., — Si, donné par (1) et
(2). La composée d'un morphisme continu et d’un morphisme complétement continu est

complétement continue [9, Lemma 2.7]. U

Définition 9.2.4. On note encore U, = Hf;ol Up,i 'endomorphisme complétement continu
du A (U, )-modules de Banach Sy (I'), resp. du L-espace de Banach Sy, (I's, (p), L), pour
chaque k € U,(L).

Proposition 9.2.5. Les morphismes HTI*: S*(T'gg (p)) — SE,(Up,, (p)) et HTT*: SEatP —
St (s, (p)) définis en sont compatibles auzx opérateurs de Hecke Ty;, 1 =10,...,9—1
et U,.

Démonstration. Les opérateurs de Hecke T}; et U, définis ci-dessus sont compatibles aux
opérateurs de Hecke définis par Hida sur le lieu ordinaire (|21, Sect.3.6 et 6.5] ou |30,
Appendice A], voir aussi [39, 8.1]) . On en déduit que ces opérateurs respectent la cuspi-
dalité, et d’autre part que les morphismes HTI* sont équivariants pour les opérateurs de
Hecke. O

9.3. Controle et classicité. Pour tout x € U,(L), et pour chaque o = (g, ..., 4-1) €
(R™)?, on considere (S7,,)5%(T", L) le L-sous-espace vectoriel oul les valeurs propres géné-
ralisées des opérateurs commutant mutuellement U,; (i = 0,...,¢ — 1) sont de valuation
S Q.

On rappelle un résultat de classicité démontré pour ’espace des formes surconvergentes
(S§.,)=*(Tss, (p), L) par B. Stroh et V. Pilloni dans [31]. :

Corollaire 9.3.1. Si k = (ki,...,k,) est un poids classique tel que k, > w et si

ap < kg — g(g—;l) et a; < kgy —kg_iy1+1 (i=1,...,9—1), le morphisme de restriction

de Xp,, ()" a Ty, induit une identification Hecke-équivariante (pour les opérateurs hors
de N) :
SP=e(T g, (p), L) = (SF ) =*(Tps, (), L).

On en déduit

Corollaire 9.3.2. Si k = (ki,...,k,) est un poids classique tel que k, > @ et si
oy < kg — @ et oy < kyy —kgin+1 (i =1,...,9—1), pour tout v < 2Lp et tout
u>w >0, l"épimorphisme Hecke-équivariant (pour les opérateurs de Hecke hors de N )

induit un isomorphisme Hecke-équivariant
(ST, (P) @Ak L)=* = S5=2(T g, (p), L)
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n__

Démonstration. Lorsque v < 21)";—1’ u=wetn—1<w<n-— v%, on peut le déduire du
théoréeme de controle de [3] en utilisant le théoréme de comparaison de|7.2|et la Proposition
qui permettent d’identifier (S5, )%(T'pq,(p), L) avec (SyuA)<e(Tp, (p), L) en tant
que modules pour 'action de I’algébre de Hecke hors de N.

1

Lorsque v < 350 bour tout u > w > 0, nous pouvons donnner une démonstration

indépendante de celle de [3] en utilisant notre théoréme de controle [8.8.5 et la Proposition
9.2.5 O

10. VARIETES DE HECKE

Rappelons que des variétés de Hecke XY™ (voir [41]) et XA (voir [3]) pour Sp,,, munies
de morphismes de poids x vers W ont été construites par E. Urban [41] et Andreatta-Iovita-
Pilloni [3]. La premiére classifie les systémes de valeurs propres de Hecke cohomologiques
de niveau I' N I'g(p>) de pente finie, et la seconde les systémes de valeurs propres de
formes de Siegel holomorphes de niveau I' N I'g(p™) de pente finie. Les considérations des
sections précédentes permettent de construire une variété de Hecke XBMT classifiant aussi
les systémes de valeurs propres de formes de Siegel holomorphes de niveau I' N I'g(p>) de
pente finie.Pour la construire, on utilise le formalisme de [9, Section 5] appliqué au triplet
(Spy; ' ), ot ¢ = U,

Soit T T'algébre de Hecke abstraite hors de N, définie comme 1'algébre de polynomes
engendrée sur Z par des indéterminées Ty ; pour tout premier ¢ ne divisant pas Np et tout
¢t =0,...,9 — 1, et une indéterminée U,. On considére pour chaque ouvert affinoide i,
de W la famille de A(U,)-modules de Banach projectifs (S5 (I'))y,, munis de I'opéra-
teur complétement continu ¢ = U, défini en ; on considére les séries caractéristiques
P, (T) = det(1-T¢; Sy, () € AUH{T}- Les lieux Zy,, , des zéros de P, (T) dans
U, X Gy, se recollent quand v — 0 et w — oo, et fournit la variété spectrale Z§ qui
paramétrise les inverses des valeurs propres non-nulles de ¢. Le morphisme de projec-
tion m: Z§ — U, est localement fini et plat [9, Cor.4.2]. On définit alors la variété de
Hecke Dy, , comme « le spectre » Spm T, de 'image T, de la représentation naturelle
de A(U,) ® T dans Enday,)(S5s,) (& cause du rang infini de Sfy, sur A(U,), il faut en
fait procéder comme dans [9, Section 5|). Ces variétés sont munies de morphismes d’al-
gebres 0, T — Ope » compatibles quand v, w, u varient, appelés systémes de valeurs
propres de Hecke universels ; de plus, on a un faisceau quasi-cohérent d’espaces de Banach
Spw — Dy s donné par le T -module Sy . Les variétés Dy, se recollent quand v, w et
u varient. Comme les ouverts affinoides U, forment un recouvrement de VW, on obtient ainsi
une variété rigide sur K" munie d’un morphisme d’algebres 6: T — Op,, d’'un morphisme

analytique x: Dy ER Zy 5 W localement fini , et d’un fibré S, avec les propriétés
e D, est équidimensionnelle de dimension g ;
e f est fini et tel que toute composante irréductible de D, s’envoie surjectivement par
f sur une composante irréductible de Z, ;
e I'image par K = 7o f d'une composante irréductible de Dy est Zariski-dense dans W.
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Définition 10.0.3. Pour tout ouvert affinoide Y de Dy, 'espace H°(Y,S) est appelé
espace des Y-familles de formes propres de Siegel surconvergentes.

Pour toute extension finie L de K, un point x € Dy(L), de poids k = k(z) € W(L)
la fibre S, s’identifie au sous-espace de ling Se (I, L) constitué des formes de Siegel

cuspidales surconvergentes de valeurs propres données par le systéme de valeurs de propres
de Hecke 6, =x00: T — L. Si ce point est de poids classique et de pente petite au sens
de[9.3.2] il définit une (ou plusieurs) forme(s) de Siegel classique de Si(T's(p)).

Notons XPMT = D, munie de §: T — Oysur, k: XBMT — W et SBMT = S
les données ainsi obtenues. La proposition montre que le morphisme HTT* induit

un morphisme XBPMT — XAP qui fournit une identification canonique de quadruplets
(XBMT 0.k SBMT) — (XAIP 0.k SAIP)'

ANNEXE A. LE MORPHISME DES PERIODES

Dans cet appendice on utilise les notations de et de [§]. On fixe une W-algebre ad-

missible normale S et (M, ¢ () un o-module libre de rang r sur A s (S) (voir [8, Definition

4.21]).

A.1. Le morphisme des périodes en caractéristique p. Soit (M, ¢7) la réduction
de (M, ¢r¢) modulo (p, I?P~1), qui fournit un module libre de rang r sur Ag(S)/pAo(S)
avec un endomorphisme semi-linéaire. Rappelons que Ag(S)/pAo(S) ~ Rs/PP 'Rs et que

JU (AO(S)/pAO(S)) = f(Ao(S)/pAo(S)) = 5(A0(S)/PA0(S))
de sorte que
JUM = T (Ao(S) /pAo(S)) @ao(s)/pro(sy M = M/ M

Par ailleurs, I'image u de 01(§) dans Ag(S) est inversible (¢f [8, Lemme 5.10]), si bien que
I'application ¢y — Idy;: JUM — M s’identifie a application

u%—ﬁldf
e

M/ M L M

Supposons que p® € det(1 ® ¢y;) avec € € QN[0,1/p[. On sait (¢f [8, Proposition 5.25])
que:

(1) P*M C Im (¢57) = Im (1 — Idyg ) ; -

(i) le Fy-espace vectoriel V (M) :=V (Ag(S)/pAo(S), (M, ¢z)) est de dimension 7.
On dispose d'une application Ag(S)/pAg(S)-linéaire

agi: (Ao(S)/pAo(S)) ®@r, V (M) — JUM
déduite de 'inclusion V (ﬂ) c JUM.

Lemme A.1.1. On a ﬁ# Ker (aﬂ) =0.
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Démonstration. Soit v = (vy,...,v,) une base de V (M) On dispose de l'isomorphisme

Rs/ﬁp_le — g/pl—%g

(l’g,l’l, .. ) — I

(qui envoie p sur pt!) = p%) Le choix d'une base e = (ey, ..., e,) de M sur Ag(S)/pAo(S)
fournit un isomorphisme M ~ (§ / pl_%g )T et identifie u¢y; — pldy; & une application

Moyt —p% Id: (g/pl—%g)r — (g/pl_%g)r
et 'V (M) a un sous-F-espace vectoriel de (S/ pk%g )T.

La preuve de |8, Lemme 5.23| implique le résultat plus précis suivant : pour tout n € Q.,
image de V (M) dans pM/ pratPIAL ~ (S/ pmwg )T est un F-espace vectoriel de
dimension r. En effet, en reprenant les notations de loc. cit., les p" éléments de V (M)
se relévent de facon unique en les solutions Z € S” de I’équation AZ®) + p%Z =0 (ou
A = (@ij)1<;j<r € Mr (S) est un relévement de la matrice de up dans la base e, et
Z®) le vecteur dont les composantes sont celles de Z élevées a la puissance p). Pour tout
ie{l,...,r},ona —prz; = i1 @i 27, de sorte que %4— v(z;) > inf(pu(z;)) = pv(Z), et
donc © +v(Z) > pv(Zz 181 Z #0, on aalors v(2) < .-l

Soient A1, ..., \. € S tels que

() S A =0
=1

dans (§/p1_%§)r ~ JWAM : il s’agit de voir que pp%l)\l- € pl_%g i.e. que pP(PI*U)\i € pl_%g
pour tout ¢ € {1,...,r}. Quitte a le remplacer par S’ € .5 assez grand, on peut supposer

1
que S contient pr@=1 | les coordonnées des v; dans la base e et \; pour tout i € {1,...,7},
ainsi que les coefficients de la matrice de ¢ dans e.

Cas ot S est un anneau de valuation discréte. Soit v la valuation de S normalisée par
v(p) = 1. Quitte a renuméroter les vecteurs de la base v, on peut supposer que 1’égalité ()
S

s'écrit > \ju; = 0, que la suite (v(A;))1<i<s est décroissante et que s est minimal. On a alors
i=1

A7 \v; = 0 dans (S/pl_%_”(AS)S)T. Comme u%( 3 )\1_1)\ivl> =Y ()\S_I)\i)pp%vi dans
-1 i=1

i=1

(g/pl_%_”(As)g)r, on a pU(*s) i [(ATTA) = A"\ ]v; = 0 dans (S/p' " S)". Par minimalité
i=1
de s, on a p* I [(A71N,)" = A;1A;] = 0 dans S/p'rS, ie. (AIN) =AM\ € Pl g

pour tout ¢ € {1,...,s}. Supposons v(Ag) < 1— % - p(pl—l) ronav(A) =1-2— Pyl

avec ) € Qu, done (A;1N)" — A\JT\ € pp(p1—1>+n5 pour tout i € {1,...,s}. Si A; dé-
signe I'image de A\;'); dans S/pP<P1—1>+”S, on a donc \; € F, pour tout 7 € {1 ...,s}, et
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Z 0 dans V(M) : comme Xs = 1, cela contredit I'indépendance linéaire sur F), de la

1 r T _2
famllle v dans (S/pP<P—1)+”S) .On a donc v(Ag) > 1—%—@ a fortiori pre-o )\, € p' » S
pour tout i € {1,...,7}.

Cas général. Pour tout idéal premier minimal p de S/pS, notons SA’p le séparé complété,
pour la topologie p-adique, du localisé¢ S,. C’est un anneau de valution discréte : notons
v, la Valuation de 5’;7 normalisée par v,(p) = 1. L égahté induit une égalité dans
(S /p ’ ) D’apres le cas traité plus haut, on a v, (pP<P 1))\) >1- % pour tout ¢ €
{1,...,r}. Comme c’est vrai pour tout idéal premier de hauteur 1 contenant pS et comme
S est normal, cela implique que pﬁki € pl_%S pour tout i € {1,...,r}, ce qu'on
voulait. U

Proposition A.1.2. On a ﬁp%l Coker (Oéﬂ) =0.
Cela résulte des deux lemmes suivants.

Lemme A.1.3. Il eziste ¢ € QN[0,p — 2[ tel que p* Coker (O‘ﬁ) =0.

Démonstration. On conserve les notations de la preuve du lemme . Soit M un Rg-
module libre de rang r tel que ./\/l/ﬁp LM 5 M. Soit & = (el, .. 'é,n) une base de M un
Rs qui reléve e. Fixons gb M — M semi-linéaire relevant ¢z (il suffit pour cela de choisir
pour la matrice de 1 ® ¢ dans la base € un relévement dans M, (Rg) de la matrice de 1 ® ¢
dans la base e). Par hypothése, 11 := det (1 ® 5) divise p¥¢ (car c’est vrai modulo pP~1).
Notons aussi u € Rg relevant 'image de u dans Ay(S)/pAo(S) ~ Rg/ﬁ?’_le
Commengons par montrer que pour tout ¢ € {1,...,r}, il existe vz € M relevant v; €
JUM ~ M/pP~2 M et tel que U(b(’UZ) = pu;. Ch0181ssons Tip € M quelconque relevant
v;. Comme u¢y(v;) = pv;, on a ugzﬁ(xi,o) = pz;o mod pP- M. Pour n € N, posons
o = p*(p—3) + % € Nog. On a dg = p—1 et d,41 = p(d, — 1). Supposons
qu’il existe z;, € M qui reléeve v; et tel que ﬂa(%}n) = pTi, mod P du M écrivons

ugﬁ(xm) = DTin +p° "Y; n. Posons alors T; ,11 = Tiy + pPn— 1ym € M. Comme op >p—1,
I'élément z; ,+1 reléve lui aussi v;. Par ailleurs, on a

a;g(%iv"""l) - ﬁiﬁl‘H = aa(ﬁén_lyi,n) = aﬁ5n+1$<yi,n)

Comme p > 2, on a lim J,, = +00 : on construit ainsi une suite de Cauchy (xl n) o bour la
n—oo

topologie p-adique dans M. Comme M ~ R et RS est séparé et complet pour la topologie
p-adique, la suite (@n) converge vers v; € M relevant v; et tel que uqﬁ(vz) = pv; (par

continuité).

neN

Notons alors V (./\7) le sous-F,-espace vectoriel de M engendré par v = (51, e ,”@). La
réduction modulo pP~2 fournit un isomorphisme V (/\/l) SV (ﬂ) Par ailleurs, on dispose
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du morphisme
a: RS®FPV(M) — M
déduit de I'inclusion V (ﬂ) cM par Rg linéarité. On a le diagramme commutatif :

Rs @r, V (M) « M == M

|

(Rs/P""'Rs) @r, V (M)

JUM =pM

Il s’agit donc de montrer qu'il existe ¢ € Q N[0, p — 2] tel que p© Coker (&) = (. La commu-

tativité du diagramme et le lemme [A.1.1| impliquent que si :c € Rs ®r, V (./T/l/) est tel que

a(z) € ﬁp_2.//\/lv, alors ﬁppflx e PP 'Rs®rp, V (//\/lv), i.e.x € p T Rs ®r, V (//\/lv) Comme
R est séparé et complet pour la topologie p-adique et sans p-torsion, cela implique qu’une
part que a est injectif. D’autre part, si Coker (54) est tué par p? avec d € Q-,_o, il lest

. ~d— p2—3p+1 . —
aussi par p- »-I . Cela implique alors que Coker( ) est tué par p® avec ¢ € Q- et

¢ < p—2. Comme & est une application linéaire entre deux Rg-modules libres de méme
rang, il reste donc & montrer que det (&) divise une puissance de p.

On a det (Rs ®r, V (.XAV)) = Rgv; A --+ A7, et det (Mv) = Rge1 A --- Ne, : il existe
INE Rs tel que

det(@) (B1 A+ AT) = A A~ A&

D’aprés ce qui précede, il s’agit de voir que X divise une puissance de p. Notons que
I'injectivité de o implique que A n’est pas diviseur de zéro. On a

¢£’é’1) /\.../\qb(é:t) =JeL A NEp

Up(v1) A ANug(V,) =P UL A+ AT,
Comme « est déduit de I'inclusion V (./T/l/) cM par Rg linéarité, il est compatible a 5,
de sorte que AP = p'A, d'out AP~ = " (car A n’est pas diviseur de zéro), et donc
A | p", ce quon voulait. O

Lemme A.1.4. Si p° Coker (Oéﬂ) =0 avec c € QN|0,p — 2|, alors ]"5@%1 Coker (aﬂ) =0.

Démonstration. On peut supposer ¢ > o5 . Soit y € JMAM. Par hypothése, il existe z €
(Ao(S)/pAo(S)) ®r, V (/\/l) tel que p°y = aM( z). On a alors az; (pP~*7°z) = 0, de sorte que
P, = iy =0 da apres le lemme Par normahte 11 existe donc zg €
(Ao(9)/pAo(S)) ®F, V (M) tel que z = p° - 7T 0. On a alors p~ - = (pp Ty —azq(w)) =0,
si bien qu’il existe y; € JUM tel que pr- 1y = agq(wo) + P72 =Ty, On peut ainsi
construire des suites (Yn)nen € JUAY et (Tp)nen € (( 0(S)/pAo(S )) QF, V(H))N
telles que vy = y et ]’5;)%1% = agg(®n) + ]BP_Q_CJ’TilynH pour tout n € N. On a alors
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ﬁﬁy = agg(z) pour z = Y P29z, € (Ao(S)/pAo(S)) ®r, V (M) (la série n’a qu'un
n=0
nombre fini de termes car p*?~279 = 0 dans A¢(S)/pAo(S) sin(p—2—c)>p—1). O

A.2. Le morphisme des périodes en caractéristique 0. Soit (./\/l, ¢M) un o-module
libre de rang r sur A, (S), tel que p € det (1 ® ¢m) avec 2¢ € [0,1/p[. D’apres [8]
Theéoréme 5.40|, pour tout a € QN|2e, %[, le Z,-module V (A,(S), M) est libre de rang
r. Comme V (Ao(S), M) C JWA4(S) ® M, pour tout 5 € QN|a, 1], on dispose de
'application Ag(S)-linéaire :

ams: Ap(S) @z, V (Aa(S), M) = JUAL(S) ® AY,.(5 M

Posons M = (A(S)/pAo(S)) BV () M et ¢5; Vopérateur de Frobenius induit. Comme

on ’a vu dans le paragraphe , on dispose de l'application ayy: (AO(S) / pAo(S)) ®F,
V(M) = JUM.

AY(9)

Proposition A.2.1. Coker (aMﬂ) est tué par [ﬁ]p%l pour tout 5 € Q ﬂ] max (a, ]ﬁ), 1 [

Démonstration. En tensorisant par Ag(S)/pAs(S), la proposition implique que le
conoyau de I'application

(As(S)/pAs(S)) @z, V (Aa(S), M) — T (Ag(S) /pAs(S)) ©zv (5 M

cris

est tué par pr1. Soit alors y € JUA(S) @59 o M 1 il existe y1 € JWAL(S) @iy o M

CrlS(S) Crls(s)
et (M) o,e, € Ag(S)" tels que

1
— [Pl

L r
[plr—Ty = Z AioVi + py1 = Z AioU; +
i=1 fﬂp !

On construit ainsi par récurrence des suites ((/\,-m)lgigr)neN € (Ag(S)T)N

JUAL(S) ®

et (yn)neN>0 S
AV (5) M telles que pour tout n € Nyg, on ait
r n—1
]?)]P 1y—zz - ”Ljvl [A’]i[i)']p 1yn

zleppl

Comme p% < f, la suite ( - ) converge vers 0 pour la topologie p-adique dans
neN

1

[p)P—1
Ag(S). Il en résulte que les séries \; = > P\ j convergent dans Ag(S), et qu'en
=0 [P
passant & la limite, on a [A]p Ty = Z)\ v;, 1€ [A]p Ty = aM5<Z/\ ®vz) O

Corollaire A.2.2. Pour tout 8 € Q ﬂ] max (a, p%l), 1 [,

ams[p ] As(S)[p7] ®z, V (Au(S), M) = JHA(S)[p7] ® M

‘Kcvrls(s)
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est un isomorphisme.

Démonstration. Les choix d’une base de V (A, (S), M) sur Z, et de M sur KZiS(S) per-

mettent de décrire apq 3 par une matrice A € M, (AQ(S)). D’aprés la proposition , il
existe B € M, (Ag(S5)) tel que AB = [ﬁ]ﬂ%l I,. Mais dans Ag(5), on a [ﬁ]p%l | p vu que p =
m%[ﬁ]ﬁ et ﬁ < 3, si bien que []3]ﬁ € As(S)[p7"] *, et donc A € GL, (As(S)[p7']). O

A.3. Application aux F-cristaux surconvergents de Hodge. Considérons une im-
mersion fermée dans un schéma formel affine lisse Spf(S) < Z = Spf(T"), donnée par un
morphisme de W-algébres surjectif u: T — S ot T' est une W-algébre formellement lisse ;
notons D(u) 'enveloppe & puissances divisées de T pour Ker(u).

On considére également 6, = po(0@u): W(R)®@wT — S ot u désigne la multiplication ;
on forme As(u), complété p-adique de I'enveloppe a puissances divisées de W(R) @

T pour l'idéal 6! (pl_%g ) On le munit d’une action de Gg en faisant agir ce groupe

trivialement sur le facteur 7" de W(R) ®@w 7. Cet anneau est une 7T-algébre munie d’une
connexion (voir [7]) dont 'anneau des sections horizontales est :&ZiS(S ) (qui est seulement
une W-algebre).

Soit S’ une seconde W-algébre admissible normale munie d’un morphisme de W-algébres

ts: S — S" et d'un morphisme semilinéaire de W-algebres pg: S — S’, satisfaisant
1s o Frob = g (mod p' S’ [p'*])

pour un certain 0 < p < 1. On choisit alors (tr, ¢7) un Frobenius de la présentation
u: T — S, c’est-a-dire deux diagrammes commutatifs

T2 T
ul o e
S g Ry

tels que ¢ mod p'~% soit donné par ¢y o Frob modulo p1:“. N

Le morphisme ¢ induit un morphisme Gg-équivariant Ais(u) — Acs(u).

Soit (A, ®,Fil #s) un F-cristal surconvergent de Hodge vérifiant les hypothéses de
[8, Théoréeme 3.23]; rappelons que Fil .#s est un sous-S-module projectif de I’évaluation
Ms du cristal .# en I'épaississement trivial S. Notons Z = Spf(D(u)) le complété formel
p-adique de 'enveloppe a puissances divisées de Z. On suppose qu’on dispose d’un sous-
module Fil #z C .4z relevant Fil .#s. Ces données sont décrites par celle d’un ¢-module
filtré (M (u), Fil M (u), V, @) sur D(u) (voir [8, Définition 3.30]).

Par hypothése, les modules Fil M (u) et M(u)/Fil M (u) sont localement libres de rang
r sur D(u). On pose M(u) = (Acris(u) ®D(w) M(u))vzo.

Soit ¢ le Frobenius de Ays (S'). Le Ay (S)-module M’ = M'(u) = M(u) Rzv

cris cris

(S)
AY.(S) est muni d'un endomorphisme @-semilinéaire ¢pg. Soit I C Agis(u) le complété

cris

p-adique de 'idéal a puissances divisées engendré par les indéterminées de A s(u) associées
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awu:T — S comme dans [8, Proposition 4.11]. On définit Fil; M’ C M’ comme le sous-
A, (87)-module engendré par I'image de Ams( ) @p(w) Fil M (u) dans

MI - [(KCHS( ) ®D ( ))/I( CI"IS(U') ®D(u) M(u)):| ®AV (S) ;&le(sl)

Cris

CI‘IS(

Soit w €]0, 1 — p[ la hauteur de Hodge de .#s/ Fil .4 ; par le théoréme de décomposition
(|8, Proposition 4.27]), il existe un unique sous-c-module (L{’ ,¢u/) = (L{’ (U),¢u'(u)) de
M'—M( ) tel que

( ) []3] (p=Ljr+w € det (le/{/) CI‘lS(S,)

(2) p|*M' +Fily M =U" ® Fil; M’

D’aprés la proposition appliquée a U’, Papplication

aw g Ns(S") @z, V (Ka(S),U') = JUAS(S") @5y o U’
est injective, de conoyau tué par [p]7— = pour tout a € Q ﬂ} £ %[, en posant € = ((p—1)r+
Dw et f € QN| max (a, pil), 1[.

Par ailleurs, on a un isomorphisme 7: As(u) ®5 iV (s)

M(u) = Acris(u) @py M (u) (cf
[8, Proposition 4.17]), et donc un isomorphisme

(KZiS(Sl) ®Zzis(s) Kcris(u)) ®7xyﬁs(5/) M (u) - (Acrls(sl) ®zv (S) Acris(u)) ®D(w) M (u)

CI‘lS

Proposition A.3.1. L’application (1Q7)o (1®0zw75) induit un morphisme Gg -équivariant
HT: 5'(~1) @2, V (Aa(S'), U (1)) = p* 775 @ppuy (M(u)/ Fil M (u))
dont le conoyau est tué par pp%l.

Démonstration. Pour alléger les notations, on écrit M’, U’ et M au lieu de M'(u), U’ (u)
et M(u). En tensorisant 1'égalité [p|* M’ + Fil; M’ =U" @ Fil; M’ par

Ao, 5') = Ag(S') @37 5) Acris (1)
au-dessus de AY; (), on a
() [P s(u, S") @ RxY. (s M+ o3(u, S") ® ®%Y. (s Fil; M" =
As(u,S") @ RV () U & ds(u, 8" ® ®z9 (g Fils M

Par ailleurs, comme
Fil; M' = A0 (S") © (Aeris () @puy Fil M) /T ( Ao (1) @y Fil M)
ona (1®7)(Fil; M'(v)) C #s(u, S") @p)Fil M (u), de sorte que
(1@ 7)(Hp(u, ) B39 (o Filr M ") = s(u, S") @pw) Fil M
La décomposition fournit donc I'isomorphisme

Ay, §') @xv_ o U T B]Y s (u, S") @puy (M) Fil M)
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qui, composé avec 1 ® oy g, fournit un morphisme

(1®T)O(1®OLM/(M)’Q)\
7

(xx)  p(u,S") ®z, V (Aul(S),U')

[p]“¢ (u, S") @p(uy (M) Fil M)

cris

(S") — S” induit un morphisme

-~

0: Ao(S") — 5. si B < 1,1l se prolonge en 0: Ag(S") — S’ en posant 6 (Wiﬁ) = pl=h,

de conoyau tué par [}3]17+1 Le morphisme d’anneaux : A

Ce dernier se prolonge & son tour en 6, = 0 ® 0,: @3(u,S") — S'. Modulo Ker(8,),
I’homomorphisme tordu par Z,(—1) fournit donc un homomorphisme

HT:5'(~1) ®z, V (Aa(S"),U') — p"~ 715 @py (M) Fil M)

de conoyau tué par Q(Wﬁ) = pﬁ (le facteur p_p%l provient de 1'égalité €5/ = pp%lt S’

dans gr! KcvriS(S’ )). Comme les applications ayy o, T €t 0, sont Gg-équivariantes, il en est

—~

de méme de HT. O
Corollaire A.3.2. L’application (entiére)
HT: V (Aa(S), U/ (w))(=1) = p" 718 @ (M) Fil s)
fournit en inversant p un isomorphisme Gg/-équivariant
HT = (HT) 55 @2, V (Aa(S).U'(w))" 5 5'[p7)(1) @ (As/ Fil s)"
(ot VP = VY (1) est le « dual de Cartier » de V).

1

ANNEXE B. SOUS-GROUPE CANONIQUE ET APPLICATION DE HODGE-TATE

Dans cette section, nous allons démontrer le théoréme [7.2.2] Commencons par démontrer
que LL; est canoniquement isomorphe a H; sur X rlg(”‘?TM).

B.1. Comparaison au sous-groupe canonique.

Proposition B.1.1. Siv < ”BTM, on a un isomorphisme 1Ly = Hy de faisceaux finis étales

sur X"8(v), compatible aur correspondances de Hecke et s’insérant dans le diagramme
commutatif suivant

"
Isom yrie (o) (A[p]o,,ug) =Ti¢ Ty, — Isom ysis(y) (Hl, ug)
XTig ()¢ Xig(p)

Démonstration. 1’isomorphisme étant canonique, il suffit de le construire localement. Soient
Spf(S) C V un ouvert affine, u: T — S une présentation, (M, Fil M,V ¢,) le ¢-cristal
filtré sur u, évaluation du F-cristal surconvergent localement de Hodge R'f,A. Le D(u)-

module M/ Fil M est localement libre de rang g. Posons M’ = D(u') ®@p(y M et FilM' =

D(u")®p)Fil M. Posons M = (Acris(u)@)D(u)M) V=0 o (Kcris(u)@)D(u)M) /I( Kcris(u)@)])(u)



TOURS D’IGUSA SURCONVERGENTES 89

M), M = NCHS(S’ )® AV S)M. D’apreés le théoréme de décomposition (|8, Théoréme 4.27]),
il existe un unique sous-¢p-module (Z/l’ , gbu/) de M’ tel que

(1) HU') = ((p— g+ Hw

2) [p]" M +Fiy M’ =U' & Fil; M’
o w = H(M/Fil M) et Fil; M’ est I'image de Acyis(u) ®p) Fil M dans M.

En tensorisant la décomposition [p]“ M’ + Fil; M’ = U’ & Fil; M’ par Ag(S’) au-dessus
de Ay (S') et en quotientant par pAg(S') @ M’ on a

cris

AYi(8)
(9) [P (Ao(S")/pAo(S")) ®ZY (s M+ (Ao(S")/pAo(S")) ®ZY (51 Fil; M =
(Ao(S)/(p, [P~ 7)A0(S")) D37 s U D (Ao(S)/pAo(S1) O3, (s Filr M’
dans (Ao(S)/pAo(5")) ® Y (s1) M.
On dispose du composé
T — Aepis (1) = Aeis(u) /T = AV, (S) = Ao(S) = Ao(S)/pAo(S) S5 /p' ™25

'isomorphisme A (.S)/pAo(S) 1>§/p17%§ étant donné par 6 o o~ !. 1l se factorise en un
morphisme

st D(u) = 5/p'"55
ce dernier est égal au composé
D(u) = S — §/pP 1§ 35/p'"#S
ou le dernier morphisme est I'inverse du Frobenius. On a
(Ao(S")/pAo(S)) ® Y (s1) M 5 (8 /p! 5 ) &pw) M’
(Ao(8")/pho(S")) @37 (5 Fili M5 (S'/p'"#5") | @) Fil M
Par ailleurs, on a la suite exacte
0 — FilM' — M’ — H' (A xx Spf(D(«)), Oax yspf(Dw))) — 0
aprés extension des scalaires a S’/ Pt 5 , elle fournit un morphisme surjectif Gg-équivariant

('/p"25"), @y M= (S'/p"7+ ), @ H' (A X SPF(D()), Oaxsprniw)
Appliqué a I’égalité @, il induit un isomorphisme Gs-équivariant canonique
(AU( ")/ (s, (PP~ . w)AO(S/)) ®Agis(5/) u
(07 5 /' 775"), @pgy H' (A xa SPF(D(W)), Oaxyspiniuy)

En outre, (Ag(S)/pAo(5")) ® ®ZY () U’ est libre de rang g sur S'/p' pg’, et sa hauteur de

Hodge vaut
1 N w
SHU) =((p—1Dg+1)%



90 BRINON, O., MOKRANE, A., AND TILOUINE, J.
D’apreés [8, Proposition 5.25|, comme H (L{’ ) < % le F,-espace vectoriel
Vis ==V (Mo(S")/(p, PP~ 7) Ao (S"), U)

est de dimension g. Soit u 'image de 0;(§) = #, i.e. de 1 — [%p dans Ag(S")/pAo(S").
C’est une unité. D’aprés ce qui précéde et par le Lemme [8, 5.23|, le F,-espace vectoriel
Vi,¢ s’identifie au noyau de

1
w = _2 = up— P w — 1 =
(pr8'/p"78"), @ow) Hy === (pr5'[p""75"), @) Hs.
ol Hév = H! (A X x Spf(D(u')), OAXXSpf(D(u/))).

Notons ug I'image de
f: m! w1 (=P "
m p

m=0

dans A¢(S")/pAo(S’) (comme lidéal p A
Acm(S/) on a < —b ) €A

CHS(S’ ) + Ker(f) est a puissances divisées dans

1 m—1 . 1
S")). Comme m'(pj) = H 1_Z(p_1), on a v, (m'(pmj)> =

p—1 -

CI'IS(

S") (pour la topologie

[, ce qui implique que la série qu1 précede converge dans A (

p—adlque). On a bien sir v = uf~'. Par ailleurs, pour g € Gg, on a g([p]) = [¢]“9[p] (on
c: Gg — Z,(1) est un cocycle), de sorte que g (Lﬁ] ) = [¢]pel9) ﬂp . Comme l'image de [(]?

dans Ag(S")/pAo(S’) vaut 1, 'élément ug est invariant sous l’actlon de Gs/. On a donc un
diagramme commutatif

-

w — _2 = up—pP 7—
0 Visr (pPS//pl pSl)ws/@)D( )HS/—>(p”S/p P /)wS,®D(U’) Hé"

- -
1
¢—pP

~ = 1—-2 = a 1-1a
0 Vis (S’/p pS/)TZ]S/@D(u’) HY, (S’/p "S/)%,@D(u’) Hy

Comme ug est inversible, les applications verticales sont injectives, comme il est invariant
sous l'action de Gg/, elles sont Gg-équivariantes. Par ailleurs, le F,-espace vectoriel 17175/
est de dimension g en vertu de [8, Proposition 5.25|. Il en résulte qu'on dispose d'un
isomorphisme F-linéaire Gg-équivariant canonique V; g = 17173/. En tordant a la Tate, on
en déduit, comme dans la Proposition [A.3.1] la suite exacte

1=

(10) 0= Vig(=1) —2 (p7715 @py HY ) @ (5'/p' 725

"d\'—'

d)—p

S (775 @) HY) © (593 5)

=~/ =~/
(en notant que t5 = pp%lfs ).
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Par ailleurs, avec les notations de [2], si v()) € }m, ﬁ],

a
_ ; a()
O_>H%ppf<A®S S/,G)\)(_ ) (S/ S)'l/} )HS’ —) (S//psl)sz@D(ul) HS/
(voir [2, Theorem 8.1 & Proposition 12.1]).
Prenonls)\:—]f etrzl—}lo;ona(pl)]('#l)<vp()\):§§1ﬁvuquep23et
a(A) = pr mod pZ, (car wy,_y = (p — 1)! mod p, ¢f [29, Proposition p.9]), de sorte que

I'isomorphisme H!(p?) induit I'identification

(11) 0 HE (As T, Gh)(—1) 2 (35 3) 4o ®O0w) Hs

Les applications de passage au quotient S'/pS’ — §'/p' 35" et 5 /pl_ES’ — S’/pl_%g’
induisent un morphisme entre les suites exactes et .
On a donc une application naturelle entre les noyaux

T Hflppf(A XRs g’,G)\)(—l) — ‘/1751(—1)

D’aprés [8, Lemme 5.23], ¢’est un isomorphisme.
Avec les notations de [2, Definition 6.5], on a

H%pr <A ® 3, 'up) prpf (A ®s S, GA) - H%ppf (A ®s S, MP)

Mais comme vp()\) = 1—1), le sous-groupe canonique H; ® S’ coincide avec 'orthogonal de

prpf (A ®s S’ up) A pour 'accouplement de Weil
(A®s S)[p] % Hippe (A ®5 8", 1) — 1y
(¢f [2, §13.1]). Rappelons que HE (A ®g S’ ) = A'[p] (S'). 11 en résulte donc que
Viig/(1) = prpf(A ®s S, 1)/ Vie = HY ®g 5’

(le premier isomorphisme étant déduit de la polarisation principale), de sorte que Vi g =~
H, ®g S’, ce qu’on voulait. O

B.2. Comparaison des applications de Hodge-Tate d’échelon 1. Soit v < % et
r =1 —v. Le schéma abélien A sur X'(v) est principalement polaris¢, mais afin de mettre
en évidence la fonctorialité utilisée, on distinguera dans cette section la variété abélienne
de sa duale A’ . .

Posons \g = —p?», Ay = (—p)?7T et soit A de valuation % < v(A) < p%l telle que
(p—1)-v(A) =1—v=r.Siv(a) <v(B), on note comme dans [2, Sect.5.3| n54: Gsg = Ga
le morphisme de schémas en groupes donné par (1 + fu) — 1+ a - (5/a)u. Pour tout

te[l—3,1], soit S} =5"/p'S".
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Lemme B.2.1. Les applications de réduction S, — S’ — 5/17 — 5’17 induisent un

2
P

3=

diagramme commutatif

1/ At qQ/ . Hl(pi\l) 1/ At Q1
HI(A" x §', G, )(~1) HI(Af x 51, O0)

ol |

1 t Q/ Hl(pﬁ) 1 t Q/
HL(A! x §',Gy)(—1) HL(A! x 57, Oq)

o | () l

HY(A! x S’ Gy, (—1) T HY (A x S' ,0u)

1—L

l _ | b
‘/vl’gl(—l) —p> (p_lf’Tl . H1<At X S/70At)>172

P

ou 1 est le morphisme entre les noyaux des suites exactes courtes et (@) définies ci-

dessus et I’/I'\Tlfg désigne la réduction modulo pl_% de application HT définie dans|A.3.2.

Démonstration. La commutation des deux premiers carrés est évidente, et la proposition
[2, Prop.12.1] montre que les fleches verticales 1y, » et 7, sont des isomorphismes. Le
dernier carré commutatif est donné par le morphisme de suites exactes de vers ;
on a vu que le morphisme 7 est un isomorphisme. Il

L’inclusion H'(A* x ', G)) € HY(A! x ', j1,,) donnée par le morphisme de faisceaux fppf
Gy = pp, u — 1+ Au s’identifie a inclusion du sous-groupe canonique A[p]* dans A[p]
(voir Lemme 12.3 de [2]).

D’autre part, avec les notations de [3, Prop.3.2.2 et Section 4|, les applications de restric-
tion induisent les isomorphismes de faisceaux fppf : w4/ xt(v)r = Wap)/xt (W), (Voir [3, 4.2.1]),
et Wap) /Xt ),r = WH, /Xt (w),r = WH, /X (v)- D€ plus, Hi- s’identifie au noyau de 'application
de Hodge-Tate classique HT 40 A'[p] — wap)/xt(0)-

Pour Spf S’ € Xf(v), considérons le morphisme de Hodge-Tate classique HT(S") = ag,
associé¢ a Hy (cf [IT]), donné par HY(S') 3 z — 2*(4L) € wpyyys ® S'/pS’. Rappelons
qu'on a posé r = 1 — v. Pour tout S’-module fini M, on note MV = Homg, (M, Sh.

Proposition B.2.2. Supposons qu’on ait v < % (donc v < i) Le diagramme suivant
est commutatif

D/ HT 41p)
AlplP(87) Way/s,

,\£ an HeDY s ”—/ v
Alp|MP(S7), =<—— H' (A" x 57, 04)

Remarque B.2.3. La donnée de \; fournit une racine primitive p-ieme de I'unité cano-
nique ¢ dans Z,/\Z,. En effet, par [6, Chap.5 Sect.6.2], 'exponentielle tronquée en degré
< p, notée E, permet de définir la racine primitive p iéme de l'unité { = FE(\;) dans
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Z,/\VZ,. Par conséquent, accouplement de Weil de x € A[p]>(S’) et de y € A[p]*(S")
définit un élément a € Z /pZ tel que (x,y) = (. La proposition revient a montrer que si
(z,y) = ¢*, alors pour la dualité entre Lie(A) et wa, on a (HT 4p)(z), H (0))(v))r = a.

Démonstration. 11 suffit de montrer ’énoncé pour (A;,1) a la place de (A, r). En effet
par la commutation du premier carré de six € Alp]® et y € Alp]M, la rela-
tion (z,y) = ¢* et a = (HTap(z),H'(p}")(y))1 entraine la relation (z,ny, A(y)) = (°
et a = (HT 45 (x), H (p})(y))» ; comme 1y, » est un isomorphisme de A[p]* vers Afp]*, la
proposition en résulte.
1 —
On fixe donc A\; = (—p)?—T et r = 1 dans ce qui suit. Soit m l'idéal maximal de Z, ; on
pose B o
A(m) = Ker (A(S") — A(S"/mS")).
Rappelons qu’il y a un unique homomorphisme de groupes formels
la: A(m) — Lie(A) ®s S'[p7"]
dont la dérivée en 0 est Id; c’est le logarithme de A (voir [20, Prop.11.1.6]). Considérons

le sous-faisceau O 4:(m)* de O, des fonctions formelles sur A" x S’ a valeurs congrues a 1
mod.m. La série logarithme usuelle définit un morphisme de faisceaux

10g3 6At (m)X — @At [pil]
d’ott en passant a la cohomologie un morphisme de groupes :
H'(log): H' (A" x §', O 4 (m)*) — HY(A" x §'[p7"], O4t)

On a HY(A! x 8,04 (m)*) = A(m) et H'(A! x §'[p~1],04) = Lie(A) ®s S'[p~']. Avec
ces identifications, la dérivée de ’homomorphisme H!(log) en 0 est I'identité. On trouve
donc H'(log) = £4. Soit 2 € Hom(A, G,,), et x, € Hom(Lie(A), Lie(G,,)) sa dérivée; en
caractéristique zéro, il est facile de vérifier que le diagramme

A(m) —2— Lie(A) ¢ S'p]

-~ log

G (m) —= Lie(G) ®s 8'[p7]

est commutatif. En effet, siy € A(m)et f: A(m) — S'[p~],onala(y)f = lim p~"[f(p"y)—
n—oo
£(0)], et de méme, pour z € G,,,(m) et g: G,,(m) — S’[p~1], on alog(z)g = lim p™"[g(p"z)—
n—oo
x

g(1)]. I suffit alors de remarquer que pour f = g oz,
2. (La(y)g = La(y)f = lim p~"[g(x(p"y)) — g(1)] = lim p~"[g(x(y)"") — g(1)]

on trouve donc z,(€4(y))g = log(z(y))g.

On restreint ce diagramme & A[p]*(S’). On note L(1+ A\ju) le tronqué a 'ordre < p du
logarithme log sur O4¢(A;)*. On voit donc que p}*(u) est la réduction de A7 L(1 + Aju)
modulo p. C’est un morphisme de faisceaux en groupes fppf, soit par [2], soit par [6, Chap.5

on a
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Sect.6.2]. En réduisant modulo p, on déduit de la commutation du diagramme ci-dessus
que pour tout x € Hom(A[p]™, G,,), le diagramme

_  HY(p1 _
ApM(5) 22 Lie(4) g 5
xl _ AL _lx
(14 M) 5

est commutatif.

Montrons alors la proposition . Siz € Alp]° on a HT(z) = z*(4L) € wa et pour
tout y € A[p]*(S"), ona H'(p}")(y) € Lie(A); ; on peut donc considérer {z* (<L), H (p}")(y)) €
S". La commutation du diagramme ci-dessus montre qu’il s’écrit aussi A\;'L(z(y)). Mais,
par [6l Chap.5 Sect.6.2], 'exponentielle tronquée en degré < p fournit une racine primitive
p-iéme de I'unité E()\;) dans Z,/NZ,, et si z(y) = E(A\)® (mod A)), on a a = A\ 'L(x(y))
dans Z,/pZ,. Ceci conclut la démonstration. U

ANNEXE C. MODULE DE DIEUDONNE D’UNE VARIETE SEMIABELIENNE

C.1. Log-cristal de la variété de Kuga-Sato. Par [16, Chap.VI, Th.1.1], il existe un W-
morphisme propre et log-lisse f: A — X prolongeant le schéma abélien universel f: A —
X ; il est associé a une décomposition en cones polyédraux rationnels 5 compatible a la
décomposition ¥ préalablement fixée pour définir X. On suppose que 3 est assez fine pour
que le schéma semi-abélien G — X soit muni d’une immersion ouverte dans A au-dessus
de X. On a la suite exacte de Hodge

\%

g/)?—>0

On a également une connexion a poles logarithmiques
V: Hllong(Z/)?) - Hllong(Z/X) ® QX(dIOgD)

ot D désigne le diviseur a I'infini de X sur W. En outre, on peut définir un endomorphisme
de Frobenius de la maniére suivante. Par log-lissité, Hij,ar(A/X) = Hi,eis(As/X) ol s
est le point fermé de W. Le Frobenius absolu de A, induit par fonctorialité un endomor-
phisme W-semilinéaire sur le cristal Hi,, . (As/X) sur X /W. Sur Xf(v), on dispose du
relévement excellent de Frobenius o: X f(]%) — X(v) deéfini par la "propriété universelle"
de la compactification toroidale [16, Th.IV.5.7 (5)] : Gu@) = Gu/Hu s, ot Hi — X'(v) dé-
signe le schéma en groupes canonique fini et plat de G (défini dans [3, Prop.4.1.3|). On peut
ainsi munir 7 = Hi 4z (A/X"(v)) d’une structure de F-cristal surconvergent de Hodge ([8,
Definition 3.20]) & poles logarithmiques.

C.2. Cartes locales de la variété de Kuga-Sato. On va utiliser les notations de [16],
IV.5.7, IV.6.7 et VI.1], ainsi que celles de . On doit comparer ¢pHiyes(A/X) avec le
module de Dieudonné¢ contravariant D, sur Epyx,. Soit Ap — Y} la vari¢té abélienne
universelle sur la strate Yj_f,, soit 0 = L} ® G, = Gp — Ap — 0 l'extension de Raynaud
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sur B et =L — BL le torseur sous Up(I') ® G, sur lequel le pull-back de Gp (encore

noté Gp) est muni d’une structure de 1-motif polarisé Lp — Gp. Le schéma formel é% =
Eﬁ; X g, Gp est muni d’une action de Gp et de Lp (par la structure de 1-motif de Gp
au-dessus de Zp), au-dessus du morphisme é} — =L donné par la premiére projection.
Soit Up(I") = Up(I") x L} ; considérons le tore Fp = Up(I') ® G,,,. On a une décomposition
Fp = Ep x (L} ® Gy,). On a donc une fibration (triviale) Fp — Ep en tores L} @ G,,.

On voit que =% est un Fp-torseur au-dessus de Ap via la composée
=f =f A A
Zp — Zp XBp Ap — Ap.

Soit 3 p une décomposition en cones polyédraux rationnels, admissible pour I'py X Lp, du
cone 513 cU p(I'). On la suppose compatible avec la décomposition ¥p de Cp, admissible
pour I'p, (pour les détails, voir [16, VI.1]). On forme I'immersion torique Fp C Fpg,ielle
est munie d’un morphisme F Py Epy, compatible avec les actions des tores Fp et Ep

~ ~ Fp J— =
via Fp — Ep. On définit =8 = = :1;3 x Fp Le morphisme = - — Bﬁg Xy, Ap est un
PXp PXp P

fibré en F P, Le schéma formel Efpi est encore muni d’une action de Gp et d’une action

)

de Lp via Lp — G p,au-dessus de E;EP.
On note f: E;,ip — Z,5, le morphisme canonique. Soit é;zp la complétion formelle de
~f
E;EP par rapport au diviseur Z};EF (voir D et Zps, la complétion formelle par rapport
au diviseur f *Z};’EP. On omet désormais 'exposant f pour alléger les notations.
Par [16, VI.1.11], on sait qu’aprés complétion formelle le long de Dp, le pull-back de
A — X par ¢p s’identifie au morphisme

~

Eps,/Lp = Eps,
induit par f.

C.3. Dévissage du log-cristal de la variété de Kuga-Sato sur une carte locale.
On a (aprés complétion formelle) :

AL (A = ML ((Ep,g,,/Lm/Ep,zP) .

~

Considérons le schéma formel p-adique X = Zfp, ; il n’est pas topologiquement de type
fini. On peut 'écrire X = Spf Ay o Aq est le complété de

Ox(Ty,...., T, T, ..., TT)

le long du diviseur S = T; -...T, = 0. On note h € Ay un relévement de l'invariant de
Hasse.
On considére Pouvert formel p-adique U = X (h™') U X(S™!) de X.
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Proposition C.3.1. 1) Le morphisme de quotient de Mumford sur Epp—

~

Tp: Zps — :Rg/Lp

mduit par complétion p-adique un morphisme de log-F-cristaux sur X :
Hllogcris ((EPﬁ/LP)/X) — ]D:ris(GP/X)

ou D* désigne le module de Dieudonné contravariant [20)
2) La restriction de w} a U s’insére dans une suite exacte courte

0— Hom<LP’ OZ/LCI“iS) - Hllogcris ((EfP,ip/LP”U/u) ﬂ-—P> D:ris(GP/u> — 0.

Remarque C.3.2. On notera que dans la suite exacte, seul le terme du milieu est a
singularités logarithmiques.

~

Le schéma formel p-adique X = Efp, donne par la construction de Berthelot [14] un
~ rig
=f

espace rigide X™8 = <H po) . Pour alléger les notations, on pose S = X8 et S)y, le
schéma logarithmique donné par le diviseur & l'infini. On pose aussi G = S xp, Gp,

~rig

GY =G/Lp, G = Epg et A = G/Lp. Rappelons quon a G C G et qu'on peut supposer
G¥ c A. On note mp la fleche de quotient de Mumford G — A au-dessus de Slog -

Lemme C.3.3. On a une suite exacte de faisceaux localement libres sur S :
(*) 0— HOFT'I(LP, OS) - Hllong(‘Z/Sbg) ﬂ_P> Hllong(a/S) —0

De plus la fleche de restriction p: Hllong(@/S) — HY(G/S) induite par G C G est un
1somorphisme.

Remarque C.3.4. 1) Soit L le sous-faisceau du faisceau constant Lp, constructible sur
S donné par les sous-groupes abéliens L, de Lp de rang r’ — r sur une strate Zp, ot le
rang torique de G¥ vaut g — ' (r < 7’ < g). Notons encore 7p la fléche de quotient de
Mumford G — G¥; On a aussi une suite exacte

0 — Hom(X p, Og) = HL(GY/S) B HLL(G/S) — 0
[Pour montrer I'exactitude, il suffit de travailler fibre a fibre sur chaque strate ou le rang
de la partie torique de G est constant.|
2) Le morphisme de restriction p induit par I'inclusion G¥ C A obtenue par passage au
quotient de G C G, n’est pas un isomorphisme : le rang de ], .z (A/S) est constant égal
a 2g tandis que celui de Hixz(GY/S) diminue sur les strates non ouvertes (et vaut g + r
sur la strate fermée). Il s’agit d’un faisceau cohérent qui n’est pas localement libre.

Démonstration. On sait que Hj,,qx(A/Sig) est localement libre de rang 2g (|16, Chap.VI|
et [24]). Par ailleurs, 'Hllong(E/ S) est localement libre de rang fini. En effet, G\G est un
diviseur a croisements normaux relatif sur S. L’espace S est réunion stricte (infinie) d’
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affinoides; il suffit donc de vérifier I'assertion pour S affinoide,et méme supposer que S
est un schéma S = Spec B lisse de type fini sur Q. On peut alors étendre les scalaires
a C et appliquer [15, Cor.3.14] qui montre que I'inclusion G C G au-dessus de S induit
Pisomorphisme p: Hj,qr (G/S) = Hig(G/S). Par le théoreme de Grothendieck relatif |18,
Th.2|, on voit que Hliz (G/S) est localement libre de rang fini. Comme G est extension de
Ap par L ® Gy, on trouve que le rang de Hig(G/S) est 2r + g —r = g + r. On déduit
qu’il en va de méme sur S = @;’gzp.
On proceéde comme dans [I3], 2.1] pour définir un morphisme

¥: Ker (75) — Hom(Xp, Oy)

Soit (U;) un recouvrement de A par des ouverts affines ; soit Ui; = U;NUj. Un élément
s de Ker (W}B) est une classe de cohomologie dans Hllong(Alog) On note w' le faisceau des

différentielles logarithmiques pour le morphisme f: A — Siog- La classe s est représentée
par un élément ((w;)i, (fij)ij) € @; fuwp, © B, f+Ov,; fermé pour la différentielle totale,
et tel qu’il existe des sections h; (localement sur S) de @, f.Oy, telles que mpw; = dh; et
mp = h; — h; sur U; ;. Pour chaque v € Lp, on définit alors g; = v*h; — h; et on note que
dg; = 0 et g; — g; = 0 sur U, ;. Les fonctions g; fournissent donc localement une fonction
sur S notée g,. La forme linéaire v — g, est I'image 1(s) de s cherchée. On voit que 9 est
injective.

Par [27, Chap.IL.5, Cor.2| (ot I'hypothése de propreté n’est pas nécessaire, lorsque la
cohomologie relative est de rang fini constant), il suffit de vérifier '’exactitude de la suite
fibre & fibre.

Soit x € S et soit K le corps résiduel de x (on peut supposer que c’est un corps p-adique).
Montrons que

Uy Ker (15,) — Hom(Xp, K)

est bijective. Sa description est analogue a celle de ¥ en rempla¢ ant f par sa fibre
fo: leog — Tj0g. L'image ¢,(s) de s est donc la forme linéaire v +— g,. On voit que
b, est injective. Il en résulte, en comparant les dimensions, que 7, est surjective.

On en déduit que la suite est exacte. O

de la proposition [C.3.1]. Soit E(G)/S l'extension vectorielle universelle de G/S'; en notant
encore G/ S le groupe de Barsotti-Tate de G, et G son dual de Cartier, c’est une extension
de G par wgp 26, Chap.IV, Cor.1.14]. On sait que le module de Dieudonné covariant de
G/S est défini par D(G/S)"e = Lie(E(G)/S) (par Mazur-Messing, Th.1 qui ne traite que
le cas abélien, mais la démonstration est la méme dans le cas de l'extension de Raynaud
G). Par [12, Th.1.2.2] on a un isomorphisme canonique ?—[éR(G/S) = Inv(Qps)- On a
donc un isomorphisme canonique Hiy (G/S) = D*(G/S)".

Pour étudier l'intégralité de la fleche induite par 7p, on se restreint d’abord de éﬁ_—@P a
éﬁ;; on observe, par la propriété d’universalité de l'extension vectorielle universelle que le
morphisme 7p: G — A défini sur E} induit une suite exacte de schémas en groupes sur
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(11>

v iasd

ceci fournit un morphisme D(G) — D(A) injectif sur les modules de Dieudonné covariants.
En effet, 7p induit un isomorphisme Lie(G) = Lie(A), et on voit facilement par le lemme
des cinq que la multiplication par p" (pour tout n > 1) fournit une suite exacte courte

0— G[p"] = A[p"] = Lp/p"Lp — 0

ce qui fournit par dualité de Cartier la suite exacte courte 0 — (Lp/p"Lp)P — A[p"]P® —
G[p"]° — 0 qui donne par passage aux différentielles I'injection

Wagb > WyD.

D’ ou, par [25, Th.1| un morphisme surjectif induit par 7p :

H(AJEL) TP DM (Gp/EL) = 0.

cris

De plus par le lemme|C.3.3| ce morphisme se prolonge & =%  (c’est a dire quand on inverse
P P, Ep

p). Pour voir qu'il se prolonge en fait a é}}zp, c’est a dire qu’il préserve 'intégralité, il suffit

s Bf

de remarquer que l'injection induite par la restriction de =£, sy aZp:

C?Ef L%(OEf
=p,x =p

P

est de conoyau sans p-torsion, ce qui évident sur les cartes affines explicites pour chaque
cone o € Yp, grace au sous-lemme :

Sous-Lemme C.3.5. Soit A une W[T']-algebre plate, réguliére. Soit L un A-module libre
de rang N. Soit L' un A-module de type fini contenu dans L[p~']. On suppose que L'[p~] =
Lip™'] et L'[T~Y) = L[T~']. Alors, L' C L.

Démonstration. Comme L est réflexif, on peut localiser en hauteur 1, et A devient principal.
Si f € L/, on sait qu’il existe mqy,my > 0 tels que p™ f € L et T™2f € L. Ceci entraine
feL. O

Remarque C.3.6. Par contre, L' n’est pas nécessairement libre de sorte que I'inclusion
peut étre stricte. Exemple : L' = (p,T) C W][T].

Pour montrer l'intégralité de la fleche ¢ du lemme |C.3.3] on utilise le relévement de A

a W donné par la construction de Faltings-Chai et on calcule le Hllogcris(Z / e pxp) COmMIMe
la cohomologie log-de Rham entiére. On obtient ainsi un diagramme

0 — Ker (W};) — Hllogcris ((EP’EP/LP)/EP,ZP> 2, ]D:ris(GP/ép,zp)

Avec : Ker (1}) < Hom(Lp, Oz

=PEp 7CI‘iS) :
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Ces morphismes sont clairement des morphismes de log-cristaux (car ils sont compatibles
aux connexions par construction). De plus, ces morphismes sont compatibles avec les Fro-

benius. Pour cela on rappelle que la formation du Hj,, . ((E ps,/LP)/ §P72P> commute

au changement de base, on peut vérifier la compatibilité aux Frobenius en procédant fibre
a fibre. Soit  un point fermé de (b5, )red, K (2) son corps résiduel le morphisme 7} se
factorise comme suit

Hiogeris (Ao/ K (2)105) = Hiiy(G,) = Hiyy(Gra) — D*(Gpa)

rig rig

On reprend alors I'argument de [13, 2.(ii)], la premiére fleche est construite comme dans
[11] ; elle est Frobenius équivariante par construction. La seconde est induite par mp, et est
donc compatible au Frobenius par fonctorialité. La compatibilité avec Frobenius du dernier
isomorphisme se montre séparément pour la partie abélienne (qui résulte des théorémes de
comparaison pour les variétés abéliennes entre coholomogie rigide et cristalline d’'une part
et cohomologie cristalline et module de Dieudonné d’autre part), et pour la partie torique,
on se rameéne a G, et la vérification est immédiate.

Reste a vérifier que ces données fournissent la suite exacte désirée quand on se restreint

. . ) . .. . =f.ord
a louvert U et en fait uniquement & I'ouvert ordinaire. En chaque point z de = Isogp, 1

fibre de Hioyeris ((EP’EP/LP)/EP,2P> s'identifie au HJ, ;. de la fibre. Comme I'image et le

logcris
noyau de 7j,, sont ordinaires comme F-cristaux. On en déduit que le Hy, ;. de la fibre est
ordinaire, et par un calcul facile, on voit que son espace de pente 0 est de dimension g et
se surjecte sur la partie de pente 0 de D*(Gpy). Il en résulte que 75 est surjective et de

noyau Hom(Lp, K(z)). Par Nakayama, on en déduit I’énoncé 2) de la proposition. O
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