Université Paris 13 L3 Algebre et géométries

Géomeétrie affine euclidienne

Exercice 1. Le théoréme de la bissectrice
Soit ABC' un triangle non plat et soit D € (BC') tel que (AD) est la bissectrice intérieure

de BAC. On se propose de montrer que AB.DC = AC.BD de deux fagons différentes.
1. Montrer le résultat en utilisant la lot de sinus .
2. Soit E € (AC) tel que (BE) est paralléle a (AD). Montrer que les triangles CAD et

CEB sont semblables et en déduire le résultat annoncé.

FiGURE 1 — Théoréme de la bissectrice

Exercice 2. (a) Avec les notations de la figure 2, montrer que l’angle a est égal au triple
de l’angle b.

(b) En vous inspirant de la question précédente, proposer, comme Archimeéde, une méthode
pour trisecter les angles a l'atde d’un compas et d’une regle marquée, i.e. portant deux
marques.

Exercice 3. 1) Dans le plan affine on note T la transformation qui a un triangle AgBoCo
associe le triangle de sommets Ay B1Cy les milieux respectifs de [ByCy|, [CoAo| et [AgBo).
Etudier la suite des triangles A, B, C,, obtenue en itérant T.

Indication : on donnera une application affine envoyant les A, By, Cy, sur Ayy1, Bni1, Cry.

2) On considére a présent un polygone A1As--- A, du plan affine et soit T la transforma-
tion qui lui associe le polygone de sommets A, pouri =1,--- ,n ou A} est l’isobarycentre
des A; pour j # i. Etudier la suite des polygones obtenus en itérant T .
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FI1GURE 2 — Trissection de ’angle a a 1’aide d’un compas et d'une regle marquée

Indication : comme dans la question précédente, on introduira une application affine
passant d’un polygone au suivant.

3) Généraliser le procédé précédent en dimension quelconque.

4) Dans le plan affine, étant donné un polygone de sommet Ay --- A,, on note T la trans-
formation qui lui associe le polygone A --- Al ou Al est le milieu de [A;A;—1] en posant
A_1 = A,. Cette transformation est-elle bijective ?

Indication : on pourra traduire matriciellement la transformation.

Exercice 4. (Point de Gergonne)
Notons D, E, F les points de contact du cercle inscrit d’un triangle ABC' avec ses cotés,
comme sur la figure ci-dessous.

1) Montrer, en utilisant le théoréme de Ceva dont on rapellera l’énoncé, que les droites
AFE, BF et CD sont concourantes au point dit de Gergonne.

2) Montrer que les coordonnées barycentriques homogénes du point de Gergonne sont
(tang : tan 2 : tan ).

Exercice 5. Soit E un espace vectoriel réel de dimension 2 muni d’une forme quadratique
q de signature (1,1).
— Montrer qu’il eziste une base (e1,e3) de E dans laquelle la matrice de q y soit égale
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FIGURE 3 —

— Soit f un élément de OT(q) (resp. O~ (q)) montrer que sa matrice dans la base
-1
(e1,e9) est de la forme ]S k(_]l (resp. ]2 ko )) pour k € R*. On note
O™ (q) la composante connexe de OF(E).
— On fait agir O(q) sur les droites de E. Décrire les orbites sous O(q), OT(q) et
O™ (q). Définir alors la notion d’angle hyperbolique de "deux” droites ainsi que sa
mesure.



1 1) D’apres la loi des sinus dans le triangle ABD (resp. ADC) on a :
sinBDA B sinBAD

sinﬁ B sinmﬁ

AB BD P T AC CD
et comme sinBDA = sinCDA et BAD = W, on en déduit
AB  BD
AC  DC

d’ott le résultat.

2) Le triangle AEB étant isocele en A, on en déduit que AE = AB. Les angles en E
et B du triangle CEB sont respectivement égaux aux angles en A et D du triangle CAD
et donc CEB et C'AD sont semblables. On en déduit donc que ﬁ—g = ﬁ—g = g—g d’ou le
résultat.

Remarque : le résultat est encore valable pour la bissectrice extérieure, la preuve étant
strictement la méme.

2 On trissecte un angle a en procédant comme sur la figure 2 :
— on trace un cercle de centre B et de rayon la distance r séparant les deux marques
de la regle;
— on dispose alors la regle de fagon a ce qu’elle passe par A, que I'une des marques
passe par le cercle et que l'autre soit sur (BD).
— L’angle b est alors égal a a/3.

En effet le triangle BC'D est isocele en C' et donc CBD = b de sorte que ¢ = 2b. Or BC'A
étant isocele en B, on a BAC = cet donc ABC =n—2c=n—4bet ABD =7—3b=n—a
soit a = 3b.

3 1) Notons G l'isobarycentre de AqByCy et soit h ’homothétie de centre G et de rapport
—%. De l'associativité du barycentre, on obtient que A; = f(Ap) et de méme pour B; et
C1. Ainsi le triangle A, B,,C,, s’obtient a partir de AygByCy en appliquant ’homothétie de
centre GG et de rapport (—%)” Le triangle limite est le triangle dégénéré d’unique sommet
G.

2) Comme précédemment, soit G l'isobarycentre des A; et f 'homothétie de centre G
et de rapport ——L-. D’aprés Passociativité du barycentre on a A} = f(4;) et donc AET)
s’obtient comme l'image de A; par 'homothétie de centre G et de rapport (—ﬁ)r. Le
polygone limite est réduit a I'unique sommet G.

3) L’associativité du barycentre étant valide en toute dimension, la transformation T
s’obtient toujours en appliquant I’homothétie de centre G et de rapport —% ou n est le
nombre de sommets.

4) En notant z;, 2, les affixes de A; et A}, on a la relation Z' = AZ avec

2 2]
z P 1

7 = .2 , 7 = .2 ) AZE([H+J)>
Zn 2l



0 --- 0 1
1 0 0 0

ouJ=1| 0 . . : | . On vérifie aisément que I,,, J, - -+, J" ! forme une famille
: .. .. .0
O -~ 0 1 0

libre de sorte que le polynéme minimal de J est aussi son polyndéme caractéristique et
comme J" = [, on en déduit qu’il est égal a X™ — 1. Ainsi J est diagonalisable de valeur
propre les ¥ avec ¢, = ¢*™/™ et k = 0,--- ,n — 1. Ainsi A est diagonalisable de valeurs
propres les @1’“2_+1

Pour n impair, on constate que 0 n’est pas une valeur propre de A et que donc la
transformation est bijective. En revanche pour n impair, A n’est pas inversible et la réponse

est donc clairement non.
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4 1) Ona AD = AF, BD = BE et CE = CF de sorte que = —1 et l'existence
du point de Gergonne découle du théoreme de Ceva.
2) Dans le triangle rectangle BET ot [ est le centre du cercle inscrit, on a BE. tan g =r;

de méme C'E.tan 7 = r de sorte que £ a pour coordonnées barycentriques homogenes (0 :

tan g : tan 7). Par permutations circulaires, D (resp. F') a pour coordonnées barycentriques

)

B

homogenes (tan § : tang 1 0) (resp. (tan§ : 0 :tan 7)) d’ou le résultat.
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