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Introduction

Parmi les obstacles possibles a la démocratie :

. systéme représentatif,
. liberté académique,

. faible indépendance des médias,

. limitation du champ possible des décisions,
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4. faible indépendance du systeme judiciaire,
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6. influence du découpage des circonscriptions,
7

. etc.
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etc.

on va étudier un élément plus technique : le mode de scrutin.



Problemes du systeme usuel

Méthode usuelle : scrutin uninominal majoritaire, a 1 ou 2 tours (SUM)
i.e. la majorité des voix I'emporte.



Problemes du systeme usuel

Méthode usuelle : scrutin uninominal majoritaire, a 1 ou 2 tours (SUM)
i.e. la majorité des voix |I'emporte.

la majorité des voix gagne
M obtient 38 voix

obtient 32 voix
& obtient 36 voix

obtient 26 voix

M a le plus de voix, donc...

CARRE GAGNE




Problemes du systeme usuel (SUM)

° la majorité des voix gagne
M obtient 49 voix
obtient 66 voix

[ ) . & obtient 17 voix
° .
. ° LA

) a le plus de voix, donc...
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a le plus de voix, donc...

GAGNE

Dilution des voix ~~ dilemme du vote utile.

» Incite a avoir peu de candidates,

> Incite les électrices a manipuler le scrutin (voter contre leurs
préférences),

» Sensibilité extréme a I'opinion sur une personne particuliére.



Problemes du systeme usuel (SUM)

la majorité des voix gagne
[ obtient 58 voix
obtient 56 voix

M ale plus de voix, donc...

CARRE GAGNE

Tyrannie de la majorité : les bleues sont moyennement contentes, mais les
jaunes sont tres décues !



Problemes du systeme usuel (SUM)

la majorité des voix gagne
[ obtient 58 voix
obtient 56 voix

M ale plus de voix, donc...

CARRE GAGNE

Tyrannie de la majorité : les bleues sont moyennement contentes, mais les
jaunes sont trés décues!
Autre "probléme" : scrutin a deux tours peut favoriser la bipolarisation.



Peut-on échapper au dilemme du vote utile ?

Theorem (Arrow, 1952)
» X ['ensemble des candidates, E |'ensemble des votantes.
> O(X) I'ensemble des ordres totaux (stricts) sur X.

» Le résultat d'un vote est donné par v € O(X)E.
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alors C(v) et C(v') classent x et y de la méme facon. (exemple)



Peut-on échapper au dilemme du vote utile ?

Theorem (Arrow, 1952)

» X ['ensemble des candidates, E |'ensemble des votantes.
> O(X) I'ensemble des ordres totaux (stricts) sur X.

» Le résultat d'un vote est donné par v € O(X)E.

> Exemple : X = {x,y,z}, E={1,2}

i=(x>z>y), w=(y>z>x) €O(X).

» Soit C: O(X)E — O(X) une fonction de choix, vérifiant :
> (Unanimité) si v est tel que ve: x >y pour tout e € E,
alors C(v) préfére x a y.
> (Indépendance aux alternatives non-pertinentes)
si pour tout e € E, ve et v, classent x et y de la méme facon,
alors C(v) et C(v') classent x et y de la méme facon. (exemple)

» Si |X| >3, alors C est un choix dictatorial,
i.e. il existe e* € E tel que pour tout v, C(V) = Ver.



Eléments de preuve

Definition
Un sous-ensemble D C E est dit décisif si lorsque toutes les électrices de D
votent un méme ordre O € O(X), alors O est choisi par C.
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Eléments de preuve

Definition
Un sous-ensemble D C E est dit décisif si lorsque toutes les électrices de D
votent un méme ordre O € O(X), alors O est choisi par C.

» Par I'axiome d'unanimité, E est décisif.

» Point clé :
I'ensemble 7 = {D C E | D est décisif } est un ultrafiltre sur E.

» Comme E est fini, F doit &tre de la forme {D C E | e* € D} pour un
certain e* € E.
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Peut-on échapper a la manipulation ?

Theorem (Gibbard—Satterthwaite, 1973)

> Soit P(X) I'ensemble des partitions ordonnées de X.

» Soit C: P(X)E — X une fonction.

> C est dite manipulable s'il existe v € P(X), e™"P € E et v™P tels que
> ve P = v, sie# P, et
> la manipulatrice e™"? préfére C(v™"P) a C(v).

> Si|im(C)| > 3, alors C est soit manipulable, soit dictatoriale.



Peut-on échapper a la manipulation ?

En autorisant d'éventuels tirages au sort :

Theorem (Gibbard, 1977)

Si |im(C)| > 3, que C est non-manipulable et vérifie le principe d’unanimité,
alors C est une dictature aléatoire.
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Theorem (Cas d'un référendum)

Si |X| = {x,y} et que les votes sont (x < y) et (y < x), alors la méthode
majoritaire est résistante a la manipulation (et est unique avec cette
propriété).



Peut-on échapper a la manipulation ?

En autorisant d'éventuels tirages au sort :

Theorem (Gibbard, 1977)

Si |im(C)| > 3, que C est non-manipulable et vérifie le principe d’unanimité,
alors C est une dictature aléatoire.

Theorem (Cas d'un référendum)

Si |X| = {x,y} et que les votes sont (x < y) et (y < x), alors la méthode
majoritaire est résistante a la manipulation (et est unique avec cette
propriété).

» M&me si aucun systéme n'est parfait, tous ne se valent pas.

> Les théoremes précédents s'appliquent seulement aux scrutins basés sur
un ordre des candidates.



Quelques modes de scrutin évitant la dilution des votes

Vote alternatif (ou vote a second tour instantané)

A partir de v € O(X)E, on élimine la candidate x € X qui est la moins
souvent mise en préférence maximale. On répéte |'opération avec I'ordre
induit v/ € O(X \ {x})E, jusqu'a ce qu'il n'y ait plus qu'une candidate.



Quelques modes de scrutin évitant la dilution des votes

Vote alternatif (ou vote a second tour instantané)

A partir de v € O(X)E, on élimine la candidate x € X qui est la moins
souvent mise en préférence maximale. On répéte |'opération avec I'ordre
induit v/ € O(X \ {x})E, jusqu'a ce qu'il n'y ait plus qu'une candidate.

Vote par approbation

. Quel(s) candidat(s) recoit
A votre approbation ¢

D Camille Carré
¢ Théo Triangle
Hichem Hexagone



Quelques modes de scrutin évitant la dilution des votes

Condorcet

On vote pour chaque duel x vs y.
La candidate x € X est dite vainqueuse de Condorcet si pour tout y # x, une
majorité d'électrices préfere x a y.



Quelques modes de scrutin évitant la dilution des votes

Condorcet

On vote pour chaque duel x vs y.
La candidate x € X est dite vainqueuse de Condorcet si pour tout y # x, une
majorité d'électrices préfere x a y.

Vote par notes

\\ Donnez & chaque candidat une note

entre 1(je déteste) et 5 (j'adore) :

°A /:‘ Carré 85%9%
/ Triangle
\\\///. Hexagone .@@@@

On choisit la meilleure moyenne (vote par valeurs) ou la meilleure médiane
(jugement majoritaire).



Un exemple (SUM)

quel type de scrutin ?
SuMm VA
Borda Condorcet

Approbation Valeurs

combien de groupes
d'électeurs ?

un deux trois

combien de candidats ?

deux  trois quatre

AI la majorité des voix gagne

I obtient 38 voix
obtient 36 voix
@ obtient 38 voix

obtient 0 voix
‘ obtient 2 voix

M ale plus de voix, donc...

%aa% | CARRE GAGNE
it

réinitialiser H

enreg. :

‘ [quand vous enregistrez, un lien & partager apparait ici]



Un exemple (vote par approbation)

quel type de scrutin ? I
le plus grand nombre
SUM VA . ’, d'approbations gagne
X3 M obtient 38 approbations
‘)
Badh ClmGlare X4 obtient 38 approbations
L)

»
Approbation Valeurs Poas © obtient 38 approbations

obtient 15 approbations

combien de groupes obtient 30 approbations
d'électeurs ?

un deux trois

combien de candidats ?

deux  trois quatre

rein |t| al I1ser ‘ \ enre g o ‘ http://xdeadcOde.github.io/ballot-fr'sandbox?m=%7B%22s%22%3A%

M a le plus d'approbations,
donc...

CARRE GAGNE




Un exemple (vote alternatif)

quel type de scrutin ?

1er tour :
SUM W33, W:38 /:36,®:38 0 :0,
»
> 12
Borda ondorcet q 33
e S U X personne n'a plus de 50 %. on
Approbation Valeurs aan® retire le perdant,
tour suivant !
combien de groupes
d'électeurs ? 2e tour :
un deux %8 W:38  :36®:38 0:2
‘.“\ vy personne n'a plus de 50 %. on
combien de candidats ? SoNES | refirele perdant,
) ] Saaa® tour suivant !
deux  trois quatre Jelgl]

réin |t| al iser ‘ ‘ enre g o ‘ http://xdeadcOde.github.io/ballot-fr'sandbox?m=%7B%22s%22%3A%



Un exemple (vote par valeurs)

quel type de scrutin ?
SumMm VA

la meilleure moyenne
I'emporte

score de M : 3.35 sur 5.00
score de . :3.21 sur5.00
score de @ : 3.38 sur 5.00
score de  :3.86 sur 5.00
score de ¢ : 3.82 sur 5.00

Borda Condorcet

Approbation

combien de groupes
d'électeurs ?

un deux trois

combien de candidats ?

deux trois quatre

réin ]tl a | iser ‘ ‘ enre g o ‘ http://xdeadcOde.github.io/ballot-fr'sandbox?m=%7B%22s%22%3A%

a le meilleur score, donc...

GAGNE




Un exemple (vainqueuse de Condorcet)

quel type de scrutin ?
Qui gagne chaque duel?

SuM VA V333, M vs © : / gagne 72 contre
orda ondorce
— 1554 M vs @ : ® gagne 58 contre
Daaa®

Approbation  Valeurs boo 56
M vs © @ gagne 76 contre

combien de groupes 38
d'électeurs ? M vs © : © gagne 76 contre

un deux R 38
‘.\‘\ e vs @ : . gagne 74 contre

combien de candidats ? R A
) ] Saaa® vs © 1 gagne 76 contre

deux  trois quatre Jelgl] 38

réin |t| al iser ‘ ‘ enre g o ‘ http://xdeadcOde.github.io/ballot-fr'sandbox?m=%7B%22s%22%3A%



Un exemple (méthode de Borda)

quel type de scrutin ?
SLM VA_ N33,

Approbation Valeurs

le plus petit score I'emporte
score total de Ml : 282
score total de . : 236
score total de @ : 282
Saad score total de « : 183
score total de © : 157

”
"

2. 959
s

combien de groupes

d'électeurs ? a le plus petit score, donc...
un deux N
GAGNE
. . [ \
combien de candidats ? NS

) i \“‘\
deux  trois quatre Jelgl]

réinitialiser ‘ ‘ enreg. : ‘ [quand vous enregistrez, un lien & partager apparait ici]




Scrutin de Condorcet

Condorcet
On vote pour chaque duel x vs y.

La candidate x € X est dite vainqueuse de Condorcet si pour tout y # x, une
majorité d'électrices préfere x a y.

Avantage : Une vainqueuse de Condorcet x le reste, s'il I'on retire des
candidates, ou si I'on ajoute des candidates y telles que x > y pour une
majorité d'électrices.



Paradoxe de Condorcet

Probléme : on a unicité, mais pas existence d'une vainqueuse de Condorcet.

Qui gagne chaque duel?

M vs  : . gagne 62 contre 52
M vs @ : W gagne 65 contre 49
vs @ : @ gagne 74 contre 40

PERSONNE ne gagne tous ses
duels.

PAS DE GAGNANT.

OH, NON.

En notant x > vy, le fait qu’'une majorité préfere x a y, le paradoxe de
Condorcet s'écrit

X>y>z>X.



Paradoxe de Condorcet

Theorem (de I'électeur médian, Black 1958)

Lorsque les préférences des électrices sont unidimensionnelles (représentées
par une fonction E — R), alors il existe toujours une vainqueuse de
Condorcet.

Theorem (Roberts, 1977)

Si les préférences sont unidimensionnelles, que chaque candidate x a une
valeur intrinséque f(x) et que les vote d’une électrice e cherchent a
minimiser f(x) — d(x, ), alors il existe une vainqueuse de Condorcet.



Méthode de Schulze

Idée : Pour résoudre un paradoxe x > y > z > x, on écrit le "diagramme

des révolutions"
y

SW @o

X & Z.
60%

On élimine la fleche la plus faible et on suit les révolutions restantes.
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Theorem (Robustesse a la manipulation)

Supposons qu’'on ait une partition X = XT I1 X—, avec X* # (), et qu'il
existe une majorité d'électrices dont les préférences vérifient X+ > X~.
Si cette majorité vote sincerement, alors la méthode de Schulze élit une
candidate dans X.



Méthode de Schulze

Idée : Pour résoudre un paradoxe x > y > z > x, on écrit le "diagramme

des révolutions"
y

SW @A

X & Z.
60%

On élimine la fleche la plus faible et on suit les révolutions restantes.

Theorem (Robustesse a la manipulation)

Supposons qu’on ait une partition X = XT I1 X, avec X+ # (), et qu'il
existe une majorité d'électrices dont les préférences vérifient X+ > X~.
Si cette majorité vote sincerement, alors la méthode de Schulze élit une
candidate dans X.

Probléme : lorsqu'il existe une vainqueuse de Condorcet, il est parfois
possible pour un groupe d'électrices de manipuler le scrutin et faire élire une
autre candidate.



Scrutin de Condorcet randomisé

Le scrutin de Condorcet randomisé permet d'éviter tout vote stratégique
contre une vainqueuse de Condorcet, lorsqu’elle existe.

y——t

oSS

X z

Principe : Le jeu du chifoumi sur X admet une stratégie optimale.
La méthode choisit la vainqueuse selon la loi de probabilité sur X
correspondante.



Vote par notations

Intérét majeur : permet d'exprimer davantage les préférences des électrices.

Theorem (Balinski—Laraki, Fabre)

Une fonction de choix social monotone et respectant la régle de la majorité
relative sur les paires de choix polarisés doit coincider avec la régle du
Jjugement majoritaire (si I'ensemble des notes est suffisamment grand).

Lien avec le principe de Condorcet : La médiane est la "note vainqueuse
de Condorcet", par le théoréeme de I'électeur médian.



Conclusion : un dilemme philosophique

Trahison de la démocratie ou sauvetage de la tyrannie de la majorité ?

la meilleure moyenne
I'emporte

score de M : 3.35 sur 5.00
score de . : 3.56 sur 5.00

a le meilleur score, donc...

GAGNE

Qui gagne chaque duel?

292, M vs . : M gagne 76 contre 38
2332
22292
23 }}JJ
A M gagne tout ses duels contre
J‘jﬁ les autres.
',
2937
i :
32855 CARRE GAGNE
';’p




