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Introduction commune

. LA CULTURE SCIENTIFIQUE ET TECHNOLOGIQUE
ACQUISE AU COLLEGE

A I'issue de ses études au collége, I'ééve doit s étre construit une
premieére représentation globale et cohérente du monde dans lequel il
vit. Il doit pouvoir apporter des éléments de réponse simples mais
cohérents aux questions: « Comment est constitué le monde dans
lequel je vis?», «Quelle y est ma place?», «Quelles sont les
responsabilités individuelles et collectives ? ».

Toutes les disciplines concourent a [I'élaboration de cette
représentation, tant par les contenus d enseignement que par les
méthodes mises en oeuvre. Les sciences expérimentales et la
technologie permettent de mieux comprendre la nature et le monde
construit par et pour I’'Homme. Les mathématiques fournissent des
outils puissants pour modéliser des phénomenes et anticiper des
résultats, en particulier dans le domaine des sciences expérimentales
et de la technologie, en permettant I’ expression et le développement
de nombreux ééments de connaissance. Elles se nourrissent des
problémes posés par |a recherche d' une meilleure compréhension du
monde ; leur développement est également, pour une trés large part,
lié alacapacité de |’ ére humain a explorer des concepts théoriques.
Ces disciplines ont aussi pour objet de permettre a I'éléve de
comprendre les enjeux sociétaux de la science et de la technologie,
ses liens avec les préoccupations de chaque étre humain, homme ou
femme. Lesfilles en particulier doivent percevoir qu’ elles sont a leur
place dans le monde des sciences a1’ encontre de certains stéréotypes
qui doivent étre combattus.

La perspective historique donne une vision cohérente des sciences et
des techniques et de leur développement conjoint. Elle permet de
présenter les connaissances scientifiques comme une construction
humaine progressive et non comme un ensemble de vérités révélées.
Elle éclaire par des exemples le caractére réciproque des interactions
entre sciences et techniques.

1. Unité et diversité du monde

L’extraordinaire richesse de la nature et la complexité de la
technique peuvent étre décrites par un petit nombre de lois
universelles et de concepts unificateurs.

L’unité du monde est d'abord structurelle: la matiére, vivante ou
inerte, est un assemblage d’atomes, le plus souvent organisés en
molécules. Les propriétés des substances ou des especes chimiques
sont fonction de la nature des molécules qui les composent. Ces
derniéres peuvent se modifier par un réarrangement des atomes
donnant naissance a de nouvelles molécules et ainsi & de nouvelles
substances. Une telle transformation dans laquelle la nature des
atomes, leur nombre total et |la masse totale restent conservés est
appel ée transformation (ou réaction) chimique.

La matiére vivante est constituée d' atomes qui ne sont pas différents
dans leur nature de ceux qui constituent la matiére inerte. Son
architecture fait intervenir un niveau d organisation qui lui est
particulier, celui de la cellule, elle-méme constituée d'un trés grand
nombre de molécules et siége de transformations chimiques.

Les étres vivants possedent un ensemble de fonctions (nutrition,
relation, reproduction) qui leur permettent de vivre et de se
développer dans leur milieu.

Les échanges entre I’ organisme vivant et le milieu extérieur sont a
I"origine de I’ approvisionnement des cellules en matiére (nutriments
et dioxygene permettant la transformation d'énergie et le
renouvellement des molécules nécessaires a leur fonctionnement) et
du rejet dans le milieu de déchets produits par leur activité.

Il existe aussi une unité de représentation du monde qui se traduit par
I"universalité des lois qui régissent les phénomeénes naturels: la
conservation de la matiére, qui se manifeste par la conservation de sa
masse totale au cours des transformations qu’elle subit, celle de
I’énergie au travers de ses transformations sous diverses formes. Les
concepts d’échange de matiere, d'énergie et d'information sous-
tendent auss bien la compréhension du fonctionnement des
organismes vivants que des objets techniques ou des échanges
économiques ; ils sont également la base d’ une approche rationnelle
des problémes relatifs a la sécurité et a I’environnement. Ce type
d'analyse est particuliérement pertinent pour comprendre les besoins
auxquels les objets ou les systémes techniques répondent ainsi que la
congtitution et le fonctionnement de ces objets.

C'est au contraire une prodigieuse diversité du monde que met en
évidence I’ observation quotidienne des paysages, des roches, des
especes vivantes, des individus... 1l n'y a la aucune contradiction :
ce sont les combinaisons d'un nombre limité d «especes
atomiques» (é€léments chimiques) qui engendrent le nombre
considérable d'espéces chimiques présentes dans notre
environnement, c'est la combinaison aéatoire des génes qui rend
compte de I' unicité de I'individu ; la reproduction sexuée permet ala
fois le maintien et la diversification du patrimoine génétique des
étres vivants.

En tant que tel, I'individu possede les caractéres de son espéce (unité
de |’ espece) et présente des variations qui lui sont propres (unicité de
I"individu). Comme chaque étre vivant, il est influencé a la fois par
I’ expression de son patrimoine génétique et par ses conditions de vie.
De plus, ses comportements personnels, notamment ses activités
physiques et ses pratiques alimentaires, influent sur la santé, tant au
planindividuel que collectif.

2. Percevoir le monde

L'Homme percoit en permanence, gréce aux organes des sens, des
informations de nature physico-chimique provenant de son
environnement. Au-dela de la perception directe, I’ observation peut
étre affinée par I'emploi dinstruments, objets techniques qui
étendent les possibilités des sens. Elle peut aussi étre complétée par
I’ utilisation d’ appareils de mesure et par I’ exploitation mathématique
des résultats qu'ils fournissent. L’ exploitation de séries de mesures,
laréflexion sur leur moyenne et leur dispersion, tant dans le domaine
des sciences expérimentales que dans celui de la technologie
introduisent I'idée de précision de la mesure et conduisent a une
premiére vision statistique du monde.

La démarche expérimentale, au-dela de la simple observation,
contribue a une représentation scientifique, donc explicative, du
monde.

3. Se représenter le monde

La perception immédiate de I’ environnement a |’ échelle humaine est
complétée par une représentation du monde aux échelles
microscopique d'une part et astronomique de l'autre. Les



connaissances acquises en mathématiques permettent de sappuyer
sur des modéles de représentation issus de la géométrie, de
manipuler les dimensions correspondantes et de les exprimer dans
les unités appropriées.

A I'échelle microscopique, I’ordre de grandeur des dimensions
respectives de I’ atome et de la cellule est connu.

A | échelle astronomique, le systéme solaire est congu comme un cas
particulier de systeme planétaire et la Terre comme une planéte
particuliere.

A la vision externe de |la Terre aux échelles moyennes s gjoute une
représentation interne de notre planéte et des matériaux qui la
composent, ains qu'a un premier degré de compréhension de son
activité et de son histoire.

La représentation du monde ne se réduit pas a une description de
celui-ci dans |’ espace. Elle devient cohérente en 'y adjoignant celle de
son évolution dans le temps. Ici encore, ce sont les outils mis en
place dans I'enseignement des mathématiques qui permettent de
comparer les échelles de temps appropriées : géologique, historique
et humaine et d'étudier divers aspects quantitatifs de cette évolution
(graphiques, taux de croissance...).

4. Penser mathématiquement

L’ histoire de I"humanité est marquée par sa capacité a élaborer des
outils qui lui permettent de mieux comprendre le monde, d'y agir
plus efficacement et de S'interroger sur ses propres outils de pensée.
A cdté du langage, les mathématiques ont été, dés I’ origine, I'un des
vecteurs principaux de cet effort de conceptualisation. Au terme de la
scolarité obligatoire, les ééves doivent avoir acquis les éléments de
base d’ une pensée mathématique. Celle-ci repose sur un ensemble de
connaissances solides et sur des méthodes de résolution de
problémes et des modes de preuves (raisonnement déductif et
démonstrations spécifiques).

Il LE SOCLE COMMUN DE CONNAISSANCES ET DE
COMPETENCES

1. Les mathématiques

Au sein du socle commun, les mathématiques entretiennent des liens
étroits avec les autres sciences et la technologie, le langage
mathématique permettant de décrire et de modéliser les phénomenes
de la nature mais elles s'en distinguent aussi car elles forment une
disciplineintellectuelle autonome, possédant son identité.

Ler6le de la preuve, établie par le raisonnement, est essentiel et I’on
ne saurait se limiter a vérifier sur des exemples la vérité des faits
mathématiques. L’ enseignement des mathématiques conduit a godter
le plaisir de découvrir par soi-méme cette Vérité, établie
rationnellement et non sur un argument d’autorité, et a la respecter.
Faire des mathématiques, ¢’ est se les approprier par I'imagination, la
recherche, le tatonnement et la résolution de problemes, dans la
rigueur de lalogique et le plaisir de la découverte.

Ainsi les mathématiques aident a structurer la pensée et fournissent
des modeles et des outils aux autres disciplines scientifiques et a la
technologie.

Les nombres sont au début et au coaur de I’ activité mathématique.
L’ acquisition des principes de base de la numération, I’ apprentissage
des opérations et de leur sens, leur mobilisation pour des mesures et
pour la résolution de problémes sont présents tout au long des
apprentissages. Ces apprentissages, qui se font en relation avec la
maitrise de la langue et la découverte des sciences, sont poursuivis
tout au long de la scolarité obligatoire avec des degrés croissants de
complexité —nombre entiers naturels, nombres décimaux, fractions,
nombres relatifs. L’apprentissage des techniques opératoires est
évidemment indissociable de I’ étude des nombres. 11 s'appuie sur la
meémorisation des tables, indispensable tant au calcul menta qu’au
calcul posé par écrit.

La géométrie doit rester en prise avec le monde sensible qu'elle
permet de décrire. Les constructions géométriques, avec leurs
instruments traditionnels — regle, équerre, compas, rapporteur —,
auss bien qu'avec un logiciel de géométrie, constituent une étape
essentielle a la compréhension des situations géométriques. Mais la
géométrie est auss le domaine de I'argumentation et du
raisonnement, elle permet le développement des qualités de logique
et derigueur.

L'organisation et la gestion des données sont indispensables pour
comprendre un monde contemporain dans lequel I'information
chiffrée est omniprésente, et pour y vivre. Il faut d’ abord apprendre a
lire et interpréter des tableaux, schémas, diagrammes, a réaliser ce
gu’est un événement aléatoire. Puis apprendre a passer d’ un mode de
représentation a I'autre, a choisir le mode le plus adéquat pour
organiser et gérer des données. Emerge ainsi |a proportionnalité et
les propriétés de linéarité qui lui sont associées. En demandant de
sinterroger sur la signification des nombres utilisés, sur
I"information apportée par un résumé statistique, sur les risques
d'erreur d'interprétation et sur leurs conséquences possibles, y
compris dans la vie courante, cette partie des mathématiques
contribue & former de jeunes adultes capables de comprendre les
enjeux et débats de la société ouils vivent.

Enfin, en tant que discipline d expression, les mathématiques
participent a la maitrise de la langue, tant a I’ écrit —rédaction,
emploi et construction de figures, de schémas, de graphiques — qu'a
I"oral, en particulier par le débat mathématique et la pratique de
|" argumentation.

2. Sciences d’'observation, d’expérimentation et
technologies

Pour connaitre et comprendre le monde de la nature et des
phénomeénes, il s agit d’ observer, avec curiosité et esprit critique, le
jeu des effets et des causes, en imaginer puis construire des
explications par raisonnement, percevoir la résistance du réel en
manipulant et expérimentant, savoir la contourner tout en s'y pliant.
Comprendre permet d'agir, s bien que techniques et sciences
progressent de concert, développent I'habileté manuelle, le geste
technique, le souci de la sécurité, le golt simultané de la prudence et
du risque. Peu a peu s'introduit I’interrogation majeure de I’ éthique,
dont I’ éducation commence tét : qu’ est-il juste, ou non, de faire ? Et
selon quels critéres raisonnés et partageables? Quelle attitude
responsable convient-il davoir face au monde vivant, a
|” environnement, ala santé de soi et de chacun ?

L’'Univers. Au-dela de I'espace familier, les premiers objets qui
donnent a pressentir, par observation directe, I’extension et la
diversité de I'univers sont la Terre, puis les astres proches (Lune,
Soleil), enfin les étoiles. Les mouvements de la Terre, de la Lune,
des planétes donnent une premiére structuration de I’ espace et du
temps, ils introduisent I’idée qu’un modéle peut fournir une certaine
représentation de la réalité. L' observation et I'expérience révélent
progressivement d’ autres échelles d’ organisation, celles des cellules,
des molécules, des ions et des atomes, chaque niveau possédant ses
regles d organisation, et pouvant étre également représenté par des
modéles. La fréquentation mentale et écrite des ordres de grandeur
permet de se représenter I'immensité de |’ éendue des durées, des
distances et des dimensions.

La Terre Pergue dabord par I'environnement immédiat —
atmosphére, sol, océans — et par la pesanteur qu'elle exerce —
verticalité, poids —, puis par son mouvement, sa complexité se révéle
progressivement dans les structures de ses profondeurs et de sa
surface, dans ses paysages, son activité interne et superficielle, dans
les témoins de son passé. L'étude de ceux-ci révéle, sous une
apparence immuable, changements et vulnérabilité. Les couches
fluides — océan et atmosphére — sont en interaction permanente avec
les roches. Volcans et séismes manifestent une activité d’ origine
interne. Ces interactions fagonnent les paysages et déterminent la
diversité des milieux ou se déroule I histoire de la vie. Les milieux



que peuple celle-ci sont divers, toujours associés a la présence et au
réle del’ eau.

Les techniques développées par |'espéce humaine modifient
I’environnement et la planéte ellee-méme. La richesse des matériaux
terrestres n’est pas inépuisable, cette rareté impliquant de se soucier
d'une exploitation raisonnée et soucieuse de I’ avenir.

L’ observation de la pesanteur, celle des mouvements planétaires,
enfin les voyages spatiaux, conduisent a se représenter ce qu’ est une
force, les mouvements qu'elle peut produire, a I'utiliser, a en
reconnaitre d’autres modalités — frottement, aimants —, a distinguer
enfin entre force et masse.

La matiére et les matériaux. L’expérience immédiate —
météorologie, objets naturels et techniques — révéle la permanence de
la matiére, ses changements d'état — gaz, liquide, solide — et la
diversité de ses formes. Parmi celles-ci, le vivant tient une place
singuliere, marquée par un échange constant avec le non-vivant.
L'eau et I'air, aux propriétés multiples, sont deux composants
majeurs de I'environnement de la vie et de I'Homme, ils
conditionnent son existence.

Ladiversité des formes de la matiére, de leurs propriétés mécaniques
ou électriques, comme celle des matériaux éaborés par I'’homme
pour répondre a ses besoins — se nourrir, se Vétir, se loger, se
déplacer... —, est grande. Des grandeurs simples, avec leurs unités,
en permettent une premiére caractérisation et conduisent a pratiquer
unités et mesures, auxquelles s appliquent calculs, fractions et regles
de proportionnalité. Les réactions entre ces formes offrent une
combinatoire innombrable, tant6t immédiatement perceptible et
utilisable (respiration, combustion), tantét complexe (industrie
chimique ou agro-alimentaire), précisément fixée par la nature des
atomes qui constituent la matiére. La conception et la réalisation des
objets techniques et des systemes complexes met a profit les
connaissances scientifiques sur la matiere: choix des matériaux,
obtention des matieres premiéres, optimisation des structures pour
réaliser une fonction donnée, maitrise de I'impact du cycle de vie
d’un produit sur I’ environnement.

Les sociétés se sont toujours définies par les matériaux qu'elles
maitrisent et les techniques utilisées pour leur assurer une fonction.
La méitrise, y compris économique, des matériaux, les technologies
de leur élaboration et transformation sont au coeur du
développement de nos sociétés nouveaux matériaux pour
I'automobile permettant d'accroitre la sécurité tout en alégeant les
véhicules, miniaturisation des circuits électroniques, biomatériaux.

Le vivant. Les manifestations de la vie, le développement des étres
vivants, leur fonctionnement, leur reproduction montrent cette
modalité si particuliére de la nature. L’ adaptation aux milieux que la
vie occupe, dans lesquels elle se maintient et se développe,
s accompagne de la diversité des formes du vivant. Pourtant, celle-ci
repose sur une profonde unité d organisation cellulaire et de
transmission d'information entre générations successives. Les
caracteres de celles-ci évoluent dans le temps, selon des déterminants
plus ou moains aléatoires, conduisant a des formes de vie possédant
une grande complexité.

La compréhension des relations étroites entre les conditions de
milieu et les formes de vie, ainsi que la prise de conscience de
I'influence de I'Homme sur ces relations, conduisent progressivement
a mieux connaitre la place de I'Homme dans la nature et prépare la
réflexion sur les responsabilités individuelles et collectives dans le
domaine de I'environnement, du développement durable et de la
gestion de la biodiversité.

L’ exploitation et la transformation industrielle des produits issus de
matiere vivante, animale ou végétale, suscitent des innovations
techniques et alimente un secteur économique essentiel.

Interactions et signaux. La lumiére est omni-présente dans
I"expérience de chacun, depuis son réle dans la vision jusqu’au
maintien de la vie des plantes vertes. Les ombres et la pratique
immédiate de la géométrie qu'eles offrent, la perception des
couleurs, la diversité des sources — Soleil, combustions, éectricité —

qui la produisent permettent d’ approcher ce qu’ est lalumiére, grace a
laquelle énergie et information peuvent se transmettre a distance.
D’autres modalités d'interactions a distance couplent les objets
matériels entre eux, ains que, grace aux sens, les étres vivants au
monde qui les entoure. Chez ceux-ci, le systéme nerveux, la
communication cellulaire sont congtitutifs du fonctionnement méme
de lavie. Chacune de ces interactions possede une vitesse qui lui est
propre.

L énergie. L'énergie apparait comme la capacité que possede un
systeme de produire un effet : au-dela de I’ usage familier du terme,
un circuit éectrique simple, la température d'un corps, les
mouvements corporels et musculaires, I'aimentation, donnent &
percevoir de tels effets, les possibilités de transformation d'une
forme d'énergie en une autre, |’ existence de réservairs (ou sources)
d’ énergie facilement utilisables.

De facon plus élaborée, |"analyse du fonctionnement des organismes
vivants et de leurs besoins en énergie, la pratique des circuits
électriques et leurs multiples utilisations dans la vie quotidienne, les
échanges thermiques sont autant de circonstances ou se révelent la
présence de |’ énergie et de sa circulation, le role de la mesure et des
incertitudes qui la caractérisent.

Le role essentiel de I'énergie dans le fonctionnement des sociétés
requiert d’en préserver les formes aisément utilisables, et d'étre
familier de ses unités de mesure, comme des ordres de grandeur.
Circulation d'énergie et échanges d'information sont étroitement
liés, I’ économie de celle-la étant dépendante de ceux-ci.

L’'Homme. La découverte du fonctionnement du corps humain
construit une premiére représentation de celui-ci, en tant que
structure vivante, dotée de mouvements et de fonctions diverses —
aimentation, digestion, respiration, reproduction — capable de
relations avec les autres et avec son milieu, requérant respect et
hygiéne devie.

L'étude plus approfondie de la transmission de la vie, de la
maturation et du fonctionnement des organes qui l'assurent, des
aspects génétiques de la reproduction sexuée permet de comprendre
a la fois l'unicité de I'espéce humaine et la diversité extréme des
individus. Chague homme résulte de son patrimoine génétique, de
son interaction permanente avec son milieu de vie et, tout
particulierement, de ses échanges avec les autres. Saisir le role de ces
interactions entre individus, a la fois assez semblables pour
communiquer et assez différents pour échanger, conduit a mieux se
connaitre soi-méme, a comprendre |'importance de la relation a
|'autre et a traduire concrétement des valeurs éthiques partagées.
Comprendre les moyens préventifs ou curatifs mis au point par
I'nomme introduit a la réflexion sur les responsabilités individuelles
et collectives dans le domaine de la santé. Une bonne compréhension
de la pensée statistique et de son usage conduit a mieux percevair le
lien entre ce qui reléve de I'individu et ce qui reléve du grand
nombre — alimentation, maladies et leurs causes, vaccination.

Les réalisations techniques. L’invention, [I'innovation, la
conception, la construction et la mise en oeuvre d'objets et de
procédés techniques servent les besoins de I’homme — alimentation,
santé, logement, transport, communication. Objets et procédés sont
portés par un projet, veillant & leur qualité et leur codt, et utilisant
des connaissances élaborées par ou pour la science. Leurs usages, de
la vie quotidienne a I'industrie la plus performante, sont
innombrables. Faconnant la matiere depuis I’échelle de I"humain
jusqu'a celle de I'atome, produisant ou utilisant I’électricité, la
lumiére ou le vivant, la technique fait appel a des modes de
conception et de raisonnement qui lui sont propres, car ils sont
contraints par le colt, la faisabilité, la disponibilité des ressources.
Le fonctionnement des rédlisations techniques, leur cycle de
production et destruction peuvent modifier [I'environnement
immédiat, mais aussi e sol, I’ atmosphére ou les océans de la planéte.
La sécurité de leur utilisation, par I'individu comme par la
collectivité, requiert vigilance et précautions.



[Il. LA DEMARCHE D’INVESTIGATION

Dans la continuité de I’ école primaire, les programmes du collége
privilégient pour les disciplines scientifiques et la technologie une
démarche d'investigation. Comme I’ indiquent les modalités décrites
ci-dessous, cette démarche n’est pas unique. Elle n’est pas non plus
exclusive et tous les objets d' étude ne se prétent pas également a sa
mise en oawre. Une présentation par I'enseignant est parfois
nécessaire, mais elle ne doit pas, en général, constituer |’ essentiel
d'une séance dans le cadre d'une démarche qui privilégie la
construction du savoir par |I'ééve. 1l appartient au professeur de
déterminer les sujets qui feront I'objet d'un exposé et ceux pour
lesquels la mise en ocawre dune démarche dinvestigation est
pertinente.

La démarche d'investigation présente des analogies entre son
application au domaine des sciences expérimentales et a celui des
mathématiques. La spécificité de chacun de ces domaines, liée a
leurs objets d’ étude respectifs et a leurs méthodes de preuve, conduit
cependant a quelques différences dans la réalisation. Une éducation
scientifique compléte se doit de faire prendre conscience aux éléves
alafois de la proximité de ces démarches (résolution de problémes,
formulation respectivement d’hypotheses explicatives et de
conjectures) et des particularités de chacune d’ entre elles, notamment
en ce qui concerne lavalidation, par I’ expérimentation d’'un coté, par
ladémonstration de |’ autre.

Repeéres pour la mise en ceuvre

1. Divers aspects d’'une démarche d’investigation

Cette démarche s'appuie sur le questionnement des éléves sur le
monde réel (en sciences expérimentales et en technologie) et sur la
résolution de problémes (en mathématiques). Les investigations
réalisées avec I'aide du professeur, I’ élaboration de réponses et la
recherche d'explications ou de justifications débouchent sur
I’ acquisition de connaissances, de compétences méthodol ogiques et
sur lamise au point de savoir-faire techniques.

Dans le domaine des sciences expérimentales et de la technologie,
chague fois qu'eles sont possibles, matériellement et
déontologiquement, I'observation, I'expérimentation ou I'action
directe par les éléves sur le réel doivent étre privilégiées.

Une séance d'investigation doit étre conclue par des activités de
synthese et de structuration organisées par |’ enseignant, a partir des
travaux effectués par la classe. Celles-ci portent non seulement sur
les quelques nations, définitions, résultats et outils de base mis en
évidence, que les éléves doivent connaitre et peuvent désormais
utiliser, mais elles sont aussi |’ occasion de dégager et d’ expliciter les
méthodes que nécessite leur mise en oeuvre.

2. Canevas d’'une séquence d’investigation

Ce canevas n'a pas la prétention de définir «la» méthode
d enseignement, ni celle de figer de fagcon exhaustive un déroulement
imposé. Une séquence est constituée en général de plusieurs séances
relatives a un méme sujet d' étude.

Par commodité de présentation, sept moments essentiels ont été
identifiés. L’ ordre dans lequel ils se succédent ne constitue pas une
trame & adopter de maniére linéaire. En fonction des sujets, un aler
et retour entre ces moments est tout a fait souhaitable, et le temps
consacré a chacun doit étre adapté au projet pédagogique de
I’ enseignant.

Les modes de gestion des regroupements d’ éléves, du bindme au
groupe-classe selon les activités et les objectifs visés, favorisent
I’ expression sous toutes ses formes et permettent un acces progressif
al’autonomie.

La spécificité de chaque discipline conduit & penser différemment,
dans une démarche d'investigation, le r6le de I'expérience et le choix
du probléme arésoudre. Le canevas proposé doit donc étre aménagé
pour chague discipline.

Le choix d'une situation - probléme:

- analyser les savoirs visés et déterminer les objectifs  atteindre ;

- repérer les acquis initiaux des éléves;

- identifier les conceptions ou les représentations des éléves, ains
gue les difficultés persistantes (analyse d'obstacles cognitifs et
d’erreurs) ;

- éaborer un scénario d’enseignement en fonction de I’analyse de
ces différents éléments.

L'appropriation du probléme par les éléves :

Les éléves proposent des éléments de solution qui permettent de
travailler sur leurs conceptions initiales, notamment par
confrontation de leurs éventuelles divergences pour favoriser
I’ appropriation par la classe du probléme arésoudre.

L'enseignant guide le travail des éléves et, éventuellement, |’aide a
reformuler les questions pour s assurer de leur sens, a les recentrer
sur le probléme arésoudre qui doit é&tre compris par tous. Ce guidage
ne doit pas amener a occulter ces conceptions initiales mais au
contraire a faire naitre le questionnement.

La formulation de conjectures, d’hypothéses explicatives, de
protocoles possibles :

- formulation orale ou écrite de conjectures ou d hypothéses par les
éléves (ou les groupes) ;

- élaboration éventuelle d'expériences, destinées a tester ces
hypothéses ou conjectures;

- communication ala classe des conjectures ou des hypothéses et des
éventuel s protocol es expérimentaux proposés.

L’investigation ou la résolution du probléeme conduite par les
éléves :

- moments de débat interne au groupe d’ éléves ;

- contr6le de l'isolement des parameétres et de leur variation,
description et réalisation de |’expérience (schémas, description
écrite) dans le cas des sciences expérimentales, réaisation en
technologie ;

- description et exploitation des méthodes et des résultats ; recherche
d’ éléments de justification et de preuve, confrontation avec les
conjectures et les hypothéses formul ées précédemment.

L'échange argumenté autour des propositions élaborées :

- communication au sein de la classe des solutions élaborées, des
réponses apportées, des résultats obtenus, des interrogations qui
demeurent ;

- confrontation des propositions, débat autour de leur validité,
recherche darguments; en mathématiques, cet échange peut se
terminer par le constat qu'il existe plusieurs voies pour parvenir au
résultat attendu et par |’ élaboration collective de preuves.

L’acquisition et la structuration des connaissances :

-mise en évidence, avec l'aide de I'enseignant, de nouveaux
éléments de savoir (notion, technique, méthode) utilisés au cours de
larésolution,

- confrontation avec le savoir établi (comme autre forme de recours a
la recherche documentaire, recours au manuel), en respectant des
niveaux de formulation accessibles aux éléves, donc inspirés des
productions auxquelles les groupes sont parvenus ;

- recherche des causes d'un éventuel désaccord, analyse critique des
expériences faites et proposition d’ expériences complémentaires,

- reformulation écrite par les éléves, avec I'aide du professeur, des
connaissances nouvelles acquises en fin de séquence.

La mobilisation des connaissances :

- exercices permettant d'automatiser certaines procédures, de
meitriser les formes d'expression liées aux connaissances
travaillées: formes langagiéres ou symboliques, représentations
graphiques... (entrainement), liens ;
- nouveaux problémes permettant
connaissances  acquises dans de
(réinvestissement) ;

- évaluation des connaissances et des compétences méthodol ogiques.

la mise en oavre des
nouveaux  contextes



IV. LA PLACE DES TECHNOLOGIES DE
L'INFORMATION ET DE LA COMMUNICATION

Les technologies de I'information et de la communication sont
présentes dans tous les aspects de la vie quotidienne : une maltrise
suffisante des techniques usuelles est nécessaire a I’ insertion sociale
et professionnelle.

Les mathématiques, les sciences expérimentales et la technologie
contribuent, comme les autres disciplines, a I'acquisition de cette
compétence. Elles offrent, avec les outils qui leur sont propres, de
nombreuses opportunités de formation aux différents éléments du
référentiel du B2i collége, et participent alavalidation.

Consolider la maitrise des fonctions de base d’un environnement
informatique, plus particulierement dans un environnement en
réseau, constitue un premier objectif. Ensuite, par une premiére
approche de laréalisation et du traitement de documents numériques,
I’ éléve comprend I"importance du choix du logiciel en fonction de la
nature des données saisies ou capturées et de la forme du résultat
souhaité (utilisation d'un tableur, expérimentation assistée par
ordinateur, numérisation et traitement d'images, exploitation de
bases de données, réalisation de comptes-rendus illustrés). Les
simulations numériques sont I’ occasion d’ une réflexion systématique
sur les modéles qui les sous-tendent, sur leurs limites, sur la
distinction nécessaire entre réel et virtuel; la simulation
d' expériences ne doit cependant pas prendre le pas sur
I’ expérimentation directe lorsgue celle-ci est possible. La recherche
de documents en ligne permet, comme dans d’ autres matiéres et en
collaboration avec les professeurs documentalistes, de s interroger
sur les critéres de classement des moteurs utilisés, sur la validité des
sources, d'effectuer une sélection des données pertinentes. Lorsque
les situations s'y prétent, des échanges de messages et de données
sont réalisés par I'intermédiaire des réseaux: compilation et
traitement statistique de résultats de mesures, transmission des
productions au professeur, travail en groupe. Les regles
d’identification et de protection, de respect des droits sont
systématiquement appliquées, de fagon a faire acquérir des
comportements responsables.

V. LES THEMES DE CONVERGENCE

Le contenu des themes de convergence a été établi conformément
aux programmes des disciplines concernées dans lesquels ils sont
mentionnés; ils n'introduisent pas de nouvelles compétences
exigibles et ne font pas |’ objet d’ un enseignement spécifique.

A I'issue de ses études au collége, I'ééve doit s étre construit une
premiére représentation globale et cohérente du monde dans lequel il
vit. L’ éaboration de cette représentation passe par |’ étude de sujets
essentiels pour les individus et la société. L’ édification de ces objets
de savoirs communs doit permettre aux éléves de percevoir les
convergences entre les disciplines et d'analyser, selon une vue
d ensemble, des réalités du monde contemporain.

Pour chaque enseignement disciplinaire, il s'agit de contribuer, de
fagon coordonnée, & |’ appropriation par les éléves de savoirs relatifs
a ces différents thémes, éléments d’'une culture partagée. Cette
démarche doit en particulier donner plus de cohérence ala formation
gue regoivent les éléves dans des domaines tels que la santé, la
sécurité et I’ environnement qui sont essentiels pour le futur citoyen.
Elle vise aussi, a travers des themes tels que la météorologie ou
I’énergie mais aussi la pensée statistique, a faire prendre conscience
de ce que la science est plus que la simple juxtaposition de ses
disciplines constitutives et donne accés a une compréhension globale
d’un monde complexe notamment au travers des modes de pensée
qu’elle met en cauvre.

THEME 1 : IMPORTANCE DU MODE DE PENSEE
STATISTIQUE DANS LE REGARD SCIENTIFIQUE
SUR LE MONDE

L'aléatoire est présent dans de trés nombreux domaines de la vie
courante, privée et publique : analyse médicale qui confronte les
résultats a des valeurs normales, bulletin météorologique qui
mentionne des écarts par rapport aux normales saisonnieres et dont
les prévisions sont accompagnées d’un indice de confiance, contrle
de qualité d'un objet technique, sondage d’ opinion...

Or le domaine de I'aléatoire et les démarches d’ observations sont
intimement liés ala pensée statistique. 1l s avére donc nécessaire, dés
le college, de former les éléves a la pensée statistique dans le regard
scientifique qu'ils portent sur le monde, et de doter les éléves d'un
langage et de concepts communs pour traiter I'information apportée
dans chaque discipline.

Objectifs

Au collége, seule la statistique exploratoire est abordée et I'aspect
descriptif congtitue I'essentiel de I'apprentissage. Trois types d'outils
peuvent étre distingués :

- les outils de synthése des observations : tableaux, effectifs,
regroupement en classe, pourcentages, fréquence, effectifs cumulés,
fréguences cumul ées,

- les outils de représentation : diagrammes a barres, diagrammes
circulaires ou semi-circulaires, histogrammes, graphiques divers,

- les outils de caractérisation numériques d'une série statistique :
caractéristiques de position (moyenne, médiane), caractéristiques de
dispersion (étendue, quartiles).

Contenus

Dans le cadre de I'enseignement des mathématiques, les éléves
sinitient aux rudiments de la statistique descriptive : concepts de
position et de dispersion, outils de cacul (moyennes,
pourcentages...) et de représentation (histogrammes, diagrammes,
graphiques) et apprennent le vocabulaire afférent. Ainsi sont mis en
place les premiers éléments qui vont permettre aux éléves de
réfléchir et de Sexprimer a propos de situations incertaines ou de
phénomenes variables, d'intégrer le langage graphique et les données
guantitatives au langage usuel et d'apprendre a regarder des données
a une plus grande échelle. L'utilisation de tableurs grapheurs donne
la possibilité de traiter de situations réelles, présentant un grand
nombre de données et de les étudier, chaque fois que c'est possible,
en liaison avec I'enseignement de physique-chimie, de sciences de la
vie et de la Terre et de technologie, dont les apports au mode de
pensée statistique sont multiples et complémentaires.

Le recueil de données en grand nombre et |la variabilité de la mesure
sont deux modes d’ utilisation des outils de statistique descriptive qui
peuvent étre particuliérement mis en valeur.

Le recueil de données en grand nombre lors de la réalisation
d'expériences et leur traitement

Les éléves sont amenés a récolter des données acquises a partir des
manipulations ou des productions effectuées par des binémes ou des
groupes; la globalisation de ces données au niveau d'une classe
conduit déa les éléves a dépasser un premier niveau d'information
individuelle.

Mais ces données recueillies a |’ échelle de la classe ne suffisent pas
pour passer au stade de la généralisation et il est nécessaire de
confronter ces résultats a d’autres réalisés en plus grand nombre,
pour valider |"hypothése qui sous-tend I’ observation ou |’ expérience
réalisée.

Tout particuliérement dans le domaine des sciences de la vie, de
nombreux objets d'éude favorisent cette forme de mise en cauvre
d'un mode de pensée statistique : larépartition des étres vivants et les
caractéristiques du milieu, la durée moyenne des régles et la période
moyenne de |’ovulation, les anomalies chromosomiques ... Les
résultats statistiques permettent d'éaborer des hypothéses sur une



relation entre deux faits d’'observation et d’en tirer une conclusion
pour pouvoir effectuer une prévision sur des risques encourus, par
exemple en ce qui concerne la santé.

Le probleme de la variabilité de la mesure

De nombreuses activités dans les disciplines expérimentales
(physique-chimie, sciences de la vie et de la Terre, technologie),
basées sur des mesures, doivent intégrer la notion d'incertitude dans
I'acte de mesurer et développer I'analyse des séries de mesures. Lors
de manipulations, les éléves constatent que certaines grandeurs sont
définies avec une certaine imprécision, que dautres peuvent
|égérement varier en fonction de paramétres physiques non maitrisés.
Plusieurs mesures indépendantes d'une méme grandeur permettent
ainsi la mise en évidence de la dispersion naturelle des mesures.
Sans pour autant aborder les justifications théoriques réservées au
niveau du lycée, il est indispensable de faire constater cette
dispersion d'une série de mesures et d'estimer, en régle générale, la
grandeur a mesurer par la moyenne de cette série.

THEME 2 : DEVELOPPEMENT DURABLE

Depuis son origine, I'espéce humaine manifeste une aptitude
inégalée a modifier un environnement compatible, jusqu’'a ce jour,
avec ses conditions de vie.

La surexploitation des ressources naturelles liée a la croissance
économique et démographique a conduit la société civile a prendre
conscience de I'urgence d'une solidarité planétaire pour faire face
aux grands bouleversements des équilibres naturels. Cette solidarité
est indissociable d'un développement durable, c'est-a-dire d'un
développement qui répond aux besoins du présent sans
compromettre la capacité des générations futures a répondre aux
leurs (rapport Brundtland, ONU 1987).

Objectifs

En fin de collége, I’ ééve doit avoir une vue d’ ensemble d’un monde
avec lequel I’'Homme est en interaction, monde qu'il a profondément
transformé. Sans que lui soient dissimulés les problémes qui restent
posés par cette transformation, il doit avoir pris conscience de tout ce
gue son mode de vie doit aux progres des sciences et des techniques
et de la nécessité de celles-ci pour faire face aux défis du
XXI*"décle.

Il sagit simplement de croiser les apports disciplinaires afin de
parvenir & une compréhension rationnelle tant de préconisations
simples (tri des déchets, économie del’eau...) que des argumentaires
de débat public.

Une andlyse tant soit peu approfondie des probléemes
d environnement demande a é&tre faite dans une approche
systémique : identifier les systémes en relation et la nature de ces
interconnexions ; mais cette étude ne peut étre abordée que de
maniére trés éémentaire au niveau du college.

L'essentiel est de faire comprendre que I'analyse d'une rédité
complexe demande de croiser systématiquement les regards, ceux
des différentes disciplines mais aussi ceux des partenaires impliqués
sur le terrain dans la gestion de I'environnement pour un
développement durable. Méme S'il est exclu de Simposer cette
méthode de fagon exhaustive, la convergence des apports
disciplinaires et partenariaux prend ici toute sa dimension.

Contenus

La physique-chimie introduit I'idée de conservation de la matiere
permet de comprendre qu'une substance rejetée peut étre diluée,
transformeée ou conservee. Les transformations chimiques issues des
activités humaines peuvent étre la source d'une pollution de
I”environnement mais il est également possible de mettre a profit la
chimie pour recycler les matériaux et plus généralement pour
restaurer |’ environnement.

L es sciences de la vie apportent |a connaissance des étres vivants et
de leur diversité. L'analyse d'observations de terrain concernant la

répartition des étres vivants dans un milieu, sensibilise aux
conséquences de la modification de facteurs physico-chimiques par
I'activité humaine.

Les sciences de la Terre contribuent a la compréhension de la
nature et & la connaissance de la localisation des ressources, de leur
caractére renouvelable ou non.

Les mathématiques fournissent les outils de traitement et de
représentation qui permettent |’analyse de phénoménes complexes.
De plus, la prise en compte d’' un vaste domaine d' espace et de temps
implique la manipulation des ordres de grandeur (en considérant
date, durée, vitesse, fréguence, mais aussi masses, surfaces, volumes,
dilutions...).

La technologie est indispensable a la compréhension des problémes
d’environnement d’une planéte transformée en permanence par les
activités de I'homme. De part les sujets abordés (les transports,
I’environnement et I’ énergie, I’ architecture et I’ habitat, le choix des
matériaux et leur recyclage), la technologie sensibilise les éléves aux
grands problémes de I’ environnement et du développent durable.

THEME 3 : ENERGIE

Le terme énergie appartient désormais alavie courante.

Quelles ressources énergétiques pour demain ? Quelle place aux
énergies fossiles, a |’ énergie nucléaire, aux énergies renouvelables ?
Comment transporter |’ énergie ? Comment la convertir ? |l s'agit de
grands enjeux de société qui impliquent une nécessaire formation du
citoyen pour participer a une réflexion Iégitime. Une approche
planétaire s impose désormais en intégrant le devenir dela Terre.

Objectifs

Au collége, il est possible de proposer une approche qualitative du
concept d'énergie : I'énergie possédée par un systéme est une
grandeur qui caractérise son aptitude a produire des actions.

Les concepts de source d énergie et de conversion de I’ énergie sont
indispensables aussi bien & la compréhension du fonctionnement des
organismes vivants qu'a I'analyse des objets techniques ou des
structures économiques. Ils sont également la base d’une approche
rationnelle des problémes relatifs a la sécurité, a I’ environnement et
au progrés socio-économique, dans la perspective dun
développement durable.

Contenus

La physique-chimie conduit a une premiére classification des
différentes formes d'énergie et permet une premiére approche de
I” étude de certaines conversions d’énergie. La grande importance de
I’électricité dans la vie quotidienne et dans le monde industriel
justifie I'accent mis sur I'énergie électrique, notamment sur sa
production.

La technologie, avec des supports issus des domaines tels que les
transports, |’architecture, |'habitat, I'environnement, permet de
mettre en évidence les différentes formes d’ énergie qui sont utilisées
dans les objets techniques.

L es mathématiques enrichissent ce théme notamment par |’ écriture
et la comparaison des ordres de grandeur, |’ utilisation des puissances
de 10 et de la notation scientifique, la réalisation et I’ exploitation
graphique de données ainsi que la comparaison de séries statistiques
concernant par exemple les réserves, les consommations, la
prospective pour les niveaux locaux, nationaux, planétaire.

Les sciences de la vie permettent aux éléves de constater que les
végétaux chlorophylliens n‘ont besoin pour se nourrir que de matiére
minérale a condition de recevoir de I'énergie lumineuse, alors que
pour I'organisme humain, ce sont les nutriments en présence de
dioxygéne qui libérent de I'énergie utilisable, entre autre, pour le
fonctionnement des organes.

En sciences de la Terre les séismes sont mis en relation avec une
libération d’ énergie.



THEME 4 : METEOROLOGIE ET CLIMATOLOGIE

Le futur citoyen doit étre particulierement sensibilise a la
météorologie et a la climatologie qui rythment ses activités et son
cadre devie.

L a météorologie a pour finalité fondamentale la prévision du temps,
dans |e cadre d’ une incessante variabilité du climat.

Moins connue du grand public, mais tout aussi importante, la
climatologie (ou science des climats) s'intéresse aux phénomenes
climatiques sur des périodes de I’ ordre de 30 ans et permet de bétir
des hypothéses et des perspectives a long terme sur le devenir de la
planéte.

Objectifs

Au college, la météorologie permet de prolonger et d approfondir les
activités abordées a I'école primaire, en mettant en cauvre des
mesures, réalisées pour la plupart directement par les éléves, mesures
concernant la pluviométrie, I'hygrométrie, la température, la vitesse
et la direction des vents, la pression, I'enneigement, et de les
exploiter sous de multiples formes.

Par ailleurs, météorologie et climatologie permettent d apporter
quelques réponses aux interrogations nombreuses des éléves sur les
événements climatiques exceptionnels qui lesinterpellent.

Contenus

De par la diversité des relevés qu'elle génére, les tracés de graphes,
les exploitations de données statistiques, météorologie et
climatologie mettent en synergie les disciplines scientifiques et la
technologie.

La physique-chimie permet a I'éléve de collége d’ expérimenter et
de comprendre les phénomeénes liés a la météorologie: les
changements d'état et le cycle de I'eau, la constitution des nuages,
les précipitations, les relevés de température, les mesures de
pression, le vent...

Par ailleurs, la météorologie joue un rdle important dans la sécurité
routiére et dans la navigation aérienne et maritime.

Un nouvel usage de la météorologie et de la climatologie a fait son
apparition depuis quelques années, lorsque les hommes ont pris
conscience de I'importance de la qualité de I'air. Des conditions
meétéorol ogiques particuliéres (conditions anticycloniques, inversion
de température, absence de vent) empéchent la dispersion des
polluants alors que la dynamique des vents amene la dispersion sur
toute la planéte de composés divers, tels que les radioél éments.

La technologie étudie les instruments de mesure liés a la
meétéorologie et peut conduire a la construction de certains d entre
eux. Elle analyse les objets techniques du domaine de la domotique
liés alamétéorologie.

L es mathématiques trouvent dans la météorologie des possibilités
d application tout afait intéressantes. A partir de relevés de mesures,
I’éléve S'investit dans la construction de graphiques, I’ utilisation des
nombres relatifs, le calcul de moyennes...

Les sciences de la vie et de la Terre s'intéressent aI’influence du
climat sur les modifications du milieu, donc sur la variation
éventuelle du peuplement animal et végétal. Par ailleurs, les
conditions climatiques en tant que facteurs environnementaux
peuvent intervenir sur |I’expression du programme génétique de
I’individu.

La biodiversité dépend dans une large mesure de la diversité des
climats, dont les modifications peuvent ainsi avoir des conséquences
significatives sur lafaune et laflore.

THEME 5 : SANTE

L'espérance de vie a éé spectaculairement allongée au cours du
XX®siécle: aors qu'ele était de 25 ans au milieu du XVI111° siécle,
elle est passée a 45 ans en 1900 et 79 ans en 2000 dans les pays

développés. Elle continue a croitre dans ces pays d environ deux a
trois mois par an.

Les études épidémiologiques montrent que les facteurs de risque
relévent autant des comportements collectifs et individuels que des
facteurs génétiques. L'analyse des causes de décés montre le role
prédominant de plusieurs facteurs: le tabac, I'alcool, les
déséquilibres alimentaires, I'obésité et les accidents de la vie
domestique et de laroute.

L'éducation a la santé est particulierement importante au collége, a
un &ge ou les éléves sont réceptifs aux enjeux de santé.

Objectifs

La plupart des comportements nocifs s acquiérent pendant I’ enfance
(habitudes alimentaires) et I’ adolescence (tabac, alcool, imprudence).
C'est donc en grande partie pendant la période du collége que les
adol escents prennent des habitudes qui pourront pour certains d’ entre
eux handicaper toute leur existence.

C'est pourquoi au college, I'éducation a la santé doit constituer pour
les parents d'éléves, I'ensemble de I'équipe éducative et le service de
santé scolaire une préoccupation et une mission essentielles. Pilotée
par le Comité d'Education & la Santé et la Citoyenneté de
| établissement, elle conduit ainsi I’ éléve, a choisir un comportement
individuel et citoyen adapté.

Au collége, I'éducation a la santé doit, d'une part compléter la
formation donnée a I’ Ecole et d'autre part, se fixer un nombre limité
d’ objectifs dont I'importance, cependant, nécessite un enseignement
approfondi en insistant sur I’ aspect positif (étre en forme, bien dans
son corps, bien dans sa téte) plut6t que sur les aspects négatifs (peur
des maladies) tout en présentant des risgues liés aux comportements
potentiellement nocifs. La santé est en effet définie par
I'Organisation Mondiale de la santé comme un éat de bien-étre
physique, mental et social. Elle n'est pas seulement I'absence de
maladie ou d'infirmité.

Contenus

Les sciences de la vie apportent aux éléves les bases scientifiques
leur permettant de comprendre les mécanismes du fonctionnement
harmonieux de leur corps et de construire leurs propres choix en vue
de gérer leur « capital santé» tout au long de leur vie. 1l s'agit, non
d'enseigner des choix a travers un discours moralisateur et
catastrophiste, mais d’éduquer au choix a travers des activités
concrétes.

La physique-chimie contribue, a travers différentes entrées du
programme, al'éducation ala santé:

- «Mélanges et corps » peuvent servir d' appui a la prévention des
risques liés ala consommation d’alcool et aux apports nutritionnels ;

- «L'ar qui nous entoure» trouve naturellement des
dével oppements dans la lutte contre |e tabagisme et la réduction des
comportements arisquesliés al’ environnement ;

- «L'énergie chimique» permet d aborder
nutritionnels et la prévention de I’ obésité.

La technologie, en étudiant les fonctions techniques des objets ou
les risques potentiellement nocifs de I'utilisation certains matériaux
et/ou énergies participe a I’ éducation a la santé et a I’ augmentation
de I’espérance de vie : apport des systémes de sécurité sur les
moyens de transport ; ééments de confort et domotique ; isolation
phonique; évolution des outils et des machines; évolution des
habitations, VMC, isolation, régulation.

L es mathématiques apportent les outils de description et d'analyse
sur le plan quantitatif des phénomenes éudiés dans le cadre du
théme:

- maltrise progressive des nombres et des opérations é émentaires ;

- représentations graphiques diverses et éléments statistiques.

les équilibres

THEME 6 : SECURITE

L'éducation a la sécurité constitue une nécessité pour I'Etat afin de
répondre a des problemes graves de société: les accidents



domestiques, de la route ou résultant de catastrophes naturelles ou
technologiques majeures tuent et blessent, chague année, un grand
nombre de personnes en France. La prise en charge de la prévention
et de la protection face & ces risques doit donc étre I'affaire de tous et
de chacun.

Il entre dans les missions des enseignants d assurer la sécurité des
éléves qui leur sont confiés, mais également d'inclure dans leurs
enseignements une réflexion argumentée qui sensibilise les éléves a
une gestion rationnelle des problémes de sécurité.

Objectifs

Les adolescents sont en général peu sensibles a ces problemes et a
I'idée de risque. Trop souvent, ils considérent implicitement que
«lesdrames n’ arrivent qu’ aux autres ». Les accidents les plus divers,
accidents domestiques, accidents liés aux déplacements, accidents
liés aux loisirs, sont pourtant la principale cause de mortalité dans
leur tranche d’ age.

Les enseignements donnés au collége doivent permettre d'identifier
les risques grace aux connaissances acquises dans les disciplines
scientifiqgues et en technologie (risques éectriques, chimiques,
biologiques, sportifs...). Ces enseignements doivent enfin apprendre
aux collégiens a adopter des comportements qui réduisent les
risques, tant ceux auxquels ils sont exposés sans en étre responsables
que ceux auxquels ils s exposent et exposent les autres. Il ne s agit
pas seulement d'inviter les éléves a adopter ces comportements au
cours de leur présence au collége, partie de leur emploi du temps qui
est de loin la moins exposée aux risques, mais de les convaincre, a
travers une véritable éducation a la sécurité, de transformer ces
comportements responsables en regles de vie.

L’ action éducative doit étre coordonnée avec celle de la famille ainsi
gu’ a des actions transversales qui contribuent & développer une réelle
culture du risque et sinscrivent dans une éducation a la
responsabilité et ala citoyenneté.

Contenus

L' éducation ala sécuritéimplique alafois prévention et protection.
C'est I'association des différents champs disciplinaires qui peut
apprendre a I'éléve a réduire sa vulnérabilité face aux risques
individuels et face aux risques majeurs, qu'ils soient d’origine
naturelle (séismes, volcanisme, mouvements de terrain, tempétes,
inondations...) ou d'origine technologique (risques industriels,
transports de matiéres dangereuses...).

Les mathématiques, au travers d’'un regard statistique, peuvent
conduire les éléves a distinguer |’ aéa, défini par sa fréquence et son
intensité, du risque qui associe aléa et importance des enjeux
humains. Par ailleurs I'information relative ala sécurité routiéere peut
s appuyer sur les connaissances mathématiques pour mettre en
évidence les liens entre vitesse et distance d'arrét, en tant
gu'exemple de non proportionnalité, entre vitesse et risques de
mortalité.

La physique, dans le domaine de la sécurité routiére, montre la
conversion de I'énergie cinétique en d autres formes au cours d'un
choc. Par ailleurs cet enseignement de physique et de chimie inclut
la sécurité des éléves au quotidien : sécurité électrique, sécurité et
chimie, sécurité et éclairage... Les risques naturels en liaison avec la
meétéorologie, les risques technologiques (toxicité des produits
utilisés, des déchets produits) sont également abordés.

L es sciences de la vie prennent également en compte la sécurité des
éléves lors des exercices pratiques: sécurité électrique, sécurité et
produits chimiques, risques liés a la manipulation de certains
produits d’origine biologique. Les notions dégagées lors de I’ étude
des fonctions sensibilisent aux graves conséquences, sur |’ organisme
humain, du non respect des régles de sécurité et d'hygiéne dans le
domaine de la santé.

Les sciences de la Terre mettent I'accent sur la prévention, par
exemple de certains risques naturels en suggérant de limiter I’ érosion
par une gestion raisonnée des paysages. Une compréhension de

I'activité de la Terre permet aux éléves de mieux intégrer les
informations sur les risques liés aux séismes et au volcanisme.

L a technologie prend trés fortement en compte la sécurité des éléves
lors de I' utilisation des outils de production. Par ailleurs, elle fait une
large place aux conditions de sécurité dans I’ étude des transports,
dans la rédisation d appareillages de domotique, dans I’ étude de
systémes énergétiques, et dans les réalisations ou études techniques a
tous niveaux.

En s appuyant sur les acquis disciplinaires, la mobilisation active de
I’éleve autour des problémes de sécurité peut S exprimer de
différentes fagons:: il peut étre associé a la production de documents
organisés autour de différentes rubriques : sécurité électrique, chimie
et <éeurité, séeurité et matériaux, Sécurité routiére, sécurité et
éclairage, environnement et sécurité, sécurité et risques majeurs
naturels ou technologiques, sécurité dans le sport et les loisirs,
sécurité médicale, séeurité alimentaire et santé publique.

Quel que soit le domaine abordé I'éducation a la sécurité,
composante de I’ éducation civique, doit affermir la volonté du futur
citoyen de prendre en charge sa propre sauvegarde et I'inciter a
contribuer a celle des autres en respectant les régles éablies et les
réglementations.

VI. UTILISATION D’OUTILS DE TRAVAIL EN LANGUE
ETRANGERE

Travailler avec des documents en langue étrangére est a la fois un
moyen d'augmenter le temps d'exposition a la langue et une
ouverture a une autre approche des sciences.

Les outils (textes, modes d’ emploi, images |égendées, cartes, sites...)
doivent étre adaptés au niveau des éléves.

Cest auss I'occasion d'un enrichissement mutuel entre les
enseignements linguistiques, scientifiques et technologique.



Mathématiques

Préambule pour le college

Ce préambule compl éte I'introduction commune al’ ensemble des disciplines scientifiques et technologique alaguelleil convient de se référer.

1. Finalités et objectifs

A I"école primaire, une proportion importante d’ éléves s intéresse a
la pratique des mathématiques et y trouve du plaisir. Le maintien de
cet intérét pour les mathématiques doit étre une préoccupation du
collége. Il est en effet possible de se livrer, & partir d'un nombre
limité de connaissances, a une activité mathématique véritable, avec
son lot de questions ouvertes, de recherches pleines de surprises, de
conclusions dont on parvient a se convaincre. Une telle activité,
accessible aux éléves, a une valeur formatrice évidente et leur permet
d'acquérir les savairs et savoir-faire qui leur seront nécessaires.

1.1. Les mathématiques comme discipline de for mation générale
Au college, les mathématiques contribuent, avec d’ autres disciplines,
a entrainer les éléves a la pratique d’une démarche scientifique.
L' objectif est de développer conjointement et progressivement les
capacités d' expérimentation et de raisonnement, d’imagination et
d’'analyse critique. Elles contribuent ainsi a la formation du futur
citoyen.

A travers la résolution de problémes, la moddisation de quelques
situations et |'apprentissage progressif de la démonstration, les
éléves prennent conscience petit a petit de ce qu’est une véritable
activité mathématique: identifier et formuler un probléme,
conjecturer un résultat en expérimentant sur des exemples, bétir une
argumentation, contréler les résultats obtenus en évaluant leur
pertinence en fonction du probléme éudié, communiquer une
recherche, mettre en forme une sol ution.

1.2. L’ outil mathématique

Les méthodes mathématiques s appliquent a la résolution de pro-
blémes courants. Elles ont cependant leur autonomie propre et
I’ efficacité des concepts qu'elles étudient, due a leur universalité,
leur permet d'intervenir dans des domaines auss divers que les
sciences physiques, les sciences de la vie et de la Terre, la techno-
logie, la géographie... Certaines de ces disciplines entretiennent des
liens trés étroits avec la discipline mathématique qui leur apporte
I'efficacité de ses outils et, en retour, nourrit sa réflexion des
problémes qu’elles [ui soumettent.

L' enseignement tend a la fois a développer la prise de conscience de
cette autonomie par les éléeves et a montrer que I'éventail des
utilisations est trés largement ouvert. Au collége, est visée la maitrise
de techniques mathématiques élémentaires de traitement
(organisation de données, représentations, mises en éguation) et de
résolution (calculs et équations bien slr, mais aussi constructions).
Leur emploi dans la prévision et I'aide a la décision est précieux
dans de multiples circonstances, de la gestion familiale a I' activité
scientifique ou professionnelle.

1.3 Les mathématiques comme discipline d’ expression

Les mathématiques participent a I’ enrichissement de I'emploi de la
langue par les éléves, en particulier par la pratique de
I"argumentation. Avec d'autres disciplines, les mathématiques ont
également en charge |'apprentissage de différentes formes
d’ expression autres que la langue usuelle (nombres, symboles,
figures, tableaux, schémas, graphiques) ; elles participent aind a la
construction de nouveaux langages. L’usage largement répandu des
moyens actuels de traitement de I’information et de communication
exige une bonne maitrise de ces formes variées d’ expression.

1.4. Lesmathématiques et I'histoiredes arts

L’ enseignement des mathématiques contribue & sensibiliser I'éléve &
I"histoire des arts dans la continuité de I'enseignement assuré a
I"école primaire. Situées dans une perspective historique, les cauvres
appartiennent aux six grands domaines artistiques définis dans le
programme d’ histoire des arts. Ces oauvres permettent d’ effectuer
des éclairages et des croisements en relation avec les autres
disciplines: au sein des « arts de |’ espace », peuvent, par exemple,
étre abordés certains principes géométriques utilisés dans
I"architecture et dans I'art des jardins, «les arts du visuel »
permettent, par exemple, d’ aborder la question de la perspective, les
constructions en pavages; dans les «arts du langage » certains
procédés de construction littéraire S appuient sur des principes
mathématiques. Les thématiques proposées dans I’ enseignement de
I’histoire des arts, par exemple « Arts, espace, temps » ou « Arts et
innovations techniques », permettent d’introduire quelques grands
repéres dans |’ histoire des sciences, des techniques et des arts.

2. Le socle commun

Le socle commun de connaissances et de compétences recouvre en
mathématiques la quasi totalité des champs du programme, la
différence entre le programme proprement dit et le socle commun
résidant surtout dans le degré d approfondissement et dans
I’ expertise attendue. De plus, pour la maitrise de nombreux concepts,
un temps d’ appropriation plus important est laissé aux éleves.

Certes, quelques connaissances inscrites dans les programmes ne
figurent pas dans les compétences du socle (trigonométrie, équation,
fonctions, ...) mais c'est essentiellement au niveau des capacités
attendues et des activités proposées que la différence entre les
exigibles apparait. Elles sont identifiées dans |les programmes par un
recours aux caractéres italiques, signal é systématiquement.

Sur deux points importants, le socle commun se démarque de fagon
importante du programme :

- dans le domaine du calcul littéral, les exigences du socle ne portent
que sur les expressions du premier degré a une lettre et ne



comportent pas les techniques de résolution algébrique ou graphique
de |’ éguation du premier degré & uneinconnue;;

- dans le domaine géométrique, les éléves doivent apprendre a
raisonner et & argumenter, mais |'écriture formalisée d'une
démonstration de géométrie n' est pas un exigible du socle.

De plus, il faut prendre en compte, a propos des connaissances et
capacités relatives aux nombres en écriture fractionnaire, que le
travail sur les quotients est exigeant et doit étre conduit sur les quatre
années de collége. Au niveau des exigibles du socle commun, toute
technicité est exclue, puisque —dans I’ esprit général du socle —on se
limite a des problémes simples, proches de la vie courante, utilisant
des nombres en écriture fractionnaire.

3. Organisation des contenus
Les quatre parties des programmes des classes du collége
S organisent autour des objectifs suivants :

* organisation et gestion de données, fonctions

- maitriser différents traitements en rapport avec la proportionnalité ;
- approcher la notion de fonction (exemples des fonctions linéaires et
affines) ;

- Sinitier a la lecture, a I'utilisation et a la production de repré-
sentations, de graphiques et al’ utilisation d'un tableur ;

- acquérir quelques notions fondamentales de statistique descriptive
et se familiariser avec les notions de chance et de probabilité.

* nombreset calcul

- acquérir différentes maniéres décrire des nombres (écriture
décimale, écriture fractionnaire, radicaux) et les traitements
correspondants ;

- se représenter la droite graduée compléte, avec son zéro séparant
les valeurs positives et négatives et apprendre a y localiser les
nombres rencontrés ;

- poursuivre |'apprentissage du calcul sous toutes ses formes:
mental, posg, instrumenté ;

- assimiler progressivement |e langage algébrique et son emploi pour
résoudre des problémes (en particulier distinguer égalité, identité et
équation).

* géométrie

- passer de I'identification perceptive (la reconnaissance par la vue)
de figures et de configurations a leur caractérisation par des
propriétés (passage du dessin alafigure) ;

- isoler dans une configuration les éléments a prendre en compte
pour répondre a une question ;

- étre familiarisé avec des représentations de |’ espace, notamment
avec |’ utilisation de conventions usuelles pour |es traitements permis
par ces représentations ;

- découvrir quelques transformations géométriques simples:
symétries : symétries axiales et centrales ;

- se constituer un premier répertoire de théoremes et apprendre a les
utiliser.

* Grandeurs et mesure

- se familiariser avec I'usage des grandeurs les plus courantes
(longueurs, angles, aires, volumes, durées) ;

- connéitre et utiliser les périmétres, aires et volumes des figures
planes et des solides étudiés ;

- calculer avec les unités relatives aux grandeurs étudiées, ains
gu'avec les unités de quelques grandeurs quotients et grandeurs
produits.

Ces programmes sont construits de maniére a permettre une
acquisition et un approfondissement progressifs des notions sur toute
la durée du collége. Leur mise en oeuvre est enrichie par I'emploi
des instruments actuels de calcul, de dessin et de traitement
(calculatrices, ordinateurs).
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4. Organisation des apprentissages et de

PPenseignement

Les enseignants ont le libre choix de I'organisation de leur
enseignement, dans le respect des programmes. 11 importe cependant
d'éviter I’ émiettement des savoirs et des méthodes et de faciliter leur
bonne structuration, en particulier en vue d’ une initiation progressive
au raisonnement déductif.

Une difficulté de I'enseignement au collége vient de la double
nécessité de traiter la totalité du programme et d’assurer a tous les
éléves la maitrise des éléments du socle. En mathématiques, c'est a
travers une pédagogie différenciée basée sur la résolution de
problémes et la mise en activité de la totalité des éleves que ce
double objectif peut étre atteint.

Il est nécessaire d entretenir les capacités développées dans les
classes antérieures, indispensables a la poursuite des apprentissages
et a la maltrise du socle commun par tous les éléves. Cet entretien
doit étre assuré non par des révisions systématiques mais par des
activités appropriées, notamment des résol utions de problémes.

4.1. Une place centrale pour larésolution de problémes

La compréhension et [I'appropriation des connaissances
mathématiques reposent sur |’ activité de chaque ééve qui doit donc
étre privilégiée. Pour cela, et lorsque ¢’ est possible, sont choisies des
situations créant un probléme dont la solution fait intervenir des
«outils », c'est-a-dire des techniques ou des notions déja acquises,
afin d'aboutir & la découverte ou a I'assimilation de notions
nouvelles. Lorsque celles-ci sont bien maitrisées, elles fournissent &
leur tour de nouveaux «outils», qui permettent un cheminement
vers une connaissance meilleure ou différente.  Ainsi, les
connaissances peuvent prendre du sens pour I'éléve a partir des
questions qu'il se pose et des problémes qu'il résout. Les situations
choisies doivent :

- prendre en compte les objectifs visés et une analyse préalable des
savoirs en jeu, ainsi que les acquis et les conceptions initiales des
éléves;

- permettre un démarrage possible pour tous les ééves, donc ne
reposer que sur des consignes simples et n’ exiger, au départ, que des
connaissances solidement acquises par tous ;

- créer rapidement un probléme assez riche pour provoquer des
conjectures;

- rendre possible la mise en jeu, puis la formulation des notions ou
des procédures dont |’ apprentissage est visé ;

- fournir aux ééves, aussi souvent que possible, des occasions de
contr6le de leurs résultats, tout en favorisant un nouvel
enrichissement ; on y parvient, par exemple, en prévoyant divers
cheminements qui permettent de fructueuses comparai sons.

Si la résolution de problemes permet de déboucher sur
I établissement de connaissances nouvelles, elle est également un
moyen privilégié d’en élargir le sens et d’ en assurer la maltrise. Pour
cela, les situations plus ouvertes, dans lesquelles les ééves doivent
solliciter en autonomie les connaissances acquises, jouent un réle
important. Leur traitement nécessite initiative et imagination et peut
étre réalisé en faisant appel a différentes stratégies qui doivent étre
explicitées et confrontées, sans nécessairement que soit privilégiée
I’'une d’entre elles.

L’ utilisation d'outils logiciels est particulierement importante et doit
étre privilégiée chaque fois qu’elle est une aide a |I'imagination, ala
formulation de conjectures ou au calcul. Cette utilisation se présente
sous deux formes indispensables, notamment dans le cadre des
compétences du socle commun: I'usage d'un vidéoprojecteur en
classe et I'utilisation par les éléves d ordinateurs «en fond de
classe » ou en salle informatique.

4.2. Une prise en compte des connaissances antérieur es des ééves
L’ enseignement prend en compte les connaissances antérieures des
éléves: mise en valeur des points forts et repérage des difficultés de
chaqgue ééve a partir dévauations diagnostiques. Ains
I’enseignement peut-il étre organisé au plus prés des besoins des
éléves, en tenant compte du fait que tout apprentissage s'inscrit



nécessairement dans la durée et Sappuie sur les échanges qui
peuvent s'instaurer dans la classe.

Il convient de faire fonctionner les notions et «outils»
mathématiques étudiés au cours des années précédentes dans de
nouvelles situations, autrement qu’en reprise ayant un caractére de
révision. En sixieme, particulierement, les éléves doivent avoir
conscience que leurs connaissances évoluent par rapport a celles
acquises al’ école primaire.

4.3. L’importance des mises en cohérence

Pour étre efficaces, les connaissances doivent étre identifiées,
nommées et progressvement détachées de leur contexte
d’ apprentissage.

D’une part, toute activité (qui peut s étendre sur plusieurs séances)
doit ére complétée par une synthése. Celle-ci doit porter sur les
quelques notions mises en évidence (définitions, résultats, théorémes
et outils de base) que, désormais, les éléves doivent connaitre et
peuvent utiliser. Elle est aussi |’ occasion de dégager les méthodes de
résolution de problemes qui mettent en oauvre ces notions. |l
convient, en effet, de préciser a chaque étape de |’ apprentissage
quelles connaissances sont désormais en place et donc directement
utilisables.

D’autre part, il est nécessaire de proposer des situations d’ étude dont
le but est de coordonner des acquisitions diverses. Dans cette
optique, I'enseignant réalise, avec les éléves, des synthéses plus
globales, a I'issue d'une période d' étude et propose des problemes
dont la résolution nécessite I’ utilisation de plusieurs connai ssances.
Le traitement de ces problemes permet de souligner le sens, I’intérét,
la portée des connaissances mathématiques, que ce soit dans d' autres
disciplines ou dans la vie quotidienne (pourcentages, échelles,
représentations graphiques...). Certains problémes peuvent prendre
appui sur des éléments empruntés a I’ histoire des mathématiques.
Les moyens modernes de communication (informatique, banques de
données, audiovisuel...) sont également utilisés chaque fois que leur
usage est justifié.

4.4. Lanécessité des mémorisations et desréflexesintellectuels.
En mathématiques, les concepts, les connaissances et les méthodes
s élaborent et sorganisent progressivement a partir des savoirs
antérieurs, pour former un ensemble structuré et cohérent.

Ains I'activité mathématique, centrée sur la résolution de
problémes, nécessite-t-elle de Sappuyer sur un corpus de

connaissances et de méthodes, parfaitement assimilées et totalement
disponibles.

En effet, pour ére autonome dans la résolution d’'un probléme et
donc étre en capacité de prendre des initiatives, d'imaginer des pistes
de solution et de s'y engager sans s égarer, |'ééve doit disposer
d'automatismes qui facilitent le travail intellectuel en libérant I esprit
des soucis de mise en oauvre technique tout en élargissant le champ
des démarches susceptibles d’ étre engagées.

Ces nécessaires réflexes intellectuels s acquiérent dans la durée sous
la conduite du professeur. Ils se développent en mémorisant et en
automatisant  progressivement  certaines  procédures, certains
raisonnements particuliérement utiles, fréguemment rencontrés et qui
ont valeur de méthode. Toutefois un automatisme n'est pas un
moyen pour comprendre plus vite ; il permet simplement d'aler plus
vite lorsgue I'on a compris. Si leur acquisition nécessite des
exercices d'entrainement et mémorisation, référés a des taches
simples, ces exercices ne sauraient suffire. En effet, pour étre
disponibles, les automatismes doivent étre entretenus et
réguliérement sollicités dans des situations ou ils font sens.

4.5. Uneinitiation trés progressive a la démonstration

La question de la preuve occupe une place centrde en
mathématiques. La pratique de I’argumentation pour convaincre
autrui de la validité d'une réponse, d'une solution ou d'une
proposition ou pour comprendre un « phénomeéne » mathématique a
commencé des I'école primaire et se poursuit au collége pour faire
accéder I'éleve a cette forme particuliére de preuve quest la
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démonstration. Si, pour cet objectif, le domaine géométrique occupe
une place particuliére, la préoccupation de prouver et de démontrer
ne doit pas s'y cantonner. Le travail sur les nombres, sur le calcul
numeérique, puis sur le calcul littéral offre également des occasions
de démontrer.

A cet égard, deux étapes doivent étre clairement distinguées: la
premiére, et la plus importante, est la recherche et la production
d'une preuve ; la seconde, consistant a mettre en forme la preuve, ne
doit pas donner lieu & un formalisme prématuré En effet des
préoccupations et des exigences trop importantes de rédaction,
risquent d'occulter le rble essentiel du raisonnement dans la
recherche et la production d'une preuve. C'est pourquoi il est
important de ménager une grande progressivité dans |’ apprentissage
de la démonstration et de faire une large part au raisonnement, enjeu
principal de la formation mathématique au collége. Larédaction et la
mise en forme d’ une preuve gagnent a étre travaillées collectivement
,avec |'aide du professeur, et & étre présentées comme une fagon
convaincante de communiquer un raisonnement aussi bien a I’oral
que par écrit.

Dans le cadre du socle commun, qui doit étre maitrisé par tous les
éleves, c'est la premiére étape, «recherche et production d'une
preuve » qui doit étre privilégiée, notamment par une valorisation de
I’argumentation orale. La mise en forme écrite ne fait pas partie des
exigibles.

La prise de conscience de ce que sont la recherche et la mise en
ocauvre d’ une démonstration est également facilitée par le fait que, en
certaines occasions, I’ enseignant se livre a ce travail devant la classe,
avec la participation des éléves.

Cette initiation a la démonstration doit en particulier permettre aux
éléves de distinguer une propriété conjecturée et vérifiée sur des
exemples d’'une propriété démontrée. En particulier, |’enseignant
doit préciser explicitement qu’un résultat mathématique qui n’est pas
démontreé est admis.

4.6. Mathématiques et langages

En mathématiques, les éléves sont conduits a utiliser la langue
ordinaire en méme temps qu’ un langage spécialisé.

Dans le prolongement de I’ école primaire, la place accordée al’oral
reste importante. En particulier, les compétences nécessaires pour la
validation et la preuve (articuler et formuler les différentes étapes
d'un raisonnement, communiquer, argumenter a propos de la validité
d'une solution) sont d’abord travaillées oralement en s appuyant sur
les échanges qui s'instaurent dans la classe ou dans un groupe, avant
d étre sollicitées par écrit individuellement. Par ailleurs, certaines
formulations orales peuvent constituer une aide a la compréhension.

2
Par exemple il est plus facile, pour un ééve, de concevoir que §

5 7
plus 5 égae 5 en verbalisant sous la forme « deux tiers plus cing

tiers est éga a sept tiers» plutét qu'en oraisant |'écriture
symbolique « 2 sur 3 plus 5 sur 3 égale 7 sur 3 ».

Dans le domaine de I'écrit, I'objectif est d entrainer les éléves a
mieux lire et mieux comprendre un texte mathématique, et auss a
produire des textes dont la qualité est destinée a étre I’ objet d'une
amélioration progressive.

Un moyen efficace pour faire admettre la nécessité d’'un langage
précis, en évitant que cette exigence soit ressentie comme arbitraire
par les éleves, est le passage du «faire» au «faire faire ». C'est,
lorsque I’ éléve écrit des instructions pour I’ exécution par autrui (par
exemple, décrire, pour la faire reproduire, une figure un peu com-
plexe) ou lorsqu’il utilise un ordinateur pour un traitement voulu,
que I’ obligation de précision lui apparait comme une nécessité. C'est
également le cas lorsgue, dans un débat argumentatif, il doit se faire
comprendre des autres éléves.

Le vocabulaire et les notations ne doivent pas étre fixés d’ embl ée,
mais introduits au cours du traitement d’ une question, en fonction de
leur utilité: ils sont & considérer comme des conquétes de |’ ensel-
gnement et non comme des points de départ. |l convient, en parti-



culier, d'étre attentif au langage et aux significations diverses d' un
méme mot.

Les travaux mathématiques sont I’ occasion de familiariser les éléves
avec I'emploi d'un nombre limité de notations courantes qui n’'ont
pas afaire|’ objet d exercices systématiques (le langage doit rester au
service de la pensée et de son expression) :

« dans le domaine numérique : les symboles d'égalité et d’inégalité,
les symboles d opérations (dont les notations puissance et racine
carrée au cycle central) et le symbole de pourcentage ;

« dans le domaine géométrique : le symbole d’ appartenance, la lon-

gueur AB d'un segment d'extrémités A et B, I'angle /Taﬁ, le
segment [AB], la droite (AB), et la demi-droite [AB), puis les nota-
tions trigonométriques.

4.7. Différentstypes d’ écrits

Les éléves sont fréquemment placés en situation de production
d écrits. 1l convient a cet égard de développer et de bien distinguer
trois types d’ écrits dont les fonctions sont différentes.

« Les écrits de type « recherche » (brouillon) qui correspondent au
travail «privé» de I'déve: ils ne sont pas destinés a ére
communiqués, ils peuvent comporter des dessins, des schémas, des
figures, des calculs. Ils sont un support pour essayer, se rendre
compte d'une erreur, reprendre, rectifier, pour organiser sa
recherche. Ils peuvent également étre utiliséss comme mémoire
transitoire en cours de résolution du probleme. Si I'enseignant est
amené a les consulter pour étudier le cheminement de I'éléeve, il ne
doit ni les critiquer, ni les corriger.

* Les écrits destinés a étre communiqués et discutés : ils peuvent
prendre des formes diverses (affiche, transparent, documents
informatiques...) et doivent faire I’objet d’'un souci de présentation,
de lisibilité, d explicitation, tout en sachant que, le plus souvent, ils
seront I'objet d'un échange entre éléves au cours duquel des
explications complémentaires seront apportées.

» Lesécrits deréférence, éaborés en vue de constituer une mémoire
du travail del’ééve ou de la classe, et donc destinés & étre conservés.

4.8. Letravail personnel des ééves

En étude ou a la maison, ce type de travail est nécessaire non
seulement pour affermir les connaissances de base et les réinvestir
dans des exemples ssimples mais aussi pour en éargir le champ de
fonctionnement et susciter ainsi de I'intéré pour |'activité
mathématique. 11 contribue aussi a habituer I’ééve al’indispensable
régularité d'un travail autonome, complémentaire de celui réalisé
avec le professeur.

Il peut prendre diverses formes :

« résolution d’ exercices d’ entrainement, combinée avec |’ étude de la
legon pour asseoir les connaissances ;

e travaux individuels de rédaction pour développer les capacités
d’ expression écrite et la maitrise de lalangue ;

e résolution de problémes variés (exercices de synthése, énigmes,
jeux mathématiques...) pour mettre en oawvre des démarches
heuristiques en temps non limité ;

e construction d'objets géométriques divers (frises, pavages,
solides,...) en utilisant ou non I"informatique

« lectures ou recherches documentaires, en particulier sur I’ histoire
de la discipline ou plus généralement des sciences pour enrichir les
COoNNai ssances ;

* congtitution de dossiers sur un théme donné.

Pour ces travaux en dehors de la classe, il convient de favoriser
I’ acces des éléves aux ordinateurs de I’ établissement qui doivent étre
munis des logiciels adéguats.

La correction individuelle du travail d' un éléve est une fagon d'en
apprécier la qualité et de permettre a son auteur de I’améiorer, donc
de progresser.

Le travail personnel proposé en classe aux ééves peut prendre
chacune des formes décrites ci-dessus, en tenant compte, chague
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fois, de la durée impartie. 1l faut veiller & un bon équilibre entre ces
diverses activités.

Ces travaux doivent étre différenciés en fonction du profil et des
besoins des éléves, ainsi que des objectifs du socle commun.
Letravail en classe proprement dit doit étre compl été par des séances
régulieres en salle informatique ou I'ééve utilise lui-méme les
logiciels au programme (tableur, grapheur, logiciel de géométrie).
Ces séances de travaux pratiques sur ordinateur doivent toujours
avoir pour objectif I'appropriation et la résolution d’'un probléme
mathématique. Tout travail en sale informatique doit aboutir & la
production d’ un écrit, manuscrit ou imprime.

4.9. L’ évaluation

L' évaluation (qui ne se réduit pas au contrdle noté) n'est pas un &
coté des apprentissages. Elle doit y étre intégrée et en étre
I"instrument de régulation, pour I'enseignant et pour |I'éléve. Elle
permet d'établir un constat relatif aux acquis de I'éléve, a ses
difficultés. Dans cette optique, le travail sur les erreurs constitue
souvent un moyen efficace de I’ action pédagogique. L’ évaluation ne
doit pas se limiter aindiquer ou en est I’ éléve ; elle doit aussi rendre
compte de I’évolution de ses connaissances, en particulier de ses
progrés.

L' évaluation de la maitrise d' une capacité par les éléves ne peut pas
se limiter & la seule vérification de son fonctionnement dans des
exercices techniques. Il faut aussi Sassurer que les éleves sont
capables de la mobiliser d eux-mémes, en méme temps que d’ autres
capacités, dans des situations ou leur usage n'est pas explicitement
sollicité dans la question posée.

L'évauation sommative, en mathématiques, est réalisée sous trois
formes complémentaires :

- des interrogations écrites courtes dont le but est de vérifier
gu’ une notion ou une méthode sont correctement assimilées ;

- des devoirs de contrdle courts et peu nombreux qui permettent de
vérifier, de fagon plus synthétique, la capacité des éléves a utiliser
leurs acquis, ala suite d’ une phase d' apprentissage ;

- certains devoirs de contrdle peuvent étre remplacés par un bilan
trimestriel qui est I'occasion de faire le point sur les acquis des
élévesrelatifs a une longue période d' étude.

4.10. Capacités et activités de formation

Le programme décrit, pour chaque contenu, les capacités élaborées
dans chacune des classes du collége. Les commentaires qui les
accompagnent apportent un éclairage supplémentaire sur les
conditions de leur apprentissage.

La définition de ces capacités vise donc a clarifier les attentes, a
préciser les priorités et a fournir des repéres dans le but d’aider les
enseignants dans leur travail de programmation et dans la mise au
point des évaluations qui permettent d’ en baliser laréalisation.

Il importe de bien garder a |’ esprit que la liste des capacités, s elle
fixe les objectifs a atteindre, ne détermine pas pour autant les
moyens pédagogiques a utiliser pour cela.

L' ordre d’ exposé des capacités, pour chaque domaine, ne correspond
pas nécessairement a celui de leur apprentissage. D’ autant plus que,
dans la plupart des cas, ces capacités ne s acquierent ni isolément les
unes des autres, ni en une seule fois.

Pour prendre sens pour les éléves, les notions mathématiques et les
capacités qui leur sont liées gagnent a étre mises en évidence et
travaillées dans des situations riches, a partir de problémes a
résoudre, avant d’ étre entrainées pour elles-mémes.

Il faut également prendre en compte le fait que tout apprentissage
se réalise dans la durée, dans des activités variées et que toute
acquisition nouvelle doit étrereprise, consolidée et enrichie. Dans
cette perspective, la répétition d' exercices vides de sens pour I’ éléve
aun moment donné n’est pas la meilleure stratégie pour favoriser la
maitrise d une capacité. Il convient d envisager que c'est parfois
dans le cadre d'un travail ultérieur, en travaillant sur d’ autres aspects
de la notion en jeu ou sur d’autres concepts, qu’une capacité non
maitrisée a un certain moment pourra étre consolidée.



Classe de sixieme

L’ enseignement des mathématiques en classe de sixiéme a une triple visée :
- consolider, enrichir et structurer les acquis de |’ école primaire ;
- préparer al’ acquisition des méthodes et des modes de pensée caractéristiques des mathématiques (résolution de problémes et divers moyens
d accéder alavérité) ;
- développer la capacité a utiliser les outils mathématiques dans différents domaines (vie courante, autres disciplines).

Levocabulaire et |es notations nouvelles ( » , % g, [AB], (AB),[AB), AB, /@) sont introduits au fur et a mesure de leur utilité, et non au
départ d’un apprentissage.

Note : les points du programme (connaissances, capacités et exemples) qui ne sont pas exigibles pour le socle sont écrits en italiques. Si la
phrase en italiques est précédée d'un astérisque I'item sera exigible pour le socle dans une année ultérieure. Dire que I’ exigibilité pour le socle
est différée ne veut pas dire que la capacité ne doit pas étre travaillée — bien au contraire! mais que les éléves pourront bénéficier de plus de
temps pour la maitriser.

1. Organisation et gestion de données. Fonctions

Larésolution de problémes de proportionnalité est déja travaillée a1’ école primaire. Elle se poursuit en Sixiéme, avec des outils nouveaux. La
proportionnalité fait I'objet d'un apprentissage continu et progressif sur les quatre années du collége et permet de comprendre et de traiter de
nombreuses notions du programme.

A I’école primaire, les déves ont été mis en situation de prendre de I’information & partir de tableaux, de diagrammes ou de graphiques. Ce
travail se poursuit au college, notamment avec I’ objectif de rendre les éléves capables de faire une interprétation critique de I'information
apportée par ces types de présentation des données, aux natures tres diverses, en liaison avec d' autres disciplines (géographie, sciencesdelavie
et delaterre, technologie...).

Objectifs

La résolution de problémes a pour objectifs :
« de mettre en place les principaux raisonnements qui permettent de reconnaitre et traiter les situations de proportionnalité,
 d'initier les éléves alaprésentation, al’ utilisation et al’ interprétation de données sous diverses formes (tableaux, graphiques...).

Connaissances

Capacités

Commentaires

1.1. Proportionnalité

Propriété de linéarité.

Tableau de proportionnalité.

Pourcentages.

- Reconnaitre les situations qui relévent de la
proportionnalité et les traiter en choisissant un
moyen adapté :

- utilisation d’ un rapport de linéarité, entier ou

décimal,

- utilisation du coefficient de proportionnalité,

entier ou décimal,

- passage par |I'image de I’ unité (ou « regle de

trois »),

- * ytilisation d’un rapport de linéarité, d'un
coefficient de proportionnalité exprimé sous forme
de quotient.

- Appliquer un taux de pourcentage.

Les problémes a proposer (qui relévent aussi bien de
la proportionnalité que de lanon proportionnalité) se
situent dans le cadre des grandeurs (quantités,
mesures). I1s doivent relever de domaines familiers
des éléves et rester d’ une complexité modérée, en
particulier au niveau des nombres mis en cauvre.
Lesrapports utilisés sont, soit des rapports entiers ou
décimauix simples *soit des rapports exprimes sous
forme de quotient.

Les éléves doivent connaitre le sens de |’ expression
«...% de » et savair | utiliser dans des cas simples
ou aucune technigue n’ est nécessaire.
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Connaissances

Capacités

Commentaires

1.2. Organisation et
représentation de données

Représentations usuelles :
tableaux.

Repérage sur un axe.

Représentations usuelles :

- diagrammes en bétons,

- *diagrammes circulaires ou
demi-circulaires,

- graphiques cartésiens.

- Lire, utiliser et interpréter des données a partir d'un
tableau.
- Lireinterpréter et compléter un tableau & double
entrée.
-* Organiser des données en choisissant un mode de
présentation adapté :

- tableaux en deux ou plusieurs colonnes,

- tableaux a double entrée.

- Lire et compléter une graduation sur une demi-
droite graduée, al’aide d’ entiers naturels, de
décimaux, de fractions simples 1/2, 1/10, 1/4, 1/5
* ou de quotients (placement exact ou approché).

- Lire, utiliser et interpréter desinformations a partir
d’ une représentation graphique simple.

Il s'agit d' un premier pas versla capacité arecueillir
des données et ales présenter sous forme de tableau.

Cetravail doit étrel’ occasion de manier les
instruments de tracé et de mesure.

La capacité visée concerne |’ aptitude afaire une
interprétation globale et qualitative de la
représentation étudiée (évolution d’une grandeur en
fonction d’ une autre).

Déslaclasse de 6° I’ utilisation de calculatrices et de
logiciels permet de familiariser les @éves avec le
passage d' un type d’ organisation, d’ un type de
présentation a un autre.

2. Nombres et Calculs

En continuité avec I'école élémentaire les problémes doivent permettre aux éléves d'associer a une situation concréte un travail numérique, de
mieux saisir le sens des opérations figurant au programme. Les problémes proposés sont issus de la vie courante, des autres disciplines ou des
mathématiques.

Les travaux numériques prennent appui sur la pratique du calcul exact ou approché sous ses différentes formes, souvent utilisées en interaction :
calcul mental, calcul &lamain ou instrumenté. A la suite de I’ école primaire, le collége doit, en particulier, permettre aux ééves dentretenir et
de développer leurs compétences en calcul mental notamment pour la perception des ordres de grandeur.

Objectifs

La résolution de problémes a pour objectifs :

« de consolider e sens des opérations, de développer le calcul mental, le calcul alamain et I’ utilisation raisonnée des calculatrices, de
conforter et d' éendre la connaissance des nombres décimaux,

« de mettre en place une nouvelle signification de |’ écriture fractionnaire comme quotient de deux entiers,

« de savoir choisir I écriture appropriée d’ un nombre suivant la situation,

* de percevoir I’ ordre de grandeur d’ un nombre.

Connaissances Capacités Commentaires

- Connditre et utiliser la valeur des chiffres en | L’objectif est d assurer une bonne compréhension de

2.1 Nombresentierset

décimaux fonction de leur rang dans I'écriture d'un entier ou | lavaleur des chiffres en fonction du rang qu'ils
Désignations. d'un décimal. occupent dans |’ écriture avirgule, sansrefaire tout le
travail réalisé al’ école élémentaire.
- Associer diverses désignations d’ un nombre La bonne compréhension s appuie sur le sens et non
décimal : écriture avirgule, fractions décimales. sur des procédures.
Ordre. - Comparer deux hombres entiers ou décimaux, Les procédures utilisées pour comparer, encadrer,

intercaler des nombres sont justifiées en s appuyant
sur la signification des écritures décimales ou le
placement des points sur une demi-droite graduée.

ranger une liste de nombres.

- Encadrer un nombre, intercaler un nombre entre
deux autres.

- Placer un nombre sur une demi-droite graduée.

- LireI'abscisse d'un point ou en donner un
encadrement.
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Connaissances

Capacités

Commentaires

*Valeur approchée
décimale.

* Donner une valeur approchée décimale (par excés
ou par défaut) d’un décimal a I’ unité, au dixiéme, au
centiéme prés.

2.2 Opérations

Addition, soustraction,
multiplication et division.

Multiples et diviseurs.

Sens des opérations.

Techniques élémentaires de
calcul.

Ordre de grandeur.

- Connaitre | es tables d'addition et de multiplication
et lesrésultats qui en dérivent.

- Multiplier ou diviser un nombre par 10, 100, 1000.
- * Multiplier un nombre par 0,1 ; 0,01 ; 0,001.

- Connaitre et utiliser les criteres de divisibilité par
2,5et 10.
- Connaitre et utiliser les critéres de divisibilité par
3,4 et9.

- Choisir les opérations qui conviennent au
traitement de la situation étudiée.

- Savoir effectuer ces opérations sous les diverses
formes de calcul : mental, alamain ou instrumenté.

- Connaitre la signification du vocabulaire associé :
somme, différence, produit, terme, facteur, dividende,
diviseur, quotient, reste.

- Etablir un ordre de grandeur d’ une somme, *d’une
différence, d’un produit.

La maitrise des tables est consolidée par une
pratique réguliéere du calcul mental sur des entiers et
des décimaux simples.

Ladivision décimale est limitée dladivision d'un
décimal par un entier. En calcul posé, le dividende
comporte au maximum deux chiffres aprésla
virgule.

Lanotion de multiple, introduite al'école primaire,
est rappel ée sur des exemples numériques, en méme
temps qu'est introduite celle de diviseur. Les
différentes significations de ce dernier terme doivent
étre explicitées.

Pour les problémes a étapes, la solution peut étre
donnée al’aide d’ une site de calculs,
*ou a I’ aide de calculs avec parentheses.

La capacité a calculer mentalement est une
priorité et fait I’ objet d activités réguliéres.

La maitrise des différents moyens de calcul doit
devenir suffisante pour ne pas faire obstacle ala
résolution de problemes.

Concernant le calcul posé, les nombres doivent
rester de taille raisonnable et aucune virtuosité
technique n' est recherchée.

L’ objectif est de sensibiliser les éléves a utiliser les
ordres de grandeur pour contréler ou anticiper un
résultat.

2.3 Nombresen écriture
fractionnaire

Ecriture fractionnaire.

* Quotient exact.

* Un quotient ne change pas
quand on multiplie son

numérateur et son dénominateur

par un méme nombre.

L. a . .
-* Interpréter 5 comme quotient de |’ entier a par

I’entier b, ¢’ est-a-dire comme le nombre qui
multiplié par b donne a.

- * Placer le quotient de deux entiers sur une demi-
droite graduée dans des cas simples.

- Prendre une fraction d’' une quantité.
*|| s'agit de faire comprendre la modélisation de ce
type de probleme par une multiplication.

-* Reconnaltre dans des cas simples que deux
écritures fractionnaires différentes sont celles d'un
méme nombre.

A I'école élémentaire, I'écriture fractionnaire est
introduite en référence au partage d'une unité. Par
exemple 7 et 7foisuntiers.

3

Le vocabulaire relatif aux écritures fractionnaires est
utilisé : numérateur, dénominateur.

*Le programme de |a classe de 6°

a pour objectif d'interpréter aussi % comme
-letiersde 7

- le nombre qui multiplié par 3 donne 7 ;

- un nombre dont une valeur approchée est 2,33.

L’ utilisation de quotients, sous forme fractionnaire,
permet de gérer plus facilement les raisonnements et
de repousser la recherche d’une valeur approchée
décimale a la fin de la résolution.

La connaissance des tables de multiplication est
notamment exploitée a cette occasion.
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3. Géométrie

A I’ école élémentaire, les ééves ont acquis une premiére expérience des figures et des solides les plus usuels, en passant d’ une reconnaissance
perceptive (reconnaissance des formes) a une connaissance plus analytique prenant appui sur quelques propriétés (alignement, perpendicul arité,
parallélisme, égalité de longueurs, milieu, axes de symétrie), vérifiées al’aide d'instruments. IIs ont été entrainés au maniement de ces
instruments (équerre, régle, compas, gabarit) sur des supports variés, pour construire des figures, en particulier pour le tracé de perpendiculaires
et deparalélesal’aide delarégle et de |’ équerre.

Les travaux conduits en sixieme prennent en compte les acquis antérieurs, évalués avec précision et obéissent a de nouveaux objectifs. Ils
doivent viser d'une part a stabiliser les connaissances des éléves et d'autre part a les structurer, et peu a peu ales hiérarchiser. L'objectif d'initier
aladéduction est aussi pris en compte. A cet effet, les activités qui permettent le développement des capacités a décortiquer et & construire des
figures et des solides simples, a partir de la reconnaissance des propriétés € émentaires, occupent une place centrale.

Les travaux géométriques sont conduits dans différents cadres : espace ordinaire (cour de récréation, par exemple), espace de lafeuille de papier
uni ou quadrillé, écran d’ ordinateur. La résolution des mémes problémes dans ces environnements différents, et les interactions qu’ elle suscite,
contribuent a une approche plus efficace des concepts mis en cauvre.

L es connai ssances géométriques permettent de modéliser des situations (par exemple représenter un champ par un rectangle) et de résoudre ainsi
des problémes posés dans I'espace ordinaire. Les formes géométriques (figures planes, solides) se trouvent dans de nombreux domaines:
architecture, cauvres d'art, éléments naturels, objets d'usage courant... Ces mises en relation permettent peu a peu de dégager le caractere
universel des objets géométriques par rapport aleurs diverses réalisations naturelles ou artificielles.

Objectifs

La résolution de problemes a pour objectifs :

« de compl éter la connaissance des propriétés des figures planes et des solides usuels,

« de maitriser les techniques de construction (utilisation des instruments et logiciels adaptés, mobilisation des connaissances dans les
raisonnements implicites sous-jacents),

« de reconnaitre les figures planes usuelles dans une configuration complexe,

« de conduire sans formalisme des raisonnements simples utilisant les propriétés des figures usuelles ou de la symétrie axiale,

* de passer d’un objet de I’ espace a ses représentations.

Connaissances Capacités Commentaires

3.1. Figuresplanes |1 est seulement attendu des éléves qu'ils sachent

Notions de paralée, de
perpendiculaire.

Cercle.

Propriétés des quadrilatéres
usuels.

- Tracer, par un point donné, la perpendiculaire ou la
paraléle aune droite donnée.
- Utiliser différentes méthodes.

- Reporter une longuewr.
- * Reproduire un angle.

- Savoir que, pour un cercle:
« tout point qui appartient au cercle est aune
méme distance du centre ;
« tout point situé a cette distance du centre
appartient au cercle.

- Construire, alarégle et au compas, un triangle
connaissant les longueurs de ses cotés.

- Connaitre les propriétés relatives aux cotés, aux
angles, aux diagonales pour lerectangle, lecarré et le
losange.

utiliser en situation ces notions, notamment pour la
reconnaissance de deux droites paralléles ou pour leur
tracé.

Ces capacités prennent leur senslorsqu’ elles sont
mobilisées pour résoudre un probléme : reproduire une
figure, * en compléter un agrandissement ou une
réduction déja amorcée, congtruire une figure d’ aprés
une de sesdescriptions.

* Lerapporteur est, pour les éléves de 6° un nouvel
instrument de mesure dont I’ utilisation doit faire I’ objet
d’ un apprentissage spécifique.

On attend des éléves qu'ils sachent utiliser en

situation ces propriétés.

Capacité dgatravaillée au cycle 3.

* Lasymétrie axiale est mise en jeu pour mettre en
évidence certaines propriétés.
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Connaissances

Capacités

Commentaires

Propriétés et construction des
triangles usuels.

* Médiatrice d’ un segment.

* Bissectrice d'un angle.

Constructions géomeétriques.

- Connaitre |es propriétés relatives aux cotés et aux
*angles des triangles suivants : triangleisocéle,
triangle équilatéral, triangle rectangle.

- Utiliser ces propriétés pour reproduire ou construire
des figures smples.

- Construire une figure simple al’aide d'un logiciel de
géométrie dynamique.

-* Connaitre et utiliser la définition de la médiatrice
ainsi que la caractérisation de ses points par la
propriété d'équidistance.

-* Connaitre et utiliser la définition dela
bissectrice.

- Utiliser différentes méthodes pour tracer :
« lamédiatrice d’'un segment ;
* la hissectrice d’un angle.

Reproduction, construction de figures complexes.

On travailleraalafoisles constructions sur papier par
les outils de dessin traditionnel s et les constructions
sur écran al’aide d un logiciel de géométrie.

*La bissectrice d'un angle est définie en sixiéme
comme la demi-droite qui partage I'angle en deux
angles adjacents de méme mesure. La justification
dela construction de la bissectrice a laregle et au
compas est reliée a la symétrie axiale.

Ces situations nécessitent de reconnaitre des figures
simples dans une figure complexe et demandent un
travail d'analyse utile aux apprentissages ultérieurs.

3.2 Symétrie orthogonale
par rapport a unedroite
(symétrie axiale)

- Construire le symétrique d’ un point, d’ une droite,
d'un segment, d’un cercle (que |’ axe de symétrie
coupe ou non lafigure).

- Construire ou compléter la figure symétrique d'une
figure donnée ou de figures possédant un axe de
symétrie al'aide de laregle (graduée ou non), de
I'équerre, du compas, * du rapporteur.

- Effectuer les tracés de |I'image d’ une figure par
symétrie axiae al’ aide des instruments usuels
(régle, équerre, compas).

L’ éléve peut utiliser laméthode de son choix.

Dans la continuité du travail entrepris al'école
élémentaire, les activités sappuient encore sur un
travail expérimental (pliage, papier calque)
permettant d'obtenir un inventaire abondant de
figures simples, a partir desquelles sont dégagées les
propriétés de « conservation » de la symétrie axiale
(conservation des distances, de I'alignement, des
angles et des aires).

* Lerdle de la médiatrice comme axe de symétrie
d’un segment est mis en évidence.

3.3 Paralléépipede
rectangle: patrons,
représentation en
per spective

- Fabriquer un parallél épipéde rectangle de
dimensions données, a partir de ladonnée du dessin
de |’ un de ses patrons.
- Reconnaitre un parallél épipede rectangle de
dimensions données a partir
- du dessin d’un de ses patrons,
- d'un dessin le représentant en perspective
cavaliéere.
- Reconnaitre dans une représentation en perspective
cavaliére du parallél épipéde rectangle les arétes de
méme longueur, les angles droits, les arétes, les
faces paralleéles ou perpendiculaires.
- Dessiner ou compléter un patron d un
parallél épipéde rectangle.

A I’ école démentaire les éléves ont dgatravaillé sur
des solides droits de I’ espace (description,
construction, patron). Cette étude est poursuivie en
6° en mettant I’ accent sur un aspect nouveau : la
représentation en perspective cavaliere, dont
certaines caractéristiques sont précisées aux € eves.
L’ usage d’ outils informatiques permet une
visualisation de différentes représentations d’ un
méme objet de I espace.

Méme si les compétences attendues ne concernent
que le parallé épipede rectangle, les travaux portent
sur différents objets de |’ espace et s appuient sur

I’ étude de solides amenant a passer de I’ objet a ses
représentations et inversement.

4. Grandeurs et mesures

En continuité avec le travail effectué a |’ école é émentaire, cette rubrique s appuie sur la résolution de problémes souvent empruntés a la vie
courante. Elle permet d'aborder I’ histoire des sciences, d' assurer des liens avec les autres disciplines, en particulier latechnologie et les sciences
delavie et de la Terre, de réinvestir les connaissances acquises en mathématiques, mais aussi d’en construire de nouvelles. Par exemple, le
recours aux longueurs et aux aires permet d'enrichir le travail sur les nombres non entiers et les opérations étudiées en classe de sixiéme. |l est
important que les éléves disposent de références concrétes pour certaines grandeurs et soient capables d’ estimer une mesure (ordre de grandeur).
L’ utilisation d'unités dans les calculs sur les grandeurs est |égitime. Elle est de nature & en faciliter le contrdle et & en soutenir le sens. A travers
les activités sur leslongueurs, les aires et les volumes, les éléves peuvent se construire et utiliser un premier répertoire de formules.
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Objectifs

La résolution de problémes a pour objectifs :

« de compléter les connaissances relatives aux longueurs, aires, masses et durées,
« de savoir choisir une unité appropriée et effectuer des changements d’ unités,

* de consolider la notion d'angle, d assurer lamaitrise des notions d’ aire et de périmétre,

« de mettre en place la notion de volume et de commencer I’ étude du systéme d’ unités de mesure des volumes.

Connaissances

Capacités

Commentaires

4.1 Longueurs, masses,
durées

- Effectuer, pour leslongueurs et les masses, des
changements d’ unités de mesure.

- Comparer géomeétriquement des périmeétres.
- Calculer le périmetre d' un polygone.

- Connaitre et utiliser laformule donnant lalongueur
d'un cercle.

- Calculer des durées, calculer des horaires.

Il s'agit d’ entretenir les connai ssances acquises &

|" école élémentaire, de compléter et consolider

I’ usage d'instruments de mesure, en s appuyant sur
les équivalences entre les différentes unités.

La comparaison de périmétres sans avoir recours aux
formules est particuliérement importante pour
affermir le sens de cette notion.

Letravail sur les périmétres permet aussi une
initiation aux écritures littérales.

4.2 Angles

- Comparer des angles sans avoir recours a leur
mesure.

-* Utiliser un rapporteur pour :
- déterminer la mesure en degré d'un angle,
- construire un angle de mesure donnée en degré.

* Lerapporteur est un nouvel instrument de mesure
qu'il convient d'introduire a I’ occasion dela
construction et de |’ étude des figures.

4.3 Aires: mesure,
comparaison et calcul
d'aires

- Comparer géométriquement des aires.

- Déterminer I'aire d’'une surface a partir d'un
pavage simple.

- Différencier périmétre et aire.

- Calculer I'aire d'un rectangle dont les dimensions
sont données.

- Connaitre et utiliser laformule donnant I’ aire d'un
rectangle.

- Calculer I'aire d'un triangle rectangle, *d'un
triangle quel conque dont une hauteur est tracée.

- Connaitre et utiliser laformule donnant I'aire d’un
disque.

- Effectuer pour les aires des changements d’ unités
de mesure.

Poursuivre le travail effectué al’ école élémentaire,
en confrontant les ééves a des problémes.

La comparaison d' aires sans avoir recours a des
formules est particuliérement importante pour
affermir le sens de cette notion.

Certaines activités proposées conduisent les éléves a
comprendre notamment que périmeétre et aire ne
varient pas toujours dans le méme sens.

Une démarche expérimentale permet de vérifier la
formule de I’ aire du disque.

4.4V olumes

- Déterminer le volume d’ un parallé épipede
rectangle en se rapportant a un dénombrement
d’unités,* en utilisant une formule.

- Connaitre et utiliser les unités de volume et les
relier aux unités de contenance.

- Savoir que 1L = 1 dm®.

- Effectuer pour les volumes des changements

d' unités de mesure.

Comme pour leslongueurs et les aires, I’ utilisation
des équivalences entre diverses unités est préférée a
celle systématique d'un tableau de conversion.
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Classe de cinquieme

Note : les points du programme (connaissances, capacités et exemples) qui ne sont pas exigibles pour le socle sont écrits en itaiques. Si la
phrase en italiques est précédée d' un astérisque I’item sera exigible pour e socle dans une année ultérieure. Dire que I’ exigibilité pour le socle
est différée ne veut pas dire que la capacité ne doit pas étre travaillée — bien au contraire ! mais que les éléves pourront bénéficier de plus de
temps pour la maitriser.

1. Organisation et gestion de données, fonctions
En classe de cinquiéme, la proportionnalité occupe toujours une place centrale. Les méthodes de résolution des problémes de proportionnalité
évoluent avec les connaissances des é éves, notamment avec une meilleure maitrise de la notion de quotient.
La partie relative au traitement et a la représentation de données a pour objectif d'initier & la lecture, a I'interprétation, a la réalisation et a
I'utilisation de diagrammes, tableaux et graphiques et de mettre en évidence la relativité de I'information représentée. Les travaux
correspondants sont conduits a partir d’ exemples et en liaison, chague fois qu'il est possible, avec I’ enseignement des autres disciplines et
I étude des themes de convergence.

Objectifs

La résolution de problémes a pour objectifs

« d"affermir la maitrise des principaux raisonnements qui permettent de traiter |les situations de proportionnalité,

o d'initier les éléves au repérage sur une droite graduée ou dans le plan muni d'un repere,

« d'acquérir et interpréter les premiers outils statistiques (organisation et représentation de données, fréquences) utiles dans d' autres
disciplines et dans la vie de citoyen, de se familiariser avec des écritures littérales.

Connaissances Capacités Commentaires
1.1. Proportionnalité - Compléter un tableau de nombres représentant une | Letravail sur des tableaux de nombres sans lien avec
relation de proportionnalité, en particulier un contexte doit occuper une place limitée. Les
Propriété de linéarité. déterminer une quatriéme proportionnelle. activités numériques et graphiques font le plus
- Reconnaitre si un tableau complet de nombresest | souvent appel ades situations mettant en relation
Tableau de proportionnalité. ou non un tableau de proportionnalité. deux grandeurs.
Il est possible d’ envisager, dans une formule, des
Passage al’unité ou « régle de variations d’ une grandeur en fonction d’ une autre
trois ». grandeur mais toute définition de la notion de
fonction est exclue.
Les procédures utilisées pour traiter une situation de
proportionnalité sont de méme nature qu’ en classe
de sixiéeme.
L’ usage du « produit en croix » est exclu en classe
de cinquiéme.
Pour les coefficients de proportionnalité ou les
rapports de linéarité exprimés sous forme de
quotient, on choisira des nombres qui évitent des
difficultés techniquesinutiles. En particulier les
quotients de nombres décimaux ne sont pas
exigibles.
- Mettre en cauvre la proportionnalité dans les cas Un travail doit étre conduit sur la comparaison
suivants: relative d' effectifs dans des popul ations différentes
- comparer des proportions, ou de proportions dans un mélange. Il s articule avec
Pourcentage. - utiliser un pourcentage, I" utilisation de I’ écriture fractionnaire pour exprimer
- * calculer un pourcentage, une proportion.
- * utiliser I' échelle d’ une carte ou d’ un dessin,
Echelle. - calculer I’ échelle d’ une carte ou d’ un dessin,
[Thémes de convergence]
1.2. Expressions littérales Utiliser une expression littérale. De nombreux thémes du programme, notamment
dans le domaine grandeurs et mesures, conduisent a
[Thémes de convergence] utiliser des expressions littérales (formules).
Produire une expression littérale.
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Connaissances

Capacités

Commentaires

1.3. Activités graphiques

Repérage sur une droite graduée.

Repérage dansle plan.

[Thémes de convergence]

1.4 Représentation et
traitement de données
Effectifs.

*Fréquences.

Classes.

Tableau de données,
représentations graphiques de
données.

[Thémes de convergence]

Sur une droite graduée :

- lire I’ abscisse d’ un point donné,

- placer un point d’ abscisse donnée (exactement ou
approximativement, en fonction du contexte),

- déterminer la distance de deux points d' abscisses
données.

Dans le plan muni d'un repére orthogona :

- lireles coordonnées d’ un point donné,

- placer un point de coordonnées données,
Connaitre et utiliser le vocabulaire : origine,
coordonnées, abscisse, ordonnée.

- Cdlculer des effectifs,

- * Calculer des fréquences.

- Regrouper des données en classes d' égale
amplitude.

- Lire et interpréter des informations a partir d'un
tableau ou d' une représentation graphique
(diagrammes divers, histogramme).

- Présenter des données sous la forme d’ un tableau,
les représenter sous laforme d’ un diagramme ou
d'un histogramme (dans ce cas les classes sont
toujours de méme amplitude).

Les nombres utilisés dans ces activités peuvent étre
des entiers, des décimaux ou des quotients simples.
Les activités graphiques conduisent :

- aétablir la correspondance entre nombres et points
d'une droite graduée (une méme droite peut étre
graduée de plusieurs facons),

- ainterpréter I’ abscisse d’ un point d’ une droite
graduée en termes de distance et de position par
rapport al’ origine,

- achoisir I échelle permettant de placer une série
de nombres sur une portion de droite graduée.

Le repérage est arelier avec des situations delavie
quotidienne, le vocabulaire n’ est pas un objet

d’ apprentissage pour lui-méme.

Des activités dans lesguelles les é éves ont eux-
mémes a graduer une droite ou a produire un
graphique sont proposées.

Les éléves sont entrainés a lire, interpréter et
représenter des données en utilisant un vocabulaire
adéguat dans des contextes qui leur sont familiers.
Le calcul d effectifs cumulés n’est pas un attendu.
* Les écritures 4/10, 2/5, 0,4 40 % sont utilisées
pour désigner une fréquence : elles permettent
d'insister sur les diverses représentations d’un
méme nombre.

Le choix de lareprésentation est lié alanature de la
situation étudiée.

L’ utilisation d'un tableur permet d’ enrichir ce travail
en le prolongeant a des situations plus complexes
que celles qui peuvent étre traitées «alamain ».
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2. Nombres et Calculs

- Les problemes proposés associant a une situation donnée une activité numérique, renforcent le sens des opérations et des diverses écritures
numeériques et littérales. Ils sont principalement issus de la vie courante, des autres disciplines ou des mathématiques. Il convient de ne pas
multiplier les activités purement techniques. Toutes les travaux numeériques fournissent des occasions de pratiquer le calcul exact ou approché
sous toutes ses formes, utilisées en interaction : calcul mental, &lamain ou instrumenté.

Objectifs

La résolution de problemes a pour objectifs :

« d'entretenir et développer la pratique du calcul mental, du calcul alamain et I’ utilisation raisonnée des calculatrices ;

« d'assurer la maitrise des calculs d expressions numériques sur les nombres décimaux positifs et prévoir |’ordre de grandeur d'un
résultat ;

« d'initier aux nombres relatifs et aux calculs sur les nombres en écriture fractionnaire ;

de familiariser les ééves aux raisonnements conduisant a des expressions littérales ;

« d'apprendre a choisir et interpréter |’ écriture appropriée d’ un nombre ou d’' une expression littérale suivant la situation, « d’ apprendre
a effectuer des transformations simples d' écriture ;

e d'initier alanotion d’ équation.

Connaissances Capacités Commentaires
2 1. Nombres entiers et - Effectuer une succession d' opérations donnée sous | L’ acquisition des priorités opératoires est un
décimaux positifs : calcul diverses formes (par calcul mental, alamain ou préalable au calcul algébrique. Les questions posées
divisibilité sur lesentiers mstrl’Jr_nente), unigquement sur des exemples apropos de _resultats obt_enusal ?lde decaJCL_JIat_rlf:&e
numeriques. peuvent offrir une occasion de dégager les priorités
*Enchail t o onérati - Ecrire une expression correspondant & une opératoires usuelles.
nenainement d operations. succession donnée d’ opérations. L a capacité visée dans le socle commun concerne

uniquement un calcul isolé. Pour construirela
capacité : « savoir quand et comment utiliser les
opérations élémentaires pour résoudre un
probléme », la succession d’ opérations, si elle est
nécessaire, se fait étape par étape.

Distributivité de lamultiplication | - Sur des exemples numériques, utiliser les égalités | - Dansle cadre du socle commun il convient de

par rapport al’ addition. k(a " b) - ka+ kb et privilégier I’ exploitation de cette propriété sur des
exemples numériques.

k(a - b) =ka- kb dansles deux sens.

L’intégration des |ettres dans ce type d' égalités est

-* SQur des exemples littéraux, utiliser les égalités | une difficulté qu'il faut prendre en compte. Elle

k( a+ b) = ka+ kb et s appuie sur des situations empruntées aux cadres

numérique ou géométrique.
k(a - b) =ka - kb danslesdeux sens.

Division par un décimal. - Ramener une division dont le diviseur est décimal | Cetravail est a conduire en relation avec les égalités
aunedivision dont le diviseur est entier. d’ écritures fractionnaires. 11 se congoit
essentiellement dans e cadre de larésolution de
probléme.
Multiples et diviseurs, - Reconnaitre, dans des cas simples, si un nombre Les notions de multiple et diviseur sont entretenues.
divisibilité. entier positif est multiple ou diviseur d’ un autre La reconnaissance de multiples ou de diviseurs est
nombre entier positif. faite soit en utilisant les critéres de divisibilité

installés en classe de sixiéme, soit en ayant recours
au calcul mental ou aladivision.
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Connaissances

Capacités

Commentaires

2.2. Nombres positifsen
écriturefractionnaire:
sens et calculs

Sensdel’ écriture fractionnaire.

Addition et soustraction.

*Multiplication.

- Utiliser I écriture fractionnaire comme expression
d'une proportion, d' une fréquence.

- Utiliser sur des exemples numériques des égalités
dutype € _2.
bc b

- Additionner et soustraire deux nombres en écriture
fractionnaire dans le cas ou les dénominateurs sont
les mémes *et dans le cas ol |e dénominateur de
I"un est un multiple du dénominateur del’ autre.

- *Effectuer le produit de deux nombres écrits sous
forme fractionnaire ou décimale, le cas d’ entiers
étant inclus.

La classe de cinquiéme s'inscrit, pour le travail sur
les écritures fractionnaires, dans un processus prévu
sur toute la durée du collége. En classe de 6°,

I" écriture fractionnaire a deux significations :

- Ie«partage»(g , c'est 3fois %) ;

- le quotient: g désignelecinquiemede 3 (le
nombre dont e produit par 5 est égal a 3).

L’ utilisation d' une écriture fractionnaire pour
exprimer une proportion, une fréquence est arelier a
la notion de quotient.

Dans |e traitement mathématique des problémes de

lavie courante, les fractions interviennent rarement

en tant que nombre. L’ utilisation des nombres

décimaux est souvent suffisante et doit étre

privilégiée tout particuliérement dans le cadre du

socle commun.

L’égalité 2 _ 2 fait I’ objet d’' une justification a
bc b

I"aide d’' un exemple générique.

Des oralisations du type « 3 quarts plus 5 quarts »
permettent d’ effectuer directement des opérations
sans mobiliser explicitement le statut de nombre.

Letravail porteala fois sur les situations dont le
traitement fait intervenir le produit de deux nombres
en écritures fractionnaires (en relation avec
différentes significations de ces écritures) et sur la
justification du procédé de calcul.

2.3. Nombresrelatifsentiers
et décimaux :

sens et calculs

Notion de nombre relatif.
*QOrdre.

* Addition et soustraction de
nombres relatifs.

[Thémes de convergence]

- Utiliser lanotion d’ opposé.
- *Ranger des nombres relatifs courants en écriture
décimale.

- *Calculer la somme ou la différence de deux
nombres relatifs.

- Calculer, sur des exemples numériques, une
expression dans laquelle interviennent uniquement
lessignes +, — et éventuellement des parenthéses.

- Sur des exemples numériques, écrire en utilisant
correctement des parentheéses, un programme de
calcul portant sur des sommes ou des différences de
nombres relatifs.

Lanotion de nombre relatif est introduite a partir
d'un probléme qui en montre la nécessité (par
exemple pour rendre la soustraction toujours
possible).

Unerelation est faite avec la possibilité de graduer
entierement ladroite, puis de repérer le plan Les
nombres utilisés sont aussi bien entiers que
décimaux.

Lesregles de suppression de parenthéses a
I"intérieur d’ une somme al gébrique sont étudiées en
classe de quatrieme.
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Connaissances Capacités Commentaires

Une attention particuliére est apportée a
I"introduction d’ une lettre pour désigner un nombre
inconnu dans des situations ou |e probléme ne peut
pas étre facilement résolu par un raisonnement
arithmétique.

Les programmes du collége prévoient uneinitiation
progressive a la résolution d’ équations, de maniere
a éviter la mise en cauvre d' algorithmes dépourvus
de véritable sens.

*La classe de cinquiéme correspond a une étape
importante avec le travail sur des égalités vues
comme des assertions dont |a vérité est & examiner.
Lanotion d’ éguation ne fait pas partie du socle
commun.

- *Tester si une égalité comportant un ou deux
nombres indéterminés est vraie lorsqu’ on leur
attribue des valeurs numériques.

2.4. Initiation ala notion
d’ équation

lll. Géométrie

En classe de cinquiéme, I’ étude de la symétrie centrale permet de réorganiser et de compl éter les connaissances sur les figures.

Les travaux de géométrie plane prennent toujours appui sur des figures dessinées, suivant les cas, a main levée, a I’aide des instruments de
dessin et de mesure, ou dans un environnement informatique. Ils sont conduits en liaison étroite avec I’ étude des autres rubriques. Les diverses
activités de géométrie habituent les éléves a expérimenter et a conjecturer, et permettent progressivement de s entrainer a des justifications

mettant en oauvre les outils du programme et ceux déja acquis en classe de sixieme.

Objectifs

La résolution de problémes a pour objectifs de connaitre et utiliser les propriétés conservées par symétrie (axiale ou centrale), les
propriétés relatives aux figures usuelles (triangles, parallélogrammes, cercles), d entretenir la pratique des constructions géométriques
(aux instruments et a I‘aide d'un logiciel de géométrie) et des raisonnements sous-jacents qu’ elles mobilisent, de conduire sans
formalisme des raisonnements géomeétriques simples, de familiariser les éléves avec |es représentations de figures de I’ espace.

Connaissances

Capacités

Commentaires

3.1 Figuresplanes
Parallélogramme.

Figures simples ayant un centre
de symétrie ou des axes de
symétrie.

Angles.

[Reprise du programme de 69

- Connaitre et utiliser une définition et les propriétés
(relatives aux cotés, aux diagonales et aux angles) du
parallélogramme.

- Construire, sur papier uni, un parallélogramme
donné (et notamment dans les cas particuliers du
carré, du rectangle, du losange) en utilisant ses
propriétés.

- Connaitre et utiliser une définition et |es propriétés
(relatives aux cotés, aux diagonales, aux éléments de
symeétrie) du carré, du rectangle, du losange.

- Reproduire un angle.

Letravail entrepris sur la symétrie centrale permet
dejustifier des propriétés caractéristiques du
parallélogramme que les éléves doivent connaitre.
Dans le cadre du socle commun il est seulement
attendu des éléves qu’ils sachent utiliser en situation
ces propriétés, notamment pour |a reconnaissance
d'un paralléogramme, d’ un rectangle, d’ un losange
ou pour leur tracé.

L es connaissances rel atives aux quadrilatéres usuels
sont sollicitées dans des problémes de construction
et permettent de justifier les procédures utilisées
pour construire ces quadril atéres.

Un travail de synthese est réalisé, faisant apparaitre
chacune de ces figures (rectangle, losange, carré)
comme un parallél ogramme doté de propriétés
particuliéres, notamment en ce qui concerne les
diagonales.

Pour lareproduction d’'un angle : usage d’ un gabarit
ou du rapporteur. L’ usage du rapporteur doit faire
I’ objet d’ un approfondissement.
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Connaissances

Capacités

Commentaires

Propriétés des triangles usuels.
[Reprise du programme de 69

Caractérisation angulaire du
parallélisme.

Triangle, somme des angles d'un
triangle.

Construction de triangles et
inégalité triangulaire.

Médiatrice d’ un segment.
[Reprise du programme
de 69

Cercle circonscrit aun triangle.

Médianes et hauteurs d'un
triangle.

Connaitre |les propriétés relatives aux angles des
triangles suivants : triangle isocéle, triangle
équilatéral, triangle rectangle.

- Connaitre et utiliser les propriétés relatives aux
angles formés par deux paralléeles et une sécante et
leurs réciproques.

- Connaitre et utiliser, dans une situation donnée, le
résultat sur la somme des angles d’ un triangle.
Savoir I’ appliquer aux cas particuliers du triangle
équilatéral, d'un triangle rectangle, d'un triangle
isocéle.

- Connaitre et utiliser I'inégalité triangulaire.
- Construire un triangle connaissant :

« lalongueur d'un coté et les deux angles qui lui
sont adjacents,

« les longueurs de deux cotés et I angle compris
entre ces deux cotés,

* les longueurs des trois cotés.

- Sur papier uni, reproduire un angle au compas.

- Connaitre et utiliser la définition de la médiatrice
ainsi que la caractérisation de ses points par la
propriété d’ équidistance.

- Utiliser différentes méthodes pour tracer la
médiatrice d’un segment.

- Construire le cercle circonscrit a un triangle.

- Connaitre et utiliser la définition d’' une médiane et
d'une hauteur d’un triangle.

La connaissance ainsi développée des figures ci-
contre conduit ales situer les unes par rapport aux
autres en mettant en évidence leurs propriétés
communes et des propriétés différentes.

A cette occasion, |e vocabulaire suivant est
également utilisé : angles opposés par |e sommet,
angles alternes-internes, angles correspondants,
angles adjacents, angles complémentaires, angles
supplémentaires.

Les propriétés sont formulées et utilisées dans les
deux sens (direct et réciproque), mais certaines
réciproques peuvent étre déclarées admises sans
démonstration.

La symétrie centrale ou la caractérisation angulaire
du parallélisme qui en découle permettent de
démontrer que la somme des angles d’ un triangle est
égale & 180 degrés.

Dans chague cas ou la construction est possible, les
éléves sont invités a remarquer que lorsqu’ un coté
est tracé, on peut construire plusieurs triangles, deux
adeux symétriques par rapport a ce coté, asa
médiatrice et & son milieu.

L’inégalité triangulaire est mise en évidence a cette
occasion et son énoncé est admis :

AB +BC=AC.
Lecasdel’égalité AB + BC = AC est reconnu
comme caractéristique de |’ appartenance du point B
au segment [AC].

Au niveau des exigibles du socle, il suffit de
connaitre une méthode de construction.

La construction doit étre justifiée.

Cesnotions sont arelier au travail sur I'aired'un
triangle. La démonstration des propriétés de
concours n'est pas envisageable en classe de
cinquiéme. La notion de hauteur d’ un triangle ne fait
pas partie du socle.
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Connaissances

Capacités

Commentaires

3.2 Symétries
Symétrie axiale.
[Reprise du programme

de 69
Symétrie centrale.

- Construire le symétrique d’ une droite.

- Construire le symétrique d’ un point, d’ un segment,
d'une droite, d'un cercle.

- Congtruire le symétrique, d’ une demi-droite.

- Construire ou compléter al’ aide des instruments
usuels lafigure symétrique d' une figure donnée.

Le réle de la médiatrice comme axe de symétrie
d’un segment est mis en évidence.

Comme en classe de sixiéme, un travail
expérimental permet d' obtenir un inventaire
abondant de figures simples.

L es propriétés invariantes dans une symétrie centrale
sont ainsi progressivement dégagées et comparées
avec les propriétés invariantes dans une symétrie
axiae.

Ces travaux conduisent a:

- I'énoncé et I’ utilisation de propriétés
caractéristiques du parallé ogramme,

- la caractérisation angulaire du parallélisme et son
utilisation.

3.3 Prismes droits,
cylindres derévolution

- Fabriquer un prisme droit dont la base est un
triangle ou un parallé ogramme et dont les
dimensions sont données, en particulier & partir
d'un patron.

- Fabriquer un cylindre de révolution dont le rayon
du cercle de base est donné.

- Dessiner amain levée une représentation en
perspective cavaliére de ces deux solides.

- Reconnaitre dans une représentation en perspective
cavaliére d’un prisme droit les arétes de méme
longueur, les angles draits, les arétes, les faces
paralleles ou perpendiculaires.

Comme en classe de sixieme, |’ objectif est

d entretenir et d' approfondir les acquis:
représenter, décrire et construire des solides de

I’ espace, en particulier al’aide de patrons. Passer
de |’ objet & ses représentations (et inver sement)
constitue encore |’ essentiel du travail.

L’ observation et la manipulation d’ objets usuels
sont des points d’ appui indispensables.

L'usage d outilsinformatiques (logiciels de
géométrie dans |’ espace) peut se révéler utile pour
une meilleure découverte de ces solides.
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4. Grandeurs et mesures
Cette rubrique s appuie notamment sur la résolution de problémes empruntés a la vie courante. Comme en classe de sixieme, I utilisation
d'unités dans les calculs sur les grandeurs est |égitime. Elle est de nature a en faciliter le contrdle et a en soutenir le sens. Les questions de

changement d’ unités sont reliées al’ utilisation de la proportionnalité de préférence au recours systématique a un tableau de conversion.

Objectifs

La résolution de problémes a pour objectifs de compléter les connaissances relatives aux longueurs, aux angles, aux masses et aux
durées, de calculer les aires ou volumes attachés aux figures planes ou solides usuels, de poursuivre |’ éude du systéme d' unités de
mesure des volumes, d' apprendre a choisir les unités adaptées et a effectuer des changements d' unité.

Connaissances

Capacités

Commentaires

4.1 Longueurs, masses,
durées

- Calculer le périmetre d une figure.
- Calculer des durées, des horaires.

Pour les polygones (dont le parallélogramme), la
compréhension de la notion de périmétre suffit ala
détermination de procédés de calcul (lesformules
sont donc inutiles).

Le calcul sur des durées ou des horaires, al’aide de
procédures rai sonnées, se poursuit.

4.2 Angles

Maitriser I’ utilisation du rapporteur.

4.3 Aires
Parallélogramme, triangle,
disque.

- Calculer I'aire d’un parallé ogramme.

- Calculer I'aire d'un triangle connaissant un coté et
la hauteur associée.

- Calculer I'aire d' une surface plane ou celle d'un
solide, par décomposition en surfaces dont les aires
sont facilement calculables.

Laformule del’aire du parallélogramme est déduite
de celledel’aire du rectangle.

Le fait que chaque médiane d’un triangle |e partage
en deux triangles de méme aire est justifié.

Dans |e cadre du socle les éléves peuvent calculer
aing |'aire d' un parallélogramme.

Les éléves peuvent calculer I'aire latérale d'un
prisme droit ou d' un cylindre de révolution a partir
du périmétre de leur base et de leur hauteur.

4.4 Volumes
Prisme, cylindre de révolution.

- Calculer le volume d’un parallél épipéde rectangle.

- Calculer le volume d’un prisme droit, d'un
cylindre de révolution.

- Effectuer pour des volumes des changements
d’ unités de mesure.

Unerelation est établie entre les cal culs de volume
du prisme drait et du cylindre : dansles deux cas,
I"aire de la surface de base du solide est multipliée
par sa hauteur.

On travaillerales changements d’ unités de volume
dans des situations de la vie courante.
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Classe de quatrieme

Note : les points du programme (connaissances, capacités et exemples) qui ne sont pas exigibles pour le socle sont écrits en itaiques. Si la
phrase en italiques est précédée d' un astérisque I’item sera exigible pour le socle dans une année ultérieure. Dire que I’ exigibilité pour le socle
est différée ne veut pas dire que la capacité ne doit pas étre travaillée — bien au contraire ! mais que les éléves pourront bénéficier de plus de
temps pour la maitriser.

1. Organisation et gestion de données, fonctions
Comme en classe de cinquiéme, le mot « fonction » est employé, chague fois que nécessaire, en situation, et sans qu’ une définition formelle de
lanotion de fonction soit donnée.
Les tableurs-grapheurs, dont |’ usage a été introduit dés la classe de cinquiéme, donnent acces a une fagon particuliere de désigner une variable :
par I'emplacement de la cellule ou elle se trouve dans | e tableau. Cette nouveauté est un enrichissement pour le travail sur la notion de variable,
effectué sur des exemples variés.

Objectifs

La résolution de problémes a pour objectifs :

« de consolider et d' enrichir les raisonnements pour traiter des situations de proportionnalité, pour produire ou interpréter des résumeés
statistiques (moyennes, graphiques), pour analyser la pertinence d’ un graphique au regard de la situation étudiée,

« d'organiser des calculs ou créer un graphique avec un tableur.

Connaissances Capacités Commentaires

1.1 Utilisation dela

proportionnalité - Déterminer une quatriéme proportionnelle. Aux diverses procédures déja étudiées s gjoute le
Quatrieme proportionnelle. « produit en croix » qui doit étre justifié.
Calculs faisant intervenir des - Déterminer le pourcentage relatif a un caractére Des situations issues de la vie courante ou des
pourcentages. d’un groupe constitué de la réunion de deux groupes | autres disciplines permettent de mettre en cauvre un
dont les effectifs et les pourcentages relatifs a ce coefficient de proportionnalité exprimé sous forme
caractére sont connus. de pourcentage.
Dans le cadre du socle commun, utiliser I’ échelle
[Thémes de convergence] d'une carte pour calculer une distance, calculer un

pourcentage deviennent exigibles.

1.2. Proportionnalité -* Utiliser dansle plan muni d’un repére, la Cette propriété caractéristique de la
* Représentations graphiques. caractérisation de la proportionnalité par proportionnalité prépare I’ association, en classe de
I"alignement de points avec I’ origine. troisiéme, de la proportionnalité a la fonction
linéaire.
[Thémes de convergence]
1.3. Traitement des données - Calculer lamoyenne d’ une série de données. Les éléves sont confrontés a des situations familiéres
ou deux procédés de calcul différents de la moyenne
Moyennes pondérées. - Créer, modifier une feuille de calcul, insérer une sont mis en oauvre :
formule. - somme des n données divisée par n,

- moyenne pondérée des valeurs par leurs effectifs.
- Créer un graphique a partir des données d’ une
feuille de calcul. Les ééeves doivent savoir calculer, pour de petits
effectifs, une moyenne par la procédure de leur
choix. Pour des effectifs plus grands, cette procédure

[Themes de convergence] est basée sur |’ usage du tableur ou de la calculatrice.
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2. Nombres et Calculs

La pratique du calcul numérique (exact ou approché) sous ses différentes formes en interaction (calcul mental, calcul ala main, calcul ala
machine ou avec un ordinateur) permet la maitrise des procédures de calcul effectivement utilisées, |’acquisition de savoir-faire dans la
comparaison des nombres ainsi que laréflexion et I'initiative dans le choix de |’ écriture appropriée d’ un nombre suivant la situation.

Le calcul littéral qui afait I’ objet d’une premieére approche en classe de cinquiéme, par |e biais de la transformation d’ écritures, se développe en
classe de quatriéme, en veillant a ce que les éléves donnent du sens aux activités entreprises dans ce cadre, en particulier par I’ utilisation de

formules issues des sciences et de la technologie.

Objectifs

La résolution de problémes a pour objectifs :
« d'entretenir et d enrichir la pratique du calcul mental, du calcul alamain et I’ utilisation raisonnée des calculatrices ;

« d"assurer la maitrise des calculs sur les nombres relatifs et les expressions numériques ;

« de conduire les raisonnements permettant de traiter diverses situations (issues de la vie courante, des différents champs des
mathématiques et des autres disciplines, notamment scientifiques) a I’aide de calculs numériques, d'équations ou d’ expressions

littérales ;

« de savoir choisir I écriture appropriée d' un nombre ou d’ une expression littérale suivant la situation.

Connaissances

Capacités

Commentaires

2.1. Calcul numérique
Opérations (+,—, " ,:) surles
nombres relatifs en écriture
décimale.

Produit de nombres positifs en
écriture fractionnaire.

* Opérations (+,—, " ) sur les
nombres relatifs en écriture

fractionnaire (non
nécessairement simplifiée).

Division de deux nombres
relatifs en écriture fractionnaire.

Enchainement d’ opérations.

Puissances d’ exposant entier
relatif.

[Thémes de convergence]

- Calculer le produit de nombres relatifs simples.

- Déterminer une valeur approchée du quotient de
deux nombres décimauix (positifs ou négatifs).

- * Multiplier, additionner et soustraire des nombres
relatifs en écriture fractionnaire.

- Diviser des nombres relatifs en écriture
fractionnaire.

a_ .1
2-, =

b b

- Connaitre et utiliser |’ égalité:

- Sur des exemples numériques, écrire en utilisant
correctement des parenthéses, des programmes de
calcul portant sur des sommes ou des produits de
nombres relatifs.

- Organiser et effectuer alamainou ala
calculatrice les séquences de cal cul
correspondantes.

- Comprendre les notations a" et a ™" et savoir les
utiliser sur des exemples numériques, pour des
exposants trés simples et pour des égalitéstelles

2
que:a?” a®=a’; (ab)?= ah?; %: a= olaeth
sont des nombres relatifs non nuls.

- Utiliser sur des exemples numériques les égalités :

0™ 10"=10™"; _1 _4p-n;(0™"=10™ "
10"

ol m et n sont des entiers relatifs.

Les éléves ont une pratique de la multiplication des
nombres positifs en écriture décimale ou
fractionnaire. Les calculs relevant de ces opérations
sont étendus au cas des nombres relatifs.

* ' addition de deux nombres relatifs en écriture
fractionnaire demande un travail sur la recherche
de multiples communs & deux ou plusieurs nombres
entiers dans des cas ol un calcul mental est
possible.

Savoir additionner et soustraire des entiers relatifs et
multiplier deux nombres positifs écrits sous forme
décimale ou fractionnaire deviennent des capacités
exigibles dans le cadre du socle commun.

* Un travail est mené sur la notion d'inverse d’ un

) 1
nombre non nul ; les notations X et

X sont utilisées, ainsi que les touches
correspondantes de la calculatrice.

A lasuite du travail entrepris en classe de cinquiéme
les éléves sont familiarisés a I’ usage des priorités
ainsi qu'a la gestion d’un programme de calcul
utilisant des parenthéses. En particulier, la
suppression des parenthéses dans une somme
algébrique est étudiée.

Pour des nombres autres que 10, seuls des exposants
trés simples sont utilisés. Les résultats sont obtenus
en s appuyant sur la signification de la notation
puissance et non par I’ application de formules.
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Connaissances

Capacités

Commentaires

Notation scientifique.

[Thémes de convergence]

- Sur des exemples numériques, écrire et interpréter
un nombre décimal sous différentes formes fai sant
intervenir des puissances de 10.

- Utiliser la notation scientifique pour obtenir un
encadrement ou un ordre de grandeur du résultat
d'un calcul.

Par exemple, le nombre 25 698,236 peut se mettre
sous laforme:

2,569 823 6 x10 “ou 25 698 236 x10° ou

25,698 236 x10 °.

2.2. Calcul littéral

Développement.

Comparai son de deux nombres
relatifs.

- Calculer lavaleur d'une expression littérale en
donnant aux variables des valeurs numériques.

- Réduire une expression littérale a une variable, du
type: 3x—(4x—2) , 2¢ —3x + X...

- Développer une expression delaforme

(@+ b)(c+d).

- Comparer deux nombres relatifs en écriture décimale
ou fractionnaire, en particulier connaitre et utiliser :

.I'équivalenceentre & _ C et ad = bc (b et d étant
b d

non nuls) ;

.I'équivalenceentrea=beta—-b=0;

.I"équivalenceentrea> beta—b > 0.

- Utiliser lefait que des nombres relatifs de I’ une des

deux formes suivantes sont rangés dans le méme ordre

queaetb:a+ cetb+c;a-cetb—c

- Utiliser lefait que des nombresrelatifs delaformeac

et be sont dansle méme ordre (respectivement I’ ordre

inverse) quea et b s ¢ et strictement positif

(respectiverment négatif).

- Ecrire des encadrements résultant de la troncature ou
del’arrondi a un rang donné d’un nombre positif en
écriture décimale ou provenant de I’ affichage d’un
résultat sur une calculatrice (quotient ...).

L’ apprentissage du calcul littéral est conduit tres
progressivement a partir de situations qui permettent
aux ééeves de donner du sens a ce type de calcul.

Letravail proposé s articule autour de trois axes :
- utilisation d’ expressions littérales donnant lieu a
des calculs numériques ;

- utilisation du calcul littéral pour la miseen
équation et la résolution de problemes divers;;

- utilisation du calcul littéral pour prouver un
résultat général (en particulier en arithmétique).

Les situations proposées doivent exclure tout type de
virtuosité et viser un objectif précis (résolution
d'une équation, gestion d'un calcul numérique,
établissement d’un résultat général).

L’ objectif reste de développer pas a pas puis de
réduire |’ expression obtenue. Les identités
remarquables ne sont pas au programme.

Les activités de factorisation se limitent aux casoul le
facteur commun est du type a, ax ou X.

La premiére équivalence est notamment utile pour
justifier la propriété dite « d’ égalité des produits en
Croix », relative aux suites de nombres
proportionnelles.

Lefait que x est strictement positif (respectivement x
strictement négatif) setraduit par x> 0
(respectivement x < 0) est mis en évidence.

Lefait que « comparer deux nombres est équivalent a
chercher le signe de leur différence », intéressant
notamment dans le calcul littéral, est dégagé.

Ces propriétés sont I’ occasion de réaliser des
démonstrations dans leregistre littéral.

Résolution de problémes
conduisant a une éguation du
premier degré a une inconnue.

- Mettre en équation et résoudre un probléme
conduisant & une équation du premier degré a une
inconnue.

Les problémes issus d’ autres parties du programme
et d’autres disciplines conduisent a I’ introduction

d’ équations et a leur résolution. A chaque fois sont
dégagées les différentes étapes du travail : mise en
équation, résolution de I’ équation et inter prétation
du résultat.

Les éléves, dans le cadre du socle commun, peuvent
étre amenés a résoudre des problémes se ramenant a
une équation du premier degré sans que la méthode
experte soit exigible.
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3. Géométrie

Dans le plan, les travaux portent sur les figures usuelles déja étudiées (triangles, cercles, quadrilatéres particuliers), pour lesquelles il est
indispensable de continuer a faire fonctionner les résultats mis en place. L'étude plus approfondie du triangle rectangle et d’'une nouvelle
configuration (celle de triangles déterminés par deux droites paralléles coupant deux sécantes) permet d’ aborder quelques aspects numériques
fondamentaux de la géométrie du plan. Certaines propriétés géométriques d’ un agrandissement ou d’ une réduction d’ une figure sont également
étudiées. L' effet sur les aires et les volumes n' est abordé qu’ en classe de troisieme.

Les activités de découverte, d'éaboration et de rédaction d’'une démonstration sont de natures différentes et doivent faire I’objet d'une
différenciation explicite. Dans I’ espace, les travaux sur les solides étudiés exploitent largement les résultats de géométrie plane. L’ étude de
configurations de géométrie dans I’ espace donne des exercices et des illustrations pour différents champs du programme. A ce ftitre, il convient
d aborder la géométrie dans I’ espace suffisamment t6t dans |’ année scolaire.

Objectifs

La résolution de problémes a pour objectifs :

« de connaitre les objets usuels du plan et de I’ espace et d' utiliser leurs propriétés géométriques et |es relations métriques associées ;

« de développer les capacités heuristiques et de conduire sans formalisme des raisonnements géométriques simples utilisant les
propriétés des figures usuelles, les symétries, les relations métriques, les angles ou les aires;

« d'entretenir en |’enrichissant la pratique des constructions géométriques (aux instruments et a I’aide d’un logiciel de géométrie
dynamique) et des rai sonnements sous-jacents ;

o d'initier les éléves ala démonstration ;

« de poursuivre la familiarisation avec les représentations planes des solides de |’ espace ;

« de S'initier aux propriétés laissées invariantes par un agrandissement ou une réduction de figure.

Connaissances Capacités Commentaires
3.1 Figuresplanes - Connaltre et utiliser les théorémes relatifs aux Ces théorémes sont démontrés en utilisant la
Triangle: milieux et paraléles. | milieux de deux cotés d’un triangle. symeétrie centrale et les propriétés caractéristiques du

parallélogramme ou les aires.
Dans |e cadre du socle commun, seules les
propriétés directes de la droite des milieux sont

exigibles.
* Triangles déterminés par deux | - *Connaitre et utiliser la proportionnalité des Le théoréme de Thalés dans toute sa généralité et sa
paralléles coupant deux demi- longueurs pour les cotés des deux triangles réciprogue seront étudiés en classe de troisieme.

droites de méme origine. déterminés par deux paralléles coupant deux demi-
droites de méme origine.

Triangle rectangle : théoréme de | - Caractériser le triangle rectangle par I’ égalité de On ne distingue pas |e théoreme de Pythagore direct

Pythagore. Pythagore. de saréciproque (ni de saforme contraposée). On
- Calculer lalongueur d'un coté d un triangle considére que I’ égalité de Pythagore caractérise la
rectangle a partir de celles des deux autres. propriété d’ étre rectangle.

Triangle rectangle: cosinusd’un | - Utiliser dans un triangle rectangle la relation entre
angle. le cosinus d’'un angle aigu et les longueurs des cotés
adjacents.
- Utiliser la calculatrice pour déterminer une valeur
approchée :

- du cosinus d'un angle aigu donné ;

- de!’angle aigu dont le cosinus est donné.

Triangle rectangle: cercle - Caractériser letriangle rectangle par son Le casou le demi-cercle n’est pas apparent (la
circonscrit. inscription dans un demi-cercle dont le diamétre est | longueur d’une médiane d’un triangle est la moitié
un cbté du triangle. de celle du cbté correspondant) est étudié.

- Caractériser les points d’' un cercle de diamétre
donné par la propriété del’angle droit.

Distance d’ un point a une droite. | - Savoir que le point d une droite le plus proche
d'un point donné est le pied de la perpendiculaire
menée du point a la droite.

Tangente a un cercle. - Congtruire la tangente & un cercle en I’un de ses Dans |e cadre du socle commun, il est simplement
points. attendu des éléves qu'ils sachent reconnaitre qu’ une
droite est tangente a un cercle.
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Connaissances

Capacités

Commentaires

Bissectrice d'un angle.

[reprise des programmes
antérieurs|

Bissectrices et cercle inscrit.

- Connaitre et utiliser la définition de |a bissectrice.

- Utiliser différentes méthodes pour tracer :
- lamédiatrice d' un segment ;
- la bissectrice d'un angle.

- Caractériser les points de la bissectrice d'un angle
donnée par la propriété d' équidistance aux deux
cotésdel’angle.

- Congtruire le cercle inscrit dans un triangle.

La bissectrice d’'un angle est définie comme la demi-
droite qui partage |’ angle en deux angles adjacents
de méme mesure.

Lajustification de la construction de la bissectrice a
larégle et au compas est reliée ala symétrie axiale.
Cette construction n’est pas exigible dans le cadre du
socle commun.

Cette caractérisation permet de démontrer que les
trois bissectrices d’ un triangle sont concourantes et
justifie la construction du cercle inscrit. L’ analogie
est faite avec le résultat concernant les médiatrices
destrois cotés du triangle vu en classe de
cinquieme.

3.2 Configurations dans
I’ espace
Pyramide et cone de révolution.

- Réaliser le patron d’une pyramide de dimensions
données.

L’ observation et la manipulation d’ objets constituent
des points d’ appui indispensables. Ces activités
doivent étre complétées par I’ observation et la
manipulation d’images dynamiques données par des
logiciels de géométrie.

Les activités sur les pyramides exploitent des
situations simples. L’ objectif est toujours
d'apprendre a voir dans |’ espace, ce qui implique un
large usage des représentations en perspective et la
réalisation de patrons. Ces travaux permettent de
consolider lesimages mentales relatives a des
situations d’ orthogonalité.

3.3 Agrandissement et
réduction

- * Agrandir ou réduire unefigure en utilisant la
conservation des angles et la proportionnalité entre
leslongueursdelafigureinitiale et de cellesdela
figure a obtenir.

* Des activités de construction (avec éventuellement
I’ utilisation de logiciels de construction
géométrique) permettent aux éléves de mettre en
évidence et d' utiliser quelques propriétés :
conservation des angles (et donc de la
perpendicularité) et du parallélisme, multiplication
des longueurs par le facteur k d' agrandissement ou
deréduction...

* Certains procédés de construction peuvent étre
analysés en utilisant le théoréme de Thalés dans le
triangle.

4. Grandeurs et mesures
Cette rubrique s appuie notamment sur la résolution de problémes empruntés ala vie courante et aux autres disciplines.
Les notions de mouvement uniforme et de vitesse ont été travaillées en classe de cinquiéme dans |le cadre de la proportionnalité. La notion de
vitesse en tant que grandeur quotient est abordée pour la premiére fois en classe de quatriéme.
Comme dans les classes précédentes, I’ utilisation d’unités dans les calculs sur les grandeurs est Iégitime. Elle est de nature a en faciliter le

contréle et a en soutenir le sens.

Objectifs

La résolution de problémes a pour objectifs

« d'initier les éléves a des grandeurs quotient,
« de compléter les connaissances et consolider les raisonnements permettant de calculer les grandeurs travaillées antérieurement
(longueurs, angles, aires, volumes),

« de savoir choisir les unités adaptées et d' effectuer les changements d’ unités.

Connaissances

Capacités

Commentaires

4.1 Aires et volumes
Calculs d'aires et volumes.

- Calculer le volume d’ une pyramide et d’ un cone de

révolution al’ aide delaformuleV = 1 B h.
3

L’ objectif est, d'une part, d entretenir les acquis des
classes antérieures et, d’ autre part, de manipuler de
nouvelles formules, en liaison avec la pratique du
calcul littéral.
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4.2 Grandeurs quotients
courantes
Vitesse moyenne.

[Thémes de convergence]

-* Calculer des distances parcourues, des vitesses
moyennes et des durées de parcours en utilisant
I’égalitéd = vt.

- * Changer d'unités de vitesse (meétre par seconde
et kilométre par heure).

La notion de vitesse moyenne est définie.

Le vocabulaire « kilométre par heure » et la notation
km/h, issus de lavie courante, sont & mettre en
relation avec la notation km.h*

L es compétences exigibles ne concernent que les
vitesses mais d’ autres situations de changement
d'unités méritent d’ étre envisagées : probleme de
change monétaire, débit, consommation de carburant
en litres pour 100 kilométres ou en kilométres
parcourus par litre.
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Classe de troisieme

Les objectifs généraux et I’organisation de I'enseignement des mathématiques décrits dans I'introduction générale des programmes de
mathématiques pour le collége demeurent valables pour la classe de troisié@me : consolider, enrichir et structurer les acquis des classes
précédentes, conforter I' acquisition des méthodes et des modes de pensée caractéristiques des mathématiques, développer la capacité a utiliser
les mathématiques dans différents domaines (vie courante, autres disciplines), notamment al’ occasion de I’ étude de themes de convergence.

A lafin de cette classe terminale du collége, la maitrise par les éléves de plusieurs types de savoirs est visée :

- dans le domaine des nombres et du calcul : calcul numérique (nombres entiers, décimaux et fractionnaires, relatifs ou non, proportionnalité) et
premiers éléments de calcul littéral ;

- dans le domaine de I’ organisation et la gestion de données : premiers éléments de base en statistique descriptive et en probabilité ;

- dans le domaine géométrique : figures de base et propriétés de configurations du plan et de I’ espace ;

- dans le domaine des grandeurs et de la mesure : grandeurs usuelles, grandeurs composées et changements d’ unités ;

- dans le domaine des TICE : utilisation d’un tableur-grapheur et d’un logiciel de construction géométrique.

Note : lespoints du programme (connaissances et capacités) qui ne sont pas exigibles pour le socle commun des connaissances et des
compétences sont en italiques. Certains commentaires ou exemples d’ activités, liés a des connaissances et des capacités qui ne font pas
partie du socle, sont écritsen italique dans la troisiéme colonne mais correspondent a des situations que doivent travailler tousles éléves
car cesconnaissances et ces capacités restent des objectifs d’ enseignement du programme.

1. Organisation et gestion de données, fonctions

L’un des objectifs est de faire émerger progressivement, sur des exemples, la notion de fonction en tant que processus faisant correspondre, aun
nombre, un autre nombre. Les exemples mettant en jeu des fonctions sont issus de situations concrétes ou de thémes interdisciplinaires. Les
fonctions linéaires et affines apparaissent alors comme des exemples particuliers de tels processus. L’ utilisation des expressions « est fonction
de » ou « varie en fonction de », amorcée dans les classes précédentes, est poursuivie et est associée al’introduction de la notation f(x). L' usage
du tableur grapheur contribue aussi a la mise en place du concept, dans ses aspects numériques comme dans ses aspects graphiques. La notion
d’ équation de droite n’est pas au programme de la classe de troisieme.

Pour les séries statistiques, I’ é&tude des paramétres de position est poursuivie : médiane et quartiles. Une premieére approche de la dispersion est
envisagée. L’ éducation mathématique rejoint ici I’éducation du citoyen : prendre I habitude de s'interroger sur la signification des nombres
utilisés, sur I"information apportée par un résumé statistique. De méme, ¢’ est pour permettre au citoyen d’ aborder I'incertitude et le hasard dans
une perspective rationnelle que sont introduits les premiers éléments relatifs ala notion de probabilité.

Objectifs

La résolution de problémes a pour objectifs

« de synthétiser le travail conduit sur la proportionnalité dans les classes antérieures, d’ approcher la notion de fonction et d’ acquérir une
premieére connaissance des fonctions linéaires et affines,

« de poursuivre la mise en place de paramétres de position et de dispersion d' une série statistique,

« d'initier alanotion de probabilité par I étude d’ exemples simples.

Connaissances Capacités Commentaires

1.1. Notion de fonction

Image, antécédent, notations
f(¥), x = f(x).

[Thémes de convergence]

- Déterminer I'image d’ un nombre par une fonction
déterminée par une courbe, un tableau de données
ou une formule.

- Déterminer un antécédent par lecture directe dans
un tableau ou sur une représentation graphique.

Toute définition générale de la notion de fonction et
la notion d’ ensembl e de définition sont hors
programme.

La détermination d'un antécédent a partir de
I" expression algébrique d' une fonction n’est exigible
que dans le cas des fonctions linéaires ou affines.

1.2 Fonction linéaire, fonction
affine.

Proportionnalité.

En classe de troisiéme, il S'agit de compléter |’ étude
de la proportionnalité par une synthése d’un
apprentissage commenceé al’ école primaire.
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Connaissances

Capacités

Commentaires

Fonction linéaire.

Coefficient directeur dela droite
représentant une fonction
linéaire.

Fonction affine.

Coefficient directeur et ordonnée
al’origine d’ une droite
représentant une fonction affine.

- Déterminer par le calcul I'image d' un nombre
donné et |” antécédent d’ un nombre donné.

- Déterminer I’ expression algébrique d' une fonction
linéaire a partir de la donnée d’un nombre non nul
et de son image.

- Représenter graphigquement une fonction linéaire.

- Connaitre et utiliser la relation y=ax entre les
coordonnées (x,y) d'un point M qui est
caractéristique de son appartenance a la droite
représentative de la fonction linéaire xi— ax.

- Lire et interpréter graphiquement le coefficient
d'une fonction linéaire représentée par une droite
- Déterminer par le calcul I'image d'un nombre
donné et |” antécédent d’ un nombre donné.

- Connaitre et utiliser larelation y=ax + b entre les
coordonnées (x,y) d un point M qui est
caractéristique de son appartenance a la droite
représentative de la fonction linéaire x— ax + b.

- Déterminer une fonction affine a partir dela
donnée de deux nombres et de leurs images.

- Représenter graphiquement une fonction affine.

L’ utilisation de tableaux de proportionnalité permet
de mettre en place le fait que |le processus de
correspondance est décrit par une formulation du
type « je multiplie par a ». Cette formulation est
reliée d xi— ax.

Pour des pourcentages d’ augmentation ou de
diminution, le fait que, par exemple, augmenter de 5
% c'est multiplier par 1,05 et diminuer de 5 % c’est
multiplier par 0,95 est établi.

Certains traitements des situations de
proportionnalité utilisés dans les classes
précédentes sont reliés aux propriétés d’ additivité et
d’ homogénéité de la fonction linéaire.

Parmi |es situations qui nerelévent pasde la
proportionnalité, certaines sont cependant
modélisables par une fonction dont la représentation
graphique est une droite. Cette remarque peut
constituer un point de départ a I’ étude des fonctions
affines. Pour les fonctions affines, la
proportionnalité des accroissements de x et y est
mise en évidence.

[Thémes de convergence]
- Lire et interpréter graphiquement les coefficients
d’ une fonction affine représentée par une droite.
- Déterminer la fonction affine associée a une droite
donnée dans un repere.
1.3. Statistique - Une série gtatistique étant donnée (sousformede | Letravail est conduit aussi souvent que possible en

Caractéristiques de position.

Approche de caractéristiques de
dispersion.

[Thémes de convergence]

liste ou de tableau ou par une représentation
graphique) :

« déterminer une valeur médiane de cette série et
en donner la signification ;

« déterminer des valeurs pour les premier et
troisiéme quartiles et en donner la signification ;

« déterminer son étendue.

- Exprimer et exploiter les résultats de mesures
d'une grandeur.

liaison avec les autres disciplines dans des situations
ou les données sont exploitables par les ééves.

L’ utilisation d' un tableur permet d’ avoir accés a des
situations plus riches que celles qui peuvent étre
traitées «alamain ».

Lanotion de dispersion est arelier, sur des
exemples, au probléme pose par la disparité des
mesures d’ une grandeur, lors d’ une activité
expérimentale, en particulier en physique et chimie.

1.4. Notion de prababilité

[Thémes de convergence]

- Comprendre et utiliser des notions élémentaires de
probabilité.

- Calculer des probabilités dans des contextes
familiers.

La notion de probabilité est abordée a partir

d’ expérimentations qui permettent d' observer les
fréquences des issues dans des situations familiéres
(piéces de monnaie, dés, roues de loteries, urnes,
etc.).

La notion de probabilité est utilisée pour modéliser
des situations simples de la vie courante. Les
situations étudiées concernent les expériences
aléatoires a une ou a deux épreuves.
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2. Nombres et Calculs

La pratique du calcul numérique (exact ou approché) sous ses différentes formes en interaction (calcul mental, calcul ala main, calcul a la
machine ou avec un ordinateur) ales mémes objectifs que dans |es classes antérieures :
- maltrise des procédures de calcul effectivement utilisées ;

- acquisition de savoir-faire dans la comparaison des nombres ;

- réflexion et initiative dans le choix de |’ écriture appropriée d’ un nombre suivant la situation.

Pour le calcul littéral, I'un des objectifs visés est qu'il prenne sa place dans les moyens d’ expression des éléves, a coté de lalangue usuelle, de
I’emploi des nombres ou des représentations graphiques. C’ est en développant notamment des activités ol le calcul littéral présente du sens et
ou il reste simple a effectuer que |’ on amene |’ éléve arecourir al’ écriture algébrique lorsqu’ elle est pertinente.

Objectifs

La résolution de problémes a pour objectifs
« d’entretenir le calcul mental, le calcul alamain et de |’ usage raisonnée des calculatrices,
« d'assurer lamaitrise des calculs sur les nombres rationnels,

« d’amorcer les calculs sur les radicaux et de poursuivre les calculs sur les puissances,

« de familiariser les éléves aux raisonnements arithmétiques,
« de compléter les bases du calcul littéral et d’en conforter le sens, notamment par le recours a des équations ou des inéquations du
premier degré pour résoudre des problemes,
« de savoir choisir I’ écriture appropriée d' un nombre ou d’ une expression littérale suivant la situation.

Connaissances

Capacités

Commentaires

2.1. Nombresentierset
rationnels

Diviseurs communs a deux
entiers, PGCD.

Fractionsirréductibles.

Opérations sur les nombres

relatifs en écriture fractionnaire.

[Reprise du programmedu
cycle central]

- Connaitre et utiliser un algorithme donnant le
PGCD de deux entiers (algorithme des
soustractions, algorithme d’ Euclide).

- Calculer le PGCD de deux entiers.

- Déerminer si deux entiers donnés sont premiers
entre eux.

- Simplifier une fraction donnée pour larendre
irréductible.

Plusieurs méthodes peuvent étre envisagées.

La connaissance de relations arithmétiques entre
nombres — que la pratique du calcul mental apermis
de dével opper — permet d’identifier des diviseurs
communs de deux entiers.

L e recours a une décomposition en produits de
facteurs premiers est possible dans des cas simples
mais ne doit pas étre systématisée.

Lestableurs, calculatrices et logiciels de calcul
formel sont exploités.

Dans |e cadre du socle commun, les é éves utilisent
leur calculatrice pour rendre irréductible une fraction
donnée.

Dans |e cadre du socle commun, I’ addition, la
soustraction et lamultiplication « alamain » de
deux nombres relatifs en écriture fractionnaire, sont
exigibles seulement dans des cas ssimples ; pour
I"addition et la soustraction, il S'agit uniquement des
cas ou un calcul mental est possible.

Dans les autres cas, la calculatrice est utilisée.

2.2. Calculs éémentair es sur
les radicaux

Racine carrée d un nombre
positif.

Produit et quotient de deux
radicaux.

- Savoir que, si a désigne un nombre positif, +/a est
le nombre positif dont le carré est a et utiliser les

, s 2

égalités : 6/5) =a Va’=a-

- Déterminer, sur des exemples numériques, les
nombres x tels que X2 = a, oll a est un nombre
positif.

- Sur des exemples numériques, ol a et b sont deux
nombres positifs, utiliser les égalités:

Jab=+/aAlb ,\/E:ﬁ (b non nul).

Dans le cadre du socle commun, la seule capacité
exigible, relative alaracine carrée, concerne le
calcul alacalculatrice de lavaleur exacte ou
approchée de laracine carrée d' un nombre positif.

Ces résultats permettent de transformer |’ écriture
d'un nombre et de choisir la forme la mieux adaptée
alarésolution d’un probléme posé.
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Connaissances

Capacités

Commentaires

2.3. Ecritureslittérales

Puissances.

[Thémes de convergence]

Factorisation.

| dentités remarquables.

- Utiliser sur des exemples les égalités:

am.an - a m+n.
ava'= am™
@")"=a™
(ab)" = a'o"
(a/b)" = a'/p"

ou a et b sont des nombres non nuls et m et
n des entiersrelatifs.

- Factoriser des expressions algébriques dans
lesquelles le facteur est apparent.

- Connaitre lesidentités:

(a+ b)(a-h) = a®—b?

(a+ b)?>=a’+ 2ab+ b?

(a-b)*=a*~2ab+ b?

- Les utiliser dans les deux sens sur des exemples
numériques ou littéraux simples.

Comme en classe de quatrieme, ces résultats sont
construits et retrouvés, si besoin est, en s appuyant
sur lasignification de la notation puissance qui reste
I objectif prioritaire. La mémorisation de ces égalités
est favorisée par I’ entrainement aleur utilisation en
calcul mental.

Lestravaux se développent dans trois directions :

- utilisation d’ expressions littérales donnant lieu a
des calculs numériques ;

- utilisation du calcul littéral pour la mise en
équation et la résolution de probléemes ;

- utilisation pour prouver un résultat général (en
particulier en arithmétique).

Les activités visent la maitrise du dével oppement ou
de la factorisation d’ expressions simples.

Dans le cadre du socle commun, les éléves
connaissent |’ existence des identités remarquables et
doivent savoir les utiliser pour calculer une
expression numérique mais aucune mémorisation
des formules n’ est exigée.

2.4. Equations et inéguations du
premier degré

Problémes du premier degré :
inéquation du premier degré a
une inconnue, systeme de deux
équations a deux inconnues.

Problémes se ramenant au
premier degré : éguations
produits.

- Mettre en équation un probléme.

- Résoudre une inéquation du premier degré a une
inconnue a coefficients numériques ; représenter ses
solutions sur une droite graduée.

- Résoudre algébriquement un systeéme de deux
équations du premier degré a deux inconnues
admettant une solution et une seule ; en donner une
interprétation graphique.

- Résoudre une équation mise sous la forme
A(X).B(x) =0, ou A(x) et B(x) sont deux expressions
du premier degré de la méme variable x.

Lanotion d’ éguation ne fait pas partie du socle
commun. Néanmoins, |es éléves peuvent étre
amenés a résoudre des problémes du premier degré
(méthode arithmétique, méthode par essais
successifs, ...).

L’ étude du signe d’un produit ou d' un quotient de
deux expressions du premier degré de la méme
variable est hors programme.
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3. Géométrie

Les objectifs des travaux géométriques demeurent ceux des classes antérieures du collége. L’ étude et |a représentation d’ objets usuels du plan et
de I’ espace se poursuivent ainsi que le calcul de grandeurs attachées a ces objets. Les travaux sur les solides permettent de mobiliser largement
les résultats des classes antérieures. A cetitre, il convient d’ aborder 1a géométrie dans |’ espace suffisamment t6t dans I’ année scolaire. L’ étude
des configurations usuelles est enrichie en particulier de la réciproque du théoreme de Thalés et de I’ éude de I’ angle inscrit. Le recours a des
logiciels de construction géométrique (par les ééves ou de maniére collective) est intégré aux séquences d’ enseignement, dans |’ approche d' une

notion ou dans la résolution de problémes.

Objectifs

La résolution de problemes a pour objectifs
« de connaitre les objets usuels du plan et de |’ espace, de calculer les grandeurs attachées a ces objets,
« de développer les capacités heuristiques, les capacités de raisonnement et les capacités relatives a la formalisation d'une

démonstration ;

« d'entretenir la pratique des constructions géométriques (aux instruments et a I'aide d’'un logiciel de géométrie dynamique) et des
raisonnements sous-jacents qu’ elles mobilisent ;
« de solliciter dans les raisonnements | es propriétés géométriques et |es relations métriques associ ées vues dans les classes antérieures ;
« de familiariser les éléves aux sections de solides de |’ espace.

Connaissances

Capacités

Commentaires

3.1 Figuresplanes

Triangle rectangle, relations
trigonométriques.

Configuration de Thalés.

Agrandissement et réduction.

[Reprise du programme
de 4

Angleinscrit, angle au centre.

Polygonesréguliers.

- Connaitre et utiliser lesrelations entre le cosinus,
le sinus ou la tangente d’ un angle aigu et les
longueurs de deux des cotés d'un triangle rectangle.

- Déterminer, al’aide de la calculatrice, des valeurs
approchées :

« du sinus, du cosinus et de la tangente d’' un angle
aigu donné;

« del’angle aigu dont on connait le cosinus, le
sinus ou la tangente.
- Connaitre et utiliser la proportionnalité des
longueurs pour les cotés des deux triangles
déterminés par deux paralléles coupant deux droites
secantes.

- Connaitre et utiliser un énoncé réciproque.

- Agrandir ou réduire unefigure en utilisant la
conservation des angles et la proportionndité entre les
longueurs de lafigureinitide et cellesdelafigure a
obtenir.

- Connaltre et utiliser larelation entre un angle inscrit
et I’angle au centre qui interceptele méme arc.

- Condtruire un triangle équilatéral, un carré, un
hexagone régulier, un octogone connaissant son centre
€t un sommet.

La définition du cosinus a éé vue en classe de
quatrieme. Le sinus et la tangente d'un angle aigu
sont introduits comme rapports de longueurs.

Les formules suivantes sont a démontrer :

A . snA
cos® A+sin“ A=1 et tanA= =~
COsA

Laseule unité utilisée est |e degré décimal.

Il s'agit de prolonger I’ étude commencée en classe
de quatriéme qui, seule, est exigible dans le cadre du
socle commun.

Laréciproque est formulée en tenant compte de

I’ ordre relatif des points sur chague droite mais, dans
le cadre du socle commun, les éléves n’ont pas a
distinguer formellement le théoréme direct et sa
réciproque.

L’ utilisation d’un logiciel de construction
géométrique permet de créer des situations

d' approche ou d' étude du théoréme et de sa
réciproque.

Dans e cadre du socle commun, il est attendu des
ééves qu'ils sachent, dans des situations

d’ agrandissement ou de réduction, retrouver des
ééments (longueurs ou angles) de |’ une des deux
figures connaissant I’ autre.

En ce qui concerne leslongueurs, cetravail sefait en
relation avec la proportionndité.

Cette comparaison entre angle inscrit et angle au
centre permet celle de deux anglesinscrits sur un méme
cercleinterceptant lemémearc.

3.2 Configurationsdans|’ espace
Problémes de sections planes de
solides.

- Connaitre et utiliser lanature des sections du cube, du
parallé épipede rectangle par un plan paralde aune
face, aune arée.

- Connaitre et utiliser lanature des sections du cylindre

L’ utilisation de logiciels de géométrie dans |’ espace
permet de conjecturer ou d'illustrer la nature des
sections planes.

C'est auss |’ occasion de faire des calculs de longueur
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derévalution par un plan pardléle ou perpendiculaire a
Son axe.

- Connaitre et utiliser les sectionsd’ un cone de
révolution et d’une pyramide par un plan paralléleala
base.

et d' utiliser les propriétés rencontrées dans d' autres
rubriques ou les années antérieures. Les éléves sont
égdement confrontés au probléme de représentation
d objetsa3 dimensions, ans qu'aceledela
représentation en vraie grandeur d’ une partie de ces
objets dans un plan (par exemple: section plane,
polygone déterminé par des pointsde |’ objet...).

Sphére, centre, rayon.

Sections planes d’ une sphere.

[Thémes de convergence]

- Connaitre la nature de la section d’ une sphére par
un plan.

- Calculer lerayon du cercle intersection
connaissant le rayon de la sphére et la distance du
plan au centre de la sphére.

- Représenter |a sphére et certains de ses grands
cercles.

Les grands cercles de la sphére et les couples de
points diamétralement opposés sont mis en évidence.

Lefait que le centre du cercle d'intersection est
I’intersection du plan et de la perpendiculaire menée
du centre de la sphére a ce plan est admis.

Lecas particulier ou le plan est tangent a la sphéere
est également étudié.

Aucune difficulté n’est soulevée sur ces
représentations. L e rapprochement est fait avec les
connaissances que les éléves ont déjade la sphere
terrestre, notamment pour le repérage sur lasphére a
I’ aide des méridiens et des paralléles.

4. Grandeurs et mesures

Les situations mettant en jeu des grandeurs sont souvent empruntées a la vie courante (aires de terrains, volumes de gaz, de liquides, vitesses,
débits, colts, ...) mais aussi a d'autres disciplines, notamment scientifiques, et permettent |’interaction entre les mathématiques et d'autres
domaines. Les activités de comparaison d'aires d'une part, et de volumes d' autre part, de figures ou d’ objets obtenus par agrandissement ou
réduction, sont, en particulier, autant d’ occasions de manipulations de formules et de transformations d’ expressions algébriques. Comme dans
les classes précédentes, |’ utilisation d’ unités dans les calculs sur les grandeurs est Iégitime. Elle est de nature & en faciliter le contréle et a en

soutenir le sens.

Objectifs

La résolution de problémes a pour objectifs
« d’entretenir et de compléter les connaissances et les raisonnements relatifs aux calculs d' aires et volumes,
« d'étudier des situations dans lesguelles interviennent des grandeurs composées (produit ou quotient), notamment du point de vue des

changements d' unités.

Connaissances

Capacités

Commentaires

4.1 Aires et volumes
Calculs d'aires et volumes.

Effet d’ une réduction ou d’un
agrandissement.

- Calculer |'aire d une sphére de rayon donné.

- Calculer le volume d’ une boule de rayon donné.

- Connaitre et utiliser le fait que, dans un
agrandissement ou une réduction de rapport K,
« |"aire d’ une surface est multipliée par k2,

« le volume d' un solide est multiplié par k.

Il s'agit aussi d’ entretenir les acquis des années
précédentes : aires des surfaces et volumes des
solides étudiés dans ces classes.

Dans le cadre du socle commun, |es surfaces dont les
aires sont a connaitre sont celles du carré, du
rectangle, du triangle, du disque et les solides dont
les volumes sont a connaitre sont le cube, le
parallé épipéde rectangle, le cylindre droit et la
sphére.

Connaissances

Capacités

Commentaires

4.3 Grandeur s COmpOosées,
changement d’unités

Vitesse moyenne.

[Thémes de convergence]

- Effectuer des changements d’ unités sur des
grandeurs produits ou des grandeurs quotients.

Plusieurs grandeurs produits et grandeurs dérivées
peuvent étre utilisées : passagers” kilometres, kWh,
euroskWh, m¥soum®. s%,...

Les changements d' unités s appuient, comme dans
les classes antérieures, sur des raisonnements directs
et non pas sur des formules de transformation.

Dans |e cadre du socle commun la capacité ne porte
gue sur des situations de la vie courante, sur des
unités et des nombres familiers aux éléves.
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DU NUMERIQUE AU LITTERAL

Un des objectifs de I’enseignement mathématique au college
est que le calcul littéral prenne place dans les moyens
d'expression et de résolution de problémes disponibles pour
les éléves, au coté du calcul numérique, des figures, des
représentations graphiques. Dans cette optique, il s’agit
d’installer progressivement 1’habitude de recourir au calcul
littéral, le programme s’organisant autour de quelques lignes
directrices :

- en 6° et 5%, initiation a 1’usage des lettres, dans des situations
ou leur utilité peut étre reconnue par les éleves, notamment au
travers de 1’élaboration et I’utilisation de formules ;

- en 4° et 3° initiation a la résolution de problémes par des
méthodes algébriques liées souvent a 1’utilisation de fonctions.

1. Les différents usages des lettres

A T’école élémentaire et au début du college, la lettre est
utilisée comme symbole d’unité¢ (h, m...), pour désigner un
objet précis (un point A, le nombre =...), pour désigner une
grandeur ou une mesure dans une formule. Elle a alors souvent
valeur d’abréviation : dans A = L x 1, A est souvent interprété
comme une abréviation de aire, L de longueur, 1 de largeur ;
dans P = m x D, P est alors interprété comme abréviation de
périmétre et D de diamétre. Au college, la lettre acquiert de
nouveaux statuts qui restent souvent implicites pour 1’éléve :

Celui de variable. La rencontre de la lettre comme variable
est trés précoce, des I’utilisation de formules. La valeur de
certaines lettres dépend alors des valeurs attribuées aux autres.
La résolution de certains problémes et I’utilisation d’un
tableur sont particuliérement propices a un travail sur cet
usage des lettres.

Exemple de probléme : il s’agit d’établir une formule qui
permet de calculer le nombre de carreaux grisés d’une figure
construite sur le modéle ci-contre, quel que soit le nombre de
carreaux sur le coté du carré.'

Dans un premier temps, les éléves sont invités a déterminer le
nombre de carreaux grisés pour des valeurs déterminées du
nombre de carreaux sur le coté du carré, puis dans un second
temps a formuler en langage naturel une méthode de calcul et
dans un dernier temps a produire une formule mathématique.
La nécessité d’avoir a désigner le nombre de carreaux sur le
coté justifie 'emploi d’une lettre. Les méthodes de calcul
utilisées et par conséquent les formules produites sont
diverses. Voici quelques exemples de formules que sont
susceptibles de produire des éléeves de 6°. Si n désigne le
nombre de carreaux sur le coté du carré et N le nombre de
carreaux grisés :

N=4n — 4 N=2n+2(n - 2)
N=n+2n-1)+m-2)

Et @ un autre niveau de classe : N = n* — (n—2)*

N=4@n - 1)

L’utilisation d’un tableur est une autre occasion de donner du
sens a la notion de variable dans la mesure ou dans 1’édition
d’une formule, ce sont les adresses des cellules qui sont prises
en compte et non leurs contenus du moment. Le fait de
modifier le contenu d’une cellule désignée dans la formule

ISituation extraite de « Les débuts de I'algebre au collége », INRP
(1996)

modifie le contenu de la cellule ou est implantée la formule, le
contenu de cette cellule apparait ainsi fonction des contenus
des cellules présentes dans la formule.

Ainsi le tableur peut, dans la résolution de problémes, étre
utilisé pour déterminer le prix TTC d’une série d’articles
assujettis au méme taux de TVA, 5,5% par exemple, et
contribuer a illustrer les notions de fonction et de variable.
Aprés avoir nommé « Prix HT » la premiére colonne, « Taxe »
la deuxiéme colonne et « Prix TTC » la troisiéme colonne,
dans la cellule A2, on entre le prix HT d’un article, dans la
cellule B2 la formule = A2*5,5:100 et dans la cellule C2 la
formule =A2+B2.

Celui d’indéterminée. La lettre ne représente plus des
nombres particuliers, mais au contraire des nombres
quelconques comme dans les identités telles que & (a + b) = ka
+ kb ou I’égalité est universellement vraie. Il est important que
ce caractére d’universalité soit mentionné sans toutefois faire
appel aux quantificateurs, mais sous des formes accessibles
aux éleves, comme « Pour toutes les valeurs données aux
lettres a, b, k, on a k (a + b) = ka + kb ».

Dans le probléeme du nombre de carreaux grisés, la diversité
des méthodes de calcul et des formules produites améne la
question de |’équivalence des expressions. Celle-ci peut-étre
testée sur des valeurs numériques avant d’étre prouvée en
ayant recours au calcul littéral. Dans les transformations
d’écritures ainsi effectuées, la lettre n acquiert le statut
d’indéterminée symbolisant un nombre quelconque.

Celui d’inconnue. Résoudre une équation, c’est trouver toutes
les valeurs qui, substituées a 1’inconnue, donnent une égalité
vraie. La notion de solution d’une équation, pour é&tre
comprise, nécessite une remise en cause du statut du signe
d’égalité jusque-la installé. Au lieu d’étre utilisé pour écrire
des égalités vraies, comme c’était le cas en arithmétique, il
apparait dans des énoncés qui peuvent étre rendus faux. Cette
utilisation du signe d’égalité heurte I’habitude installée en
mathématiques de sous-entendre le vrai : quand on écrit une
égalité, il convient d’entendre « 1’égalité est vraie». La
compréhension de ce qu’est une solution d’une équation en
recourant a des tests de la valeur de vérité de 1’égalité est un
préalable a I’apprentissage de techniques de résolution d’une
équation.

Un prolongement a la situation du nombre de carreaux grisés
consiste a poser le probleme de la détermination du nombre
de carreaux sur le coté du carré pour que le nombre de
carreaux grisés soit égal par exemple a 112 ou a 74.

Des la classe de 5¢, le tableur peut étre utilisé pour tester des
valeurs et ainsi déterminer si un nombre est solution d’une
équation. Multiplier les essais, tirer des informations de
premiers essais pour en effectuer de nouveaux en vue de
trouver un nombre pour lequel 1’égalité est veérifice est une
activité qui contribue a donner du sens a la notion de solution
d’une équation et a installer un nouveau statut du signe
d’égalité. Le recours a une démarche par essais et
ajustements ou [’utilisation d’un tableur pour trouver des
solutions d’une équation présentent des limites (nombre de
tentatives, accessibilité des solutions, incertitude sur
l’exhaustivite des résultats), ce qui va justifier ['étude de
techniques de résolution (voir le § 4).

Celui de parameétre. La lettre représente une quantité
supposée connue par rapport a d’autres lettres qui ont :

- soit le statut de variable comme dans la définition de la
fonction linéaire de coefficient a déterminée par x H> ax ou
x désigne la variable et a un nombre déterminé ;

- soit le statut d’inconnue comme dans la désignation d’une

Collége- mathématiques — projet de document d'accompagnement — du numérique au littéral — page 1
Direction de I'enseignement scolaire — bureau du contenu des enseignements



équation du second degré a une inconnue qui est de la forme
ax* + bx + ¢ = 0 ou x désigne linconnue, a, b, et ¢ des
nombres déterminés, ou au collége quand 1’enseignant précise
que toute équation du premier degré a une inconnue peut se
ramener a une équation de la forme ax =5 ;

- soit le statut d’indéterminée comme dans 1’énonciation du
fait que toute expression du premier degré peut étre écrite sous
la forme ax + b.

Au collége, I'utilisation de paramétres est peu fréquente en
mathématique, ce qui n’est pas le cas en sciences physiques.
Par exemple pour exprimer a partir de la formule U = RI
Iintensité en fonction de la résistance pour une tension
donnée, ’attribution d’une valeur numérique a U n’intervient
qu’aprés transformation de la formule. Dans ce travail de la
formule, la lettre U a alors le statut de parametre.

A propos de la détermination du nombre de carreaux sur le
coté du carré quand le nombre de carreaux hachurés est
connu, l’existence de solution dépend des valeurs attribuées a
ce dernier nombre. Un prolongement a ce probleme consiste a
déterminer des valeurs du nombre N de carreaux grisés pour
lequel le probleme a une solution, ce qui peut conduire a
discuter par exemple [’existence d’une solution a [’équation
4n—4 = N ou la lettre N a alors le statut de paramétre.

Pour une méme expression, le statut de la lettre varie en
fonction de la tache. Ainsi, dans le probléme de la
détermination du nombre de carreaux grisés en fonction du
nombre de carreaux sur le coté du carré :

- la lettre a le statut de variable lorsque dans la formule
N =4(n—1), n est remplacée par une valeur numérique ;

- la lettre a le statut d’indéterminée lorsqu’il s’agit par
exemple de prouver 1’équivalence des expressions 4(n — 1) et
4n -4,

- la lettre a le statut d’inconnue lorsqu’il s’agit de déterminer
le nombre de carreaux sur le c6té du carré quand le nombre de
carreaux grisés est connu, c’est le cas dans la résolution de
I’équation 4(n — 1) = 112.

Au cours de la résolution d’un probléme, le statut de la lettre
évolue. Ainsi dans la résolution de 4(n — 1) = 112, le
remplacement de cette équation par 1’équation équivalente
4n — 4 =112, nécessite d’opérer la transformation d’écriture de
4(n — 1) en 4n — 4. Dans cette transformation, le statut de la
lettre n est passé de fagon temporaire de celui d’inconnue
qu’elle avait dans I’équation a celui d’indéterminée.

Les désignations des différents statuts de la lettre présentés ici
sont a destination de I’enseignant. Si ce vocabulaire ne doit
pas étre un enjeu d’enseignement, il est essentiel que les
¢éleéves sachent distinguer en situation les rdles différents joués
par les lettres.

2. Les différents statuts du signe « = »

Le signe « =» est introduit trés tot a 1’école primaire et, au
cours de la scolarité, il est utilisé avec plusieurs significations
qui sont rarement explicitées avec les éléves.

A Pécole élémentaire

- Le signe « =» est le plus souvent utilisé pour annoncer un
résultat, comme par exemple dans 8 + 13 = 21. Le signe « =»
est alors lu comme signifiant « ¢a donne », « ¢a fait », et il
apparait comme étant orienté « gauche-droite ». Des écritures
comme 2,3 + 3,8 =6,1 — 1,5 =4,6, produites a ’occasion de la
résolution d’un probléme, témoignent de cette conception.
Cette signification correspond a celle de la touche [=] des
calculatrices ordinaires.

- Le signe «=» est encore utilis¢ pour communiquer la
décomposition d’un nombre. C’est le cas lorsque 1’¢leve
décompose un nombre sous forme de produit (36 =4 x 9) ou,
plus fréquemment lorsqu’il décompose un nombre, entier ou
décimal, suivant les puissances de la base dans notre systéme

de numération décimale. Ainsi I’égalité 2304 =2 x 1000 + 3 x

100 + 4 traduit que 2304 c’est deux milliers, 3 centaines et 4
- R h e _ 1 1

unités. De méme Dégalit¢ 2,73=2+7X 10+3>< T00

traduit que 2,73 c’est 2 unités, 7 dixiémes et 3 centiémes.

- Enfin, mais plus rarement, le signe « =» est utilisé pour

signifier que deux écritures représentent un méme nombre.

o g . 7
Ainsi, lorsque les éléves ont a placer le nombre 4 surune

C , . .7
demi-droite graduée en quarts, ils peuvent voir 4 comme

étant quatre quarts plus trois quarts, c’est-a-dire une unité et
trois quarts, ou encore comme étant huit quarts moins un
quart, c’est-a-dire deux unités moins un quart, et écrire
3 1 . e . .
1+ 222 7 Le signe d’égalité exprime alors une relation

symétrique et transitive.

Au collége
- L’emploi du signe « =» comme symbole exprimant qu’on a
affaire a deux expressions d’un méme objet mathématique
devient prédominant, notamment pour les expressions
b—a a+b

22
- Le signe «=» est également utilisé pour traduire une
identité. Il signifie alors que quelles que soient les valeurs
attribuées aux lettres, les valeurs « retournées » par les deux
expressions figurant de part et d’autre du signe « =» sont
¢égales. Il rend compte de 1’universalité d’un énoncé comme
par exemple k (a + b) = ka + kb.
- Le signe « =» acquiert encore un autre statut dans 1’écriture
d’une équation. Au lieu d’étre utilisé pour écrire des égalités
vraies, il apparait dans des énoncés dont on se demande s’ils
peuvent étre rendus vrais. En substituant a I’inconnue une
valeur numérique, on obtient une égalité qui est ou bien vraie
ou bien fausse. Le but de la résolution est de trouver toutes les
valeurs qui substituées a I’inconnue donnent une égalité vraie.
Cet usage du signe « = » apparait en rupture avec 1’utilisation
qui en était faite jusque la et qui sous-entendait le vrai.
- Enfin, le signe «=» est utilis¢ comme symbole
d’affectation, comme par exemple lorsque qu’on se propose de
calculer a + 2bpoura=1,3etb=0,7.

littérales, comme par exemple a+

3. Formules et introduction des lettres

La production d’une formule apparait comme une réponse a la
question de la description générale d’une situation faisant
intervenir des valeurs numériques particuliéres et 1’utilisation
de lettres permet de résoudre le probléme de la désignation des
variables en jeu dans la situation.

Le travail sur les formules, premiére rencontre avec les
expressions algébriques, est 1’occasion de mettre 1’accent sur
ces expressions et de les « démystifier ». Elles apparaissent
alors comme la traduction des méthodes de calcul mises en
ceuvre par les €léves. Ainsi, dans 1’exemple des carreaux
grisés sur le pourtour du carré, différentes méthodes de calcul
existent :

- découpage du contour grisé en quatre bandes dont la
longueur de chacune d’elle est égale au nombre de carreaux
sur le c6té du carré moins un, qui conduit a I’expression
4n-1);

- découpage du contour grisé en quatre bandes dont la
longueur de chacune d’elle est égale au nombre de carreaux
sur le coté du carré mais alors, chaque carreau de coin est
comptabilisé¢ deux fois. Cette méthode conduit a I’expression
dn—4;

- aire d’une surface vue comme la différence de deux surfaces
carrées, 1’une de coté n et I’autre de coté n — 2, qui conduit a
Pexpression n* — (n — 2)*.

1l y a bien des fagons de désigner le nombre de carreaux sur le
cOté : par un symbole, par une lettre... Le choix de recourir a
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une lettre est le fruit d’une convention. Dans la classe,
I’utilisation par les éléves de lettres différentes pour désigner
une méme variable est un point d’appui important pour
montrer que le choix des lettres n’a pas d’influence sur la
solution du probléme.

L’¢laboration d’une méthode de calcul préalable a la
production d’une formule représente une économie qui évite
d’avoir a repenser le probléme a chaque nouvelle valeur
attribuée a la variable. Une fois la formule produite, il est utile
de la faire « fonctionner » pour différentes valeurs pour en
faire percevoir le caractére économique.

Pour les ¢léves qui s’orienteront vers 1’enseignement
professionnel, la fréquentation du calcul littéral se fera pour
une bonne part a travers l’utilisation de formules. Le travail
sur les formules, qu’il s’agisse d’en exploiter ou d’en produire,
permet trés tot au collége un premier contact avec des
expressions littérales, sans que les éléves soient confrontés aux
difficultés spécifiques de la démarche algébrique mentionnées
au paragraphe 3. Des situations comme 1’expression du
nombre de sommets, du nombre d’arétes ou encore du nombre
de faces d’un prisme droit en fonction du nombre de sommets
du polygone de base, sont facilement accessibles. Apres avoir
résolu le probléme pour quelques prismes particuliers pour
lesquels le recours au solide permet de valider les réponses, les
¢éléves peuvent étre confrontés au probleme de 1’élaboration
d’une méthode de calcul pour n’importe quel prisme droit et
de la production de la formule qui lui correspond.

A T’occasion de la résolution de problémes, les éléves sont
conduits & manipuler des formules?® et ainsi a faire fonctionner
le calcul littéral pour :

- calculer une valeur quand les autres sont connues, comme
par exemple en sciences physiques, la détermination de la
valeur de I a partir de la formule P = UI quand les valeurs de P
et U sont connues ou bien encore de v a partir de la formule

1
E. = 5 mv* quand les valeurs de E. et m sont connues.
- passer d’une égalité a une autre, comme par exemple de
. d
d=vtav= ” ;

- prouver I’équivalence de deux ou plusieurs expressions
comme dans le cas par exemple de la détermination du

b-a atb
et.
2

« milieu de deux nombres » aeth:a+

4. Résolution algébrique d’un probléme

A I’école élémentaire, 1’¢léve n’opére que sur des nombres ou
des grandeurs en mettant en ceuvre un raisonnement
arithmétique dans lequel il progresse du connu vers 1’inconnu
et ou chaque étape peut étre contrdlée en référence au contexte
de la situation. La langue naturelle y est le support du
raisonnement et 1’écrit est principalement utilisé pour effectuer
les calculs, rendre compte du raisonnement utilisé et exprimer
des réponses. C’est dans ce contexte que le signe d’égalité est
le plus souvent utilis¢é comme indicateur d’un calcul a
effectuer, ce qui lui confére une orientation gauche - droite, les
résultats devant étre exprimés sous forme canonique réduite,
ainsi ’expression 4 + 8 ne saurait figurer comme réponse a
2 + 2+ 5+ 3, le calcul étant considéré comme inachevé. Tant
que subsiste un symbole opératoire, le travail n’est pas achevé.

2 Les situations de la vie quotidienne ou encore empruntées
aux autres disciplines, font rarement intervenir une seule variable : [ =
(R x 0,2826) — (2683,39 x N) calcul de I'imp6t pour une tranche
d’imposition donnée, U = RI en sciences physiques, V=L x | X h,
alors que les compétences visées en calcul littéral au terme du college
portent pour I’essentiel sur des expressions ou intervient une seule
lettre. Un travail sur les formules qui font bien souvent intervenir plus
d’une variable permet d’éviter cette vision réductrice du calcul littéral.

Toutefois, il arrive en arithmétique qu’un éléve soit amené a
remplacer un nombre par une écriture de ce nombre ou
intervient une opération et dans ce cas a utiliser le signe
d’égalité comme symbole d’équivalence.

Dans une résolution algébrique, la démarche est inversée. Les
quantités inconnues sont désignées par des lettres et les
relations entre connu et inconnu sont établies avant d’engager
les calculs qui conduiront au résultat. Les calculs s’effectuent
sur les lettres (représentant les quantités inconnues) au méme
titre que sur les nombres qui expriment les quantités connues.
IIs consistent en des transformations d’écriture 1égitimées, non
plus en référence a la situation traitée, mais par des régles
formelles.

Ainsi, dans le cas de la détermination du « milieu de deux
nombres » a et b quand a et b sont positifs et b > a, si les

éleves peuvent donner sens aux deux expressions a + et

atb

en recourant a une interprétation géométrique au

moyen d’une droite graduée, les traitements effectués a partir

b-a L atb
pour en montrer l’équivalence avec

de a +

sont

difficilement interprétables sur la droite graduée.

Dans une résolution algébrique, 1’exécution et le contrdle des
calculs nécessitent que soient maitrisées la structure des
expressions littérales (somme, produit, quotient) ainsi que les
régles de traitement sur celles-ci. Par ailleurs, le signe
d’égalité doit étre pergu comme une relation symétrique.

La démarche algébrique nécessite ainsi une remise en cause
profonde des stratégies de résolution antérieures et de la
signification du signe « =». Le passage du calcul numérique
au calcul algébrique constitue une véritable rupture que
I’enseignant doit rendre visible a 1’éleve. Aprés qu'un
probléme a été résolu par une démarche algébrique, un retour
sur la méthode de résolution permet d’en dégager les
spécificités par rapport a une démarche arithmétique
désignation de quantités ou de mesures inconnues par des
lettres, calcul sur les lettres comme si elles désignaient des
quantités ou des mesures connues, écriture d’'une égalité ou
d’une inégalité pour lesquelles la suite du travail consiste a
déterminer les valeurs a attribuer aux lettres pour qu’elles
soient vraies...

Considérons les deux situations suivantes :

1. Je pense un nombre, je le multiplie par 3. Au résultat
obtenu je retranche 12, j obtiens alors 7,5. Quel est le nombre
pensé ?

2. Alice et Bertrand® disposent chacun d une calculatrice. Ils
affichent un méme nombre sur leur calculatrice.

Alice multiplie le nombre affiché par 3, puis ajoute 4 au
résultat obtenu.

Bertrand, lui, multiplie le nombre affiché par 2, puis ajoute 7
au résultat obtenu.

Quand ils ont terminé ils s apercoivent que leurs
calculatrices affichent exactement le méme résultat. Quel
nombre ont-ils affiché au départ ?

Dans la premiere situation, un raisonnement arithmétique
utilisant la réversibilité de I’action conduit immédiatement a
la solution : en ajoutant 12 a 7,5, I’éléve obtient le triple du
nombre pensé. 1l lui suffit alors de diviser le résultat obtenu
par 3. Le raisonnement chemine du connu vers l’'inconnu.
Dans la seconde situation, ce cheminement n’est plus
possible. L’éléve va devoir expliciter le calcul effectué par
chaque enfant a partir du nombre affiché au départ sur la
calculatrice. Pour cela, il va lui falloir désigner ce nombre ;
en mathématiques il est d’usage de recourir a une lettre.
L’éleve produit ainsi une équation : 3x + 4 = 2x + 7. Pour en

3 Sjtuation extraite de : COMBIER G., GUILLAUME J.-C.,
PRESSIAT A., « Les débuts de I'algébre au collége », INRP (1996)
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trouver la solution, il va soit procéder par essais successifs
car la solution est ici facilement accessible, soit remplacer
l’équation par une équation équivalente plus simple a
résoudre en utilisant les regles institutionnalisées liant égalité
et opérations et en opérant sur des expressions désignant des
« quantités » inconnues. Sur ces deux points, il s’agit d’une
rupture avec sa pratique antérieure qu’il ne faut pas
minimiser.

Trop souvent, les exemples proposés pour introduire la mise
en équation se raménent a une équation de la forme ax + b= ¢
et peuvent étre résolus par larithmétique’. Montrer le
fonctionnement de la démarche algébrique sur ce type de
problémes ne permet pas a 1’éléve d’en percevoir la puissance
et I’intérét. Pour aider les éléves a accepter une autre approche
qu’arithmétique de la résolution de problémes, il est nécessaire
de les confronter a des difficultés qui révélent les limites des
procédures dont ils disposent. Ainsi, proposer un probléme ou
I’inconnue apparait dans les deux membres de 1’équation,
comme dans I’exemple d’« Alice et Bertrand » qui conduit a
une équation de la forme ax + b = cx + d, permet dans un
premier temps, de mettre en oeuvre des procédures par essais
et ajustements. En faisant varier les nombres a, b, ¢ et d,
I’obtention de la solution par cette démarche devient de plus
en plus difficile voire impossible. Ainsi :
Poura=3,b=4,c=2etd=7,lasolution (3) est facilement
accessible en procédant par essais et ajustements.
Poura=7,b=3,c=2etd=15, la solution (2,4) est encore
accessible en procédant par essais et ajustements, mais plus
difficilement.

Pour a =26, b =22, ¢ = 6 et d = 149, la recherche « a la
main » de la solution (6,35), par essais et ajustements, devient
problématique. Elle est possible a I’aide d’un tableur a
condition toutefois de bien gérer les essais.
Poura=11,b5=5¢c=4 et d =29, la solution (%) est
quasiment inaccessible «a la main» et I’utilisation d’un
tableur permet tout au plus d’en donner une valeur approchée.
Avant que les éleves disposent de techniques de résolution
d’une équation du premier degré a une inconnue, la recherche
de la solution a ce probléme peut avantageusement étre
effectuée a I’aide d’un tableur en comparant les résultats
calculés pour les expressions algébriques figurant dans chaque
membre de 1’équation pour une méme valeur attribuée a la
variable. Un exemple est développé en annexe. Ce type
d’activité peut étre conduit en classe de 4° ou de 3° sur des
équations de degré quelconque que les ¢éléves auront obtenues
a la suite de la mise en équation d’un probléme.

La résolution algébrique d’un probléme se caractérise par :

- une phase de mise en équation qui nécessite de repérer une
grandeur qui va pouvoir s’exprimer de deux fagons
différentes. Dans I’exemple d’« Alice et Bertrand », cette
grandeur est le nombre qu’obtiennent Alice et Bertrand sur
leur calculatrice au terme du calcul. A propos du nombre de
carreaux grisés sur le pourtour du carré, « Trouver le nombre
de carreaux sur le coté du carré pour que le nombre de
carreaux grisés soit égal a 112 » nécessite d’exprimer le
nombre de carreaux grisés sous sa forme numérique 112 ainsi
que sous la forme d’une expression algébrique faisant
intervenir le nombre n de carreaux sur le coté du carré. Le
traitement de 1’énoncé nécessite le respect des régles
d’écriture mathématique.

- une phase de résolution de I’équation ou des équations
écrites qui engage un traitement formel sans lien avec la
situation.

4 Le programme de calcul (Cf. paragraphe 5) que traduit | expression
ax + b est en effet facilement «inversible» : & ¢ on soustrait b, et
ensuite on divise le nombre ains obtenu par a. On résout ains le
probléme sans recourir & une mise en équation.

- une phase de restitution de la solution dans le contexte du
probléme.

Assumer successivement les deux premiéres taches pour un
débutant qui ne maitrise pas plus 'une que 1’autre, constitue
une charge de travail importante. L’utilisation en classe d’un
outil de calcul formel, permet de mettre ’accent sur le
traitement de 1’énoncé et de différer le travail des techniques
de résolution tout en donnant a I’éléve la possibilité de
résoudre en début d’apprentissage des problémes autres que
du premier degré a une inconnue, mais pas plus difficiles a
mettre en équation, comme par exemple dans le probléme
suivant proposé en classe de 4°:

On dispose d’une plaque de carton carrée de 10 cm de coté.
Dans chaque coin de la plague, on découpe un carré comme
indiqué sur le dessin. On obtient alors le patron d’une boite
parallélépipédique, sans couvercle.

Quelle doit étre la mesure du coté du carré que ['on découpe
dans chaque coin pour que le volume de la boite soit 72 cm?> ?

10cm

En permettant la résolution de systémes, ’utilisation d’un outil
de calcul formel autorise [D’introduction d’inconnues
auxiliaires qui facilite la mise en équation et que seul ’expert,
qui dispose d’une gamme de problémes de référence, sait ne
pas étre indispensable.

Dans le probleme de la boite, on voit ainsi des éléves
introduire les variables suivantes :

a la mesure des cotés des carrés découpés dans les coins ;

¢ la mesure du coté du fond de la boite ;

V le volume de la boite;

et écrire cette suite d’équations pour rendre compte du
probleme :

c=10-2a;V=c*xa etV="72

L’apprentissage de techniques de résolution d’équations ou
d’inéquations s’en trouve ensuite motivé du fait que les éleves
ne disposent pas personnellement d’un outil de calcul formel.
Cet apprentissage ameéne la question de la substitution d’une
équation a une autre en recourant :

- soit a ’équivalence des égalités (a = b équivautaa +c=5b +
ceta=béquivaut a ac = be si  c# 0), auquel cas le
raisonnement mis en ceuvre permet d’affirmer que les
solutions trouvées sont effectivement solutions de 1’équation

de départ.
- soit a 'implication (¢ = b implique a + c=b +ceta=5
implique ac = bc), auquel cas, pour étre complet, le

raisonnement nécessite, comme pour un probléme de
construction, de tester les valeurs trouvées pour déterminer les
solutions effectives de I’équation.

La logique qui sous-tend les deux types de raisonnement est
difficilement accessible aux éléves. La premiére démarche ne
saurait €tre utilisée sans que soient mises en place les
équivalences assurant la conservation de toutes les solutions
des équations successives, et pour cela que ces équivalences
aient été démontrées.

La seconde démarche nécessite deux temps : recherche des
valeurs possibles de x (conditions nécessaires), puis
vérification que les valeurs obtenues conviennent (conditions
suffisantes). L’enseignant doit exiger des éléves ce deuxiéme
temps, mais il doit éviter de le présenter comme un moyen de
s’assurer de I’absence d’erreurs dans les calculs faits lors du
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premier temps. Cette seconde démarche présente 1’avantage
d’entretenir les compétences des €léves en calcul numérique.

5. Les deux aspects d’une expression algébrique :
« procédural » et « structural »

Une méme expression peut étre considérée de deux points de
vue :

- soit elle exprime un programme de calcul : elle indique une
suite d’opérations qu’il faut effectuer afin d’obtenir le nombre
que « retourne » le programme de calcul quand on donne des
valeurs numériques aux lettres qui y figurent ; on évoque alors
le caractére « procédural » de I’expression ;

- soit elle est considérée comme un objet dont on peut décrire
la forme et avec lequel on va pouvoir faire de nouveaux
calculs (réduction, factorisation, développement, substitution
dans une autre expression, ...) ; on évoque alors le caractére
« structural » de I’expression.

Les expressions algébriques sont introduites et trés largement
utilisées au colléege sous leur aspect « procédural », pour
formaliser, pour mathématiser un programme de calcul (voir
les paragraphes 1 et 3). Les ¢€léves sont alors confrontés au
type de tiches suivant: évaluer 1’expression algébrique
lorsqu’on donne aux variables qui y figurent des valeurs
numériques. Le qualificatif « procédural » résume le caractére
a la fois «dynamique, séquentiel et détaillé »* que revét
I’expression algébrique. Cet aspect procédural est également
sollicité lors d’un test d’égalité comportant un ou deux
nombres indéterminés (programme de 5°). Les régles de
priorités opératoires sont largement utilisées.

Les expressions algébriques n’ont pas pour seul but de
formaliser des programmes de calcul. Elles constituent
également des objets avec lesquels on peut faire des calculs
sans remplacer les lettres par des nombres, calculs qui sont
donc des calculs sur des programmes de calcul®. Un des types
de problémes qui conduit a considérer cet aspect « structural »
des expressions algébriques est le suivant : on veut savoir si
deux programmes de calcul relatifs a une méme variable sont
équivalents, c’est-a-dire s’ils « retournent » toujours les
mémes valeurs quand on « rentre » n’importe quelle valeur. Si
la réponse est négative, elle est facile a justifier. Mais quelle
justification fournir dans le cas ou la réponse est affirmative ?
Par exemple, comment justifier que les programmes de calcul
«dn—4x», «n+2n—-1)+m—-2)» «n®—(n—2)»... sont
équivalents ? On peut expérimenter en utilisant un tableur
pour faire afficher les valeurs retournées par ces trois
programmes pour une liste de valeurs de n. Mais comment
prouver que le résultat demeure pour n’importe quelle valeur

de n ? On peut y arriver en utilisant des régles de calcul qui _

garantissent 1’équivalence des programmes de calcul que les
expressions traduisent, au rang desquelles figure la
distributivit¢ de la multiplication par rapport a 1’addition,

résultat que 1’on admet dés la classe de 5°. Ces équivalences de _

programmes se traduisent par des identités algébriques, qui
sont déduites d’identités algébriques admises pour certaines
(distributivité...), démontrées pour d’autres (double
distributivité, identités remarquables).

5 Sfard A. 1991, On the dual Nature of mathematical Conceptions :

Reflexions on Processes and Objects as Different Sides of the Same

Coin, Educational Stidies in Mathematics 22 (1), 1-36, cité dans la

thése de Caroline Bardini (2003) : Le rapport au symbolisme

algébrique : une approche didactique et épistémologique, Université

Paris 7, page 24.

6 Selon la formulation due a Yves Chevallard, Séminaire PLC2

2004-2005, qui propose de définir 1’algébre élémentaire comme la

science des programmes de calcul. L emploi de programmes de
calculs dans | enseignement de | algébre est par ailleurs développé
dans la these de Dominique Brouin (2002), Arithmétique et Algebre

élémentaires scolaires, Université Bordeaux |.

Dans ce type de travail, c’est bien ’aspect « structural » qui
est sollicité, par opposition a ’aspect « procédural ». Cette
fois-ci, il s’agit de considérer ’expression comme une forme,
que I’on peut décrire ; le qualificatif « structural » résume le
caractére a la fois « statique, instantané et intégral »’, qui
s’oppose terme a terme au caractére « dynamique, séquentiel
et détaillé » évoqué plus haut. Ainsi, du point de vue
« procédural », pour évaluer a + bc poura=5,b=-3,c=2,
il convient de savoir quelles opérations effectuer et dans quel
ordre : la multiplication est ici prioritaire. Du point de vue
« structural » a + bc est d’emblée percu comme une somme
(en référence a 1’assembleur de plus haut niveau figurant dans
I’expression, qui correspond a la derniére opération que 1’on
ferait si on évaluait 1’expression pour des valeurs données aux
lettres).

La prise en compte de I’aspect « structural » d’une expression
dans I’enseignement est moins « visible » pour les éléves que
I’aspect « procédural ». Pour rééquilibrer 1’enseignement des
deux aspects, 1’étude du type de problémes « Les programmes
de calcul que traduisent deux expressions algébriques sont-ils
équivalents ? » permet de motiver le travail « structural » sur
les expressions algébriques, qui nécessite 1’identification de la
forme d’une expression et souvent le changement de cette
forme (trans-formation), selon le but poursuivi. On est alors
conduit a apprendre aux éléves a déterminer la forme d’une
expression, selon des catégories qui évoluent au cours de
I’enseignement. Savoir si une expression est une somme ou un
produit est une tache incontournable, que 1’¢léve doit a terme
savoir faire seul, sans indication de la part du professeur ou de
1’énoncé de I’exercice.

Plusieurs activités peuvent aider les éléves a faire la
distinction entre ces deux aspects d’une expression
algébrique :

- La description en langue naturelle d’une expression
algébrique conduit a la considérer sous son aspect
« structural » : par exemple, énoncer que (3x — 1) (x* + 2) est
le produit d’une différence et d’une somme, différence du
produit de 3 et de x et 1 et somme du carré de x et de 2, ou que
3x* + 3x est la somme du produit de 3 et du carré de x et du
produit de 3 et de x. Le premier nom de la phrase ainsi
construite donne la forme de I’expression (il n’est donc pas
indispensable de la produire entiérement). Inversement,
I’explicitation orale de la suite des opérations a effectuer pour
exécuter le calcul met en évidence 1’aspect « procédural » de
I’expression. On peut faire un parallele, en géométrie, avec la
description d’une figure (aspect « structural») et un
programme de construction qui permet de la réaliser (aspect
« procédural »).

- L’usage d’un arbre : la réalisation de ’arbre s’appuie sur
les priorités opératoires et ’ordre des calculs a effectuer
(aspect « procédural »), mais 1’assembleur de plus haut niveau
donne la forme de I’expression (aspect « structural »).

- L’usage du tableur: les étapes successives permettant
d’¢laborer une formule relévent de 1’aspect « procédural »
alors que la nature de I’opération inscrite dans la derniére
cellule donne la forme de 1’expression (aspect « structural »).
Ce qui précede montre la difficulté a distinguer le travail sur
| aspect «procédural » de celui sur | aspect «structural » et
fait apparditre une des raisons pour lesquelles, dans
I'enseignement, le deuxiéme est souvent écrasé par le premier.

Une expression agébrique traduit un programme de calcul,
mais elle permet également de décrire des nombres. Cette
«fonction désignative ou descriptive»® d une expression
algébrique est par exemple sollicitée dans I'écriture 2k + 1,

7 Cf. note 3.

8 Expression introduite par Tarski (1971), dans le premier chapitre de
son Introduction a la logique, Gauthier-Villars.
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expression qui décrit les nombres entiers impairs, qui
apparaissent en tant que nombres «retournés» par le
programme de calcul que constitue cette expression, dés que
| on remplace la variablek par un nombre entier naturel.

Aprés qu une transformation d expression algébrique
(factorisation, développement, réduction, & ) a été faite, un
type de téches doit faire| objet d une meilleure visibilité pour
les éléves : comment contréler qu elle a été faite sans erreur?
11 est souhaitable d’aider les éléves a se doter de moyens de
contrdle économiques du développement ou de la factorisation
d’une expression auquel I’expert recourt constamment,
comme, par exemple, la vérification du coefficient de plus
haut degré ou du terme constant. Il faut aussi en montrer les
limites qui justifient le recours a des tests sur un nombre
restreint de valeurs bien choisies. Le recours a une calculatrice
pour effectuer des tests sur des valeurs numériques en facilite
la validation. En classe, le professeur peut montrer 1’usage du
tableur pour controler I’exactitude de 1’égalité (3x — 1) 2x + 5)
= 6x’ + 13x — 5 : on entre une valeur de x, dans la cellule Al,
P’expression (3x - 1) (2x + 5) dans la cellule B1 et I’expression
6x* + 13x — 5 dans la cellule C1 (en recourant par exemple a
I’outil fonction). Si le développement est exact, en faisant
varier la valeur attribuée a x dans la cellule Al, les valeurs
numériques qui s’affichent dans les cellules B1 et C1 varient
également, mais restent égales. Il est important que les éléves
soient conscients que ce type de contrdle conduit a penser que
deux expressions sont effectivement égales sans toutefois en
avoir la certitude (des critéres permettant de 1’obtenir seront
étudiés plus tard).. En revanche, le fait que pour une valeur
attribuée a x, il n’y ait pas égalit¢ des valeurs des deux
expressions suffit a prouver qu’elles ne sont pas égales.

6. Le calcul littéral et la démonstration

Le domaine des nombres entiers, familier aux éeéves, permet
de mettre en évidence dans la seconde moitié du collége la
puissance du calcul littéral. En particulier, son utilité pour
rendre compte d une forme (somme, produit& ) ou d une
propriété d un nombre peut ére mise en évidence. C est ce
gue nous avons désigné par | «aspect structural » des
écritures littérales. Aing, la question peut ére posée de la
désignation du suivant d un nombre, d un nombre pair, d un
nombre impair, d un multiple d un nombre donné, de trois
nombres consécutifs. Le tableur permet de vérifier que
I’écriture proposée convient pour un grand nombre de valeurs.

Pour ce faire, il suffit d’entrer une valeur entiére dans une
cellule et dans une autre cellule la formule sensée produire le
nombre suivant, un nombre pair, un nombre impair, un
multiple d’un nombre donné...

Dans le cadre numérique, mieux qu’en géométrie, les éléves
sont 3 méme de concevoir I’infinité des cas possibles et, apres
un travail sur la notion d’exemple et de contre-exemple,
d’appréhender la nécessité de disposer d’outils de preuve.
Ainsi le calcul littéral permet de prouver des résultats sur les
nombres entiers, notamment les propriétés de divisibilité
comme « La somme de deux multiples d’un nombre est un
multiple de ce nombre ». L’aspect « structural » d’une
expression qui est alors particuliérement sollicité.
Le calcul littéral est également sollicité pour justifier ou établir
des régles, comme celle dite du « produit en croix » ou encore
les régles de calcul sur les écritures fractionnaires en
mobilisant la notion de quotient installée en classe de 6°. Par
exemple en classe de 4°, la régle de sommation de deux
quotients en écritures fractionnaires de méme dénominateur,
installée en classe de 5°, peut étre démontrée :

, a c¢_atc
On veut démontrer que b + P
a

b

On veut donc démontrer que Q + Q’ est égal a

<
b

, c’est-a-

Désignons par Q le quotient — et par Q’ le quotient.

a+c

b
dire, par définition d’un quotient que a + ¢ = b(Q + Q).
Or d’apres cette méme définition, puisque Q est le quotient de
aparb :a=>bQ.
De méme, ¢ = bQ’. Donca +c=bQ + bQ".
OrbQ +bQ’ =b(Q + Q’). D’ou le résultat ...
On peut diminuer dans un premier temps le nombre de lettres
utilisées en traitant un exemple générique (par exemple, en
prenant b = 7). Aprés avoir fait le raisonnement pour cet
exemple, le professeur fait remarquer que | on peut remplacer
7 par n importe quel nombre non nul, désigné par lalettreb.

Si la démonstration de propriétés comme par exemple « La
somme de trois nombres consécutifs est un multiple de 3 »
peut étre confiée aux éléves, d’autres, comme celles utilisant
la notion de quotient, sont conduites par 1’enseignant devant
les éléves ou largement guidées par celui-ci.
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Eléments pour une programmation des apprentissages au collége

Le programme décrit les compétences construites a chaque niveau de classe, mais les activités a un niveau donné ne sauraient se réduire au travail de ces seules compétences. Avant méme de faire 1’objet
d’un apprentissage structuré, ces compétences font 1’objet d’une premiére approche a 1’occasion de la résolution de problémes. Un aspect travaillé a un niveau donné est repris, consolidé et enrichi dans
les classes suivantes. Ce tableau, qui ne vise pas I’exhaustivité, se veut une aide aux enseignants pour programmer les apprentissages sur les quatre années du college.

6e

5¢

4e

36

Statut de la lettre rencontré
Les statuts n’ont pas a faire I’objet
d’une explicitation devant les éléves

Variable

Indéterminée

Inconnue

Paramétre

Travail sur les formules

e Utilisation de formules pour :

- déterminer une grandeur dépendant
d’autres grandeurs ;

- déterminer par des procédures
personnelles et dans des cas simples
la valeur attribuée a une variable
quand toutes les autres valeurs sont
connues.

¢ Production de formules a une ou
deux variables en réponse a la
difficulté de formulation d’une
méthode de calcul dans la langue
naturelle.

Le travail engagé en 6°sur les
formules, qui n’était qu’une
approche, devient un objectif du
programme en 5°.

e Utilisation de 1’expression littérale
d’une fonction linéaire ou affine.

Résolution algébrique d’un probléme

*Mise en évidence des limites d’une
résolution arithmétique.

¢ Introduction d’une lettre pour
désigner une valeur inconnue.

* Mise en équation d’un probléme en
introduisant au besoin des inconnues
auxiliaires.

*Mise en équation et résolution d’un
probléme conduisant a une équation
ou une inéquation du premier degré a
une inconnue, un systéme de deux
équations du premier degré a une
inconnue, a une équation de la forme
A(x).B(x) = 0 ou A(x) et B(x) sont
deux expressions du premier degré

Résolution d’équations, d’inéquations

¢ Utilisation d’égalités a trou.

* Premiére approche de la notion de
solution d’une équation, notamment a
I’occasion du travail sur la notion de
quotient non décimal. L’emploi du
mot équation n’est pas indispensable.

*Notion de solution d’une équation :
tester a I’occasion de la résolution de
problémes si une égalité ou figure un
ou deux nombres indéterminés est
vrai quand on leur attribue des
valeurs numériques.

* Résolution d’une équation du
premier degré a une inconnue.

*Résolution d’un systeme de deux
équations du premier degré a une
inconnue.

*Résolution d’une équation de la
forme A(x).B(x) =0 ou A(x) et B(x)
sont deux expressions du premier
degré

*Résolution d’une inéquation du
premier degré a une inconnue.

Expressions littérales

¢ Utilisation d’un symbole ou d’une
lettre pour désigner une grandeur
variable dans une formule

* Utilisation et production
d’expressions littérales a 1’occasion
de I’élaboration de formules ou de la

traduction d’un programme de calcul.

*Mise en place des conventions
d’écriture be pour bXc, 3a pour 3xa
ou ax3 et des notations a’ et a’, sans

*Réduction d’une expression littérale
a une variable, ce qui nécessite d’une
part de maitriser les conventions
d’écriture mises en place et d’autre
part les différences de signification
d’écritures comme a, a’ et a’

* Travail sur I’aspect « structural »

* Distinction du rdle joué par les
parenthéses dans les écritures comme
fix) et k(a + b).

* Détermination de I’expression
algébrique d’une fonction linéaire ou
affine.

* Factorisation d’une expression
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rendre leur utilisation immédiatement
obligatoire

* Travail sur I’aspect « structural »
d’une expression, traduction du fait
qu’un nombre est le suivant d’un

nombre, qu’un nombre est multiple
de7...

* Test avec des valeurs numériques de
I’égalité de deux expressions
littérales.

¢ Justification de 1’égalité (au sens de
I’identité) de deux expressions
littérales.

d’une expression : désignation d’un
nombre impair, nombres qui se
suivent...

*Reconnaissance de la forme d’une
expression algébrique : somme,
produit. Développement d’une
expression de la forme

(a+b)(ctad

algébrique dans laquelle le facteur est
apparent.

*Mise en place et utilisation des
identités figurant aux programmes.

Calcul littéral et démonstration

e Utilisation du cadre algébrique pour
démontrer des résultats arithmétiques
comme la somme de deux nombres
pairs est un nombre pair.

¢ Utilisation du cadre algébrique pour
démontrer des régles de calcul sur les
quotients.

* Démonstration de 1’équivalence

a_c
Z:E et ad = bc.

. a ka
* Démonstration de b kb
* Démonstration des régles liant ordre
et opérations.
* Démonstration de régles de calcul
sur les quotients.
* Démonstration de la « double
distributivité » a I’aide de la
distributivité.

* Démonstration de la proportionnalité
des accroissements dans le cas d’une
fonction affine

¢ Utilisation du cadre algébrique pour
démontrer des résultats arithmétiques
comme :

- sid divise a et b, alors d divise a — b
et b et réciproquement ;

- sid divise a et b, alors d divise b et
r, reste de la division euclidienne de a
par b, et réciproquement.
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ANNEXE

Exemple d’utilisation d’un tableur pour résoudre une équation

Soit a résoudre 1’équation 26x + 22 = 6x + 149

Dans la cellule Al, on entre une valeur numérique, dans la
cellule B1 on entre la formule «=26%A1+22 » et
dans la cellule C1 la formule «= 6*A1+149 ». Dans les

cellules B1 et C1, s’affichent alors les valeurs retournées par
chacune des deux formules pour la valeur entrée dans la
cellule Al. La modification de la valeur entrée dans la cellule
Al entraine la modification des valeurs qui s’affichent dans
les cellules B1 et C1.

EOX

E3 Microsoft Fxcel - Classeur1

E‘_I)I Fichier Editon Affichage [Insertion Format Outils Données Fepétre 2 - 0 X
ARNE=R" RERRE RENE A=W W =N A AR LR .
g ol -0 -6 I sEl=E=E %€ i-5-A-
B1 v A =26°A1422

A B c | D | —
10 J=26°A1+22 |=6"A1+149 -
2
3 w
o4 v Feuill / < 2l
Prét

Résoudre 1’équation consiste a trouver la valeur qu’il faut
entrer dans la cellule Al pour que les valeurs affichées dans
les cellules B1 et C1 soient égales. Mais en procédant ainsi, on
ne garde pas trace des essais successifs et il est difficile de
prendre en compte [’évolution des wvaleurs qui sont
successivement affichées dans les cellules B1 et C1 pour
engager de nouveaux essais.

E3 Microsoft Excel - Classeur1

En réponse a cette difficulté, la procédure peut étre améliorée
en recopiant dans les cellules B2 et C2 les formules entrées
dans les cellules B1 et C1. Lors de la recopie, les formules
deviennent « = 26¥*A2+22 » et « = 6*A2+149 » et les cellules
B2 et C2 retournent les valeurs correspondant a la valeur qui
est entrée dans la cellule A2. En renouvelant cette opération
dans les cellules Bi et Ci, les essais successifs restent visibles.

S=1e3

@_1 Fichier Edition Affichage Insertion Format Outls Données Fenétre 2 -8 X
S d 2 SV LB 9 - 100% - @ 2
g ol -0 -6z s[ElE=m%€li-H-A- [
B1 M fe =26"A1+22

AL B c | D | —
1[3 I=26"A1+22  I=6"A1+149 s
2 |4 =26"A2+22 | =6"A2+149 E
3 |7 =26%A3+22 =G*A3+149
4 |6 =26%Ad+22 =G*Ad4+149
5 |6.5 =26"A5+22  =6"A5+149
X v
M o4 » W] Feuill / < 5
Prét

La comparaison de I’évolution des écarts entre les valeurs
affichées dans les cellules Bi et Ci d’une part et B(i—1) et
C(i—1) d’autre part selon que la valeur entrée dans la cellule
Al croit ou décroit par rapport a la valeur entrée dans la cellule

A(i-1), conduit 1’¢éléve a formuler des conjectures et a affiner
la recherche de la valeur a entrer dans la cellule Ai jusqu’a
obtenir 1’égalité des valeurs affichées dans les cellules Bi et

Ci.
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E3 Microsoft Excel - Classeur1
@_] Fichier Edition  Affichage

Insertion

Format

0 23 (A AT % G B A - B @] 0 - @

Qutils Données Fepétre 7

! Arial -0 -6 7 s|[El==H %
Al - & 3

A B | C | b | E |®&
1[5 1100 167 =
2 |4 126 173
37 204 191
416 178 185 -
5 |65 191 188
b |64 188.4 187.4
7 16,3 185,85 156.8
g |6.35 187.1 187.1
9 w
M 4 » ] Feuill / |< 2]
Prét

En centrant sa recherche sur la maniére de faire évoluer les
valeurs entrées dans les cellules Ai pour que les valeurs
affichées dans les cellules Bi et Ci se rapprochent jusqu’a
devenir égales, 1’¢léve risque de perdre de vue la signification
des valeurs qui s’affichent dans les différentes cellules et, en
particulier que la valeur entrée dans la cellule Ai pour laquelle

la solution de 1’équation 26x + 22 = 6x + 149. A ce stade de la
recherche, il est alors utile de nommer les colonnes. Dans la
case Al on pourra entrer I’expression x qui servira a repérer le
contenu des cases de la colonne Ai. De la méme maniére dans
la case B1, on entrera I’expression 26x + 22 et dans la case C1
I’expression 6x + 149.

il y a égalité des valeurs affichées dans les cellules Bi et Ci est

E3 Microsoft Excel - Classeur1
] Fichier Edition  Affichage Outils

P S (3[R G B 9B 0% - © [

(=3

Insertion  Format Données  Fepétre 7

i Arial -0 -G I 8 |E=EZ=EEH % €] =
B1 - B 26%x+22

A B C | D | 1
1 x [26c22 T67x+149 =
2 (4 =26"A2+22 =6*A2+149
3 (7 =26 A3+22 =6*A3+149
4 |6 =26"A4+22 =6"Ad4+149 B
5 16,5 =26"AL+22 =6"AL+149
6 |6.4 =26"AB+22 =6"AG+149
7 16,3 =26 AT+22 =6"AT+149
8 |6.35 =26"A5+22 =6"A8+149
g b
M 4 » »] Feuill / | < N
Prét
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LE CALCUL NUMERIQUE AU COLLEGE

Dans le document d’application des programmes de mathématiques pour le cycle 3 de
’école’, il est écrit : « La diffusion généralisée d’outils de calcul instrumenté (et notamment
des calculatrices de poche) amene a repenser les objectifs généraux de [’enseignement du
calcul. L’objectif prioritaire reste, bien entendu, que les connaissances numériques des éléves
soient opératoires, c’est-a-dire au service des problemes qu’elles permettent de traiter, dans
des situations empruntées a l’environnement social ou a d’autres domaines disciplinaires
étudiés a l’école.

Trois moyens de calcul sont aujourd’hui a la disposition des individus : le calcul mental, le
calcul instrumenté (utilisation d’une calculatrice, d’un ordinateur) et le calcul écrit
(notamment, ce qui est usuellement désigné par le terme de « techniques opératoires »). Dans
la vie courante, comme dans la vie professionnelle, le calcul instrumenté a largement
remplacé le calcul écrit. La question de la place a accorder aux différents moyens de calculer
doit donc étre précisée. Pour ces différents moyens, il convient de plus de distinguer ce qui
doit étre automatise et ce qui releve d’un traitement raisonné (calcul réfléchi) ».

La question du calcul se pose dans les mémes termes au collége en élargissant toutefois
I’é¢tude aux calculs portant sur les nombres en écriture fractionnaire, les nombres relatifs et les
racines carrées.

1. Calcul et raisonnement

Dans son rapport d’étape sur la pratique du calcul, la Commission de réflexion sur
I’Enseignement des Mathématiques® (CREM) mentionne : « Dans la culture, les deux termes,
calcul mathématique et raisonnement apparaissent comme antagonistes. Le calcul est opposé
au raisonnement tant dans les démarches de pensée qu'il met en ceuvre que dans les formes
d'apprentissage qu'il requiert. Le calcul renvoie a une activité mécanique, automatisable,
sans intelligence, il est réduit a sa part mécanisée. Son apprentissage renvoie a l'idée
d'entrainement purement répétitif. En bref, le calcul est per¢u comme renvoyant aux basses
ceuvres du travail mathématique, tandis que sa partie noble, celle liée au raisonnement, est
plutot associée a la résolution de problemes géométriques. Cette image, ancrée dans la
culture, est aussi portée par l'enseignement ».

Le discrédit dont souffre le calcul tant dans la culture que dans I’enseignement est totalement

injustifié. Calculer c’est bien plus qu’une simple activité mécanique, automatisable, de plus

en plus déléguée d’ailleurs & des machines’. Apprendre a calculer :

- C’est d’abord apprendre a rendre des situations accessibles au calcul par un travail de
mathématisation en privilégiant certaines caractéristiques des objets et en en occultant
d’autres. Par exemple pour calculer I’aire d’une surface complexe, il peut étre utile de la
décomposer en surfaces « élémentaires » dont on sait facilement déterminer ’aire. Si le
calcul peut et doit étre objet d’étude, il intervient ainsi le plus souvent comme outil pour
traiter des situations (rapport avec le réel, avec d’autres disciplines et, plus
particulierement, avec la mesure des grandeurs) ;

' Documents d’application des programmes, Mathématiques cycle 3, Scérén, CNDP, document téléchargeable a
I’adresse suivante http://www.cndp.fr/ecole/

2 ] .-P. Kahane (2002), « L enseignement des sciences mathématiques », O. Jacob

Le rapport d’étape sur la pratique du calcul peut étre téléchargé sur le site Eduscol

3 Voir larticle de M. Artigue (2004), « L’enseignement du calcul aujourd’hui: problémes, défis et
perspectives », Reperes IREM n° 54, p. 23 - 39
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2.

C’est aussi apprendre a traiter des calculs, de fagon automatisée ou raisonnée, pour aboutir
a un résultat exact ou approché. Ce qui fait la puissance des mathématiques, ce n’est pas
seulement qu’elles rendent les objets calculables, c’est aussi que le calcul puisse
s’algorithmiser et s’automatiser. Algorithmisation et automatisation sont 1’aboutissement
d’un processus ou le raisonnement occupe une place prépondérante, processus qui conduit
a substituer une activité routini€re a une activité d’abord réfléchie ;

C’est aussi apprendre a organiser, a « programmer » un calcul pour le rendre exécutable
par soi-méme ou par une machine (calculatrice, ordinateur).

Les différents aspects du calcul

Le tableau suivant offre un cadre permettant de penser les différents moyens de traiter un
calcul pour obtenir un résultat exact ou approché :

Calcul automatisé

Calcul réfléchi ou raisonné

Calcul mental

Résultats mémorisés
Procédures automatisées

Procédures construites ou
reconstruites
Choix des arrondis

Calcul écrit
(papier-crayon)

Techniques opératoires (calcul
posé)

Procédures construites ou
reconstruites
Choix des arrondis

Calcul
instrumenté
(calculatrice,
logiciel)

Calculs usuels (quatre
opérations), racines carrées,
calculs trigonométriques,
fonctions statistiques, utilisation

- programmation d’un calcul
complexe

- adaptation de la procédure aux
possibilités de la machine

des fonctions simples d’un
tableur...

2.1 Le calcul mental

Une bonne maitrise du calcul mental est une priorité pour diverses raisons :

C’est un calcul d’usage, utile au quotidien. Il s’agit de mettre en place des moyens
efficaces de calculer, chaque fois que le recours a un calcul posé ou a un instrument n’est
pas nécessaire ou pas possible. Méme si 1'usage de la calculatrice est de plus en plus
répandu, il demeure indispensable de savoir calculer sans elle pour obtenir rapidement un
résultat exact dans des cas simples ou un résultat approché dans d’autres cas.

Aucun calcul écrit ne peut étre effectué sans une disponibilité suffisante de résultats
mémorisés (tables d’addition, tables de multiplication, carrés des premiers naturels et de
quelques autres nombres usuels...) ou obtenus mentalement en recourant a des procédures
automatisé€es (multiplication et division par 10, 100, 1000..., régles d’addition des relatifs,

Jax+b =+Jab ...). Sans disponibilité rapide des résultats des tables, il n’y a pas d’acces
possible aux techniques opératoires : dans le cas de la multiplication, les erreurs « de
table » concernent prés de 15% des éléves a I’entrée en sixiéme”, elles sont beaucoup plus
fréquentes que celles qui sont dues a une mauvaise maitrise de I’algorithme de calcul.

Dans le méme ordre d’idée, un ¢€léve peut €tre en difficulté pour écrire~/28 = 2\/7 , hon

pas parce qu’il ne sait pas que dans le cas ou les nombres sont positifs :+/ab = JaxAb

* Evaluation a I’entrée en 6°, années 2004 et 2005, Direction de I’Evaluation et de la Prospective
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etva’ =a, mais parce qu’il est dans I’incapacité de décomposer 28 en un produit d’un
nombre par un carré.

Le calcul mental permet de controler un résultat obtenu par un autre moyen de calcul.
Pour déterminer un ordre de grandeur d’une somme, d’un produit ou d’un quotient, il faut
commencer par décider de la précision voulue et en fonction de cela faire le choix des
arrondis des nombres qui interviennent dans le calcul. Ainsi pour évaluer un ordre de
grandeur de 1057,2 + 358,37 une précision de 1’ordre de la centaine peut étre suffisante. Il
est alors possible d’« arrondir » a 1050 + 350 ou encore a 1100 + 300 en cherchant a
compenser une valeur prise par exces par une valeur prise par défaut. Dans le cas de
1057,2 + 18,37 c’est une approximation a la dizaine qui sera recherchée ou encore un
encadrement de cette somme par 1057 + 13 et 1057 + 20. Dans le cas d’un produit, savoir
compenser une valeur choisie par exces par une valeur choisie par défaut ou encore savoir
positionner le résultat exact par rapport a I’ordre de grandeur de celui-ci est essentiel. Afin
de développer ce type de compétences, il est indispensable que I’éléve puisse évaluer les
conséquences de ses choix d’approximations sur 1’écart entre le résultat exact et I’ordre de
grandeur qu’il souhaite obtenir. Actuellement le développement de ces compétences est
trop souvent laissé a la seule charge des ¢leves, alors que, en ce domaine, I’expérience et
I’entrainement jouent un réle fondamental.

Le calcul mental réfléchi nécessite 1’¢laboration de stratégies de calcul personnelles. 11 met
donc en jeu I’initiative, le raisonnement et des connaissances (explicites ou non) sur la
numération et les propriétés des opérations. Sa pratique nécessite la mise en oeuvre de
relations entre calcul et raisonnement, d’ou I’expression de calcul raisonné, parfois
proposée pour le désigner. Donnons deux exemples :

e Il n’est nul besoin de mémoriser la « régle » de la division par 0,1. L’utilisation de
connaissances et procédures mémorisé€es y supplée avantageusement. Il suffit pour cela au
niveau de la classe de 6° de savoir qu’un quotient ne change pas quand on multiplie

. , . R a ax10 .
numérateur et dénominateur par un méme nombre (a = 01x10 =ax10) ou encore, a
X
b b

partir de la classe de 4°, que 0,1 c’est un dixiéme, que diviser par un nombre c’est
multiplier par son inverse et que I’inverse de un dixiéme c’est 10. Il faut donc surtout

savoir que a: 0,1 =a><i=ax10.

e Lecalcul de 25 x 12 peut étre effectué¢ de différentes fagons :
- en utilisant le fait que 25 x 4 = 100 et que 12 = 4 x 3 (qui sont deux résultats
mémorisés) ainsi que la maitrise « en actes » de la propriété d’associativité de la
multiplication ; ainsi : 25 x 12 =25 x (4 x 3)=(25 x 4) x 3=100 x 3=300;
- en utilisant le fait qu’on ne change pas la valeur d’un produit quand on multiplie un
facteur par un nombre et qu’on divise I’autre facteur par ce méme nombre :
25 x 12=(25 x4) x (12:4)=100 x 3 =300
- en utilisant le fait que 25 est le quart de 100 (apres avoir repéré que 12 est divisible

par 4) ; il suffit alors de prendre 100 fois le quart de 12 : 25x12 :%xlz = IOOX%.

- en utilisant la distributivité¢ de la multiplication par rapport a 1’addition, la « regle »
de la multiplication par 10 qui est une procédure automatisée et la connaissance des
doubles de nombres usuels (résultat mémorisé) ; ainsi :

25 x 12=25 x (10 +2) = (25 x 10) + (25 x 2) =250 + 50 = 300.
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Le calcul réfléchi consiste souvent a rendre un calcul plus simple, en procédant par étapes
plus nombreuses, mais en s’appuyant sur des résultats immédiatement disponibles. Ceci
nécessite I’¢laboration de procédures originales et, par 1a, contribue au développement des
capacités de raisonnement des éléves. Le calcul réfléchi s’oppose au calcul automatisé en
cela que les procédures construites sont avant tout personnelles et doivent étre choisies en
tenant compte des particularités des nombres en présence. L’exploitation en classe des
diverses procédures mises en ceuvre par les éléves pour un méme calcul permet de mettre
I’accent sur les raisonnements mobilisés et sur les propriétés des nombres et des
opérations utilisées « en acte ». L’explicitation des différentes procédures est nécessaire
pour permettre a I’éléve de découvrir d’autres procédures que la sienne et éventuellement
de s’en approprier une nouvelle. En dehors de quelques procédures appelées a devenir
automatisées (car trés performantes et d’usage fréquent), ’explication des procédures ne
doit pas donner lieu a ’institutionnalisation d’une procédure particuliére, car ce qui est
simple pour un éléve ne I’est pas nécessairement pour un autre, la notion de simplicité
étant fonction des connaissances numériques de chacun.

- Un déficit de compétences en calcul mental constitue un handicap majeur pour de
nombreux ¢€léves en college. Par exemple, la perception rapide de rapports entre les
nombres dans le cas de la proportionnalité permet de faire le choix de la procédure la
mieux appropriée (utilisation des propriétés de linéarit¢é ou du coefficient de
proportionnalité), la simplification d’écritures fractionnaires ne peut pas se faire sans une

. e . 112 . .
bonne connaissance des tables de multiplication (pour simplifier =0 il faut reconnaitre

les deux nombres comme €tant multiples de 2, savoir prendre la moitié d’un nombre, puis
savoir que 56 et 35 figurent tous les deux dans la table de 7). Il en va de méme de la
réduction ou de la factorisation d’expressions algébriques simples. Exemples :

e 1,75 x + 2,5 x =4,25 x peut étre obtenu en utilisant le fait que 0,75 = 0,5 + 0,25 et
donc que 0,75 + 0,5= 0,5 + 0,5 + 0,25 = 1,25 ou en ayant mémoris¢ que
0,75+0,5=1,25;

e ¢&crire que 13,4 x + 6,7 = 6,7 (2x + 1) nécessite d’avoir reconnu que 13,4 est le
double de 6,7.

- L’habileté¢ en calcul mental est une aide a la conceptualisation. En travaillant dans un
domaine ou les calculs peuvent étre réalisés mentalement et rapidement, les éleéves
peuvent s’approprier plus aisément de nouveaux savoirs et apprendre a les utiliser, en
centrant leur attention sur ce qui est nouveau. Tant pour les nombres relatifs que pour les
nombres en écritures fractionnaires, ou encore les racines carrées, le traitement de calculs
ne comportant pas, pour les €léves, de difficultés dues au choix des nombres favorise la
focalisation sur la mise en ceuvre des procédures de calcul et des propriétés qui permettent
de les justifier. Il en va de méme pour le développement des compétences en calcul
littéral, pour I’utilisation de certains théorémes de géométrie comme le théoréme de
Thalés et la maitrise « en actes » des propriétés des opérations...

- Le calcul mental apporte souvent une aide a la résolution de problémes, notamment
lorsque 1’¢léve rameéne le probléme a un champ numérique dans lequel les calculs
deviennent plus familiers : essayer avec des nombres plus petits permet, par exemple,
d’avoir une intuition d’un mode de traitement possible.

Dans le prolongement du travail réalisé a 1’école primaire, la pratique réguliére du calcul
mental doit étre envisagée dans trois directions :
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- L’entretien et le développement des connaissances (résultats mémorisés et procédures
automatisées) construites a 1’école primaire et sans lesquelles 1’¢léve serait en difficulté
(parfois en échec), pour développer de nouvelles compétences (résolution de problémes de
proportionnalité, calcul sur les nombres relatifs, sur les quotients, sur les racines carrées,
utilisation des théorémes de Pythagore et de Thalés...) ;

- La pratique du calcul réfléchi et la diversification des stratégies qui permettent de
familiariser les éléves avec les nombres et de faire fonctionner certaines propriétés des
opérations ;

- Le développement de la maitrise du calcul approché, souvent utilisé dans la vie courante
est utile pour anticiper un ordre de grandeur ou contrdler I’exactitude d’un résultat.

Les principales connaissances qui sont a entretenir et a développer au college ainsi que les
contextes dans lesquels elles sont mobilisables sont recensés dans un tableau placé en annexe
de ce document.

2.2 Le calcul écrit

On peut étre tenté d’opposer le calcul mental au calcul écrit, mais cette opposition n’est pas
totalement fondée. Parler de calcul mental ne signifie pas que tout se passe sans écrire.
Couramment, dans la conduite d’un calcul effectué mentalement, I’écrit est utilisé¢ pour garder
trace d’un résultat intermédiaire et ainsi alléger le travail de mémorisation. Inversement,
I’exécution de 1’algorithme d’une opération posée requiert au minimum la connaissance des
tables et la gestion des retenues ; elle ne dispense donc pas de calculer mentalement, bien au
contraire. L’exemple emblématique en est la technique écrite francaise de la division, avec ou
sans les soustractions intermédiaires, qui requiert de nombreux traitements mentaux. Un
déficit de maitrise dans le domaine du calcul mental fragilise donc gravement I’apprentissage
des techniques écrites.

Le calcul écrit ne se réduit pas a 1’application de techniques automatisées. Avant de disposer
d’un algorithme ou en I’absence d’instrument de calcul qui permet d’accéder directement au
résultat, I’¢leve est & méme de conduire un calcul papier-crayon et de produire un résultat en
mobilisant ses connaissances. En classe de 6°, un éléve peut déterminer un quotient décimal

. , . 5,24 ) . , . o
d’un décimal par un décimal comme Fsans disposer de la technique posée qui consiste a

rendre le diviseur entier en déplacant la virgule d’autant de rangs au dividende qu’au diviseur.
I1 lui est possible de s’appuyer sur la propriété mise en place sur les égalités des écritures
524 524 ou 524 52,4
21 210 2,1 21
qu’il sait conduire. Ce n’est qu’en 5°, aprés avoir, pendant un certain temps, eu a gérer
séparément ces deux phases (écriture de 1’égalité des deux quotients sous forme fractionnaire
et pose de la division d’un entier ou d’un décimal par un entier), que la technique posée avec
déplacement de la virgule pourra étre systématisée, prenant ainsi sens. En classe de 3°, un

fractionnaires :

, se ramenant ainsi au calcul d’un quotient décimal

¢léve peut par exemple déterminer une valeur approchée de /1733 en utilisant, comme allant
de soi, la propriété suivante : deux nombres positifs sont dans le méme ordre que leurs carrés.
Ainsi 1 600 <1 733 <2 500 et 40 < +/1733 < 50. Il peut poursuivre sa recherche en procédant
par des essais multiplicatifs successifs : calcul de 412, 422, 41,52

Comme a I’école primaire, le travail sur les techniques opératoires conduit en début de college
doit étre recentré dans deux directions :
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viser une bonne maitrise dans des cas dits « simples », évitant a 1’individu de devenir
dépendant de la machine ;
insister sur le travail de compréhension et de justification de ces techniques qui permet
d’enrichir les connaissances mathématiques des éléves sur la numération et sur les
propriétés des opérations.

Les compétences calculatoires a développer sur chacun des types de nombres abordés au
college sont développées au paragraphe 3.

2.3 Le calcul instrumenté

Le calcul assisté, par une calculatrice ou un tableur, trouve naturellement sa place dans la
résolution de problémes :

En libérant les ¢léves de calculs fastidieux, il leur permet de focaliser leur attention sur
I’¢élaboration, la mise en ceuvre et le controle d’une stratégie de résolution ;

Dans le cas de I’exploration d’un phénoméne numérique, il permet d’arriver rapidement a
la formulation de conjectures qui doivent étre ensuite validées ;

Il peut étre la source de problémes’, lorsqu’il faut déterminer par exemple, a I’aide d’une
calculatrice ordinaire, en 6° le quotient et le reste d’une division euclidienne ou en 5° un
produit de deux nombres comme 123 123 et 234 567. Ces deux exercices, bien
qu’effectués a ’aide d’une calculatrice releévent du calcul réfléchi. Le premier nécessite de
penser le quotient euclidien comme étant la troncature a 'unité du quotient décimal
affiché par la calculatrice et de concevoir le reste de la division euclidienne comme étant
la différence entre le dividende et le produit du quotient euclidien et du diviseur. Pour
résoudre cet exercice, 1’éléve est conduit a donner du sens a la division en lien avec la
multiplication. La taille du calcul a effectuer dans le second exercice dépasse la capacité
d’affichage d’une calculatrice ordinaire (10 chiffres) qui renvoie 28880593 EI10.
Néanmoins, le résultat exact peut étre produit en combinant calcul machine et support
écrit, en utilisant la distributivité de la multiplication par rapport a I’addition ainsi que la
multiplication d’un entier par une puissance de 10 ; comme par exemple

123 123 x 234 567 =123 000 x 234 567 + 123 x 234 567

Des problémes comme par exemple en 6°: « Aprés avoir affiché a [’écran le nombre
142,37, que taper sur la calculatrice pour qu’elle affiche le nombre 1423,7 ? » ou comme
« La touche de la calculatrice est bloquée, comment faire afficher le nombre 12,3 ? »
permettent un nouveau travail sur la regle de multiplication par 10, 100, 1000...,
autrement qu’en effectuant des révisions, ou encore sont I’occasion de mettre en évidence
qu’un décimal est un quotient d’un entier par une puissance de 10.

Comme pour les autres types de calculs, I’emploi de la calculatrice reléve, selon le cas, soit :

du calcul automatisé, lorsque I’éléve a recours a des fonctions « basiques », dans le cas du
calcul d’une somme, d’un produit, d’un cosinus d’un angle, d’une moyenne d’une série
statistique... ;

du calcul réfléchi, comme par exemple lorsqu’il s’agit de calculer le quotient d’une
somme par un nombre qui nécessite que soit pensée ’organisation des calculs avant

317+2,5

d’utiliser la calculatrice. Ainsi, pour effectuer le calcul de , 11 est nécessaire de

savoir qu’il faut commencer par effectuer 3,17 + 2,5 et que, pour qu’une calculatrice qui
intégre les priorités opératoires commence par effectuer cette somme, il faut recourir a
’utilisation de parentheses : (3,17 +2,5) : 7. Ou encore, en trigonométrie, pour le calcul

* Voir a ce propos dans Documents d’accompagnement des programmes, Mathématiques Ecole primaire,
Scérén, CNDP, ’article Utiliser les calculatrices en classe, téléchargeable sur le site Eduscol
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d’une longueur comme dans 1’exemple suivant : ABC étant un triangle rectangle en A,
cos (33°)
lieu de remplacer BC par 6,4 en tronquant grossierement le résultat affiché¢ (on obtient
alors pour AC : 3,485689824), il convient soit d’utiliser la valeur affichée pour BC et
d’enchainer en la multipliant par cos(57°), soit d’utiliser la mémoire pour conserver la
valeur de BC, ce qui pour AC donne dans les deux cas: 3,5068 01003.

ayant déja établi que BC = , et ayant a calculer AC, égal a BC x cos (57°), au

L’apprentissage des différentes fonctionnalités d’une calculatrice, d’un tableur ne doit pas étre
laissé a la charge des éleves, il doit étre intégré au cours de mathématiques. C’est le cas par
exemple de I’utilisation de facteurs constants, des mémoires. Il est également important que
les ¢leves prennent conscience de certains aspects du fonctionnement de leur calculatrice,
notamment du fait que la précision de calcul dépasse la capacité¢ d’affichage. Ainsi, le
probléme peut €tre posé de faire apparaitre le chiffre suivant de la partie décimale d’un
quotient pour savoir si I’arrondi affiché 1’est par défaut ou par exces.

Comme tout outil, la calculatrice doit étre utilisée a bon escient et 1’¢léve doit étre a méme
d’exercer un contrdle sur le résultat obtenu, ce qui n’est possible que s’il a construit des
compétences suffisantes en calcul mental.

Le paragraphe qui suit est destiné au professeur pour l’aider a penser des activités pour ses
éleves.

Malgré sa place officielle importante et sa puissance de calcul de plus en plus grande, la
calculatrice souffre encore parfois d’une réputation peu flatteuse®. Par exemple, si on
s’accorde sur I’opportunité de son emploi pour justifier que deux nombres rationnels tels que
15 et i—; sont différents, la suspicion ’emporte généralement pour prouver 1’égalité de deux

17
nombres de cette nature, par exemple 38 et ﬁ En prenant prétexte des “limites” de la

209 133
calculatrice, I’argument évoquant 1’égalité des résultats affichés par la calculatrice (par

exemple 0,4210526316) pour chacun des deux nombres, est écarté en évoquant une
hypothétique différence concernant leur 25° décimale. Or un examen élémentaire permet de

montrer qu'une telle évocation est illégitime. En effet, si 8—08 et 5763 ¢taient différents, leur

différence, au signe pres, pourrait s’écrire sous la forme ﬁ ou k désigne un nombre
X
entier naturel, et serait donc supérieure éﬁ. La calculatrice montre que cette différence
X

est strictement supérieure a 3x 10 °. Donc, si ces deux nombres étaient différents, leurs
affichages sur la calculatrice différeraient avant la 6° décimale. Comme il n’en est rien (leurs
affichages sont les mémes jusqu’a la cinquieme décimale incluse), ces deux nombres sont
¢gaux. Un argument du méme type, mais un peu plus complexe, accompagnant I’emploi de la
calculatrice, peut servir pour démonter que 242 et /8 sont ¢gaux. Une calculatrice affiche
pour ces deux nombres le méme résultat (par exemple, 2,828427125). Or si a\lb et e (a, b
et ¢ désignant des entiers naturels) sont différents, compte tenu du fait que

2
(a\/Z—'\/ZXa‘\/Z+‘\/Z)=a2b—C, leur différence, ¢gale a %, serait au signe pres
a +4cC

% Voir I’article de Y. Chevallard, “La calculatrice, ce bon objet. La calculatrice en classe : instrument tout
puissant, tombeau de la pensée ou laboratoire trés sir ?”, publiée dans le numéro 54 des Dossiers de I’ingénierie
éducative, intitulé “Des outils pour les mathématiques”, avril 2006.
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‘o \ 1 . . 1 . ‘o \ .
supérieure 3 ————~. Or ici, —=——+ est strictement supérieur a 0,1. Donc, si 242 et /8
alb ++/c 242 +4/8

¢taient différents, leur différence, au signe pres, serait strictement supérieure a 0,1, et leurs
affichages sur la calculatrice différeraient avant la 2° décimale. Or ce n’est pas le cas. Donc

ces deux nombres sont €égaux.
3. Le calcul sur les différents types de nombres étudiés au college

Les commentaires qui suivent viennent en complément du document d’accompagnement sur

les nombres au collége. Pour faciliter la mise en correspondance des deux documents, le choix

a ¢t¢ fait d’organiser 1’¢tude du calcul sur les différents types de nombres selon le méme

ordre.

Apprendre a calculer nécessite de travailler différentes compétences :

- identifier les différentes situations qu’une opération permet de résoudre efficacement, ce
qui est communément désigné sous le terme « sens » des opérations ;

- maitriser les désignations symboliques (écriture des nombres, signes opératoires...), leur
syntaxe particuliere (parenthésage, priorités opératoires...) ainsi que les propriétés qui
légitiment les transformations sur ces écritures ;

- acquérir une maitrise des techniques de calcul, dont les « opérations posées », suffisante
pour ne pas étre tributaire d’une machine. La maitrise compléte d’une technique nécessite
que I’étude de celle-ci soit orientée vers sa compréhension et sa justification.

Dans ce document, ces trois aspects sont traités conjointement pour chacun des types de

nombres.

A D’école primaire, les ¢éléves ont appris a calculer la somme et la différence de naturels et de

décimaux, le produit de deux naturels ou d’un décimal par un entier, le quotient et le reste

d’une division euclidienne, avec possibilit¢é de poser des soustractions intermédiaires et
d’effectuer des produits partiels pour déterminer certains chiffres du quotient.

3.1 Les entiers naturels

La connaissance des situations relevant de I’addition et de la soustraction ainsi que le calcul
d’une somme et d’une différence sont bien maitrisés a 1’entrée au collége. Par contre, pour
certains éléves, il convient d’asseoir le sens et la technique de la multiplication. Différentes
typologies de problémes existent qui sont susceptibles de guider I’enseignant dans le choix
des problémes qui vont I’aider a mieux cerner les acquis et les difficultés de ses éleves et qui
vont permettre a 1’¢léve d’¢élargir sa connaissance des situations qui relévent de la
multiplication. En ce domaine, la typologie des structures multiplicatives’ élaborée par Gérard
Vergnaud s’avere tres utile. 11 est également important que les éléves construisent « en actes »
et soient capables de verbaliser sur des exemples, sans toutefois recourir a leur dénomination,
les propriétés ainsi que les « non propriétés » de la multiplication, comme par exemple le fait
qu’elle n’est pas distributive par rapport a elle-méme.

Le calcul mental joue un rdle essentiel en ce domaine. Dans un contexte numérique adapté
aux compétences des €léves, il permet d’appréhender et de faire fonctionner les propriétés des
opérations. Il permet également dans un temps court de varier les « petits problémes » qui
vont aider 1’éléve a enrichir sa connaissance du champ de validité d’une opération.

Les techniques de calcul posé de la multiplication de deux entiers et de la division euclidienne
ont fait ’objet d’un apprentissage a 1’école ¢lémentaire. Toutefois, pour les éléves qui en

" Vergnaud G. (1983) « L'enfant, la mathématique et la réalité », Berne : Peter Lang.
Vergnaud G. et all (1997) « Fichier pédagogique Résolution de probléemes », collection « Le moniteur de
mathématiques », Nathan
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début de college ne maitrisent pas encore la technique de la multiplication posée, il convient
de travailler d’une part, la maitrise des tables et d’autre part, la justification de la technique en
lien avec la numération, comme par exemple en incitant a écrire a co6té de chaque étape de la
multiplication posée le calcul lui correspondant, ce qui permet de donner du sens au
« décalage de rangs » :

1 3 2
X 2 7

9 2 4 132 x 7
2 6 40 132 x 20=132 x 2 x 10
3 56 4

Dans des problémes ou il n’est pas capable d’identifier rapidement la ou les opérations
appropriées a leur résolution, 1’éléve privilégie souvent celles qu’il maitrise le mieux
(addition et multiplication) en recourant au besoin a des opérations a trou. Il convient de ne
pas décourager cette démarche qui permet de construire les liens entre addition et soustraction
d’une part, multiplication et division d’autre part.

Le travail de la technique de la division posée « a la frangaise », entrepris a 1’école doit étre
poursuivi en début de collége. La détermination d’un quotient partiel, comme par exemple la
recherche du chiffre des centaines du quotient de 8 934 par 13, qui mobilise le calcul mental
est ’occasion de renforcer le lien existant entre multiplication et division. La technique de la
division est complexe et seule, la connaissance de la signification du travail effectué a chaque
étape permet d’exercer un contrdle sur la mise en ceuvre de 1’algorithme.

Le contexte le plus favorable au travail de la technique de la division euclidienne est celui
d’une situation de partage équitable ou connaissant la valeur du tout et le nombre de parts, il
s’agit de déterminer la valeur d’une part. Soit a partager 8934 en 13 parts égales :

8 9 3 4|1 3 Il n’est pas possible de partager 8 milliers en 13. Le
- 7 8 6 quotient ne comportera donc pas de millier. Il faut
1 1 3 c du commencer par partager 89 centaines en 13. Le recours

au calcul mental et a la table de multiplication de 13 ou
des essais multiplicatifs permet de déterminer Ie
quotient : 6 centaines. 78 centaines ont ainsi été
partagées (6 x 13 =78). Par soustraction, il reste 11
centaines qui, avec les 3 dizaines de 8934, font 113
dizaines a partager en 13.

8 9 3 4|1 3 Le méme travail est réitéré sur les 113 dizaines a partager
- 7 8 8 en 13. Le quotient est 8 dizaines. 104 dizaines ont été
1 1 3 c du partagées (8 x 13 =104). Il reste 9 dizaines qui, avec les
- 1.0 4 4 unités de 8934, font 94 unités a partager en 13.
0 09 4
8 9 3 4|1 3 Le méme travail conduit sur les 94 unités a partager en
- 7 8 8 7 13 donne un quotient de 7 et un reste de 3.
1 1 3 c du
- 10 4
0 0 9 4
- 91
0 3
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Si nécessaire, il est possible de matérialiser la situation en évoquant le partage de 8 billets de
mille, 9 billets de cent, 3 billets de dix et 4 piéces de un en 13 parts équitables. Présentée
ainsi, cette situation nécessite des ¢léves qu’ils fassent explicitement fonctionner la
numération décimale en pratiquant, au moins en pensée, des échanges (1 billet de cent contre
10 billets de dix...).

Un objectif raisonnable pour le collége est de savoir effectuer « a la main » la multiplication
et la division d’un nombre de 3 ou 4 chiffres par un nombre de 2 ou 3 chiffres. La pose des
soustractions intermédiaires constitue un moyen d’alléger la tiche de mémorisation en cours
d’exécution de 1’algorithme et elle facilite le contrdle a chacune des étapes de celui-ci. Il
convient donc de laisser a 1’¢léve le choix de les poser ou non et, dans le cas ou un é¢éleve
éprouve des difficultés dans la mise en ceuvre de 1’algorithme, de I’inciter a le faire.

3.2 Les nombres en écriture fractionnaire

La construction du sens des opérations et la justification des techniques de calcul sur les

nombres écrits sous forme fractionnaire sont travaillées d’un double point de vue :

- en référence a la fraction définie a partir d’un partage de 1’unité qui va aider a la
construction d’images mentales. Mais cette conception de la fraction ne permet de
légitimer les techniques que lorsque numérateur et dénominateur sont des entiers naturels ;

- en référence a la définition de la notion de quotient écrit sous forme fractionnaire. Cette
seconde approche, complémentaire de la premicre, présente 1’avantage d’étendre les
techniques aux cas ou numérateur et dénominateur ne sont plus des entiers naturels et de
faire fonctionner la définition du quotient introduite en 6°. Cette approche suppose que soit
postulée I’extension des propriétés des opérations sur les entiers naturels a ces nouveaux
nombres que sont les quotients.

3.2.1 L’addition

a) En référence aux longueurs
Une unité de longueur étant choisie, les fractions expriment des mesures de longueurs.

. . . a b .
- En mettant bout a bout deux segments qui mesurent respectivement — et —, on obtient un
c c

b N . A
segment de longueur . La verbalisation joue ici un role important. Par exemple,

c
. r 3.8 . o . .\ . \
oraliser I’écriture - +7 , « Trois septieémes plus huit septiémes », conduit naturellement a
conclure que « c’est onze septieémes ».
. a . c . . .
- Dans le cas ou les segments mesurent 3 et 7 avec b # d, on introduit une sous graduation
de I’unité. Par exemple, pour obtenir la mesure du segment obtenu en mettant bout a bout
.7 3 L i
deux segments de longueurs respectlvesg et 2 on partage régulicrement 1’unité en un
nombre de segments de méme longueur qui est multiple de 6 et de 4, par exemple 12, on
. oy T 9 .
exprime alors chaque mesure en douziemes de I'unité : o et —, ce qui permet de se

12
ramener au cas précédent.

b) En référence a la notion de quotient
- Lorsque les dénominateurs sont les mémes

Direction générale de I'enseignement scolaire-Bureau des programmes d’enseignement
Projet de document d’accompagnement- Le calcul numérique au collége- page 10



a b e .
Posons —= Q et —= Q. Par définition du quotient de deux nombres :
c c
0 est le nombre qui vérifie c xQ =a et O’ est le nombre qui vérifie ¢ x Q= b.
a+b < 1 . e . a+b
On veut montrer que Q + O’ = , c’est-a-dire, d’apres la définition du quotient ,
c

quecx (Q+Q)=a+b.Orcx (Q+Q’)=cxQ+c xQ’ (distributivité¢ de la multiplication
par rapport a l’addition). De ¢ xQ = a et ¢ xQ" = b, on déduit immédiatement que
cx(@Q+Q)=a+th

- Lorsque les dénominateurs sont différents, on remplace les écritures fractionnaires par des
écritures fractionnaires équivalentes ayant le méme dénominateur.

En classe de 5°, la technique de I’addition de deux nombres écrits sous forme fractionnaire de
méme dénominateur est construite sur des exemples numériques en référence a la fraction
partage et a la mesure. La notion de quotient est sollicitée pour institutionnaliser la technique
de I’addition a partir d’un exemple générique. En classe de 4°, la technique de I’addition de
deux nombres écrits sous forme fractionnaire de dénominateurs différents est construite de
facon similaire en recourant, pour I’institutionnalisation, au calcul littéral ou a un exemple
générique, selon la classe.

3.2.2 La multiplication

a) Prendre une fraction d’une quantité

Ce paragraphe est destiné au professeur, comme matériau pour élaborer certaines
Justifications aupres de ses éleves.

Trop souvent, cette question est abordée en posant a priori que, par exemple, « Prendre 7 tiers

de 13 flopeks, c’est multiplier 13 flopeks par g » ou encore que « Prendre 23 % de 470 €

. 2 . .
revient a effectuer 470 € x 23 ». Ceci n’a pourtant rien de naturel aux yeux des éléves pour
qui « prendre 7 tiers de 13 flopeks », ¢’est prendre sept fois le tiers de 13 flopeks, et n’évoque
. . 7
donc pas, a juste titre, le calcul 3 x 13.

En effet, prendre 7 tiers de 13 flopeks, c’est prendre 7 fois le tiers de 13 flopeks.

Le tiers de 13, c’est le quotient de 13 par 3 qui est égal a 13 tiers (la justification que le tiers
de 13 est égal a 13 fois un tiers est apportée dans le document « Les nombres au college »).
Donc 7 tiers de 13 flopeks, c’est 7 fois 13 tiers de flopeks ou encore (7 x 13) tiers de flopeks.

Il est ainsi prouvé que « prendre 7 tiers de 13 » revient a effectuer . Dans le méme
temps, ce qui précede montre que dans le cadre des grandeurs, « Prendre 7 tiers de 13 » est

associé au produit de 7 et de %, et non au produit de 13 et de g .

De cet exemple générique, on peut dégager que pour « prendre — de @ unités », on est amené
c

\ ax
a effectuer
c

pour tous les nombres entiers a, b et ¢, pourvu que ¢ soit non nul.

b) Produit d’un décimal par un quotient de deux entiers, de deux décimaux
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Ce paragraphe est destiné au professeur, comme matériau pour élaborer certaines
Justifications aupres de ses éléves.

En classe de 6°, le cas de la multiplication d’un entier naturel par un quotient de deux entiers
peut alors étre traité en recourant au sens premier de la multiplication, celui d’une addition

. . . . 6x5
itérée. 6 fois 5 septiemes est égal a 30 septiemes : 6 x % = >7< .

Ce raisonnement ne tient plus quand on multiplie un décimal non entier par un quotient de
deux entiers.

Pour déterminer le produit de 1,7 par % , multiplions-le par 7 :

(1,7 x %) x 7estégala 1,7 x (% x 7) qui est lui-méme égal a 1,7 x 5.

Le produit recherché, multiplié par 7, est égal a 1,7 x 5: par définition d’un quotient, ce
nombre est donc le quotient de 1,7 x 5 par 7.

5 1,7x5
Etdonc 1,7 x — = .
7 7
Cet exemple étant générique, on en déduit que a étant un décimal, b et ¢ deux entiers avec ¢
b axb

nonnul:a x — =
c c

La démonstration précédente montre, en toute rigueur, que si la multiplication demeure
associative avec ces « nouveaux » nombres, alors le produit d’un nombre décimal par un
quotient d’entiers est nécessairement défini ainsi.

En classe de 5°, cette égalité se généralise au cas ou les trois nombres sont décimaux. En
utilisant le fait qu’on ne change pas un quotient quand on multiplie numérateur et
dénominateur par un méme nombre, le produit d’un décimal par un quotient de deux
décimaux peut étre ramené au cas du produit d’un décimal par un quotient de deux entiers.

‘o b o
Nous avons vu précédemment que « Prendre — de a» conduit a effectuer et
c

c
. b axb

maintenant que a X — =

c c

. La technique évoquée plus haut et qui consiste a multiplier a

b b e
par — pour « prendre — de a » est ainsi légitimée.
c c

¢) Produit de deux quotients

e En référence aux aires
Cette démarche suppose d’admettre I’extension de la formule donnant 1’aire d’un rectangle

(L x 1 )ades mesures non entiéres.
En prenant pour unité de longueur la longueur du c6té du carré et pour unité d’aire, I’aire de

e . . : 7 .3
de ce carré, soit a calculer la mesure de 1’aire d’un rectangle dont les dimensions sont — et —.
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P

L g | ]

1

Le carré est découpé en 4 x 5 rectangles identiques. Le rectangle dont on cherche a évaluer

73 de ’aire du carré. Et

I’aire contient 7 x 3 de ces rectangles, son aire représente donc 1%
X

donc I’aire du rectangle peut étre exprimée de deux fagons, ce qui conduit a 1’égalité :
7x3

4x5

7 3
_X_:
4 5

e En référence a la notion de quotient

a c , : L
Posons 3 =0 et 7 = (Q’ avec b et d deux entiers ou décimaux non nuls. Nous nous

axc

bxd

proposons de prouver que QO x Q’'= , Ce qui revient a prouver que

OxQ)x((bxd) =axc

Or:(Qx Q) x(bxd =(Qxb) x(Q xd)

Et, d’autre part, par définition du quotient de deux nombres, Q vérifie b x Q =a et Q’
vérified x Q' =c.

Donc (O x Q) x (bxd) =axc

Y . a ¢ _axc
Nous avons ainsi démontré que — x — =

d bxd
La mise en place en classe de 5° des régles de calcul d’un produit de deux nombres écrits sous
forme fractionnaire ne saurait se limiter a la preuve sur des aires. La preuve ci-dessus qui
s’appuie sur la notion de quotient est accessible a des €léves de ce niveau, soit en recourant au
calcul littéral, soit a un exemple générique, selon la classe.

La multiplication d’un nombre par un nombre en écriture fractionnaire a toute son utilité dans
les problémes de détermination d’une « quatrieme proportionnelle », et ceci des la classe de
6°. Par exemple, si 7 kg d’une denrée coiitent 15,47 €, quel est le prix de 12 kg de cette méme
denrée ?

Quantité Prix
12 7 kg 15,47 € 12
"5 i2ke ! 5
N A
y 15,47 e/kg

Qu’on utilise la propriété multiplicative de linéarité ou le coefficient de proportionnalité, on
opére alors sur des grandeurs, mais la nature du quotient differe :
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> 12kg= % x 7 kg donc le prix de 12 kg est égal a % x 15,47 €.

Le quotient 172 est un scalaire : 12 kg, c’est % fois 7 kg

15,47

> 1547 € = €/kg x 7 kg = 2,21 €/kg x 7 kg donc le prix de 12 kg est égal a

2,21 €/kg x 12 kg. Le quotient @est ici une grandeur quotient : des € par kg.

3.2.3 La division

ce . a 1 . .

Il a été mis en évidence que 5 =a x 3’ avec a et b entiers en classe de 6° et a et b décimaux
., . a ) .

en classe de 5°, ce qui s’énonce de la fagon suivante : 5 quotient de a par b, est égal au

. 1
produit de a par .
En classe de 4°, I’inverse d’un nombre est défini comme étant le quotient de 1 par ce nombre.

Ainsi par définition,— (avec a et b entiers ou décimaux non nuls) est la solution de
a

b
T x=1.
b
or £ x b_ 1, ce qui permet de déduire que 1o 2
b a a a

b

o . . a c <1 - :
Cherchons s’il existe un nombre qui soit le quotient de 3 par R c’est-a-dire qui soit solution

de £ xx =2,

b

Supposons que ce nombre existe. Il en résulte en multipliant les deux membres de 1’égalité
pard puisparbque:c x x = %x d,puisque:b xcxx =axd

Les nombres b et ¢ étant non nuls, il en est de méme de b x c.
x apparait comme étant le quotient de a x d par b x c.

L .. oar . oaxd
Ainsi, si un tel nombre existe, il ne peut qu’étre égal a 5 .
X c
Il reste @ montrer que ce quotient convient :
c Xaxd_cxaxd _a
d bxc dxbxc b
. a c , .axd a d a 1
Le quotient de — par — est égal a ==X —=—=X—,
b d xc b c b c
d

Il en résulte que diviser par un nombre, c’est multiplier son inverse.
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3.3 Les nombres décimaux

3.3.1 Addition, soustraction et multiplication par un entier
L’addition, la soustraction de nombres décimaux ainsi que la multiplication d’'un nombre
décimal par un entier ont été étudiées a I’école primaire. Du point de vue du sens, ces
opérations sur les décimaux ne présentent pas de difficulté car elles s’inscrivent dans la
continuité de celui qui leur a ét¢ donné sur les entiers naturels. Du point de vue des
techniques, celles-ci sont maitrisées par une majorité d’éléves. Pour les autres éléves, les
erreurs, en dehors de celles déja signalées dont 1’origine est la méconnaissance des tables,
sont dues pour I’essentiel a :

- un mauvais placement des nombres (alignement des chiffres a partir de la droite pour
I’addition et la soustraction posées) ;

- dans le cas d’une addition ou d’une soustraction « en ligne », I’addition ou la soustraction
faite séparément des parties enticres et des parties décimales;

- dans le cas d’une multiplication, la juxtaposition du produit de la partie entiére par le
multiplicateur entier et du produit de la partie décimale par ce méme entier, les résultats
étant séparés par une virgule.

Il appartient a 1’enseignant de 6° de permettre aux éléves de comprendre ces techniques pour

en acquérir la maitrise. Cette compréhension passe par la mobilisation de la signification de

I’écriture a virgule d’un nombre décimal. Par exemple, pour multiplier 73,4 par 6, il faut

comprendre que :

- 73,4 c’est 7 dizaines, 3 unités et 4 dixieémes ;

- 6 fois 4 dixiemes font 24 dixiémes, soit 2 unités et 4 dixieémes (car 10 dixiemes, c’est une
unité) ;

- 6 fois 3 unités font 18 unités auxquelles on ajoute les 2 unités de 24 dixiémes, ce qui
donne 20 unités, soit 2 dizaines et 0 unité (car 10 unités, c’est une dizaine) ;

- 6 fois 7 dizaines font 42 unités auxquelles on ajoute les 2 dizaines de 20 unités, ce qui
donne 44 dizaines.

L’oralisation joue un role déterminant dans la justification de la technique et donc pour sa

compréhension.

3.3.2 Multiplication d’un décimal par un décimal

La difficulté ne porte pas sur la technique mais sur la construction du sens. La multiplication
par un décimal ne peut plus étre congue comme une addition itérée comme c’était le cas pour
le produit d’un entier ou d’un décimal par un entier. Différentes approches complémentaires
de la multiplication d’un décimal par un décimal sont nécessaires :

o Dans le contexte de la mesure d’aires

Il est possible d’effectuer pour les nombres décimaux en écriture fractionnaire et sur un
exemple générique, un travail similaire a celui exposé pour les nombres en écriture
fractionnaire (paragraphe 3.2.2). Une unité de longueur u étant choisie, I'unité d’aire est celle
du carré ayant pour c6té I'unité de longueur. La mesure de I’aire d’un rectangle de dimensions

3,7 et 2,14, ou encore i—g et % , s’obtient en découpant le carré en rectangles de dimensions

1

1 . . . . .
m et 100 qui est ainsi partagé en 1000 petits rectangles. La mesure de ’aire d’un petit

rectangle est égal a

. Le rectangle dont on cherche a déterminer la mesure de 1’aire

contient 37 x 214 de ces petits rectangles. La mesure de son aire est donc égale a (37 x 214)
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) 37x214 37x214

soi ou encore ——— . La mesure de I’aire du rectangle peut alors
1000 1000 10x100
r 37 214 37x214 . . vr 1. 37 214
s’écrire de deux fagons : — x et , ce qui se traduit par I’égalité — x — =
10 100 10x100 10 100

37x214

10x100
justifier la technique de la multiplication de deux décimaux.

ou encore 3,7 x 2,14 ="7,918. Cette démarche permet par la méme occasion de

Toujours dans le contexte de la mesure d’aires, le travail peut étre conduit en recourant aux
unités légales de mesure et en se ramenant a la multiplication de deux entiers, mais il
contraint a faire un méme choix d’unités pour chacune des dimensions. Soit & déterminer
I’aire d’un rectangle de dimensions 3,7 m et 2,14 m. L’aire du rectangle est égale a
3,7m x 2,14m=370 cm x 214 cm = 79180 cm® = 7, 9180 m?. Cette démarche ne permet
pas de construire complétement la technique et suppose que les correspondances entre unités
d’aire sont bien connues des éléves.

e Dans le cadre de la proportionnalité
Soit par exemple a déterminer le prix d’une quantité de 2,14 kg a 3,7 € le kg. La démarche

consiste a voir 2,14 kg comme étant 2 kg + % kg + % kg et a déterminer successivement :
> leprixde 2 kgsoit3,7€ x 2=74¢€;
. 1 1 e o : .
> le prix de E kg, c’est E de 3,7 € soit dix fois moins que 3,7 €, soit 0,37 €

> le prix i kg, c’est i de 3,7 € soit 4 fois L de 3,7 €, soit 4 x 0,037 €=0,148 €
100 100 100

et additionner les prix de chacune de ces quantités pour arriver a 7, 918 €.

La comparaison au résultat que fournit une calculatrice pour le produit 3,7 x 2,14 permet de
conclure qu’une démarche plus économique consiste a multiplier le prix au kg (3,7) par la
quantité (2,14), ce qui constitue une extension aux quantités décimales du fait que le prix
d’une quantité enticre (en kg) s’obtenait déja en multipliant le prix au kg par cette quantité.
Cette démarche permet de construire un autre sens de la multiplication de deux décimaux que
celui construit dans le contexte de produit de mesures d’aire®.

Une autre démarche s’appuyant toujours sur la proportionnalité consiste a utiliser que 2,14 kg,

c’est % kg, soit 100 fois moins que 214 kg. Le prix de 214 kg étant égal a 214 x 3,7 €, le

214 x 3,7

prix de 2,14 kg est donc 100 fois moindre soit €.

e Dans un cadre théorique

I1 est possible d’effectuer sur un exemple générique, un travail similaire a celui exposé pour le
produit d’un décimal par un quotient de deux entiers (paragraphe 3.2.2). Pour effectuer le
produit de 2,14 par 3,7 utilisons le fait que 3,7 est le quotient de 3,7 par 10 et calculons

¥ Vergnaud G. (1986) « Psychologie du développement cognitif et didactique des mathématiques : un exemple, les
structures additives », Grand n°38, IREM de Grenoble
Vergnaud G. et all (1997) « Fichier pédagogique Résolution de probléemes », collection « Le moniteur de
mathématiques », Nathan
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(2,14 x 3,7) x 10=2,14 x (i—g x 10)=2,14 x 37

2,14 x 3,7 apparait alors comme étant le quotient de 2,14 x 37 par 10

214 x 3.7 = 214x37
10
A la justification « classique » de la technique de la multiplication de deux décimaux :
2, 1 4 x100, 2 1 4
X 3, 7 x 10 X 3 7
1 4 9 8 1 4 9 8
6 4 2 6 4 2
7, 9 1 8 1000 7 9 1 8

cette derni¢re approche permet de substituer une justification qui s’appuie sur la technique du
produit d’un décimal par un entier installée a I’école primaire et sur la notion de quotient :
2,14 x 3,7 =(2,14 x 37): 10="79,18 : 10 =7,918.

I1 est essentiel de travailler avec les éleves les ruptures qui interviennent lors du passage de la
multiplication sur les entiers a la multiplication sur les décimaux du point de vue du sens mais
¢galement du point de vue des propriétés, en particulier le fait que pour les décimaux, la
multiplication n’agrandit pas forcément.

3.3.3 La division d’un décimal par un décimal

Le quotient décimal d’un entier ou d’un décimal par un entier ne présente pas de difficulté
particuliere du point de vue du sens car il s’inscrit dans la continuit¢ de la division
euclidienne, dans la mesure ou il peut étre rattaché a une situation de partage d’une quantitg,
continue et non plus discréte, en un nombre entier de parts équitables. La construction de la
technique mobilise la numération décimale et la signification de 1’écriture a virgule. Par
exemple, lors du partage de 893,4 en 13 parts égales, le partage de 893 donne un quotient
entier de 68 et un reste de 9. Les 9 unités restantes avec les 4 dixiemes de 893,4 font 94
dixiémes a partager en 13, ce qui donne un quotient partiel de 7 dixiémes et un reste de 3
(dixiemes). Une fois de plus, ’oralisation joue un rdle déterminant dans la compréhension de
la technique. Plus délicat que dans le cas de la division euclidienne est I’interprétation du
reste (3 dixiemes = 0,3), I’oral constitue ici une aide certaine.

Il y a une rupture de sens lors du passage a la division d’un entier ou d’un décimal par un
décimal. Il n’est plus possible de faire référence a une situation de partage en parts égales. Le
sens de cette nouvelle division se construit en lien avec la reconnaissance d’une situation de
multiplication ou il s’agit de déterminer un facteur manquant. C’est la difficulté a déterminer
ce facteur manquant en effectuant des essais multiplicatifs qui justifie qu’on élabore une
nouvelle technique.

Cette technique s’appuie sur la propriété¢ des quotients construite en sixiéme, a savoir qu’on
ne change pas un quotient quand on multiplie numérateur et dénominateur par un méme
nombre. Il est indispensable de mettre en évidence que cette propriété vaut pour la
multiplication (ﬁ = axc ), mais pas pour l’addition (en régle générale a , axce ).

b bxc b b+c

Multiplier dividende et diviseur par un méme nombre, une puissance de 10, permet de se
ramener soit a une division euclidienne, soit a une division par un entier. La difficulté se situe
au niveau de la détermination du reste » qui nécessite de mobiliser le lien existant entre
multiplication et division : D =d x g + r avec D, d, g et r décimaux. De cette égalité, on tire
lavaleurder= D—d x gq.
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En classe de 6°, les éléves peuvent étre conduits en situation a déterminer « a la main » un
quotient décimal d’un décimal par un décimal. A ce niveau de classe, c’est la compréhension
des étapes de la démarche qui est privilégiée, ce qui légitime d’une part, I’écriture de 1’égalité
89,34 893,4 ou 89,34 8934

1,3 13 1,3 130
la division de 893,4 par 13 ou de 8934 par 130. Ce n’est qu’en 5° que la technique de la
division posée d’un décimal par un décimal, qui consiste a déplacer d’'un méme nombre de
rangs la virgule au dividende et au diviseur, sera introduite et présentée comme un raccourci
de la procédure utilisée jusque la. Toutefois, il est préférable de parler de multiplication par
10, 100, 1000 du dividende et du diviseur plutdt que d’un déplacement de la virgule de un,
deux ou trois rangs, qui masque la signification du travail sous-jacent.

des quotients, comme par exemple et d’autre part, la pose de

3.4 Les nombres relatifs

L’introduction des nombres relatifs, entiers et décimaux, en référence au repérage de points
sur une droite graduée (température, échelle chronologique, altitude et profondeur), si elle
s’appuie sur une fréquentation qu’en ont déja les éléves, présente un inconvénient du point de
vue de la définition de I’addition sur ces nombres. Pour contourner 1’impossibilité de définir
par exemple la somme de deux températures, on recourt au procédé suivant: la somme
=7+ 10 =3 est définie comme correspondant a une augmentation de 10° d’une température
de —7° relevée a un instant donné. Les termes de cette somme —7 et 10 ont des statuts
différents : —7 correspond a un état alors que 10 traduit une variation. On définit ainsi une loi
externe qui a un état (—7) fait correspondre un second état (3).

D’autres approches, qui réfeérent elles aussi a des situations concretes, permettent d’introduire
I’addition des relatifs : situations de gains et de pertes, déplacements sur une droite graduée.
La somme de deux nombres relatifs est alors présentée comme la composition de deux
transformations’ : bilan des gains ou pertes, bilan de deux déplacements. La référence aux
déplacements sur une droite graduée, en codant positivement un déplacement dans un sens et
négativement un déplacement dans ’autre sens, ou a des situations de gains et de pertes
fournit un support a la production raisonnée du calcul d’'une somme. Ainsi un déplacement de
7 dans le sens positif suivi d’un déplacement de 10 dans le sens négatif correspond a un
déplacement de 3 dans le sens négatif.

? +7

'
h I

A 4

d
«

-10

En référence aux situations concretes qui sont susceptibles de se présenter, 1’introduction des
deux aspects de I’addition de deux relatifs est légitime. Toutefois, le recours a ces situations
concrétes pour introduire 1’addition des nombres relatifs présente des limites car il n’assure
pas qu’un ¢éleve saura s’émanciper de tels contextes. Par ailleurs, ces supports ne permettent
pas de donner du sens a la multiplication de deux relatifs.

C’est pourquoi, le programme de la classe de 5° suggére un autre mode d’introduction des
nombres relatifs, interne aux mathématiques. Il s’agit de construire de nouveaux nombres
pour rendre la soustraction toujours possible. Comme cela est développé dans le document
« Nombres au collége», un nombre négatif apparait alors comme étant la différence entre 0 et

? Voir a ce propos la typologie des structures additives de G. Vergnaud
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un nombre positif. Ainsi —7,1 =0— 7,1 (7,1 est appelé I"opposé de 7,1) et, par définition de
la différence, 7,1 + (=7,1) =—=7,1 + 7,1 = 0 (les deux nombres sont dits opposés).

3.4.1 Addition

La question est posée d’étendre a ces nouveaux nombres 1’addition connue sur les nombres
positifs. Les régles d’addition sur les relatifs découlent de la volonté d’étendre a ces nouveaux
nombres les propriétés bien connues, mais non formalisées, de 1’addition (commutativité,
associativité, 0 est €lément neutre ...) sur les nombres positifs.

A titre d’exemple, nous indiquons ici une approche possible des régles d’addition qui au-dela
des propriétés de 1’addition, sollicite la propriété de deux nombres opposés et la définition de
la soustraction.
Calcul de (-7)+9
NH+9=-71+7+2=0+2=2
Calcul de (=7) + (—4)
7)+7=0et(-4)+4=0
Donc (=7)+7+(-4)+4=0
N+ +7+4=0
(~7)+(4)+11=0
-7H+(4)=0-11
N+ (4=-11
Calcul de 4 + (-9)
4+(9)=4+(4)+(-5=0+(5=())
Ces exemples étant génériques, les régles d’addition peuvent étre formulées.

3.4.2 Soustraction
Si a et b désignent deux décimaux relatifs, montrons qu’il existe un nombre d qui ajouté a b,
donne a.
Supposons qu’un tel nombre d existe. On a alors : d + b =a.
On en déduit que :
d + b+ opp(b) =a + opp(d)
et donc : d=a + opp(b).
Ainsi, le seul nombre qui peut convenir est a + opp(b).
I1 est ensuite facile de démontrer qu’il convient effectivement : a + opp(b) + b=a + 0 =a.
Finalement, quels que soient les deux nombres relatifs a et b, il existe un nombre relatif et un
seul qui ajouté a a donne b. On le note encore a — b.
Ainsi, quels que soient les nombres relatifs a et b, a — b = a + opp(b).
Soustraire un nombre, c’est ajouter son oppos€.

3.4.3 Multiplication

Il est possible d’approcher la multiplication des relatifs en sollicitant le sens premier de la
multiplication ~ construit  sur les  naturels, celui d’une addition itérée:
2 x (—3)=(-3) +(—3) =(—6). La multiplication sur les relatifs étant supposée conserver les
propriétés connues pour les naturels : 2 x (—3) = (—3) x 2 = (—6). Il reste a définir le produit
de deux négatifs. La construction d’un tableau comme celui-ci peut aider a conjecturer que
(—2) x (=3) =6, chaque symétrie par rapport aux bandes grisées correspondant a un
changement de signe.

Direction générale de I'enseignement scolaire-Bureau des programmes d’enseignement
Projet de document d’accompagnement- Le calcul numérique au collége- page 19



916|333 ]|61]9
—6|—4 |2 21416
-3|=2(-1/1]|1]2]3
-3 2|-1|x|1]2]3
-1[-1|-2|-3
22|46
—3|-3|-6|-9

La validation se fait en recourant a la distributivité de la multiplication par rapport a
I’addition :

(—2) x(=3)+2 x(-3)=[(-2) + 2] x(-3)=0 x(-3)=0

(=2) x(=3) + (=6) = 0 d’ou on déduit que (—2) x(—3) = opp(—6) =6

La multiplication sur les décimaux relatifs ne peut résulter que d’une construction
mathématique dans laquelle on cherche a étendre cette opération aux nombres relatifs en
faisant en sorte que les propriétés de la multiplication sur les décimaux positifs continuent a
s’appliquer.

Toujours en utilisant la distributivit¢é de la multiplication par rapport a l’addition, on
commence par déterminer le produit de deux décimaux de signes différents comme étant
I’opposé du produit de deux positifs, puis le produit de deux nombres négatifs comme étant
I’opposé du produit de deux décimaux de signes différents. Le travail conduit sur des
exemples génériques permet d’institutionnaliser les procédures de multiplication.

Aprés cette phase de construction, le calcul mental joue un role trés important dans
I’appropriation des regles de calcul construites pour 1’addition et la multiplication en les
faisant notamment fonctionner sur des entiers ou des décimaux tres simples.

La reégle « algébrique » des signes dans le calcul littéral

La distributivité de la multiplication par rapport a I’addition permet de montrer que quels que
soient les nombres relatifs a et b : a x opp(b) = opp(ab) et opp(a) x opp(b) = ab

Ce travail peut étre conduit sur des exemples numériques.

En utilisant la notation usuelle de I’opposé, ces propriétés s’écrivent :

a x (=b) = — (ab) que I’on note — ab, faisant que la multiplication est prioritaire sur le
passage a I’opposé, régle de priorité rarement explicitée.

et (—a) x (—b)=ab

L’emploi des deux écritures pour les propriétés précédentes, 'une utilisant la notation opp(a)
et I’autre la notation —a, aide les ¢éleves a comprendre que —a n’est pas autre chose que
opp(a) et donc a comprendre que —a n’est pas toujours négatif.

Les puissances

Plutét que mémoriser les formules donnant le produit de deux puissances d’'un méme nombre
ou encore la puissance d’une puissance, les €éléves doivent étre 8 méme de les reconstruire
instantanément en recourant a la définition de la puissance d’un nombre et aux propriétés « en
actes » de la multiplication. Par exemple, 1’¢éléve doit étre capable de retrouver instantanément
que d" x d’ = a""?, ou n et p sont des naturels, en mettant en ceuvre le raisonnement suivant :
effectuer le produit de n facteurs tous égaux a a par le produit de p facteurs tous égaux a a
revient a effectuer le produit de n + p facteurs tous égaux a a, soit sur des lettres ayant le
statue d’indéterminée, soit en utilisant un exemple générique.

La puissance d’exposant #n d’un nombre a est définie pour tout entier n > 2 comme étant le
produit de » nombres tous €gaux a a. La signification de d°, a' et a” (n entier positif) est
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ensuite définie de fagon a ce que la propriété a” x o” = a7 mise en place pour des exposants
n > 2 soit étendue a tout exposant entier relatif. Ainsi :

> d"xa’=d""=a" onendéduitquea’=1;

> a"xa' =a"", onendéduitqueda =a;

n+(-n)

] L |
> ad'"xa"=a =a0=1,onendedultquea"=—n

a

3.5 Les racines carrées
Apres avoir recouru a la mesure pour justifier I’existence de nombres qui ne s’expriment pas
tous sous forme fractionnaire, comme par exemple V2 (se reporter au document
« Nombres au collége »), ces écritures n’acquierent vraiment le statut de nombres que par la
possibilité de développer des techniques de calcul sur ces écritures.
Comment calculer des sommes, produits... de tels nombres ?

a et b étant des nombres positifs, il est relativement facile d’installer que JaxJb=+axb et

Ja _

a . s : , :
T_ 5 en recourant a la définition de la racine carrée d’un nombre et au fait que deux
b

nombres positifs qui ont le méme carré sont égaux. Le support de la géométrie et les aires
peuvent contribuer a imager ces propriétés. Par exemple, lorsque le coté d’un carré est

multiplié par Ja son aire est multipliée par a, si on multiplie le c6té du nouveau carré
par\/z , son aire est multipliée par b et ’aire du carré initial a donc été multipliée par a x b.
Si I’aire a été multipliée par a x b, c’est donc que le coté a ét¢ multiplié parvaxb. On

retrouve ainsi le fait que Jaxb=+Jaxb.

Les ¢léves induisent facilement a tort que les propriétés mises en place pour le produit et le
quotient de radicaux (le produit/quotient de deux radicaux est égal au radical du
produit/quotient des nombres écrits sous les radicaux) s’étendent a la somme de radicaux ;

aussi est-il utile de prouver que Ja++/b # Ja+b. 1 suffit pour cela d’exhiber un contre
exemple bien choisi. Cette inégalité peut également étre mise en évidence dans le cadre

géométrique. Un triangle rectangle dont les c6tés de I’angle droit mesurentva et Vb a pour

hypoténuseva +b .
L’inégalité triangulaire dans le triangle rectangle permet de conclure que si a et b sont deux

nombres positifs non nuls, Ja++b #Ja+b.

N

Ja Jaxb <a+b
Ja+b

Pour montrer que vVa+ b < va ++/b si a et b sont strictement positifs, le professeur peut faire
remarquer que a + b + 24/a/b estle carré de va ++/b"°.

va ++/b est manifestement plus grand que+/a+ b, car son carré a + b + 24/a/b est plus
grand que a + b.

lODe(\/;+\/E)2=a+b+2\/;\/Z,onpeutdéduireque \/;+\/_=\/a+b+2\/;\/3
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Le calcul mental va encore une fois permettre a 1’¢léve de faire fonctionner et de s’approprier
les régles de calcul sur les racines carrées. Il est fort utile, pour simplifier un quotient de deux
racines carrées, de savoir repérer que les deux nombres écrits sous les radicaux sont multiples
d’'un méme nombre ou encore, pour écrire différemment la racine carrée d’un nombre,
d’identifier ce nombre comme étant le produit d’un carré par un autre nombre. On voit ici
I’importance qu’il y a a savoir dans quelles tables de multiplication se trouve un nombre, en
tant que résultat, et de connaitre un certain nombre de carrés.
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Eléments d’aide pour une programmation en calcul mental en collége

1. Les compétences travaillées au cycle 3 de I’école élémentaire qui sont a consolider au

college

Les compétences et les commentaires en italique qui les accompagnent, sont extraits du document
d’accompagnement des programmes de [’Ecole primaire : « Le calcul mental a I’école élémentaire »)

Addition / Soustraction

Calcul
automatisé

- maitriser le répertoire additif (tables d’addition), compléments, différences et décompositions
associées

- calculer les compléments a la centaine supérieure pour des nombres entiers dont le chiffre des unités
est 0 comme par exemple les compléments de 430 a 500, de 2 430 a 2 500

- connaitre les relations additives entre multiples de 25 inférieurs a 100 ou de multiples de 250
inférieurs a 1000. /I s agit par exemple de savoir que 75 = 50 + 25 ou que 1 000 — 750 = 250...

- calculer certaines sommes de deux nombres décimaux (avec un chiffre apreés la virgule comme par
exemple 2,5 + 0,5 ou 3,7 + 0,6)

- décomposer un nombre décimal en utilisant I’entier immédiatement inférieur comme par exemple :
37,05=37+0,05
5
37,05=37+ —
ou 100

- calculer les compléments a 1’unité supérieure de nombres ayant un chiffre aprés la virgule

- connaitre quelques relations entre certains nombres entiers et décimaux Des résultats comme
25+25=5;15+15=3;75+725=15doivent étre produits trés rapidement.

Calcul
réfléchi

- ajouter ou soustraire des nombres entiers proches de nombres "ronds" tels que 9, 19, 11, 21, 8, 18,
12,22,99, 101, 198...

- calculer des sommes et différences de nombres entiers de 2 chiffres (ou dont le calcul peut s’y
ramener) comme 48 + 53, 50— 13, 31 — 18, 450 — 180, 453 + 28, 3 600 + 1 400, 46 000 000 —
18 000 000...

- calculer des sommes de plusieurs nombres entiers en regroupant des termes "qui vont bien
ensemble". Exemple : le calcul de 43 + 280 + 60 + 57 + 20 peut étre facilité par le "rapprochement"
de 43 et 27 et de 280 et 20.

- calculer des sommes ou des différences de nombres décimaux dans des cas simples comme 5,7 +
2,4. Des nombres a un chiffre apres la virgule ou du type 7,25 ; 8,15 ; 0,75 peuvent étre utilisés avec
intérét.

Pour un calcul comme 7,2 — 2,5, différentes stratégies sont possibles en fin de cycle 3 :

- transformer 7,2 en 6 unités et 12 dixiemes pour rendre le calcul possible ;

- chercher ’écart entre 2,5 et 7,2 en allant d’abord de 2,5 a 3 ou a 5, puis a 7, puis a 7,2 ;

- calculer 72 — 25, puis diviser le résultat par 10...

- calculer le complément au nombre entier immédiatement supérieur d’un nombre décimal ayant deux
chiffres apres la virgule

- évaluer un ordre de grandeur, en utilisant un calcul approché : sommes de deux ou plusieurs
nombres entiers ou décimaux, différences de deux nombres entiers ou décimaux. Le placement
approché de nombres sur la droite numérique repérée par des « nombres ronds » constitue une aide
pour apprécier [ 'ordre de grandeur des nombres et choisir les arrondis appropriés dans un calcul.
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Multiplication / Division

Calcul
automatisé

- maitriser le répertoire multiplicatif (tables de multiplication) : produits de deux nombres entiers
inférieurs a 10, recherche d’un facteur, quotients et décompositions associés. I/ faut souligner que la
récitation mécanique des tables constitue un obstacle a la mobilisation rapide d’un résultat
quelconque. Connaitre 8 x 6 = 48, c¢’est tout autant pouvoir donner rapidement ce résultat que
répondre a « Combien de fois 8 dans 48 ? », a « Diviser 48 par 6 », décomposer 48 sous forme de
produits de deux nombres inférieurs a dix, savoir que 48 est dans la table de 6 (et celle de §8).

- utiliser la connaissance des tables pour répondre a des questions du type « Combien de fois 8 dans
50 ? » ou « Diviser 50 par 8 »

- situer un nombre entier entre deux résultats d’une table de multiplication. Par exemple, encadrer 29
entre deux multiples de 7.

- calculer des produits du type 30 x 4 ; 400 x 8 ; 20 x 30 et les quotients correspondants

- connaitre et utiliser les relations entre des nombres « repéres » : 100, 1000 et 60 et leurs diviseurs.
Ces relations sont liées a ['utilisation des expressions « moitié », « double », « quart »,

« quadruple », « tiers », « triple ». L’objectif est que les éléves aient mémorisé le fait que 25 est le
quart de 100, la moitié de 50, le tiers de 75... Le calcul sur les durées est également aidé par la
connaissance des relations entre 60 et les nombres 5, 10, 15, 20, 30.

- multiplier et diviser par 10, 100... dans I’ensemble des nombres décimaux. I/ est important de
profiter de ce travail pour faire prendre conscience aux éléves que multiplier 3,5 par 100 revient a
transformer les unités en centaines, les dixiemes en dizaines, les centiemes en unités : la réponse 350
n’est pas seulement le résultat de I’application d’une régle, mais doit étre liée a une compréhension
qui enrichit la connaissance des écritures a virgule.

- connaitre les relations entre certains nombres décimaux, comme 0,25 ;0,5;0,75et1ou2,5;5;7,5
et 10.

Calcul
réfléchi

- calculer les doubles et moitiés, quadruples (doubles des doubles) et quarts (moitiés des moitiés),

des nombres entiers inférieurs a 100 ou de nombres plus grands, lorsque le calcul reste simple.

A la fin du cycle 3, cette compétence est étendue au calcul des moitiés de nombres impairs (la moitié
de 19 est 9,5, celle de 73 est 36,5...) et a celui des doubles de nombres comme 7,5 ; 45,5...

- multiplier et diviser un nombre entier par 5, par 20, par 50

- multiplier un nombre entier par des nombres comme 11, 12, 9, 19, 21, 15, 25...
1l est important d’insister sur la variété des procédures qui peuvent étre utilisées et qui,
généralement, s ’appuient sur une décomposition des nombres.

- décomposer un nombre entier sous forme de produits de deux ou plusieurs facteurs

- calculer mentalement le quotient et le reste entiers dans des cas simples de division d’un nombre
entier par un nombre entier.

Les éleves doivent, par exemple, étre capables d’effectuer mentalement la division de 230 par 7, en
décomposant 230 en 210 + 20 ou en 140 + 70 + 14 + 6.

- évaluer I’ordre de grandeur d’un produit ou d’un quotient (de nombres entiers) par un calcul
approché. Si on souhaite une valeur approchée du résultat de 123 x 12, on peut se limiter au calcul
de 100 x 10 qui fournit un ordre de grandeur acceptable (et obtenu rapidement) ou calculer 120 x 12
si on cherche une meilleure approximation. Le calcul de 100 x 15 aurait pu concilier les deux
impératifs.

- utiliser la connaissance des tables pour calculer des produits simples d’un nombre décimal par un
nombre entier. Au cycle 3, le travail se limite a des questions du type : 0,8 x 7 ; 0,6 x5... ou du type
1,2 x3 et 1,2 x 6 en mettant en évidence les connaissances sur les écritures a virgule nécessaires
pour traiter ce type de calculs : 1,2 x 6, c’est 6 unités et 12 dixiémes ; or 10 dixiémes, c’est I unité ;
le résultat est donc 7 unités et 2 dixiemes (7,2).

Direction générale de I'enseignement scolaire-Bureau des programmes d’enseignement
Projet de document d’accompagnement- Le calcul numérique au collége- page 24




2. Les compétences a construire au colléege

Classe de 6°
Calcul . . 1 1 1
u . . | - connaitre les équivalences d’écriture : 0,1 = — ;0,01 = — ;0,001 = —— ;0,5= —;0,25= —;
automatise 10 100 1000 2 4
0,75=2 ;1,5=1+l
4 2

- connaitre les relations entre L et L , entre R et ——
10 100 100 1000

1 1

, entre — (0,25) et— (0,5)
4 2

- donner ou reconnaitre une écriture fractionnaire d’un entier simple

- écrire une fraction simple sous la forme de la somme d’un entier et d’une fraction inférieure a 1,

7 1
comme par exemple 3 =2+ 3

- comparer un nombre en écriture fractionnaire a 1

- comparer deux nombres en écriture fractionnaire de méme dénominateur ou de méme numérateur
- multiplier, diviser un nombre entier ou décimal par 10 ; 100 ; 1000...

- multiplier un nombre entier ou décimal par 0,1 ; 0,01 ; 0,001

- donner la valeur approchée décimale (par excés ou par défaut) d’un décimal a I’unité, au dixiéme, au
centiéme pres.

- reconnaitre si un nombre entier est divisible par 2, 3, 4, 5 et 9 en utilisant les critéres de divisibilité
- multiplier et diviser un nombre entier par 5

- connaitre les écritures, décimale et fractionnaire, des pourcentages suivants : 5%, 10%, 50%, 25%,
75%

- connaitre les équivalences de proche en proche entre deux unités pour les mesures de longueur, de
masse, de contenance et d’aire et de volume

- connaitre quelques équivalences telles que : 1m = 100cm, lkm = 1000m, 1m = 1000mm,
1kg =1000g...

- connaitre les équivalences :

% h=0,5h =30 min, % h=0,25h =15 min,% h =0,75h = 45 min,

lL=500L, lL=250L, LL= 10cL
2 4 10

Calcul
réfléchi

- reconnaitre dans des cas simples que deux écritures fractionnaires sont celles d’un méme nombre,

1 3 2 6
comme par exemple — et —, — et —
4 127 21

- multiplier un nombre entier ou décimal simple par un nombre en écriture fractionnaire comme

E X 100;2 x 90;3,5 x 2
4 3 5

. . 2 5
- prendre une fraction simple d’une quantité, comme par exemple 35 de 125¢, 3 de 15L
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- entretenir et développer les compétences travaillées a 1’école primaire et relatives au calcul, exact ou
approché, d’une somme, d’une différence de nombres entiers ou décimaux, du produit d’un décimal
par un entier, d’un quotient de deux entiers

- multiplier un nombre par 11, 12, 15

- repérer une relation arithmétique simple (additive ou multiplicative) entre des nombres, comme par
exemple 6,3 =2,4 + 3,9 ou 42 est le triple de 14, pour résoudre un probléme de proportionnalité

- appliquer un taux de pourcentage sur des nombres simples comme par exemple 12% de 350 ou 25%
de 120.
Plusieurs démarches sont possibles :
- en décomposant 350 en 300 + 50 et en utilisant le fait que 300 est le triple de 100 et 50 la
moitié de 100
- en multipliant 350 par 12, en recourant a la distributivité de la multiplication par rapport a
l’addition, et en divisant le résultat par 100
- en multipliant 3,5 par 12 et en utilisant pour cela le fait que 3,5x2 =7 et que 12 =2x6 :
35x12=35x2x6=7x6.
Pour 25% de 120, il est intéressant de savoir que 25% c’est un quart.

- utiliser les équivalences entre unités de longueur, de masse, de contenance, d’aire pour effectuer des
changements d’unités de mesure

- passer dans des cas simples d’une écriture décimale d’une durée exprimée en h a une écriture
fractionnaire également exprimée en h ou a une écriture en min, et inversement. Par exemple :

1,25h=1h+ lh=75min; ih=6min; thSmin;§h=50min; lh=20min
4 10 12 6 3

Classe de 5°
Calcul - additionner ou soustraire deux nombres simples en écriture fractionnaire de méme dénominateur.
automatisé | L oral joue un réle déterminant dans I’automatisation de la procédure : « 3 septiemes + 5 septiemes

= § septiemes »

. 3
- savolr que — + = Z

3,1
4 4

ENGE

1
2

- produire ou reconnaitre dans des cas simples une écriture fractionnaire d’'un méme nombre, lui-
méme en écriture fractionnaire

. . o . . 2.7
- effectuer le produit de deux nombres simples en écriture fractionnaire, comme par exemple 3 X 5

- comparer deux nombres relatifs
- effectuer la somme de deux entiers relatifs

- connaitre les équivalences de proche en proche entre deux unités de mesure de volume et
1’équivalence 1L = 1dm’

Calcul
réfléchi

2,5 3
- effectuer un calcul dutype : 3+ 4 x 2,5;3 x 4 x25;3+ =— ; —
5 445
_ . e geis 1 1
- multiplier un nombre positif par 0,25 ; par 0,5 en s’appuyant sur les égalités 0,25 = 2 ;0,5= 3

- développer une expression simple ou les coefficients sont entiers comme 5(x + 1), 5(3x + 4)
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- factoriser une expression simple ou les coefficients sont entiers comme 2x + 2y, 6x + 12
- effectuer la somme de deux nombres simples en écriture fractionnaire dont le dénominateur de 1’un
. , 1,1 2 3
est multiple de I’autre comme — + —, — + —
3 6 7 14
- réduire au méme dénominateur deux nombres simples en écriture fractionnaire

- utiliser les expressions fractionnaires correspondantes pour calculer 10%, 25%, 50% d’une quantité

- calculer un pourcentage dans des cas ou les nombres sont des entiers ou des décimaux simples et le
rapport entre les nombres est simple.

- effectuer la somme de deux décimaux relatifs simples (avec un chiffre a la partie décimale)

- effectuer la différence de deux nombres relatifs simples

- calculer des sommes algébriques simples ou interviennent des entiers relatifs

- calculer des sommes algébriques simples ou interviennent des entiers relatifs ou des

décimaux relatifs simples, en rapprochant des termes « qui vont bien ensemble » comme par exemple

87-59+23+19=87+23-59+19=11-4

- utiliser les correspondances entre unités de longueur pour traduire ’information donnée par une

échelle sous forme facilement exploitable comme par exemple pour une échelle 200000 Iecm

représente 2 km et inversement.
- utiliser les équivalences entre unités de volume pour effectuer des changements d’unités de mesure
- utiliser 1’équivalence 1L =1 dm’ et la connaissance des correspondances entre unités de volume

d’une part, et de contenance d’autre part, pour effectuer des changements d’unités de mesure, par
exemple exprimer en cm’ une mesure donnée en cL.

Classe de 4°

Calcul
automatisé

- connaitre les carrés des nombres entiers jusqu’a 12
. 3 1 _2 .
- traduire 1000 en 107 ; ﬁ en 10 ... et inversement

- utiliser dans des calculs simples les propriétés relatives aux puissances de 10

- réduire une expression littérale & une variable comme par exemple 3,5x — 4x + 2x
- calculer des sommes algébriques simples ou interviennent des entiers relatifs

- calculer le produit de nombres entiers relatifs simples

- effectuer le produit de deux nombres simples en écriture fractionnaire ou numérateurs et
dénominateurs sont des entiers relatifs

- déterminer I’inverse d’un nombre entier ou en écriture fractionnaire
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Calcul
réfléchi

- retrouver le carré de nombres comme 13, 15, 25, 31...

- retrouver les cubes des nombres entiers jusqu’a 5

2 2
2 2
-effectuer des calculs du type : =3 x 2 ;=37 ; (=3)*; (gj ; Y 02 x 3% (2 x 3)%;2+3%; (2+3);
3—2
- passer d’une écriture décimale d’un nombre a son écriture scientifique et inversement

- déterminer une valeur approchée entiére d’un quotient de deux nombres décimaux (positifs ou
négatifs)

- calculer la valeur prise par une expression littérale a une variable pour des valeurs trés simples de
cette variable, comme par exemple 2x —3 ;5 —2xou2(x + 1) pourx = 0 ; x = 1,5 ; x = 3. Les données

doivent étre écrites.

- réduire une expression littérale a une variable comme par exemple 3,5x — 3 + 2,5x ; 23 —3x+x%;
2% x 3x

- effectuer un calcul simple du type 12— (7 —8),2-3*+5:3+7 x (-2);2 x (-3)+3 x 5;

o . . 3 10 5 4
- comparer deux nombres en écriture fractionnaire comme F et e et e
9 6
— et —
12 8

- effectuer la somme de deux nombres en écriture fractionnaire de dénominateurs différents dans des

. 3,10 3,1 9 6
cas simples comme — + —, — + —, — + —
7 21 4 6 12 8

- effectuer des calculs du type _TZ + % x 2;

- déterminer I’inverse de 0,1 ; 0,001 ; 0,5; 0,25, 0,2...
- diviser un nombre entier ou décimal par 0,5 ; par 0,25

- donner une écriture fractionnaire d’un quotient de deux nombres en écriture fractionnaire simples
2

comme par exemple % ;

Alu|sw
Lo w

- déterminer une quatrieme proportionnelle dans des cas simples. Différentes stratégies sont
possibles :

- identifier et utiliser le coefficient multiplicateur existant entre les numérateurs ou les dénominateurs
- identifier et utiliser le coefficient multiplicateur entre le numérateur et le dénominateur d’'un des
quotients

- utiliser le produit en croix

- utiliser les équivalences entre unités de longueur et entre unités de durée d’une part, entre unités de
volume et entre unités de masse d’autre part, pour effectuer dans des cas simples des changements
d’unités de mesure de vitesse, de densité.
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Classe de 3°

Calcul
automatisé

- déterminer le coefficient d’une fonction linéaire connaissant un nombre et son image dans des cas
simples comme par exemple (14 ; —42) ; (3 ;7), (2,5; 12,5)

- déterminer le pourcentage de I’ancien prix que représente le nouveau prix aprés une augmentation
ou une diminution de a%

- savoir que :

augmenter de 100%, c’est multiplier par 2

augmenter de 50%, c’est augmenter de moitié, c’est multiplier par 1,5
diminuer de 50%, ¢’est diminuer de moitié, c’est diviser par 2

- - e 3
diminuer de 25%, c’est diminuer d’un quart, c’est multiplier par 2

- décomposer un nombre inférieur a 100 en un produit de plusieurs facteurs, les plus petits possibles

- réduire des expressions de la forme 3 V2 —42 + 542

- utiliser les tables de multiplication pour transformer 1’écriture d’un produit, d’un quotient de deux

V56

racines carrées comme V2 X \/5 ou —

N

Calcul
réfléchi

- déterminer dans des cas simples 1’image ou ’antécédent d’un nombre par une fonction linéaire ou
affine

- décomposer, quand cela est possible et dans des cas simples, un nombre entier sous la forme d’un
produit d’un entier par un carré d’un entier, comme par exemple 162 =2 x 92:80=4%x 5;250=
52 % 10

- déterminer si deux entiers inférieurs a 100 sont premiers entre eux

- rendre irréductible une fraction dont numérateur et dénominateur sont inférieurs a 100

- écrire dans des cas simples et quand cela est possible, une racine carrée sous la forme a Vb aveca
et b entiers

- réduire des expressions comme 3 \/E + 5-— 4\/5 -3+ x/ﬁ

- effectuer un calcul simple faisant intervenir les propriétés relatives aux puissances d’un nombre, les

3
exposants étant positifs comme 27 x 2° ; 3* x (-3)°; 7—8 : (3%
7

- développer dans des cas simples des expressions de la forme (ax + b)* ; (a x — b)* ; (ax + b) (ax — b)
(xta)(x+b);(x+a)(x—>b);(x—a) (x—>b) oua et b sont des entiers inférieurs a 5

2

- factoriser des expressions de la forme ¥+ 2ax+a* x> —2ax+a*; @ X — b’ ou a et b sont des

entiers inférieurs a 10.
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GEOMETRIE

Plus encore gu'al’ école primaire, I'enseignement de la géométrie occupe une place importante
dans laformation des éléves en mathématique. De fait, les programmes de géométrie reposent
sur deux idées essentielles:

- continuer a développer les dimensions perceptive et instrumentée de la pratique de la
géométrie de |'école primaire ;

- initier a la géométrie déductive dans le prolongement du travail entrepris sur le
rai sonnement.

Les pratiques mises en ocauvre a I'école primaire (observation, description, reproduction,
représentation, construction, mesurage, argumentation) se développent sur des objets déja
rencontrés ou sur des objets nouveaux, réels ou représentés. Pour les éléves, |e statut théorique
des objets étudiés se précise au fur et a mesure que leur sont conférées des définitions ou des
propriétés caractéristiques.

En effet, a coté des propriétés rencontrées a I'école primaire (alignement, parallélisme,
perpendicularité, égalité de longueurs, d angles ou d'aires, présence d'un axe de symétrie),
obtenues ou constatées a l'aide d'instruments, sont installées de nouvelles propriétés des objets
du plan® (par exemple, les propriétés caractéristiques des quadrilatéres usuels), auxquelles se
réferent les argumentations et sur lesquelles peut se développer |'apprentissage du
raisonnement deductif.

|- Objectifs généraux

D'une maniére plus globale, I'enseignement de la géométrie contribue, comme celui des autres
rubriques des programmes, ala pratique de I'activité mathématique par les éléves de collége.

A travers la résolution de problémes, la modélisation de quelques situations et
I"apprentissage progressif de la démonstration, les éléves prennent conscience petit a
petit de ce qu'est une véritable activité mathématique : identifier et formuler un
probléme, conjecturer un résultat en expérimentant sur des exemples, batir une
argumentation, contrdler les résultats obtenus en évaluant leur pertinence en fonction du
probléme étudié, communiquer une recherche, mettre en forme une solution.

(BO hors série n°6 avril 2007, Mathématiques, Introduction générale pour le collége: les
mathématiques comme discipline de formation générale)

Au dela de cette description générale, trois finalités primordiales et complémentaires peuvent
étre distinguées et assignées al'enseignement de la géométrie au college :

e Fournir des bases pour développer une capacité a géométriser un probleme spatial ou non,
ce qui implique la nécessité de construire un modele a I’ aide d’ objets géométriques et de le
travailler a1’ aide de savoirs géométriques.
Cette dimension fondamentale est soulignée dans le rapport de la CREM? sur I'enseignement
delagéométrie:

"De fait, chaque mathématicien a ses représentations concrétes de situations complexes qui

lui servent de raccourcis de pensée..."

"Penser géométriquement, c'est avoir une vision globale d'une question mathématique, la

perception plus locale intervenant ensuite, notamment avec les calculs."”

! Les objets de I'espace, quant & eux, continuent a faire I'objet d’une approche & caractére essentiellement
expérimental au collége.
2 Commission de réflexion sur I'enseignement des mathématiques, présidée par Jean-Pierre Kahane.
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e Fournir un cadre pour développer les capacités a expérimenter et a mettre en oauvre des
démarches d'investigation.

Cet axe prend toute sa signification dans le contexte plus général de |'enseignement des
sciences au collége.

e Fournir |'un des supports de |'apprentissage du raisonnement déductif.**

Ce sont ces trois objectifs qui fournissent les axes de réflexion des paragraphes qui suivent.
II- D'une géométrie instrumentée a une géométrie théorique
- Del'objet réel a sa modélisation

Géométriser un probleme, c'est transposer le probleme, qui peut étre concret ou non, le plus
souvent spatial au niveau du collége, dans le cadre de la géométrie afin de le simplifier et de
le résoudre. C'est le cas, par exemple, lors du calcul de l'aire d'un champ. Le champ réel aune
certaine forme. Le processus de modélisation géométrique comporte deux étapes :
- assimilation du champ a une surface plane limitée par des portions de lignes droites ;
- assimilation de cette surface a un polygone éémentaire (trapeze dans I’ exemple qui suit)
ou un agencement de plusieurs polygones simples.
Le recours a un schéma pour "simplifier" et sapproprier la situation éudiée illustre ce passage
de la réalité au domaine de la géométrie. La figure géométrique intervient ainsi comme une
maguette de la réalité. Ces transferts sont déja travaillés a |'école primaire. Cette habitude du
recours a une visualisation simplificatrice peut paraitre naturelle a certains éleves al'entrée au
collége, mais reste a construire pour beaucoup d'autres. |l est donc indispensable de travailler
cette compétence.
Une fois le transfert effectué dans le cadre géométrique, la résolution du probléme repose sur
des propriétés attachées aux objets qui sont utilisés alors comme des modeles.
Le modéle référent possede un statut
mathématique organisé en propriétés. Le
schéma "simplifie" donc mais gjoute aussi des
éléments de connaissance.
Ainsi, dans I'exemple précédent du champ
trapézoidal, on passe du champ a un trapéze,
puis, enfin au "Trapéze" dont on peut calculer l'aire, par décomposition en triangles et
rectangle, a I’aide de hauteurs issues de deux sommets qui ne correspondent a rien dans la
réalité.

- Deux types de situation

e Deux types de situations peuvent se présenter selon que le statut de modele mathématique
est acréer ou bien est d§ainstallé.

Considérons, par exemple, I'activité suivante, utilisée dans le but de mettre en place la
caractérisation des points d'un cercle. Cette activité permet de travailler une nouvelle
conception du cercle illustrée par le passage d une ligne tracée au compas a une figure
constituée de points ayant une méme caractéristique.

% Voir I'introduction générale des programmes des disciplines scientifiques : BO hors série n°6, avril 2007.

* Le bien fondé de la présence de l'apprentissage de la géométrie déductive dans I'enseignement des
mathématiques en France fait I'objet d'un large dével oppement dans le rapport de la CREM.

® Cet aspect est développé dans le document d'accompagnement sur |e raisonnement et la démonstration.
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Les deux chiens

Sophie doit aller chercher du lait a la ferme dont la cour est représentée par le schéma ci-contre (feuille donnée
aux éléves). En A et B sont attachés deux chiens.

En A, Azor avec une chaine de 6 métres

En B, Balthazar avec une chaine de 5 métres.

Sophie pourra-t-elle aller jusqu'a la porte de la ferme sans se faire mordre ?

Travail de'éléve (début de 6°™):

\ "

f'm&':cb..em
At d

AL mab .

.\.

"3@1“%32 me nevk

Ja e Mm e

A - :

Une étape initidle (qui n'est pas demandée a I'éléve) consiste a utiliser un "plan" pour
représenter la cour de ferme. Ce plan est fourni al’éleve. L'échelle (1 cm pour 1 m) n'est pas
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indiquée mais peut étre déterminée a partir de ladonnée de la largeur de la cour. La notion de
longueur d'un segment est déjainstallée.

Il est possible de remarquer deux étapes successives de modélisation :

1- I'édéve modélise la chaine tendue par un simple segment (dessiné dans plusieurs positions).
L'objet est encore matériel méme Sl "possede” une longueur, propriété bien mathématique.
Les chiens sont aussi réduits a des points, ce qui semble mettre en évidence chez cet enfant le
début d'une mathématisation de la situation.

2- les arcs de cercles marquent une étape caractérisée par une nouvelle modélisation faisant
intervenir le cercle du point de vue d’ une propriété caractéristique de ses points.

Cet exemple montre ainsi un premier pas vers la mise en place conceptuelle de la propriété
caractéristique des points d'un cercle a partir d'une vision concréete et intuitive de I'enfant. |1
est possible que le cercle n’ apparaisse qu’ apres que I’ éleve a tracé plusieurs segments dont il
"voit" alors que les extrémités semblent appartenir a une figure connue.

Le probléme propose pourrait tout aussi bien servir au réinvestissement de la méme propriété
(I'ensemble des points équidistants d'un point donné est le cercle...) aprés samise en place. |l
Sagit alors de la deuxiéme des situations évoquées en titre: le statut du cercle comme
ensemble de points caractérisés par la propriété d équidistance a un point peut étre alors
utilisé directement.

Des situations similaires (mise en évidence de propriétés ou réinvestissement de ces
propriétés) peuvent étre construites notamment a partir des représentations utilisées pour
étudier des problémes de triangulation et/ou régionnement comme le suivant :

Un trésor est caché, d'aprés un vieux grimoire, a 14 km de La Chapelle sur Erdre et a 28 km
de Nozay. De plus, il setrouve au sud d'une ligne droite passant par & Etienne de Monluc et
Ligné.

Trouvelenomdelavilleou il est caché. (Carte fournie. Echelle: 1cm pour 2 km)

e Tout au long du cursus en college, les apprentissages Sappuient notamment sur des
problémes de ce type. Les modélisations a effectuer doivent rester accessibles. L’existence
d’une étape intermédiaire (passage a un schéma, un plan, une carte...), intégrée (ou non) a
I’ énoncé du probleme, est un éément constitutif de cette accessibilité dans la mesure ou sa
présence induit de fait une modélisation a poursuivre.

Voici deux situations (classe de troisieme) qui illustrent cette différenciation. Dans le premier
exemple (position d' un navire), une carte est donnée et la transposition du probléme dans le
plan géométrigue est donc immeédiate. L'exemple suivant de la "distance al'horizon" demande
un travail bien plus important de conceptualisation (passage de la sphére terrestre a un cercle
la symbolisant, abandon de I'idée d'une représentation a I'échelle, impossible a mettre en
cauvre) et nécessite, pour géometriser la situation, un accompagnement de I'enseignant.

Un navigateur maladroit

Pour se situer sur la carte, le navigateur reléve’le phare de I'ile aux moines au 70 ° et |e corps de garde de Ste
Anne (Trégastel) au 145°. Au moment de marquer sa position sur la carte, son rapporteur senvole et tombe a
I'eau. Il serappelle cependant que la direction phare-corps de garde fait un angle de 20° avec | ‘axe Nord-Sud.

® Relever un amer, c'est mesurer (dans le sens des aiguilles d'une montre) I'angle entre la direction
du Nord et ladirection de I'amer, c'est adire la demi-droite [BA), B est la position du bateau et A
celle del'amer.

Un amer est un point fixe, noté sur la carte marine, et visible du large.
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Comment peut-il situer la position du bateau sur la carte ?
(11 dispose toujours de sa regle graduée, d'un compas et de sa calculatrice!)
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Laligned horizon

La plate forme du phare de la Hague (prés de Cherbourg) est située & 52 métres au-dessus de I'eau. JusgB®a
quelle distance un observateur, placé sur cette plate forme, peut-il espérer apercevoir un objet au ras de I'eau

(par beau temps et mer calme) ?

Cette situation (probléeme de la ligne d'horizon) sappuie sur la courbure de la surface de la
sphere terrestre. Un travail préalable d'explicitation peut aider a bien appréhender le

probléme, avec une premiére schématisation "naive".

Nord
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La modélisation proprement dite fait appel a la représentation de la sphére par un de ses
grands cercles et fait donc passer de |'espace au plan.
H

Lalongueur cherchée est lalongueur de latangente au cercle issue du sommet S (P est le pied
du phare). Le passage de la premiere représentation a la seconde est une démarche délicate
qui peut nécessiter l'intervention de I'enseignant. C'est surtout I'occasion de développer la
capacité a substituer un probleme plan a un probléme de |'espace.

D'apres le théoreme de Pythagore appliqué au triangle SOH rectangleen H,
SH? = 0S* — OH?,
Deux directions d'exploitation se présentent.

1- Lerayon de la sphére terrestre est approximativement de 6400 km, d'ou le calcul a mener :
SH? ~ 6400,052% — 6400% puis SH ~25,8 km, solution approchée dont on peut se satisfaire
dans le cadre du probléme.

2- Cette égalité peut étre transformée en SH? = (R+h)? — R?, qui peut conduire & un travail,
plus ambitieux mais accessible sur le plan du calcul, sur la transformation d'une expression
agébrique’. Nous obtenons aussi une expression qui permet d'obtenir la distance d'horizon
pour n‘importe quel phare (ou gratte-ciel ou aéronef !). La possibilité de faire varier h permet
aussi de basculer naturellement dans e domaine des fonctions.

- Définitions et propriétés

e Les définitions et les propriétés contribuent a développer la connaissance des objets et leur
intérét pour représenter les situations. Elles constituent d'autre part, dans le cadre de la
géométrie, les références nécessaires sur lesguelles peut se faire I'apprentissage du
raisonnement déductif.

Ainsi, I'exemple suivant, dans lequel les justifications sont simples et accessibles aux éléves,
permet de réinvestir d'une facon non triviale le fait que les diagonales d'un rectangle sont de
méme longueur (et que tous les rayons d'un méme cercle sont de méme longueur).

" Ou I'on voit que I'utilisation de R comme paramétre facilite plutdt le calcul ...comme en physique.
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La figure ci-contre représente un cercle de
centre O et deux de ses diamétres
perpendiculaires.

OIAJ et OKBL sont deux rectangles. q k[0 o 9
Quel est le plus long des deux segments [1J]
ou[KL]?
L
B n

L'étude ne vise pas un simple traitement instrumenté mais concerne une configuration sur
laquelle fonctionnent des propriétés. |l ne sagit plus de modélisation pour résoudre un
probléme concret mais d'une situation purement abstraite, représentative d'une autre famille
de problemes de géométrie, relative a l'utilisation directe (sans changement de cadre) d'un
corpus de définitions et de propriétés pour établir une preuve.

e Les objets de la géométrie du college (cf annexe) sont relativement peu nombreux. Ils
constituent, avec les définitions et propriétés afférentes ainsi que les grandeurs associées, un
bagage suffisasmment riche pour soutenir de véritables démarches dinvestigation et des
activités d'argumentation et de preuve. Au niveau de la sixiéme, les propriétés utilisables
restent assez élémentaires, accessibles sur le plan conceptuel : égalités de longueurs, d'angles,
orthogonalité, parallélisme...et ne donnent pas lieu a des formalisations trop difficiles pour les
éleves. Les angles et les aires constituent des outils de démonstration parfois sous-exploités.
Ainsi, desla classe de cinquiéme, les angles permettent d’ engager des démonstrations simples
sans étre simplistes, comme dans la situation suivante ou est mise en oauvre la conjonction de
deux propriétés concernant les angles : la définition de la bissectrice d' une part et le théoréme
relatif &I’ intersection d une droite avec deux paralléles’.

ABC est un triangle rectangle et isocéle de
sommet principal C. (d)
La droite (d) passant par A est paralléle a
(BC).

AN
La bissectrice de I'angle ABC coupe la
droite (d) en E. C B
Quelle est la nature du triangle ABE ?

D’une fagon similaire, quelques résultats peuvent s éablir a partir de considérations sur les
aires (de triangles). En classe de quatrieme, notamment, la mise en place du théoréme de la
droite des milieux (et saréciprogue) ou plus généralement du théoréme de Thalés (dans un cas
générique) permet de mobiliser les connaissances sur les aires de triangles dans des conditions
faciles d’ acces.

A
Prenons, par exemple, la réciproque du /\
théoreme de la droite des milieux : M , |? .
"Dans un triangle, la droite passant par le / h \
milieu d’un c6té et paralléle a un autre coté,
passe par le milieu du troisiéme coté. " B C

8 Un travail complémentaire peut consister & déterminer les données de I’ énoncé qui ne sont pas utiles,
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Une fois la désignation des différents éléments constitutifs de la figure effectuée, la
démonstration repose sur |’ utilisation d’ une propriété ("Deux triangles ayant un cété commun
et les sommets opposés a ce cote situés sur une paralléle au cété commun ont la méme aire. )
qui sera étudiée plusloin (cf figures-clés).
L e développement pourrait étre le suivant :
" Probléme : montrer que Al = CI.
(NB : I’alignement et |’ ordre des points sont dans les données)
Lestriangles MBC et IBC (d' aprés la propriété précédente) ont la méme aire.
Cette aire est égale a la moitié de |’ aire du triangle ABC.
En effet, A (ABC)= A (MBC)+ A (MAC).
Or MA =MB, donc, A (MBC)=A (MAC)= % (hxMB).

Donc, I'aire du triangle ABI (complément dans ABC du triangle CBI) est aussi égale a la
moitié de celle de ABC et donc égale a I’aire du triangle CBI. En revenant a I’ expression de
I’aire d'un triangle, comme les deux triangles ABI et CBI ont la hauteur issue de B
commune, leslongueurs Al et IC sont égales..."

- Nécessité de travailler dans divers environnements

e Larésolution d'un méme probléme dans des contextes différents, et les interactions qu’ elle
amene a construire, contribue a une approche plus efficace des concepts mis en oeuvre. Par
exemple, tracer un terrain de jeu rectangulaire de dimensions 5m sur 6m sur le sable d'une
plage ou sur le bitume de la cour de récréation (avec uniquement un décametre ruban), un
rectangle de 5 cm sur 6 cm sur une feuille unie (double décimétre et compas) ou sur un écran
d'ordinateur (sans la possibilité de matérialiser automatiquement un angle droit) permet de
découvrir et travailler une diversité de moyens de tracer un angle droit (médiatrice, losange )
et donc de mettre en évidence la puissance d'un modéle théorique pour résoudre des
problémes dans différents contextes matériels. Les travaux géométriques doivent ainsi
seffectuer dans différents environnements : espace ordinaire (cour de récréation, par
exemple), espace de lafeuille de papier uni ou quadrillé, écran d’ ordinateur.

e || est par ailleurs important, tout au long du college, de sappuyer sur les relations avec
d'autres domaines ou se rencontrent des formes géométriques (nature, technologie, cauvres
d'art...) pour mettre en évidence le caractére universel de ces derniéres.

Une activité classique consiste a exploiter laforme de la constellation de la Grande Ourse (ou
d’autres) pour travailler la reproduction de figures et I’usage du rapporteur et de la régle
graduée.

Exemple : Reproduire a I’ échelle 3 la représentation ci-dessous de la constellation du grand
chariot :

e
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De méme, |’ esquisse de la courbe de Von Koch (courbe du flocon de neige) offre I’ occasion
d’ un travail de tracé méticuleux et de différents calculs de périmeétres voire d’ aires et...de la
découverte de I’ idée de récurrence.

A Xk %

[l - Lesdémarches: expérimentation , investigation

- Nécessité de la résolution de problemes

e Pour construire un savoir solide, acquérir un comportement scientifique et ne pas avoir un
ressenti dogmatique de I'enseignement qui lui est proposé, I'ééve doit étre confronté le plus
souvent possible a des situations dans lesquelles il aura a faire preuve dinitiative. C'est
évidemment le cas dans le cadre de la géométrie. Les problémes rencontrés doivent étre de
vrais problémes, contenir un enjeu mais rester accessibles aux ééves pour répondre aux
objectifs définis ci-dessus. Le travail dinvestigation (observation, manipulation, conjectures,
débat, recherche d'explication ou de preuve) va permettre a |'ééve de mettre en ceuvre et de
développer (c'est a dire apprendre a structurer) des capacités heuristiques personnelles qu'il
pourraréutiliser dans des résolutions d'autres problemes en autonomie.

e Les phases dinvestigation ou d'expérimentation, qu'elles soient réalisées en groupe ou
individuellement, peuvent prendre appui sur les logiciels de géométrie dynamique
(vérification d'une conjecture ou découverte d' une propriété, par exemple par la mise en
évidence d'un invariant lorsqu'on "bouge" les points d'une configuration).

- Importance des problémes de construction

Les problemes de construction jouent un réle important dans la prise de conscience de la
nécessité d'une phase danalyse et dans I'accompagnement des apprentissages sur le
raisonnement déductif. Dans la mesure ou I'objet est a construire, il faut I'imaginer apriori, au
besoin en élaborant un schéma a main levée, ce qui permet alors de remplacer les contraintes
de départ par des contraintes plus directement utilisables (phase d'analyse) dans un tracé. Le
schéma aide, en effet, a visualiser I'objet visé et permet d'identifier les conditions nécessaires
a saréadlisation, conditions qui reposent sur ses propriétés. Un codage du schéma savére ainsi
indispensable. La phase de synthese qui doit terminer le raisonnement et qui consiste en fait a
vérifier que ce qui a été mis en évidence dans la phase d'analyse est bien suffisant repose en
collége essentiellement sur le tracé de I'objet®. Ces activités de construction doivent étre
pratiquées le plus t6t possible, dés la 6°. Hormis I'exemple, déja évoqué, de la recherche du
trésor, des situations telles que la suivante, choisie dans un contexte non concret, permettent
aux éléves de travailler la démarche spécifique décrite ci-dessus, et donc d'en prendre
conscience.

° Les discussions éventuelles sur I'existence de la solution sont rarement abordées au collége.
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En 6° : Construire un losange ABCD.
Données : le segment [AB] et la demi-
droite [AX), support de la diagonale [AC].
(Schéma d'analyse propose par un éléeve)

L'activité de I'éleve comporte plusieurs points essentiels :

- I'analyse gréce a une représentation a main levée de la figure "visee" pour matérialiser la
situation ;

- I'identification des propriétés pertinentes ;

- les codages associés ;

- les différentes procédures de résolution (par les ctés/par les diagonales) ;

- laformulation (rédaction de la propriété utilisée) d'une argumentation.

- Constructions et tracés

Ladistinction entre "construire” et "tracer” constitue une difficulté particuliere pour les éléeves,
liée ala compréhension des contrats induits par les consignes.

"Construire”, c'est résoudre un probleme du méme type que la résolution d'une éguation : un
objet inconnu doit obéir a un certain nombre de contraintes ; la traduction de ces contraintes
en propriétés de I’ objet et leur exploitation (en utilisant ici des propriétés geométriques) vont
permettre d’ arriver & isoler une (ou plusieurs) procédures d’ obtention de I'objet visé'’. La
résolution d’ un probléme de construction sous-entend que I’ ééve doit étre capable de déecrire
ou justifier la procédure élaborée.

"Tracer", c'est exécuter une téche bien délimitée sans obligation de justification (la procédure
ne doit pas poser probleme). De fait, il y a souvent confusion entre les deux : "Tracer un
triangle rectangle d'hypoténuse 7 cm et dont un cété de I'angle droit mesure 4 cm'" sous-
entend un probléme de construction mais |'existence de I'objet a réaliser n'est pas mise en
doute. Le contrat doit alors étre clarifié.

Tracer est une tache essentiellement matérielle. Elle peut consister en :

- la production d'un dessin a main levée ou avec les instruments en procédant par essais et
gjustements ;

- I'exécution d'une procédure de construction automatisée au niveau d’ apprentissage
considéré.

Le seul objectif du tracé est |’ obtention d'une figure correcte. La "correction" de la figure
dépend ainsi des exigences implicites et/ou explicites du contexte.

L’ééve, confronté a un probléme de construction peut contourner celui-ci et aboutir & un
dessin acceptable en ayant recours a des tracés approchés. Un autre éléve peut avoir résolu le
probléme de construction mais ne pas produire un tracé acceptable du fait de maladresse.
Dans un probleme de construction, la validation porte bien plus sur la démarche que sur le
produit obtenu.

- Reproduction defigures

La reproduction de figures est aussi un exercice dans lequel la démarche d'analyse est
essentielle. Dans ce type de probléme, les contraintes sont données visuellement (la figure a

19] resterait & s assurer que |’ objet en question répond bien aux critéres donnés au départ, compte tenu d' une
démarche essentiellement construite sur des conditions nécessaires.
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reproduire) et la question de I'existence ne se pose pas : |'objet est déja matérialisé. L'analyse
porte aors sur la reconnaissance de figures élémentaires de la configuration et sur
I'articulation des taches successives a mettre en ceuvre pour arriver au résultat. Le niveau
auquel la situation peut étre proposée est déterminé par la complexité de la figure a élaborer et
le temps donné pour le faire. Les exemples suivants souvent rencontrés de reproduction de
figures peuvent ains faire I'objet de travaux a tous les niveaux du college a condition de
disposer d'un temps suffisant (en dehors de la classe par exemple). Ces travaux peuvent étre,
d'autre part, différenciés suivant les éléves.

e

La présence, de plus en plus marquée au cours des années du cursus de collége, de théoremes
liant |a géométrie a des propriétés exprimées sous forme numérique (théoremes de Pythagore,
de Thales, trigonomeétrie), permet une évolution vers des démarches plus simples a maitriser
sur le plan conceptuel mais apportant leur lot de difficultés techniques (calcul numérique,
calcul littéral). C'est le cas du probleme du "navigateur maladroit”, présenté plus haui.

V- Leraisonnement déductif en géométrie
- Comprendrele contrat

Lanotion de preuve est alabase du raisonnement déductif.
La question de la preuve occupe une place centrale en mathématiques. La pratique de
I’argumentation pour convaincre autrui de la validité d’'une réponse, d'une solution ou
d’une proposition ou pour comprendre un « phénomene » mathématique a commencé des
I"’école primaire et se poursuit au collége pour faire accéder I'éléve a cette forme
particuliére de preuve qu’ est la démonstration.

(BO hors série n°6 avril 2007, initiation progressive ala démonstration)

L es aspects généraux des problémes posés par |'apprentissage du raisonnement déductif et de
la démonstration sont développés dans un document d'accompagnement particulier. Dans le
domaine de lagéométrie, il faut en souligner quelques aspects specifiques ou importants.

Le premier obstacle rencontré en 6° (et qui perdure longtemps !) est la compréhension du
changement de contrat accompagnant le changement de statut des figures. Il ne suffit plus
d'observer ou de mettre en évidence al'aide des instruments des propriétés sur une figure pour
guelles soient avérées sur le plan mathématigue. La nécessité de construire une
argumentation a partir d'une base de références identifiées comme telles n'est ni naturelle, ni
intuitive. C'est en travaillant, par exemple, des situations construites sur des doutes "visuels',
comme celle de I'exercice sur les rayons du cercle présenté dans "Il —Définitions et
propriétés’, plutdt qu’en appliquant de fagon immédiate un théoréme, que I'ééve comprendra
les nouvelles regles du jeu impliquées par les situations de preuve en géométrie. Plus
généralement, ce n'est pas en étant confronté a des situations d'une grande pauvreté que |'on
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peut appréhender vraiment la nécessité d'une preuve, ni d'alleurs en résolvant de maniére
répétitive des exercices-types.

- Deux démarches essentielles

Parmi les démarches heuristiques conduisant a I'élaboration d'une démonstration, certaines
sont identifiables et donc susceptibles d'étre construites et travaillées. |1 sagit principa ement
du repérage des figures-clés dans un contexte donné et de |a pratique de I'analyse remontante.

e Le recours a des figures-clés repose sur la reconnaissance d'un modéle déja rencontré. Cela
suppose donc |'existence d'une base de référence constituée de configurations et de théoremes
associés. Cest le cas de la plupart des théoremes mis en place au college (propriétés
caractéristiques des quadrilatéres, propriétés des angles obtenus en coupant deux paralléles
par une secante, configurations de Thales, de Pythagore, concours de droites remarquables
dans un triangle...). Il en est d'autres qui ne sont pas |'objet de compétences décrites dans le
programme mais qui, dans la mesure ou elles reviennent souvent, finissent par fixer des
connaissances a leur propos. Aing, les résultats suivants, relatifs aux aires de triangles
peuvent constituer des figures-références "complémentaires”.

Deux triangles ayant un coté commun et les
sommets opposés sur une paralele au coté 1
commun ont laméme aire.™* A B

Dans le triangle ABC, tout point P de la
médiane [AM] détermine deux triangles APB
et APC dont les aires sont égales™.

La constitution d'une base de figures-clés rend par ailleurs incontournable un travail sur les
"mots’ et ce quils peuvent évoquer, car, avoir assimilé une propriété, c'est étre capable
d'associer une figure-clé et un énonceé.

L'inconvénient majeur réside dans le fait que, si I'éleve ne reconnait pas la figure-clé (s la
mise en évidence de la figure-clé nécessite par exemple un enrichissement ou un
appauvrissement de la figure), il ne peut poursuivre sa démarche de raisonnement. Il lui faut
donc d'autres possibilités d'analyse pour franchir |'obstacle.

e | 'analyse remontante consiste, a partir du résultat que I'on veut démontrer, a repérer une ou
des propriétés de la configuration étudiée qui, une fois établie(s), impliquerai(en)t, en
appliquant un théoreme identifié, le résultat & démontrer. Il suffit alors de substituer
(momentanément) au probléme pose au départ le probleme qui consiste a établir les é éments
intermédiaires. Cette démarche peut ainsi permettre, dans la plupart des situations rencontrées
en géométrie au college, de "remonter” d'étape en étape une chaine dilots déductifs
(hypothese-propriété-conclusion) jusgu'a un probléme dont la résolution sera immédiate (en
général, en appliquant un théoréme facile a reconnaitre). La difficulté fondamental e reste que

1 variante éventuelle : égalité des aires des triangles MAI et CIB.
12 Cette propriété est corollaire de la propriété d’'une médiane dans un triangle (partage du triangle en deux
triangles d’ aires égales), démontrée en 5°,
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le processus n'est pas auss idéalement "linéaire". Il faut souvent, pour satisfaire aux
hypotheses d'un théoréme que |I’on cherche a appliquer, sSappuyer sur des données ou des
résultats dont I’ établissement nécessite plusieurs théorémes différents. Pour maitriser cette
démarche, les éléves doivent en prendre conscience et la travailler. 1l faut donc guils sy
entrainent le plus tét et le plus régulierement possible, dans des conditions raisonnables. Le
nombre de pas de la démonstration est un des é éments constitutifs de la difficulté du travail a
réaliser mais d’'une part, ce n'est pas le seul ni méme parfois le principal, et d autre part,
comme il a été écrit plus haut, il n'est pas efficace de ne travailler que sur des démonstrations
au nombre de pas réduit (inférieur ou égal a 2). Néanmoins, ces situations relatives a deux pas
de raisonnement ne sont pas a négliger en particulier au début des apprentissages car elles
permettent de comprendre dans un contexte accessible les bases de ce type de démarche.

Les exemples suivants mettent en évidence plusieurs situations qui permettent I'analyse
remontante a un degré d'accessibilité éémentaire notamment au niveau de la 5° et de la 4°.
Dés laclasse de 6°, il est par exemple possible de rencontrer des situations qui font passer de
la définition ala propriété caractéristique de la médiatrice (ou réciproguement).

En 6° : Les cercles de centre A et B sont
sécants en M et P. Que peut-on dire des
droites (AB) et (MP) ? Justifier.

En 5° : BCDE est un carré. ABEF est un

M
P
E
F
losange. D
C
C

. A A
Déterminer I'angle AFE .

En 5° : Le cercle de diamétre [AB] et le \";

cercle de diamétre [CD] ont le méme centre.

Montrer que ACBD est un parallélogramme. %\

D
K
En 4°: Dansletriangle ABC, M est le milieu
de [AB] et | et J des points de [AC] tels que B
Al =1J=JC = %AC. La droite (IM) coupe M
(BC) enK. " . -

Montrer que B est le milieu de [KC]. ! J
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coupeC' enE. v

Montrer que E est le milieu de [AF].

En 4° : Soit le cercle C de centre B et de e

diamétre [AD] et le cercle C' de diamétre

[AB]. F est un point de C. La droite (AF) ®
N

V- Quelques modalités del'enseignement de la géométrie
- Le choix des supports d'enseignement

Ainsi qu'il a été dit ci-dessus (IV- les démarches), I'enseignement de la géométrie, comme
d'ailleurs celui des autres champs des programmes de mathématiques, repose essentiellement
sur la résolution de problemes. Il est indispensable dées lors de proposer cette activité d'une
facon assez systématique en l'identifiant clairement. Le probléme doit favoriser une véritable
initiative de la part de I'éleve.

Aussi, convient-il d'éviter de qualifier de "probléme" les supports d'enseignement déclinés en
une succession de petites questions bien délimitées (exercices d'application et/ou a résolution
guidée). Defait, dans ce cas, I'essentiel de la démarche est réalisé en amont par e rédacteur de
I'énoncé et I'éleve, dans le meilleur des cas, n'en découvrira |'unité que dans le cadre d'une
synthese, indispensable mais pas toujours présente. || en est de méme des fiches atrous ou des
canevas (déductogrammes) imposes a priori, qui donnent un modéle de raisonnement mais ne
permettent pas d’en construire un. De plus, les exercices guidés ou les fiches a trous
empéchent de sortir du cadre et de la démarche prévus par I'enseignant, donc d'explorer
plusieurs pistes et de faire émerger pour les confronter diverses méthodes. Si I'élaboration
d'un canevas ou toute autre forme de schématisation est souvent nécessaire pour décortiquer,
clarifier une démarche de raisonnement, elle est d'autant plus efficace qu'elle est réalisée avec
ou par les ééves. Néanmoins, il peut étre pertinent que le professeur se livre a l'exercice (par
exemple al'occasion de la démonstration de certains théoremes) devant les éléves, a condition
de bien expliciter tous les rouages de la démarche.

- Devéritables démar ches d'investigation

Dautre part, Sil convient, ainsi que le préconisent les textes officiels, de mettre les éleves en
situation d'expérimenter, il est indispensable de leur proposer des situations qui relévent d'une
véritable démarche expérimentale. Ainsi, I'introduction du théoreme de Pythagore se fait
souvent a partir d'une activité qui consiste a mesurer les cotés de divers triangles rectangles et
a constater la relation a> = b? + ¢ Le caractére expérimental de cette approche n'est pas
avéré. |l semble en effet impossible pour un non initié de découvrir directement a partir des
données relevées la permanence d'une relation entre des carrés de nombres, méme avec
beaucoup dintuition. De fait, les fiches de travail fournies pour animer I'activité sont tres
fermées et cantonnent I'ééve a des téches d'exécution immédiates. Aing, il n'a aucune
initiative et ne met pas réellement en cauvre une démarche dinvestigation. Il est donc
judicieux de choisir d'autres problématiques pour amener les éléves a pratiquer ce type de
démarche. Ces situations doivent constituer des problémes accessibles (amener un travail
expérimental simple a concevoir et a mettre en ceuvre pour les éléves) et déboucher sur des
résultats significatifs. Par exemple, la recherche des triangles rectangles qui ont pour
hypoténuse un segment donné peut donner lieu a la mise en place de la démarche
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d’investigation. Une premiére étape expé&rimentale ("je dessine plusieurs triangles répondant
a la question avec I'éguerre...") permet de dégager le positionnement approximatif des
troisiémes sommets sur un cercle dont les caractéristiques sont & déterminer. La conjecture
peut étre renforcée en tracant d autres triangles, dont le troisieme sommet est pris sur ce
cercle, puis en mesurant I’ angle obtenu. Les deux propriétés réciproques I’ une de I’ autre sont
alors construites et la phase de preuve peut étre entreprise afin de terminer I’ éude.

Le niveau des situations proposées doit bien entendu étre déterminé, dans le cadre des
programmes, en cohérence avec les capacités réelles des éléeves. Un contexte trop difficile ne
leur permet pas de travailler les compétences visées (le professeur est de fait obligé de faire
I'essentiel du travail). Il y adonc lieu d'admettre un résultat sans ambiguité quand cela savere
nécessaire. Un contexte trop simple et vide de sens pour certains ééves peut auss les
décourager car ils n'y trouvent ni enjeu ni sensation de progrés dans les connaissances. A cet
égard, il convient de souligner I'importance des problémes de reproduction et de construction.
En effet, plus que dautres, ils permettent, a partir d'énoncés souvent simples a appréhender,
de faire varier les variables didactiques (contraintes sur les configurations ou les instruments
disponibles, par exemple) et donc de les choisir en fonction du niveau adéquat.

- Lamise en forme desraisonnements

Un autre volet des apprentissages, en géomeétrie tout particulierement, est celui de la
formalisation des raisonnements, c'est a dire de la communication de la preuve. Sans ignorer
gue la phase heuristique est incontournable dans la pratique du raisonnement, il est essentiel
defaire travailler les éleves sur son explicitation, et ceci le plus tét possible, al’ écrit comme a
I’oral. Il sagit, entre autres, de leur faire comprendre qu’ une rédaction obéit a des régles de
structuration, prenant appui sur les connecteurs de langage de la langue frangaise, sans pour
autant qu'il n'y ait qu'un seul modele admissible. Au début du collége, tout formalisme dans la
rédaction est évité ; I'écrit sappuie sur les formulations proposées par les ééves, du moment
gu'elles sont acceptables du point de vue du sens, méme s celles-ci ne satisfont pas aux
canons d'une "bonne rédaction”.

Une difficulté particuliére vient du fait que, suivant le niveau, lesimplicites (conventions liant
I'émetteur et le récepteur) varient d'un contexte al'autre.

Par exemple, les formalisations suivantes sont toutes correctes et recouvrent a peu pres le
méme niveau d'implicite :

"On sait que ABCD est un parallélogramme. Or, dans un parallélogramme, |es cotés opposes
sont de méme longueur. Donc, AB = CD."

" ABCD est un paralléogramme. Dans un paralléogramme, les cotés opposés sont de méme
longueur. Donc, AB = CD."

"Dans un parallélogramme, |les cotés opposés sont de méme longueur. On sait que ABCD est
un parallélogramme. Donc, AB = CD."

"Dans le parallé ogramme ABCD, les cotés opposes [AB] et [CD] sont de méme longueur.”
"Les cOtés opposes [AB] et [CD] sont de méme longueur, car ce sont des cotés opposés dans
le parallélogramme ABCD."

Drautres formulations se rencontrent, tout aussi recevables, mais a un degré dimplicite plus
eleve:

"Dans un parallé ogramme, |les cotés opposes sont de méme longueur. Donc, AB = CD."
"Dans le parallé ogramme ABCD, AB = CD."

Il n'est pas question de les repousser. 1l sagit de mettre en évidence I'inconvénient (éventuel !)
d'une rédaction aussi condensée. Le niveau dimplicite accepté dans une rédaction est
fonction de |’ ancienneté de la connaissance et de la maitrise du raisonnement déductif.
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En revanche, la phrase : "S ABCD est un parallélogramme, les cotés opposés sont de méme
longueur. Donc, AB = CD." devra faire I'objet d'un travail d'analyse sur I'usage du "si". En
effet, il est impropre dutiliser le "si" dans cette phrase®. L'hypothése du théoréme est réalisée
d'une facon manifeste. Dans ce cas, la formulation : "Comme(Puisque) ABCD est un
parallélogramme, ses cotés opposés [AB] et [CD] sont de méme longueur™ est pertinente.

Le travail sur les formulations des rédactions ne fait pas I'objet d'un chapitre particulier mais
seffectue au coup par coup autant que de besoin. L’un des objectifs est d’améliorer tout au
long du cursus en collége (et au lycée!) lafluidité de I’ écriture sans en altérer la précision.

- Lesinteractions avec les autres champs des programmes

Pour que I'enseignement de la géométrie trouve toute son efficacité, il faut aussi la mettre en
perspective avec les autres domaines des programmes. Ces mises en cohérence par |'étude de
diverses interactions permettent de souligner I'importance de la géométrie dans la résolution
des problémes de toute nature, commeil est dit dans le paragraphe I-.

Dans le domaine des grandeurs, certaines : longueurs, angles, aires, volumes, sont étroitement
associées a la géométrie. Dans le glissement de I'étude des objets a celle des grandeurs
associées puis de leurs mesures, la géométrie croise le domaine des nombres et du calcul. Par
exemple, il est possible de mettre en évidence des nombres nouveaux : a/b, Ja al'adedela
longueur de segments. Le travail sur les objets du plan et de |'espace peut servir ainsi de
support a des activités de calcul numeérique ou littéral (et en justifier lanécessité!).
Inversement, la mise en place de diverses formules ou propriétés peut étre soutenue par une
illustration géomeétrique, par exemple, le découpage d’ un rectangle pour le développement de
(a+b)(ctd). De méme, certaines manipulations (ou animations), comme la suivante,
permettent de valider visuellement quelques formules d’ aires.

Exemples d’ obtention de |’ aire du parallélogramme :

Par décomposition, recomposition :

c c Cc

Ve V4

Par glissement du triangle 1 versletriangle 2 :

A=cxh

23] n'est pas question pour autant d'invalider (au niveau du collége) cette rédaction puisque I'essentiel y figure
(I'nypothése, la propriété et la conclusion) dans le bon ordre et sans ambiguité.
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Au dela de la simple utilisation sous diverses formes de la propriété de Thales, la géométrie
permet de travailler trés souvent la notion de proportionnalité. Par exemple, a I'occasion de
I'étude des pyramides et des cones de révolution, I'élaboration de patrons conduit & mettre en
cauvre la proportionnaité dans un contexte particulier et non éémentaire. De méme, la
construction de diagrammes circulaires associe la proportionnalité et la notion d' angle.

Par ailleurs, la géométrie et les grandeurs associées représentent un cadre trés souvent mis a
contribution pour construire, mettre en évidence ou utiliser des fonctions au niveau de la
classe de 3°.

- L'évaluation des éléves en géométrie

L'évaluation en géométrie repose trop souvent uniquement sur la production du seul produit
fini, par exemple, la figure construite ou la démonstration rédigée. Il est indispensable,
compte tenu des objectifs d'apprentissage fixés en terme de démarches, de travailler auss a
évaluer les procédures mises en cauvre par les éleves, abouties ou non. A cette fin, il faut donc
encourager leur explicitation. Ainsi, la valorisation du codage des figures, de certaines
remargues du type :

" Je reconnais deux triangles en situation de Thales', "Je connais plusieurs propriétés qui
pourraient marcher"... peut figurer dans le contrat passé avec les éléves a propos de
I'évaluation de leurs compétences. De méme, dans le cas des problémes de construction, le
schéma d'analyse codeé doit étre pris en compte.

Les exigences en terme de formalisation des démonstrations évoluent aussi dans le temps et
en fonction du niveau du cursus. Il est impossible d'attendre la méme rédaction d'un éléve de
6° et d'un éléve de 4° et par ailleurs d'un éléve de 4° en début et en fin d'année scolaire.
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ANNEXE

Classe de sixieme

Classe de cinquiéme

Classe de quatriéme

Classe detroisieme

Figuresplanes

Quadrilatéres : rectangle,
|osange, cerf-volant, carré.
ITriangles : triangles
rectangle, isocéle, équilatéral.
Droites paralléles,
perpendiculaires

Médiatrice d’ un segment.
Bissectrice d’'un angle.
Cercle.

Reproduction, construction de
figures

Parallélogramme.

Figures admettant un centre
ou des axes de symétrie.
Caractérisation angulaire du
parallélisme.

Triangle : somme des angles,
construction et inégalité
triangulaire, cercle
circonscrit, médianes et
hauteurs.

Triangles: milieux et
paralleles.

Triangles déterminés par
deux paralléles coupant deux
sécantes.

Triangle rectangle : théoréme
de Pythagore, cosinus d'un
langle aigu, cercle circonscrit.
Distance d'un point a une
droite.

Tangente a un cercle.
Bissectrices et cercleinscrit.

Triangle rectangle : relations
ltrigonométriques.

Théoreme de Thalés.

IJAngle inscrit, angle au centre.
Polygones réguliers.

Configurations
dans |’ espace

Parall él épipéde rectangle :
patrons, représentation en
perspective.

Prismes droits, cylindres de
révolution : patrons,
représentation.

Pyramide et cone de
révolution.

(Problémes de) sections
planes de solides.
Sphére, représentation.

ITransfor mations

Symétrie orthogonale par
rapport a une droite.

Symétrie centrale.

Agrandissement et réduction.

IAgrandissement et réduction

Grandeurs et
mesuresdela
géométrie

Longueurs : comparaison,
cal cul, changements d'unités.
L ongueur d’un cercle
IAngles : comparaison,
rapporteur.

IAires : comparaison, mesure,
aire d’un rectangle, aire d’'un
triangle-rectangle et calcul

d’ aires, changements d'unité.
'Volume du parallélépipéde
rectangle : approche et

Longueurs : Calculs.

IAngles : mesure.

IAires : parallélogramme,
triangle, disque.

IVolumes : prisme, cylindre de
révolution,

calculs simples.

Effet d'une réduction, d’'un
lagrandissement sur des
longueurs, des angles.

JAires et volumes : pyramide
et cone.

Effet d’'une réduction, d'un
lagrandissement sur des aires,
des volumes.

|Aire de la sphére, volume de
laboule.
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Grandeurs et mesures

1. Evolution dela place des grandeur s dans |’ enseignement des mathématiques

Les grandeurs ont longtemps occupé une place importante dans I’enseignement des
mathématiques, a I’école et au college. Puis leur place s’est beaucoup réduite, notamment
dans la période des mathématiques modernes, au profit des nombres. Les programmes actuels
de I’école et du collége leur redonnent une place plus importante, alors que leur visibilité dans
la vie sociale a beaucoup évolué : d’une part, la disparition de 1’usage de certains instruments
(chaine d’arpenteur, balance de Roberval, ...) prive I’enseignement de référence a des
pratiques sociales convoquant des grandeurs aussi fondamentales que les longueurs et les
masses ; d’autre part, deux faits aussi différents que I’obligation 1égale d’affichage des prix
par kilogramme (ou par litre) et ’emploi dans chaque secteur d’activité de grandeurs bien
spécifiques (par exemple, le rendement moyen par métre carré et par an d’un établissement
commercial) mettent en évidence le besoin socio-économique de grandeurs composées plus
complexes.

L’enseignement des mathématiques dans la scolarité¢ obligatoire se trouve ainsi
confronté a deux nouvelles obligations.

— La premiére consiste a redonner du sens a des grandeurs aussi fondamentales que
les longueurs, les aires, les masses ... dans un contexte social ou elles ont une
moindre visibilité et y sont fortement remplacées par des nombres (leurs mesures,
moyennant le choix d’unités). Or la plupart des professeurs ont fait leurs études a
un moment ou les grandeurs étaient bannies de 1’enseignement des
mathématiques.

— La deuxiéme obligation n’est pas une nouveauté, les notions de grandeurs
quotients, grandeurs produits et grandeurs composées figurant déja dans les
précédents programmes.

Le paragraphe 2 intitulé “Objets, grandeurs, mesures” a pour but de justifier qu’il est
impossible d’opérer directement sur les objets (comme pourraient le suggérer des expressions
trés couramment utilisées telles que « le cinquiéme d’une tarte »), et qu’on ne peut pas faire
I’économie des grandeurs, qui sont des abstractions a partir des caractéristiques des objets de
la vie courante. Comme le précisent les documents d’accompagnement en mathématiques de
1’école primaire, dans un chapitre intitulé « Grandeurs et mesure a 1’école élémentaire »', ce
passage des objets aux grandeurs est déja travaillé a 1’école :

“Le fait d’annoncer la bonne unité de mesure a la suite du nombre n’est pas suffisant pour
que les éléves se représentent correctement une grandeur (par exemple pour qu’ils
différencient aire et périmétre) : il est nécessaire qu’ils aient préalablement travaillé sur
les propriétés de chacune de ces grandeurs.[...] Les premiéres activités visent a
construire chez les éléves le sens de la grandeur indépendamment de la mesure et avant
que celle-ci n’intervienne. Le concept s’acquiert progressivement en résolvant des
problémes de comparaison, posé€s a partir de situations vécues par les éleves. De tels
problémes ameénent a classer des objets : certains, pourtant d’apparences différentes, sont
équivalents selon un critére déterminé, longueur, aire, ...».

Le paragraphe 3 fournit au professeur de collége les éléments indispensables d’une
théorie des principales grandeurs, indépendamment de la question de la mesure : longueurs,
angles, aires, volumes, masses, durées, grandeurs discretes, cette théorie étant une
mathématisation a 1’intention du professeur de collége de ce qui est enseigné a 1’école (et non
pas une description des programmes en question). Pour chacune de ces grandeurs, on est
conduit a considérer des objets, puis a définir sur leur ensemble une relation d’équivalence,

! Voir la référence [1] en bibliographie, page 79.
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une relation de préordre et une addition ; les grandeurs sont les classes d’équivalence, et il est
possible, en ce qui les concerne, de définir une relation d’ordre et une addition, puis la
multiplication par un nombre entier, la division par un nombre entier, le rapport de deux
grandeurs de méme espece ... Ensuite, mais ensuite seulement, on peut aborder la question de
la mesure des grandeurs, et de 1’introduction des nombres qu’elle nécessite. Les systémes de
nombres (entiers, décimaux et rationnels) apparaissent ainsi comme réponses au probléme de
la mesure des grandeurs (en particulier, des longueurs).

Le paragraphe 4 traite des grandeurs quotients, notion qui généralise au cas de deux
grandeurs d’especes différentes, le quotient de deux grandeurs de méme espece. Mais si ce
dernier est un nombre, le quotient d’une longueur par une durée n’en est pas un. Ces
grandeurs quotients ont longtemps été absentes en mathématiques, ce qui a conduit a des
difficultés d’enseignement, notamment du point de vue langagier. Ainsi, dire que la vitesse est
une longueur parcourue par unité¢ de temps laisse penser qu’une vitesse est une longueur ;
de méme qu’une masse volumique est une masse ... On devine la difficulté pour un ¢€léve a
interpréter le « coefficient de proportionnalit¢ » (ou son inverse) dans une situation

convoquant deux grandeurs proportionnelles. Ainsi, par exemple, la formule v:% peut

s’interpréter de deux manieres. Ou bien d, v et t désignent des mesures (avec des unités
convenables) des grandeurs que ces lettres évoquent directement : il s’agit alors d’un calcul
purement numérique ; ou bien, comme c’est le cas dans de nombreuses disciplines et dans
I’enseignement des mathématiques dans des pays voisins (Voir I’annexe 5, dernier exemple),

o A d . s
les lettres désignent les grandeurs elles-mémes et la formule v = T constitue une définition de
la vitesse, indépendante des unités choisies. Par exemple, la vitesse d’une balle de tennis lors

du service d’un joueur est de 197 km/h. La formule v:% permet d’obtenir facilement la

conversion de cette vitesse en m/s, a I’aide du calcul suivant :
V=197 ki/h < 127 km _ 197000 m _ 197 000

lh  3600s 3600

soit environ 54,7 m/s, résultat beaucoup plus significatif pour le spectateur. Il est possible de
mathématiser cette notion de grandeur quotient, de méme que celle de grandeur produit, qui
généralise le cas des aires et des volumes, et qui, avec les grandeurs composées, fait 1’objet du
paragraphe 5.

Le paragraphe 6 a pour but d’illustrer a chaque niveau d’enseignement le parti que
I’on peut tirer des calculs sur les grandeurs pour fournir des techniques de traitement pour les
types de taches suivants : les conversions, les problemes de proportionnalité, et a partir de la
classe de 4° la mise en équation d’une situation convoquant des grandeurs.

Enfin, le paragraphe 7 montre I’intérét des calculs sur différentes paires de grandeurs
proportionnelles pour dégager ce qu’elles ont en commun, et dégager le modele numérique
qui leur est commun : la fonction linéaire. Le méme travail est esquissé pour la suite de
I’enseignement des fonctions.

2. Objets, grandeurs, mesures

Un méme objet peut étre le support de plusieurs grandeurs d’espéces différentes, usuelles ou
non, dont la considération dépend du type de traitement auquel on veut soumettre cet objet.
C’est ce que rappelle I’extrait suivant d’une brochure publiée en 1982 par I’APMEP intitulée
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“ Grandeur Mesure ” (collection Mots, réflexions sur quelques mots-clés a ’usage des

instituteurs et des professeurs)” :
«A propos d’un méme objet, plusieurs grandeurs peuvent étre envisagées. Le type de
manipulation a laquelle on soumet cet objet permet de préciser la grandeur dont il s’agit, ce qui
conduit a un vocabulaire approprié :
- pour une feuille de papier : la longueur de son bord, ou périmétre, et I’aire de sa surface ; on
suit le bord du bout du doigt, on balaie la surface de la paume de la main ;
- pour une portion de route, sa longueur s’il s’agit de la parcourir, son aire s’il s’agit de la
goudronner, [...] sa pente s’il s’agit d’y faire passer de lourds convois [...]. ».
L’abord de la notion de grandeur a partir du langage ordinaire recele quelques ambiguités

comme I’illustrent les deux exemples suivants, tirés de la méme brochure.
« “Ce récipient est plus grand que cet autre” : s’agit-il de sa hauteur, de sa plus grande dimension
horizontale, de son volume intérieur ou capacité, de son volume extérieur ?
“La planete Saturne est grosse comme 95 Terres”: s’agit-il de volumes, de diamétres, de
masses ? ».

Dans ce dernier cas, des données supplémentaires permettent de trancher :
“ Le diamétre équatorial de Saturne, anneaux exclus, est 9,4 fois celui de la Terre : son volume est
745 fois celui de la Terre (et non 9,4 car elle est sensiblement plus aplatie que la Terre). Sa masse
est 95 fois celle de la Terre.”. Les mots “grosse comme” signifiaient donc : “lourde comme”.

Nombreuses sont les références proposant une théorie des grandeurs’. Pour préciser la
notion d’espéce de grandeurs, on suppose connu un ensemble X d’objets et une relation
d’équivalence ~ sur X qui définit une certaine espece de grandeurs (volume, longueur, etc.) :
deux objets X;, X, appartenant a X qui sont équivalents seront dits avoir méme grandeur
(I existe en général plusieurs relations d’équivalence intéressantes définissant autant
d’especes de grandeurs différentes). Pour des raisons qui s’éclairciront plus tard, on supposera
que chaque classe d’équivalence est infinie.

On suppose d’abord qu’on a défini sur X, ensemble des objets, une relation de

préordretotal < associée a ~, ¢’est-a-dire telle que, pour tous X, Y, Z:
- un et un seul des énoncés X <Y, Y < X, X~y est vrai ;

- siXx<yety<zalorsx<z
En d’autres termes, on suppose qu’on peut dire que deux objets ont méme grandeur ou non,

et, dans ce dernier cas, on peut comparer ces deux objets.
[lustrons ce qui précéde a 1’aide de la grandeur « longueur ». Les problémes posés a 1’école
primaire peuvent donner lieu a :
— des comparaisons directes : juxtaposition, superposition ;
— des comparaisons indirectes : recours a un objet intermédiaire (longueur servant de gabarit) ;
— transformation de 1'un des objets pour le rendre comparable a I’autre (par exemple,
déroulement d’une ligne non rectiligne).
Au cycle 3, le document d’application précise que “le compas doit étre un instrument privilégié
pour comparer ou reporter des longueurs, chaque fois qu’un mesurage n’est pas indispensable”.
On peut mathématiser (pour le professeur de collége) ce qui a été construit a I’école a I’aide de la
théorie précédente, en faisant les choix suivants :
Objets : segments de droite.
Relation d’équivalence : congruence des segments”.
Classes d’équivalence : ce sont les longueurs. Des segments congruents ont méme longueur.
Les classes d’équivalence sont suffisamment “riches” : quelle que soit la droite d, et quel que soit
le point O sur cette droite, de chaque c6té du point O on peut reporter un segment unique de
longueur donnée.

2 Voir [2] en bibliographie. Cette brochure a largement été exploitée pour I’écriture du présent document.

3 Voir dans la bibliographie, [3], [4], et [6], d’ou la présentation qui suit est tirée.

4 Le mot “congruence” est utilisé, par Hilbert notamment, pour éviter deux écueils : employer a sa place le mot
“¢galité”, comme on 1’a fait longtemps aprés Euclide, alors que ce mot a pris plus récemment un sens
nouveau (égalité de deux éléments d’un ensemble) ; employer le mot “isométrie”, qui suppose qu’on dispose
déja de la mesure des longueurs).
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On suppose ensuite qu’on a défini sur X une addition, notée @. Cette addition sur les objets
n’est pas partout définie : il est en effet impossible d’ajouter un objet a lui-méme” :

X®y est défini si, et seulement si, X#Y ;
si XY, alors X®y ~ y®Xx, et si, de plus, X# zety ~ Z alors X®y ~ XDz ;
si (X®Y)Dz et XB(YyDz) sont définis, alors (XDY)Dz ~ XD(yD2z).

Ces axiomes sont en effet choisis de maniére a correspondre au mieux aux objets physiques et
aux opérations qui les concernent, et de maniére a pouvoir définir 1’addition des grandeurs
associées, c’est-a-dire des classes d’équivalence. On suppose enfin que sont satisfaites trois

conditions unissant ~, < et @ :

si X #Y, alors X < X®y ;
si X < Z alors il existe y tel que X®y ~z;

pour tout X et tout entier N € N*, il existe Yy, ..., Yn tels que yi~... ~Vn,
Vi@ ... By, est défini et X ~ y;D...@Yn. (On comprend ici pourquoi on a supposé
que chaque classe d’équivalence est infinie).

On désigne par G (comme grandeur) I’ensemble des classes d’équivalence pour ~ dans X,

noté X/~. Dans la suite, la classe de X est notée X. A partir de la structure (X, ~, <, ®) ainsi
supposée, on définit alors sur G :

un ordretotal : X< ys’ilexiste X € Xety € YtelqueX <V'.

une addition : X+ ¥ est I’ensemble des ztels que z~ X @y ,ouX € Xety € V.

On définit la multiplication par un entier n a I’aide de 1’addition itérée.

une soustraction : X — Y est I'unique ¢élément de G qui, ajouté a ¥ donne X.

une divisonparn € N*: le quotient de X par n est Y ouy est tel que

Y~VYi~...~Yn avec X~ Y;D...DYn.

Pour tout g € G, on pose en outre 1g = g. On a alors le résultat suivant : pour tous g, gi, 0z, O3
appartenant a G,

Un et un seul des énoncés g; < o, g1 = Oz, 91 > O est vrai ; (1)
Sigi<@etg<gsalors g <gs; (2)

9t =010 ; 3)

(O1+G) 10 = 9it(%19s) 5 (4)

g1 <01t0; (5)

Si g1 < @ alors il existe un élément h de G et un seul tel que : g1+ h=g, ; (6)

Pour tout entier naturel n € N* il existe un ¢élément h de G et un seul tel que

g=nh. (7)

5 \ . .
Pour la grandeur « longueur » par exemple, on ne peut pas mettre bout a bout un segment avec lui-méme ; il
faut disposer pour cela d’un autre segment de méme longueur.
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On obtient ainsi une axiomatique de la notion d’espéce de grandeurs (G, <, +)°.
Ilustrons ce qui précede avec la grandeur « longueur .
Comparaison :
Elle se fait a I’aide de segments qui les représentent. Une longueur a est inférieure a une longueur
b si leurs représentants [OA] et [OB] sur une méme demi-droite d’origine O sont tels que
A € [OB].
Addition :
La somme des longueurs des segments [AB] et [CD] est celle du segment obtenu en mettant “bout
a bout” deux segments respectivement équivalents a [AB] et [CD]. Autrement dit, si [AB] est un
segment de longueur a et [BC] le segment de longueur b porté par la demi-droite d’origine B ne
contenant pas le point A, alors a + b est la longueur du segment [AC].
Dans cette théorie des longueurs, ces propriétés sont des axiomes, traduisant les propriétés
utilisées en géométrie instrumentée a I’école.
Une fois définie 1’addition des longueurs, on peut définir la multiplication des longueurs par un
entier (addition itérée), le produit de la longueur a par I’entier naturel n étant noté n a.
Le probléme de la division d’une longueur par un entier non nul est également abordé a I’école
primaire par I’emploi du réseau de paralléles équidistantes (ou guide-ane).
Du point de vue axiomatique, cela revient a admettre que la grandeur “longueur” est divisible,
c’est-a-dire que, quelle que soit la longueur &, et quel que soit 1’entier naturel n non nul, il existe
une longueur b et une seule telle que N a= b (Propriété (7) ci-dessus).

On ne peut pas parler de la moitié¢ d’un objet X, tout simplement parce que, en dehors d’une
convention sociale, 1’ objet moiti¢ ” d’un objet X n’existe pas : il existe en effet une infinité
de couples d’objets distincts (Y.,yj) tels que Yyi ~ Yy et yi®y; ~ X. Les figures ci-dessous’
illustrent ainsi la non-existence d’une “ moiti¢ de triangle ” et d’un “ quart de carré ” du point
de vue de ’aire (on notera que les périmétres de ces “ moitiés ”, d’une part, de ces ““ quarts ”,
d’autre part, sont inégaux).

Il n’est donc pas possible d’opérer directement sur les objets, et le recours aux grandeurs est
nécessaire pour pouvoir définir les opérations qu’on ne peut pas faire sur les objets.
Il convient donc d’assumer le détour par les grandeurs dans le trajet qui conduit des objets aux
mesures. Si des expressions telles que “ fraction de tarte”, “fraction d’un champ” n’ont guére
de signification, les choses s’éclairent si au lieu de parler de fraction d’objets, on parle de
fraction de grandeurs attachées a ces objets : fraction de la masse (ou du volume) d’une tarte,
fraction de 1’aire d’un champ ... Ce passage des objets aux grandeurs ne peut étre laissé a la
charge des éleves.

A propos de la mesure des grandeurs, I’'un des problémes de I’enseignement des
mathématiques est la construction d’un systéme de nombres N vérifiant la condition suivante.
Si (X, ~, <, @) est le support d’une certaine espéce de grandeurs G, alors il existe, a un facteur
multiplicatif prés, une application unique & : X — N telle que :

- la relation d’équivalence définie par g sur X est identique a ~ : (X)) = (y) < X~VY;

- la relation de préordre définie par  sur X est identique a < : (X)) < (lY) < X<Y;

% On retouche cette axiomatique afin d’introduire la grandeur nulle, Og, qui vérifie : pour tout g différent de Og,
0g<getOctg=g.
7 Tirées de [6].
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-par Dapplication g I'image d’une somme est la somme des images

HX®Y) = p(X) + y).
Pour les longueurs, si on choisit une longueur U comme unité, on pose z(U) = 1. De quels
nombres a-t-on besoin pour mesurer les longueurs ? Soit g = nu. Alors z4(Q) = (nNuU) = n.
Donc I’ensemble N contient I’ensemble N des entiers naturels. Soit g tel que ng = u (g est
une fraction de I'unité de longueur). Alors n z4(g) = 1. Donc z4,(Q) est un nombre r tel que
nr = 1. Ainsi s’introduisent les “fractions du nombre 1”. Plus généralement, si v = m u et
N g =V, on a besoin pour mesurer g d’un nombre r tel que Nr = m. Ainsi s’introduisent les
fractions d’entiers, et en particulier les nombres décimaux. Par exemple, si 7| est égale a
12 cm, la mesure de | en centimétre est le nombre r tel que 7 r = 12.

Ainsi, on peut utiliser le probléme de la mesure des longueurs pour revenir sur les
fractions vues a I’école et pour introduire la notion de quotient d’un entier p par un entier d.
Ce contexte est un moyen pour justifier ’existence et I'unicité d’un tel nombre, qui sont
admises implicitement a ce niveau de I’enseignement®.

3. Lesgrandeursfondamentales
3.1 Longueurs

L’essentiel de la construction de la grandeur « longueur » a été traité dans le 2., en tant
qu’exemple illustrant la théorie des grandeurs. Quelques remarques s’imposent au sujet des
longueurs.
e L’addition des longueurs n’est pas évoquée en tant que telle dans les programmes de
I’école. Néanmoins, le “déroulement” d’un polygone, qui constitue un bon moyen
pour expliquer la notion de périmétre, la convoque implicitement’.

rincips dw dcrsalinees

8 on peut certes construire les nombres indépendamment des grandeurs : une telle théorie a été faite a la fin du
XIX® pour assurer un meilleur fondement de I’analyse, un fondement indépendant de la géométrie dont la
fragilit¢ des fondements euclidiens venait d’étre mise en évidence lors de la découverte des géométries non
euclidiennes. Mais depuis 1985, les programmes ont abandonné la reproduction de cette genése dans
I’enseignement, du type de celle qui avait été proposée dans la période des mathématiques modernes. On adopte
un point de vue dans lequel on suppose qu’existent les nombres dont on a besoin pour mesurer les grandeurs
géométriques usuelles. 11y a alors dépendance génétique des nombres par rapport aux grandeurs, et les grandeurs
(notamment les longueurs) peuvent étre utilisées pour construire de nouveaux nombres et les opérations les
concernant. D’ailleurs, des théories mathématiques récentes (Whitney — 1968, voir [8] en bibliographie)
construisent les grandeurs et les nombres dans un méme cadre axiomatique.

? Les schémas ci-dessous sont tirés du document Aire et périméetre, disponible sur le site du ministére a la
rubrique “Dispositifs relais”.
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e La mesure d’une longueur avec une unité¢ de longueur donnée suppose connues toutes
les opérations sur les longueurs, qu’elle met en ceuvre en particulier sur 1’unité choisie
(unité qui est elle-méme une longueur). On peut alors, mais alors seulement, relier les
opérations sur les mesures ainsi obtenues aux opérations correspondantes sur les
longueurs.

e (Ces opérations sur les longueurs sont également fondamentales pour la construction de
la notion de demi-droite graduée. Considérons une telle demi-droite [OX) sur laquelle
on choisit une unité de longueur U, matérialisée par le segment [OI], I désignant le
point “unité”. La longueur du segment [OI] est I’'unité de longueur U, ou encore 1 U.
Placer le nombre décimal 2,4 sur cette demi-droite consiste a y produire le point A tel
que le segment [OA] ait pour longueur 2,4 U, ce que I’on fait en plagant “bout a bout”

le segment [OA’] de longueur 2 u et le segment [A’A] de longueur %u. Ensuite, on

écrit sous I’extrémité A du segment ainsi obtenu le nombre décimal 2,4, qui n’est autre
que le rapport (la “raison”) de la longueur du segment [OA] a la longueur du segment
[OI]. C’est la force du travail de Descartes que d’avoir exploité le fait que I’on pouvait
remplacer les “raisons” de deux grandeurs quelconques de méme espéce par les
rapports de longueurs, ce qu’il fait en fixant arbitrairement une unité : ainsi, tout
nombre X peut étre représenté par le rapport d’une longueur X U a la grandeur u, égal a

%, c’est-a-dire X. Chaque longueur | étant représentée par un segment [OM] d’origine

O, est donc caractérisée par I'extrémit¢ M de ce segment, que I’on matérialise en
coupant la demi-droite [OX) par un trait (origine du mot “abscisse”). On écrit enfin
I’abscisse X de ce point. Nombreux sont les éléves qui répugnent a associer un nombre
non nul a un point'®, ce dernier étant pour eux “sans dimension”. Maitriser le lien
entre un point et son abscisse sur une demi-droite graduée ne peut se faire sans avoir
compris qu’elle est la mesure de ce segment en prenant comme unité la longueur du
segment [OI], ¢’est-a-dire le rapport de deux longueurs : celle de [OM] a celle de [OI].
e Le fait qu’il n’existe aucune unité “naturelle” de longueur constitue la faiblesse de
construction cartésienne. Pour contourner cette difficulté, les opérations sur les
longueurs définies précédemment permettent de travailler directement avec des
longueurs, (plutdt qu’avec leurs seules mesures) comme le suggerent les exemples
suivants :
- Le périmétre d’un carré dont le c6té a pour longueur 5 cm est 4 x (5 cm),
c’est-a-dire 4 x 5 cm, soit 20 cm.
- Le périmétre d’un rectangle de longueur 12 cm et de largeur 5 cm est égal
a:12cm+5cm+ 12 cm + 5 cm, ou encore 2 x (12 cm + 5 cm), c’est-a-
dire 2 x 17 cm, soit 34 cm. Ceci revient a interpréter les formules P=4 x C;
P =2x(L + |)comme des formules portant sur des longueurs et pas

lOVergnaud G, 1988, Question de représentation et de formulation dans la résolution de problémes
mathématiques, Annales de didactique et de sciences cognitives, volume 1, ULP Strasbourg.
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seulement sur des mesures de longueur, des formules qui sont vraies quelle
gue soit I’ unité de longueur choisie.
- Lorsqu’on partage un segment de longueur 12 cm en 7 parties de méme

12
longueur, chacun des segments a pour longueur = cm, et

7x(% ch=12 cm.

e Les distances sont des mesures de longueur, ce qui suppose le choix d’une unité de
longueur. Ce dernier est souvent fait implicitement, ce qui masque le caractere
nécessaire d’un tel choix. On peut 1’objectiver en précisant cette unité, ou en utilisant
une lettre (u, par exemple) pour la désigner.

e La question de la longueur du cercle fait appel a la notion de longueur d’une courbe,
que I’on définit comme limite des (mesures des) longueurs des lignes polygonales
inscrites dans la courbe lorsque le pas de ces lignes tend vers 0, et sort donc du cadre
théorique précédent. Cependant, la formule relative a la longueur (ou périmétre) d’un
cercle P = 2 x m x R peut étre utilisée comme dans les exemples précédents, en tant
que relation entre deux longueurs. Ainsi, la longueur d’un cercle de rayon 6 cm est
égal ) 2 x w x 6 cm, soit 12 x m cm. Le périmetre de 1’hexagone régulier inscrit est égal
a 6 x Ret celui du cercle est un peu plus grand : 2 x © x R. Ce fait peut étre mobilisé
pour faciliter la mémorisation de la formule.

3.2. Les angles
3.2.1 Les angles en tant que grandeur

A 1’école primaire, le premier contact avec les angles se fait a travers les figures de base
(quadrilatéres usuels, polygones, puis triangles). L’angle droit apparait ainsi avant que la
notion d’angle soit définie: dans un carré, dans un rectangle, tous les angles sont
superposables, et on dit que les angles en question sont des angles droits. La notion d’angle
est travaillée sur les types de tiches suivants'' :

C mpetemoes Copmnrembnires
Caomparer des amples dessinss L et hvinds e clicseamenl ot de rangerment dis angles peecede i s acri-
par superposition ou enotili- | viees de mesurage =n degrés. qui relEvemt du oollege. Les éleves dofvent
sami un Hll‘uﬂii e parthcilion prendme conschinoe du Tait gue s longueirs des oo

Comparer des angles situss. dams
ITre r!,:lllrLllﬂ'\.ilﬁ:rl.alrui
triangfe, o un quasdriksiere.. ).

Reprosluire unangle donmé en
utilisamg um gpabarit o8 por
report d ‘un étalon

- Trascer un amgle drode, almsi
i un sngle dgal i by moiiE, b
paant ou le tiers d'un angle droit

m'ont aucune incidences sur ke résaltat de la comparaison des angles.

Lusage du rapportewr gradué clasique ne relve s du opcle 3

Oy pesit, par exemple, Falre utiliser le gabarit d'un angle du triangle
equilatéral pour wrilier égalie des trobs angle de oo triamgle ou encore
pour falre remarguer que sa molte est égale as ders de 1 angle droit

Un pliage soigneux d'wn angle droit en 2, 4 ou 3 angles égaux permet
dabisndr bes amgles cl-oonlme
Les activités comespondant & cetie compeétence reposent sur le pliage

ol perimelien o pEloroer e sens donne aux Tractions il == on
peut. par exemgle, tracer un angle correspandant & < d"angle droit par
pllage & repsart, 1 noess pas necessalie, pour el de sav ol quen angle

droit est &gal & B0

" Voir le document d’application du cycle 3, page 39.
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Pour I’information du professeur de college, on peut mathématiser ce qui a été fait a 1’école
primaire de la maniére suivante. On y cultive a la fois les angles de secteurs (saillants ou
rentrants) et les angles de paires de demi-droites de méme origine. Pour des raisons de clartg,
ces deux notions sont ici distinguées.

3.2.2 Angles de secteurs

Objets : secteurs angulaires saillants ou rentrants définis par deux demi-droites [OA) et [OB)
de méme origine.

* Dans le cas ou O, A et B ne sont pas alignés, le secteur saillant limité par les deux demi-
droites [OA) et [OB) est, par définition, I’intersection du demi-plan (fermé) de frontiere (OA)
contenant [OB) et du demi-plan (fermé) de frontiére (OB) contenant [OA), alors que le
secteur rentrant est la réunion du demi-plan de frontiere (OA) ne contenant pas [OB) et du
demi-plan de frontiere (OB) ne contenant pas [OA).

* Dans le cas ou O, A et B sont alignés, on ne peut étendre sans difficulté la définition
précédente.

- Dans le cas ou [OA) et [OB) sont confondues, par définition le secteur saillant limité
par les deux demi-droites [OA) et [OB) est la demi-droite [OA), le secteur rentrant étant le
plan tout entier.

- Dans le cas ou [OA) et [OB) sont opposées, elles déterminent deux demi-plans de
frontiere (OA) : chacun d’eux est, par définition, un secteur angulaire. Un tel secteur est
appelé secteur plat.

Relation déquivalence: congruence des secteurs, traduction mathématique de la
superposabilité.

Classes d'équivalence: ce sont les angles de secteurs. Des secteurs congruents sont dits de
méme angle.

En particulier, les secteurs plats sont de méme angle, I’angle plat ; les secteurs réduits a une
demi-droite sont de méme angle, I’angle nul ; les secteurs égaux au plan tout entier sont de
méme angle, I’angle plein.

Par abréviation, un angle de secteurs saillants (resp. rentrants) est appelé « angle saillant »
(resp. « angle rentrant »).

On notera que la difficulté pour définir les secteurs (ou angles) plats et nuls se retrouve sur le
plan de I’apprentissage : deux demi-droites formant un tel angle au sens mathématique n’en
forment pas au sens commun.

Notation :
Les notations des angles saillants et rentrants (avec les “chapeaux”) sont usuelles en France.
On peut les éviter en écrivant “saillant AOB (ou XOY)”, “rentrant AOB (ou xOy)”.

Codage :

Les codages usuels utilisant des arcs de cercle permettent de distinguer un secteur saillant du
secteur rentrant associé.

Comparaison :

A T’aide de représentants de ceux-ci. Un angle de secteur est inférieur ou égal & un autre s’il
existe un secteur représentant le premier qui est inclus (au sens large) dans un secteur
représentant le second.

L’angle nul est le plus petit des angles, alors que I’angle plein est le plus grand.
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Addition :

La somme de deux angles de secteurs n’existe que dans le cas ou il existe deux secteurs
représentant ces angles qui soient des secteurs adjacents. Dans ce cas, la réunion des deux
secteurs adjacents est un secteur qui représente un angle, appelé « somme des deux angles ».
L’addition des angles de secteurs repose sur la définition des secteurs adjacents: deux
secteurs sont adjacents s’ils ont un (éventuellement deux) coté(s) commun(s) et s’ils n’ont
aucun point commun en dehors de ce(s) cOté(s).

Bissectrice d’ un secteur. Moitié d’un angle :

Un secteur XOY (saillant ou rentrant) étant donné, il existe une demi-droite et une seule Oz
d’origine O qui soit incluse dans ce secteur et telle que les angles XOz et yOz soient égaux.
Elle est appelée « bissectrice » du secteur (et parfois « bissectrice de 1’angle XOy »). Chacun
des angles XOz et yOz est 1a moitié de 1’angle xOy.

Angle droit, angle aigu, angle obtus :

En bissectant un secteur plat, on obtient deux secteurs (appelés « quadrants »), et I’angle
associé aux quadrants est appelé « angle droit ».

Un angle de secteurs plus petit que I’angle droit est appelé « angle aigu ». Un angle saillant
plus grand que I’angle droit est appelé « angle obtus ».

Les angles de secteurs rentrants sont utiles dans les représentations de données (diagrammes
circulaires) ainsi que dans la description de certains polygones. Souvent cependant, on
souhaite travailler avec une notion d’angle plus économique, suffisante pour traiter la
géométrie du triangle.

3.2.3 Angles de paires de demi-droites de méme origine
Objets : paires (éventuellement singletons) de deux demi-droites de méme origine.

Relation d'équivalence : deux paires de telles demi-droites sont équivalentes si les secteurs
saillants ou plats qu’elles déterminent sont superposables, ce qui équivaut a dire que ces
paires de demi-droites sont elles-mémes superposables.

Classes d’équivalence : ce sont les angles de paires de demi-droites de méme origine, plus
couramment appelés angles de deux demi-droites de méme origine.

Notation :

L’angle de la paire de demi-droite {OX, Oy} est encore noté XOy avec un chapeau d’angle
saillant. Cette notation est justifiée par le fait qu’il existe une bijection entre I’ensemble des
angles de paires de demi-droites de méme origine et ’ensemble des angles de secteurs
saillants ou plats déterminés par de telles demi-droites.

La comparaison se définit comme précédemment, les secteurs évoqués étant alors seulement
saillants ou plats.

Pour I’addition, elle repose encore sur la notion de secteurs adjacents. La somme de deux
angles n’est définie que si la réunion des deux secteurs adjacents est un secteur saillant ou
plat. Dans ce cas, ’angle de paire de demi-droites associé a ce secteur est, appelé « somme
des deux angles ».
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Bissectrice d’ une paire de demi-droites de méme origine :

[OX) et [Oy) étant deux demi-droites de méme origine, la bissectrice [Oz) du secteur saillant
X0y et la bissectrice [OZ') du secteur rentrant XOY sont portées par la méme droite, que 1’on
appelle « bissectrice de la paire de demi-droites », ou « bissectrice des demi-droites [OX) et

[OyY) ».

Angle droit, angle aigu, angle obtus :

Les qualificatifs « droit », « aigu » et « obtus » sont utilisés aussi bien pour les angles de
secteurs que pour les angles de paires de demi-droites de méme origine.

Dans les théories précédemment esquissées, les propriétés ci-dessus sont des axiomes ou des
définitions, traduisant les propriétés utilisées en géométrie instrumentée.

Remarque : I’addition des angles n’est pas évoquée en tant que telle dans les programmes de
I’école, et ’angle droit n’est pas défini comme moitié¢ de 1’angle plat.

3.2.4 La mesure des angles

* En se bornant aux cas simples des angles de secteurs (ou angles de paires de demi-droites de
méme origine, qui se ramenent aux angles de secteurs saillants), le probléme de la mesure des
angles prend une tournure plus simple que celui de la mesure des longueurs, du fait que pour
les angles, on dispose d’une unité naturelle : 1’angle plein pour les angles de secteurs. Cette
unité est usuellement appelée « tour » (noté tr).

Ainsi, I’angle plein est égal a 1 tr. L’angle plat est donc égal a 1/2 tr, I’angle droit a 1/4 tr.
La moitié de I’angle droit est un angle égal a 1/8 tr, le tiers de I’angle droit est égal a 1/12 tr.
Des raisons historiques différentes (Mésopotamiens, Révolution francaise) sont a 1’origine de
choix différents d’unités, faciles a relier avec le tour. Il en est de méme de I’angle droit (D)
qui est parfois utilisé.

Le degré (°) est tel que: 1 tr = 360°. Le grade (gr) est tel que 1 D = 100 gr (et donc 1 tr =
400 gr).

Il en résulte que :

Angle plein =1 tr =360° =4 D =400 gr.

Angle plat =1/2 tr = 180° = 2D =200 gr

Angle droit = 1/4 tr =90°= 1D = 100 gr.

On en déduit : 1° = 1/360 tr = 10/9 gr et 1 gr = 1/400 tr = 0,9°, résultats qui permettent de
faire toutes les conversions sans avoir besoin de recourir a un tableau. Par exemple :

3/8 tr =3/8 (360°) = 3 x 45° =135°

73° =73 (10/9 gr) = 730/9 gr ~ 81,1 gr'*.

* Les angles sont souvent considérés comme des nombres (grandeur sans dimension), la
justification s’appuyant sur la relation | = R, dans laquelle | désigne la longueur de I’arc
intercepté par I’angle au centre @ sur un cercle de rayon R: @est le rapport de deux longueurs,
donc ¢’est un nombre. Pour expliquer le manque de pertinence de cette justification, un détour
par le radian s’impose.

Pour mesurer un angle (et pas seulement les angles étudiés au collége), on peut penser a
mesurer 1’arc qu’un angle au centre intercepte sur un cercle. Puisqu’elle dépend de la
longueur R du rayon, il est judicieux de choisir une unité de longueur U proportionnelle a R.

Si on prend U= 27 R, on retrouve le tour. En effet : 1 u= angle plein = 1 tr. On retrouve le
degré en prenant U= 1/180 R, le grade en prenant u= /200 R.

12 Dans les programmes du collége, 1’utilisation d’une unité autre que le degré (décimal) n’est pas exigible.
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Le choix le plus simple est de prendre u = R Alors 1 tr = 27 U. U est alors appelé « radian »
(noté rad). Il en résulte : 1 tr = 27 rad, angle plat = w rad, 1 D = n/2 rad, et les conversions
peuvent se traiter comme précédemment, sans devoir recourir a un tableau'’.
Revenons sur 1’égalité | = RO. 8y désigne en fait la mesure en radian de 1’angle au centre
interceptant 1’arc de longueur | sur un cercle de rayon R. Si on désigne par « cet angle, alors
a = @rad. Et si on veut écrire une égalité liant |, R, et I’angle «, on est conduit a écrire :

- soit une égalité de deux nombres, rapports de deux grandeurs de méme espece

I a
longueur, et angle) : — =
(long gle) R 1rad

. L e, |
- soitune égalité¢ d’angles : a = R rad.

La confusion, fréquente en analyse, entre un angle « et sa mesure en radian, ici 7 conduit a

faire comme si le radian était le nombre 1. Cette confusion ne préte guére a conséquence chez
un utilisateur averti. Mais elle ne saurait justifier I’argumentation présentée au début du
paragraphe, puisqu’elle admet des le départ ce qu’elle voudrait établir (un angle est sans
dimension).

Remarque :
En trigonométrie, au college, on parle du cosinus (du sinus, de la tangente) d’un angle aigu,

par exemple cos (55°), qui est égal a cos lg—gradj. Ainsi, cos (X°) = cos %Xrad . Si on

veut définir une fonction qui @ un nombre associe le cosinus d’un angle, se pose la question
du choix de Iunité. En effet, les deux fonctions : X+ cos(x°) et X = cos(X rad) ne sont pas

les mémes. U désignant une unité d’angle, notons cosy et siny les fonctions définies par cosy(X)
= cos (X U) et siny(X) = sin(X U), sur un intervalle convenable de R, dépendant de u. Le choix
de U est dicté par un résultat d’analyse. On démontre que la seule unité pour laquelle on a :

) ) . Vs )
siny’ = cosy (et cosy’ = — siny) est U = rad. En revanche, on a : sin '= @COSO- En faisant le

choix du radian, on a donc coSaq (X) = cos (X rad) et singg (X) = sin (X rad). Or la notation
usuelle de cos;.q est cos, celle de sing,g est sin. On est donc conduit a écrire, pour tout nombre
X appartenant a [0, /2], cos X = cos (X rad), sin X = sin (X rad), notations qui incitent a
remplacer rad par le nombre 1, comme on I’a évoqué plus haut.

3.3. Les aires

Comme le rappelle le document d’accompagnement des programmes de mathématiques a
I’école primaire (pages 83 et 84) :
Les aires sont essentiellement étudiées au cycle 3. La progression, qui se poursuit au collége, suit
la méme dynamique que celle utilisée pour les longueurs : d’abord des travaux de comparaison,
puis un passage a la mesure par le choix d’un étalon, suivi d’une familiarisation avec certaines
unités du systéme international.
Un premier temps doit étre consacré a des activités de comparaison d’aires. Il s’agit de comparer
des surfaces planes selon leur étendue. Ces surfaces peuvent étre soit dessinées sur une feuille de
papier uni, avec la possibilité de les découper, soit matérialisées par des objets peu épais (picces de

3 Dans certaines spécialités, on utilise une unité appelée « milliéme ». Le « milliéme vrai » n’est autre que le
millieme de radian: ainsi 1 tr est égal a 2000m «milliémes vrais », soit environ 6283 milliémes vrais.
Le « milliéme ordinaire » en est une valeur approchée par défaut, égale a 1/6400 tr ; cette unité non légale, égale
a 0,05625° ou 0,625 gr, est utilisée pour la graduation des appareils de pointage et d’observation. On définit
parfois le milliéme comme ’angle sous lequel un objet vertical de 1 m est vu a 1000 m de distance.
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Tangram, par exemple). Il s’agit :

— des surfaces d’aires trés différentes ; la superposition (mentale ou effective) permet de constater
que « I’une est beaucoup plus étendue que 1’autre » ;

— des surfaces d’aires égales, 1’égalité pouvant €tre vérifiée par superposition directe ;

— des surfaces d’aires égales, mais qui ne sont pas superposables directement : des découpages et
des réagencements (effectifs ou mentaux) sont alors nécessaires pour constater 1’égalité des aires.
[...]

La variété des procédures qui permettent de comparer des surfaces « quant a leur étendue » aide la
construction chez I’¢léve de la relation « avoir méme aire ».

Le méme document précise par ailleurs'* :

Les comparaisons aménent a pointer des rapports de grandeurs : il faut savoir que les éléves ont
acceés a la compréhension des relations entre grandeurs (égalités, inégalités, rapports simples)
avant d’étre capables de mesurer ces grandeurs. Ainsi il leur est facile, sans recourir a la mesure,
de dessiner un crayon deux fois ou trois fois plus long qu’un autre. Il est souvent moins « évident »
pour eux que I’aire de la figure A est le double de celle de la figure C ou que les figures A et B ont
la méme aire : une décomposition (suivant la ligne pointillée) puis une recomposition des figures
permet de s’en convaincre.

D’autres exemples sont fournis de surfaces ayant méme aire :

L’évocation de « découpage » et de « recollement » ou « recomposition » pourrait laisser
penser qu’on se situe dans une géométrie expérimentale. Le développement qui suit, qui
propose les éléments d’une théorie des aires (sans les mesures), montre qu’il n’en est rien, et
que I’idée de découpage et recomposition est au cceur de la théorie que Hilbert a élaborée
dans son ouvrage « Les fondements de la géométrie », dans le but de parfaire le travail
d’Euclide dans « Les Eléments ».

3.3.1 Les aires sans les mesures

La théorie concerne les figures (polygones) qui peuvent s’écrire comme réunion finie
de triangles, deux quelconques de ces triangles « n’empiétant pas 1’un sur I'autre », c’est-a-
dire n’ayant pas de point intérieur commun. On parle alors de triangles quasi-disjoints.

14 Page 79.
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Hilbert introduit deux définitions importantes : figures équidécomposables ; figures
ayant méme contenance (méme aire). Cette derniére correspond a ce qu’Hilbert appelle des
figures équicomplémentaires.

Deux figures P et P' sont équidécomposables'” s'il est possible d'écrire chacune d'elles
sous forme de réunions de triangles n'empiétant pas 1'un sur 'autre :

P=TuTu.uT et P=TuT,Uu..UT',
telles que, pour chaque i, les triangles T; et T'j soient congruents'®.

T, Ty
T T3

Ainsi, par exemple, la réunion de deux carrés congruents est équidécomposable avec un carré
construit sur une de leurs diagonales.

Deux figures P et P' sont équicomplémentaires'’ s'il existe des figures Q et Q' telles que :

- P et Q n'empiétent pas I'une sur l'autre ;

- P' et Q' n'empictent pas l'une sur 'autre ;

- Qet Q' sont équidécomposables ;

-PuQetP UQ' sontéquidécomposables.

On peut alors démontrer que « Des parallélogrammes construits sur la méme base et entre les

mémes paralléles ont méme contenance », a la maniere d’Euclide :
A B E F

D C

ABCD et CDEF sont les deux parallélogrammes dont il s'agit de démontrer qu'ils ont méme
contenance (Proposition I-35 d’Euclide). Pour cela, on ajoute le triangle BEG a chacun des

parallélogrammes. Il s’agit alors de démontrer que les deux figures ainsi obtenues :
A B E B E F

D c D C

sont équidécomposables. Pour cela, on décompose chacune d'elles en deux triangles :

5 g allemand, le mot correspondant est “zerlegungsgleich” qui signifie “égale décomposition”, ou “égal
découpage”.

6 L’emploi du mot “congruent” a déja été évoqué dans la note 4. Ce mot signifie ici “superposable a un
retournement prés”. Les “triangles congruents” renvoient aux “triangles égaux” au sens d’Euclide, et aux
modernes “triangles isométriques”.

"7 Dans les six premiéres éditions, Hilbert emploie le mot “inhaltsgleich”, qui signifie littéralement “contenu
égal”, ou “superficie égale” ; dans les quatre éditions suivantes, il emploie “ergdngzungsgleich” qui signifie
“égal par complément”. La définition de I’équicomplémentarité donnée ici est tirée de Hartshorne R., 2000,
Geometry : Euclid and beyond, Springer.
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D C D C

- les triangles ADE et CDG pour la premicére ;

- les triangles BCF et CDG pour la seconde.

11 suffit alors de démontrer que les triangles ADE et BCF sont congruents.

Cette théorie demeure intéressante au collége. En effet, on peut calculer des aires par la
méthode de décomposition, qui repose sur le fait que deux figures égquidécomposables ont
méme aire. En notant + les réunions de figures quasi-disjointes, pour calculer 1’aire d’une
figure F, on la décompose sous la forme: F = F; + F, + ... + F;, de telle mani¢re qu’en
faisant subir & chacune des Fi une isométrie'® convenable, on obtienne n figures Hy, Hy, ... Hp
quasi-disjointes dont la réunion H; + H, + ... + Hp est une figure H dont on connait déja
I’aire.

La méthode de décomposition permet de déduire les formules donnant l'aire du
parallélogramme dans certains cas, puis celles du triangle, du trapeze, du cerf-volant ; elle
permet également d'élaborer des justifications du théoréme de Pythagore, qui ne sont pas les
plus utilisées dans les manuels actuels. Les figures ci-dessous en donnent des illustrations.

o 7 S Av
/= \ o e
(1

Du parallélogramme au rectangle Du triangle au parallélogramme Du trapéze au triangle par
par équidécomposition par éguidécomposition équidécomposition

M1 @

o/~ 0/ Ln

i

(4)

Du rectangle au cerf-volant par Théoréme de Pythagore et Théoréme de Pythagore et
équidécomposition équidécomposition (1) équidécomposition (11)*°

En revanche, elle échoue dans certains cas de figures pour établir la formule relative au
parallélogramme (cas ou ce dernier ne contient pas entierement la hauteur considérée).

18 . . 5 Lt p SO
On verra plus loin qu’on peut remplacer 1’isométrie par une composée de symétries centrales.
19 Figure tirée du document Aire et périmétre, disponible sur le site du ministére a la rubrique Dispositifs Relais.
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?

C'est alors que la méhode de complémentation - qui repose sur le fait que deux figures
équicomplémentaires ont méme aire - est d'une grande efficacité (elle permet de traiter tous
les cas de figure) ; si la démonstration d'Euclide (esquissée plus haut) peut étre considérée
comme compliquée, il n'en est pas de méme de celle que les figures suivantes permet
d'¢laborer.

(P) (R)

C'est encore la méthode de complémentation qui est implicitement au cceur des justifications
les plus habituelles du théoreme de Pythagore.

T1 ™ T2
Cl
T'4

Théoréme de Pythagore et équicomplémentarité

C'est également a une convocation implicite de cette méthode que 1'on fait appel pour justifier
1'égalité des aires des parallélogrammes (P) et (P') dans la figure suivante de 1'ceuvre d'Euclide
qui est devenue un classique :

T\ @
)
e 82

Collége— mathématiques — projet de document d’accompagnement — grandeurs et mesures — page 16
Direction générale de I'enseignement scolaire — bureau du contenu des enseignements




L’importance de la symétrie centrale dans la présente théorie des aires peut étre illustrée par
la justification de la technique dite « du redressement du parallélogramme », qui montre
qu’un parallélogramme dont la hauteur « tombe en dehors de sa base » a méme aire qu’un
parallélogramme de méme hauteur qui ne « souffre pas de ce défaut ».

C D E

Elle consiste a réitérer la construction réalisée sur la figure de droite autant de fois qu'il le faut
jusqu'a ce que le parallélogramme obtenu contienne entierement sa hauteur ; chaque étape
consiste a faire subir a une moiti¢ du parallélogramme initial (le triangle ACD sur la figure de
droite) la composée de la symétrie centrale de centre I, suivie de la symétrie centrale de centre
J. On remplace alors le parallélogramme ABDC par le parallélogramme « redressé » ABED.

3.3.2 Les aires avec les mesures

Les exposés de la théorie des aires utilisant les nombres sont mieux connus®’. On trouvera
I’un des plus simples dans I’annexe 1, dans lequel on introduit une fonction mesure pour les
aires de certaines parties du plan (parties quarrables).

Cette théorie est indispensable pour établir la quarrabilité du rectangle dans le cas général, et
surtout celle du disque, et établir les résultats correspondants.

Pour I’enseignement au college de ’aire du disque, cette théorie est trop complexe. On peut
justifier le résultat de plusieurs manieres, si on définit le nombre m comme rapport du
périmetre du disque a son diamétre :

- Partager un disque en un grand nombre (pair) de secteurs de méme angle au centre, et les
recomposer sous la forme d’un « parallélogramme curviligne » :

En augmentant indéfiniment le nombre de secteurs, on obtient « a la limite » un rectangle
dont les c6tés ont pour longueurs Ret 1/2 (m x D) soit Ret m x R d’ou le résultat.

- Considérer un ruban de serpentin (qui a la forme d’un cylindre), et s’intéresser au disque
constituant une de ses bases. Le découpage et la recomposition suivante suggere que le disque
a méme aire que le triangle isocele, dont la base principale a pour longueur 2 x © x R, et pour
hauteur R. Il a une aire double de celle d’un triangle rectangle dont les longueurs des cotés de
I’angle droit sont 1 x Ret R, d’ou le résultat.

2% Voir en bibliographie les ouvrages de Lebesgue, Boltianskii, et Rogalski.
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2xmtxR

La figure ci-contre permet de mémoriser la
formule donnant I’aire du disque. L’aire du
carré colorié est égale a R%. Celle du disque
est inférieure a son quadruple 4R, et
supérieure a son double 2 R ; elle est égale a

nR.

3.3.3 Lien entre les deux théories des aires

Pour les polygones, on dispose donc de deux théories concernant la question de 1’aire : celle
d’Euclide-Hilbert, qui ne fait aucunement appel aux mesures des grandeurs ; celle concernant
la mesure des aires a I’aide d’une fonction mesure. Quel lien peut-on établir entre les deux ?
Il est fourni par le théoréme de Bolyai-Gerwien®' :

Deux figures (polygones) P et P’ sont équidécomposables si et seulement si elles ont

méme aire (au sens de la mesure) : S(P) =s(P").

21 Ce théoréme a été démontré par le mathématicien hongrois Farkas Bolyai (en 1832) et par le mathématicien
amateur P. Gerwien (en 1833). On doit a Hilbert d’avoir montré, en généralisant la notion de fonction mesure, le
role fondamental de 1’axiome d’Archiméde, et le caractére non nécessaire de 1’axiome des paralléles :
le théoréme demeure valable en géométrie hyperbolique et en géométrie elliptique. Pour une démonstration de ce
théoréme, voir la référence donnée dans I’annexe 2.
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On peut affiner la notion d’équidécomposabilité, en remplagant le groupe des isométries
par un de ses sous-groupes. On obtient alors une version plus fine du théoréme précédent,
établie en 1951 par les mathématiciens suisses Hadwiger et Glur, qui met en évidence le role
fondamental des symétries centrales dans la théorie des aires, et permet notamment d’établir
le résultat étonnant suivant : 1’équidécomposabilité de deux polygones de méme aire (au sens
de la mesure) peut étre prouvée en utilisant des décompositions telles que les picces
correspondantes aient des cotés paralleles. Ces développements sont précisés dans I’annexe 2.

3.3.4 Calcul : des longueurs aux aires

Le document d’accompagnement des programmes de mathématiques pour 1’école primaire
annonce (page 82) :

Plus tard, I’¢léve maniera des égalités du type : [...]

— pour I’aire de rectangles,

4mx7m=28m’

8m><500m=8m><0,50m=4m2.
Comment justifier de tels calculs ?
Si, laissant fixe I’'une des longueurs des c6tés, on double ou triple I’autre, 1’aire est doublée ou
triplée. L aire d’un rectangle est proportionnelle a chacune de ses dimensions.
Par exemple, si on prend u comme unité de longueur, I’aire d’un rectangle de longueur 5 u et
de largeur 3 u est égale a 15 fois I’aire du carré dont le coté a pour longueur I’unité u, comme
le montre le découpage suivant :

Plus généralement 1’aire d’un rectangle de longueur a u et de largeur b u a est donc le produit
par ab de I’aire de ce carré, et ceci quelle que soit 1’unité de longueur u.

On peut définir 1’aire du rectangle comme produit™ de sa longueur par sa largeur, noté L x |.
Le produit de au par bu est alors noté au x bu. Le produit de 1 u par 1 u est not¢é uxu ou
encore u”. Avec ces notations, le résultat concernant 1’aire du rectangle de longueur au et de
largeur b u s’écrit : au x bu =abu’.

Si on prend u = cm, on obtient : 5 cm x 3 cm = 15 cm”.

Comme on 1’a vu au 3.1 pour les longueurs, la formule A= L x | est une égalité entre deux
grandeurs, indépendante des unités choisies pour les exprimer :

5cmx3mm=50mm x 3 mm = 150mm2,

Semx3mm=5cmx0,3cm=1,5 cmz,

lem*=1cmx1cecm=0,0l mx 0,0l m=0,0001 m?

Ces calculs fournissent un agréable et efficace substitut aux « tableaux de conversion » pour
les unités d’aire.

A partir de la classe de 4°, on peut mettre a profit le calcul sur les puissances, dont les régles

de calcul s’étendent aux calculs sur les grandeurs : 1 cm® = (10> m)*=10"m’ ...

2 L’extension de la définition du produit de deux grandeurs est traitée au paragraphe 5.
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3.3.5 Aires et périmétres

La distinction entre ces deux grandeurs est évoquée dans les programmes du primaire
(Documents d’application - Cycle 3 — page 38): « Différencier aire et périmétre d’une
surface, en particulier savoir que deux surfaces peuvent avoir la méme aire sans avoir
nécessairement le méme périmétre et qu’elles peuvent avoir le méme périmétre sans avoir
nécessairement la méme aire. »

Le document Aire et périmétre évoqué dans la note 9 fournit des activités permettant
aux ¢léves de dissocier ces deux grandeurs, et de montrer qu’elles peuvent varier dans le
méme sens (ce qui est conforme a ’intuition) mais également en sens contraires (ce qui 1’est
moins). De méme, I’activité Curvica® montre qu’une figure peut avoir un périmetre plus
grand mais une aire plus petite qu’une autre (ou une aire plus grande et un périmétre plus
petit). L’intérét de cette activité réside dans le fait qu’on travaille uniquement sur les
grandeurs, sans les mesures. Par ailleurs, les piéces du matériel « Polydron » permettent de
réaliser des assemblages polygonaux avec les mémes défis : réaliser deux figures planes telles
que I’'une a un périmeétre plus petit mais une aire plus grande que 1’autre.

3.4 Volumes

Comme dans les précédents programmes, le travail sur les volumes est une nouveauté pour les
¢leves de college. Le calcul du volume d’un parallélépipede rectangle fait 1’objet d’une
premiére étude en classe de 6°, dans des cas ou les dimensions sont des multiples entiers de
I’unité de longueur, ou de sa moitié. Le résultat est formalisé en classe de 5°. Le calcul avec
les grandeurs peut également étre utilisé, en étendant a trois le nombre des facteurs.
En effet, le fait que si on maintient deux dimensions fixes, lorsque la troisiéme est multipliée
par un nombre le volume soit multiplié par le méme nombre, permet d’étendre au volume les
résultats vus pour les aires. Ainsi le calcul du volume d’un parallélépipede de longueur 0,7 m,
de largeur 10 cm et de hauteur 50 mm peut étre conduit de plusieurs manieres :

V=0,7mx10cm x40 mm=0,7m x 0,1 m x O,O4m=0,0028m3.

V=0,7mx 10 cm x 40 mm =70 cm x 10 cm x 4 cm = 2800 cm’.

Si on cherche & exprimer le volume en dm’, on peut par exemple procéder ainsi :

V=0,7mx 10 cm x 40 mm = 0,7 (10 dm) x 10 (10" dm) x 40 (10% dm)

=7dmx 1 dmx 0,4dm=2,8dm’=2,8 L.
On peut conduire de méme les autres calculs de volume figurant aux programmes, en
interprétant les formules en termes de grandeurs (produit de trois longueurs, ou produit d’une
aire par une longueur, en tenant compte des coefficients convenables). De tels calculs avec les
grandeurs sont utilisés dans des manuels scolaires de pays voisins (Voir annexe 4).

Remarque :

Du point de vue théorique, on aurait pu imaginer que le passage des aires dans le plan aux
volumes dans 1’espace ne pose guere de probléme. Pourtant dés 1’époque d’Euclide, des
difficultés sont apparues. Dans les Eléments, lorsqu’il traite du volume de la pyramide,
il renonce aux techniques d’équidécomposition pour recourir a la méthode d’exhaustion.
Figurant dans la liste de vingt-trois problémes posés par Hilbert au congres de Paris en 1900,
le troisieéme consiste a démontrer que les méthodes de décomposition et de complémentation
sont insuffisantes pour prouver la formule du volume d'une pyramide dans le cas général, et a
justifier ainsi la nécessité de recourir a des méthodes non élémentaires faisant appel a l'infini

2 Voir Jeux 5, Des activités mathématiques au collége, Curvica (6 pages), Brochure A.P.M.E.P. n° 119, 1998.
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(telles que la méthode d'exhaustion), pour établir la théorie des volumes de polyedres.
Ce troisiéme probléme a été résolu par Max Dehn I’année méme ou Hilbert 1’avait posé**.
Dehn a trouvé une condition nécessaire pour que deux polyédres de méme volume soient
équidécomposables. Cette condition fait intervenir un invariant, I’invariant de Dehn d’un
polyédre : si deux polyedres sont équidécomposables, leurs invariants de Dehn sont égaux.
En montrant que les invariants de Dehn du tétraédre régulier ayant pour coté I'unité et celui
du cube de méme volume sont différents, on prouve qu’ils ne sont pas équidécomposables.
Le théoréeme de Dehn montre que l'on ne peut pas fonder la théorie des volumes sur
1'équidécomposabilité. L'appel a I'équicomplémentarité permet-il de combler cette lacune ?
La réponse est négative : en fait, Sydler a démontré dans les années 1940 que dans I'espace
euclidien de dimension 3, 1'équidécomposabilité et 1'équicomplémentarité pour les polyedres
sont des propriétés équivalentes. Ce résultat a été étendu a la dimension n par Hadwiger, et
une nouvelle démonstration de ce résultat a ét¢ donnée par Zylev en 1965.

Pour justifier la formule donnant le volume de la pyramide ou du cdne, on peut
recourir & du matériel pédagogique permettant de comparer le volume d’une pyramide et du
cylindre de méme base et de méme hauteur en comparant les masses d’un méme liquide avec
lequel on les remplit. Une autre justification est donnée dans 1’annexe 3.

I1 est plus difficile de donner une justification simple de la formule relative au volume
de la sphere. Les justifications données dans des pays voisins (Allemagne) repose sur I’emploi
du principe de Cavalieri.

3.5 Masses

L’essentiel a été installé a 1’école a ce sujet. Le calcul sur les masses, plutét que sur leurs
seules mesures, facilite les conversions, rendant inutiles I’emploi d’un tableau. L’emploi des
puissances de 10 permet d’éviter le recours a des fractions décimales. Par exemple :

23 g=23(1/100 kg) = (23 x 1/100) kg = 23/100 kg = 0,23 kg.

3.6 Durées

La question est plus délicate du fait de 1’utilisation de deux systémes de numération (décimale
et sexagésimale). Les ¢éléves connaissent les unités du systéme sexagésimal et les relations de
proche en proche mais, ils sont loin d’étre experts quand il s’agit d’effectuer une conversion.
Afin de consolider les connaissances construites a 1’école et d’engager un travail spécifique
sur les conversions entre mesure sexagésimale et mesure décimale, 1a encore 1’emploi de
calculs sur les durées, plutdt que sur leurs seules mesures, permet de résoudre bien des
difficultés, en particulier pour les conversions, comme le montrent les exemples ci-dessous.

* Il s’agit de déterminer combien il y a de minutes dans une demi-heure, dans un quart
d’heure, dans un cinquieéme d’heure.

Le calcul avec unités suivant permet d’accompagner un raisonnement qui n’est souvent fait

qu’aloral : % h = %(60 min) = (%x60j min = 12 min.
* Lors d’un calcul, on a trouvé une durée exprimée sous forme d’un nombre décimal d’heures,

par exemple : 1,82 h. Comment la transformer en heures et minutes ?
0,82 h=0,82 (60 min) = (0,82 x 60) min ~ 49 min. Donc 1,82 h ~ 1 h 49 min.

24 pour une démonstration du théoréme de Dehn, voir par exemple : Stillwell, 1998, Numbers and geometry,
Springer, ou encore Aigner M. & Ziegler G.M., 2006, Raisonnements divins, Springer, traduction par Nicolas
Puech de la troisiéme édition de Proofs from THE BOOK.
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Si on a besoin d’une précision a la seconde, (0,82 x 60) min = 49,2 min. Il reste a convertir
0,2 min en secondes : 0,2 min = 0,2 (60 s) = (0,2 x 60) s = 12 s. Ainsi, 1,82 h=1 h 49 min
12 s.

Le calcul avec unités est particulierement pratique dans les problémes de conversion
mettant en ceuvre deux systemes de numération.

3.7 Grandeurs discrétes

« J’entends par cardinal d’un ensemble M le concept universel ou générique que 1’on obtient
en faisant abstraction pour I’ensemble aussi bien de la constitution de ses ¢léments que de
toutes les relations que ses ¢€léments ont entre eux ou avec d’autres choses, donc, en
particulier aussi, de I’ordre qui régne entre eux, et ne considére que ce qui est commun a tous
les ensembles équivalents a M ». Tel est le commentaire donné par Cantor (1884) a propos de
la définition d’un cardinal. La double abstraction a laquelle il fait allusion se retrouve dans

les notations qu’il utilise : M pour I’ordinal de M, et M pour son cardinal.

Ce détour par le vocabulaire de la théorie des ensembles montre d’une part que, les
cardinaux ont des aspects communs avec les grandeurs, notamment si I’on se limite aux
cardinaux des ensembles finis. On les définit en utilisant une relation d’équivalence, on peut
les ordonner, les additionner, les multiplier par un nombre entier. Mais la division par un
nombre entier n’est pas toujours définie.

Cependant cette différence n’empéche pas d’associer une grandeur a des ensembles
finis d’étres (ou d’objets), leur cardinal apparaissant comme la mesure de cette grandeur, si on
prend comme unité 1’étre (ou 1’objet). On le fait couramment en statistique, quand on évoque
la notion de population, le cardinal étant alors souvent appelé « effectif » de la population.
On rejoint ainsi 1’acception courante du mot « cardinal » dans « nombre cardinal », opposé a
« ordinal », dont I’emploi est attesté depuis 1680>. Les adjectifs cardinaux, comme « un »,
« sept », « vingt-cing » s’emploient devant les noms désignant des étres ou des choses que
I’on peut compter (noms comptables). On parle ainsi d’une population de 1 500 habitants
(notée 1 500 hab.). En statistique, la notion de population est étendue a d’autres étres ou
choses comme des animaux, des personnes interrogées lors d’un sondage, des objets fabriqués
sur une chaine de montage, ...

Il arrive que I’on choisisse une autre unité que 1’individu, et que ’on compte « par
six », « par dizaine », « par douzaine », ..., « par million ». La mesure de la grandeur associée
a la population peut ne plus étre un nombre entier’® : on parle d’une population de 2,3 Mhab.

Si on ne peut parler du tiers d’une population de 10 habitants, cette restriction perd son
sens des que D’effectif est grand, ce qui est souvent le cas en statistique : ainsi peut-on parler
du tiers d’une population de 2200 habitants, méme si 2200/3 n’est pas un nombre entier,
d’autant plus qu’on se contente alors d’un résultat approché. On calcule sur les grandeurs
discrétes comme sur les autres grandeurs.

Les grandeurs discrétes interviennent de maniere importante en mathématiques et dans
d’autres disciplines, comme le montrent des grandeurs aussi courantes que la densité de
population, le débit d’un trafic routier (exprimé en véhicule/heure), le trafic ferroviaire
(exprimé en voyageur - kilométre), ou la quantité de matiére en chimie (1 mole de carbone =
6,022 x 10* atomes de carbone) qui sera étudiée au lycée. Leurs interventions sont détaillées
dans les paragraphes 4 et 5.

Be Robert, dictionnaire historique de la langue francaise, sous la direction d’Alain Rey.

6 Ce fait souligne le besoin d’un mot nouveau pour désigner cette grandeur attachée a une population, besoin
auquel répond parfois le mot « quantité ». “1500 personnes” ne désigne pas un ensemble de personnes, mais une
quantité (cardinalité ?) attachée a tout ensemble de personnes de cardinal 1500.
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4. Grandeur s quotients
41. Quotient (ou rapport) de deux grandeurs de méme espéce

a et b désignant deux grandeurs de méme espéce (deux longueurs, ou deux aires, ou deux
durées, ...), a étant non nulle, il existe un nombre réel positif K et un seul tel que: b =k a.

Ce nombre est appelé rapport de b a a, et noté E C’est également la mesure de b quand on
a

prend a comme unité. Les deux égalités « b=ka» et « —=Kk » sont donc, par définition,
a

équivalentes.

Désignons par u une unité de la grandeur de méme espéce que a et b, o et S les
mesures respectives de a et b avec cette unité : on adonca= auetb= fu Deb=Kka, on
déduit que b = Kk (a u), donc b = (ka) u. Il en résulte que ka est la mesure de b, donc que

B

. . . .. b .
S = ke, et donc K apparait comme étant le quotient de S par a. Ainsi —="—, ce qui montre
a o

que le rapport de deux grandeurs de méme espece est égal au quotient de leurs mesures avec
une méme unité, quelle que soit cette unité.

Les développements qui précedent, présentés sous forme générale, permettent de
15 rn:5 R 3 Cm:§:O,6:3O—m, dans
m Sem 5 50 m
lesquelles on peut “simplifier par cm (par m)”. L’emploi de la premiere égalité ne pose guere
de probléme ; en revanche, celui de la deuxieme suppose qu’un travail préalable ait été fait
sur la notion de quotient de deux nombres entiers ainsi que le type de tiches « prendre une

justifier des égalités telles que les suivantes :

: . . . 3
fraction d’une grandeur » en relation avec les écritures équivalentes : 3 cm = 5 (5cm) ;

30 m=0,6 (50 m).

Les rapports de deux grandeurs de méme espéce jouent évidemment un rdle
fondamental dans le traitement de certaines situations de proportionnalité (Voir le paragraphe
6). On les exprime souvent sous forme de pourcentage : 8% est une autre écriture du quotient

de a par 100. L’origine de cette notation (glissement dans la graphie de per 100 a P.c puis a
%) est décrite en détail dans ’ouvrage précisé en note”’. Dans certaines disciplines, on appelle
pourcentage le numérateur (ici, a) : c¢’est la raison pour laquelle on demande alors aux éleves
de multiplier par 100 le résultat précédent. Cette pratique n’est pas sans lien avec 1’usage des
indices (Voir ci-dessous).

De tels rapports sont ¢galement sollicités pour définir des grandeurs (sans dimension)

utilisées dans la vie courante, ou dans d’autres domaines des mathématiques :

- Si une grandeur passe de la valeur Gy a la date t; a la valeur G; a la date t;, on
appelle variation absolue la différence AG entre la plus grande valeur et la plus
petite (on parle d’augmentation si G, > Gy, de diminution sinon)®®. On appelle
variation relative de la grandeur entre les deux dates (ou taux de croissance ou de
décroissance) le quotient de AG par Gy. Ainsi, par exemple, si un prix passe de
85 € a 87 €, 'augmentation est de 2 €. Si on la rapporte au prix initial (ce qui
revient a prendre ce dernier comme unité), on est conduit a calculer le rapport :

2E

8S5E

, égal a 82_5 Ce nombre est peu différent de 0,0235, soit 2,35%.

27 Voir I’ouvrage de Cajori F., 1993, A history of mathematical notations, Dover, pour les détails, page 312.
28 i et . o .
On peut évidemment algébriser cette notion, en utilisant les nombres relatifs.
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- Les indices couramment utilisés dans les régles fixant les révisions de prix dans les
contrats, et souvent cités dans les médias, ont pour but de faciliter la comparaison
d’observations d’une méme grandeur faites a des périodes différentes. Ainsi, si un
prix vaut 85 € en 2006 et 87 € en 2007, I’indice du prix en 2007 sur la base 100 en

2006 est 100 x 87E
85E

, soit 100 x %, c’est-a-dire environ 102,35. On notera qu’il est

¢gal a la mesure en € du prix en 2007 d’un objet qui cottait 100 € en 2006.
On dit que l’indice base 100 en 2006 est pass¢ a 102,35 en 2007. Plus
généralement si une grandeur passe de la valeur Gy a la date ty a la valeur G; a la
date t;, on appelle indice de la grandeur G a la date t; sur la base 100 a la date t; le

. . G i o o
nombre noté I, ,, , défini par: I, , =100 x—-. Le véritable intérét des indices est
0

leur transitivite : si I, , =105etl, , =107, que dire de I, ? 105x107 =

11235. On peut vérifier que I’indice recherché est 112,35. Les regles et techniques
de tels calculs sur les indices ne figurent pas au programme de 4°.
- Le taux d’incertitude lorsqu’on mesure une grandeur : par exemple, si une intensité

estde 12,4 A a 0,1 A pres, le taux d’incertitude est %, soit a peu pres 0,008.

- I’échelle d’une carte (rapport de deux longueurs) ; les pratiques sociales utilisant
des plans (plan d'une ville, d'un quartier, ...) tendent vers une démathématisation
apparente des échelles : au lieu de les exprimer avec une fraction en n-éme, (qui
est un “scalaire”, mot de méme origine que “échelle”), on les exprime avec des
locutions du type « 1 cm pour 20 m », qui sont également des scalaires, malgré la

I cm I cm

20m 2000 cm 2000
jacentes sont celles des longueurs, et non plus celles de leurs mesures (auxquelles
l'enseignement récent tend a les réduire, ce qui n'est pas sans conséquence sur la
compréhension des éleves).

- la pente d’une route (rapport de deux longueurs) : c’est en effet le rapport de la
dénivellation (longueur MH) a la longueur horizontale OH souvent exprimé sous
forme de pourcentage, 5% par exemple.

présence d'unités : . En fait, les mathématiques sous-

M

o H
Comme pour les échelles, on parle d’'une pente de 5 cm/m, expression qui fait

m . ,
— Pour une voie ferrée,
m

la pente est plus faible, de I’ordre de 6 mm/m ; pour les conduites d’eaux usées,
la pente ne doit pas étre inférieure a 1 cm/m. Dans certaines disciplines™, on
considere la déclivité qui est le rapport de la dénivellation HM a la longueur OM,
correspondant au sinus de I’angle HOM. Pour les valeurs de I’angle inférieures a
10°, la pente et la décilivité sont trés voisines, la déclivité étant inférieure a la
pente.

- Les fréquences : on est ici encore dans le domaine des grandeurs, et une fréquence
est un rapport de deux grandeurs de méme espece, un quotient de deux cardinaux

implicitement allusion au rapport de longueurs

2 Le cyclisme par exemple.
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(ou effectifs) donc un nombre sans dimension. S'y ajoute le fait que les grandeurs
que l'on considére sont liées par des relations du type “partie/tout”, ce qui
explique que les quotients en question sont compris entre 0 et 1, et sont souvent
écrits sous forme de pourcentage. Dans le langage courant, au lieu du mot
“fréquence”, on emploie souvent le mot “proportion” (que l'on réservait en
mathématiques, il y a quelques années, pour signifier 1'égalit¢ de deux rapports).
On parle également de taux : par exemple, le taux de chomage, quotient du nombre
de demandes d’emploi non satisfaites par la population active totale (chomeurs
compris).

Remarque : Dans de nombreux pays, on utilise les fréquences pour enseigner la
notion de quotient. Ainsi, si dans une classe de 25 éleves, il y a 14 filles et 11

gargons, et qu'une nouvelle fille s'y inscrit, la proportion de filles dans la classe

. 14 . .
augmente : ce qui prouve que 2—5 <2—6. De tels raisonnements sont classiquement

enseignés en Angleterre comme technique de comparaison des “fractions”.

- Les rapports trigonométriques d’un angle aigu sont des rapports de longueurs, qui
apparaissent comme tels dans certains manuels scolaires de pays voisins (Voir
I’annexe 4).

- L’ensoleillement d’une région, rapport de deux durées, par exemple, 2 300 heures
par an, soit environ 26%.

- Le rendement d’un moteur électrique : rapport de I’énergie mécanique qu’il fournit
a I’énergie électrique qu’il faut lui fournir.

- La densité d’une substance est le rapport de deux masses : celle d’un certain
volume de cette substance a la masse d’un méme volume d’eau (c’est aussi le
rapport de sa masse volumique a celle de 1’eau).

4.2 Quotient de deux grandeurs d’especes différentes

La question a été évoquée dans le 1, en prenant I’exemple de la vitesse. La vie quotidienne
met en avant la vitesse instantanée, que 1’on peut lire sur un compteur, ce qui n’aide guere a
appréhender la notion de vitesse moyenne. Souvent, c’est la distance comme produit d’une
vitesse par une durée qui est implicitement convoquée comme dans la phrase « J’habite a dix
minutes du centre ville », qui présuppose la vitesse a employer, par exemple celle d’un piéton.

L’introduction des grandeurs quotients vise a donner a la formule v = T une signification en

termes de grandeurs, de maniére a obtenir une formule indépendante des unités choisies, afin

par exemple de pouvoir conduire le calcul suivant :

6Okm/h=60 krn:60 OOOm: 6OOOOm/S=100m/S ~16.67 ms,
lh 3600s 3600 6

et a conserver les liens existant entre quotient et produit : V= ? est équivalent a d=Vvt.

Si on veut que, dans la formule d = v, les lettres désignent les grandeurs dont elles sont les
initiales, il n’est pas possible que V soit un nombre. En effet, en multipliant une durée par un
nombre, on obtient une durée et non une longueur. On est donc conduit a définir une grandeur
qui, multipliée par une durée, donne une longueur : il est naturel de 1’appeler quotient d’une
longueur par une durée, par analogie avec la définition du quotient de deux nombres.

Par exemple, on obtient 75 km en multipliant 1,25 h par le quotient 75 km. De maniere plus

2

générale, considérons le quotient e ou d désigne une longueur et t une durée. Si a durée
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constante, on multiplie la distance par K, la vitesse est multipliée par K. Si a distance constante,
on multiplie la durée par K, la vitesse est divisée par K. Ces résultats se traduisent par les

écritures : kd = k%;% :% re qui sont conformes aux régles de calculs usuelles sur les
quotients. On en déduit : kd =£E Il en résulte que 75 km = 75 1km = 01 km.
"t Kt 1,25h 1,25 1h lh

Le quotient !

est noté plus simplement : km /h. Finalement, la grandeur par laquelle il

convient de multiplier 1,25 h pour trouver 75 km est notée 60 km / h :

75 km =60 km /h x 1,25 h.
On obtient ainsi une écriture qui décrit, avec des opérations sur les grandeurs concernées,
le phénoméne suivant, qu'un éléve de 4° congoit bien : en roulant a la vitesse moyenne de
60 km / h pendant 1 h 1/4, on parcourt une distance de 75 km.

Plus généralement, on peut définir le quotient de deux grandeurs d’especes différentes
comme on vient de le faire pour celui de la longueur par une durée. De tels quotients, dans
lesquels les lettres u et v désignent des unités de deux grandeurs, et a et b des nombres, font
I’objet de la convention de notation suivante :

. au a
b étant non nul, b =— u/v.

v

Quand deux telles grandeurs sont proportionnelles, la détermination de la grandeur
correspondant a Cu conduit a multiplier cette derniére par une grandeur quotient de la forme
d v/u. On obtient cd v, comme par exemple : 5 m/s x 10 s = 50 m. Les régles de calculs
relatives aux grandeurs sont alors les mémes que dans le calcul algébrique usuel (on peut
“simplifier” par u, par s dans I’exemple).

La citation suivante®® dans laquelle I’auteur évoque les longueurs et les nombres,
« Toute question qui conduit & une multiplication est un probléme de changement d’unité, ou
d’objet : 5 sacs de 300 pommes ; 2m.75 d’étoffe a 28 fr. 45 le métre. »

met bien en évidence les deux types de grandeur quotient :

— les rapports de longueurs (ou mesures relatives a une ou plusieurs unités : siw =av et
v =Dbu, alors w = ab u) lorsqu’il cite le probléme de changement d’unit¢ ;

— le quotient de deux grandeurs d’espéces différentes lorsqu’il évoque le probléme de
changement d’objet (une longueur d’étoffe étant changée en son prix). Les grandeurs
quotients permettent de traiter les situations (nombreuses) sollicitant un changement
d’objets : durée transformée en longueur en la multipliant par une vitesse, quantité
d’une denrée transformée en prix en multipliant par un « prix unitaire » ou un « prix
au kilo, ou au litre ». Elles fournissent des notations permettant de mettre en évidence
les différents sens de la multiplication (un autre sens sera évoqué au paragraphe 5.).

Pour fondre dans la méme théorie les quotients de grandeurs de toutes espéces, on est
conduit a considérer les nombres eux-mémes comme une grandeur particuliere (la grandeur
sans dimension).

Remarque : Justifications des opérations sur les grandeurs

Peut-on trouver une justification plus formelle des définitions des quotients et produits
de grandeurs ? La réponse est affirmative’’. On peut interpréter une espéce de grandeur

30 Henri Lebesgue, 1975, La mesure des grandeurs, Librairie Blanchard, Note en bas de page 13.
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comme une demi-droite vectorielle, que 1’on peut compléter en une droite vectorielle en
« algébrisant » la grandeur en question. On peut alors utiliser un produit tensoriel pour définir
le produit de deux grandeurs, I’inverse d’une grandeur étant son dual. La théorie permet alors
d’¢élaborer une « algeébre des grandeurs » couvrant toutes les relations entre grandeurs faisant
apparaitre des puissances a exposants entiers relatifs, et donc toutes les grandeurs enseignées
au college. Mais la vertu de tels exposés est la méme que celles des « constructions » des
ensembles de nombres a I’égard de la théorie des entiers naturels. Elles assurent la
consistance de la théorie des grandeurs avec 1’algeébre linéaire, mais elles ne donnent pas les
raisons de la création des opérations sur les grandeurs, et leur utilit¢ vise davantage la culture
du professeur que 1’enseignement des grandeurs dans sa classe. La théorie plus récente de
Whitney (Voir [12] et surtout [6]) fournit une théorie axiomatique des grandeurs,
suffisamment élaborée pour répondre a tous les besoins en physique classique, et permettant
une mathématisation (utilisant 1’algébre linéaire) de I’analyse dimensionnelle : les conditions
d’application du résultat « Si une grandeur dépendant de deux autres est proportionnelle a
chacune d’elles I’autre étant supposée constante, alors elle est proportionnelle a leur produit »
y sont précisées dans le cadre théorique adopté. Whitney y défend également la présence des
grandeurs dans I’enseignement des mathématiques.

4.3 Exemples de grandeurs quotients
Les exemples de quotients de grandeurs de méme espéce ont été développés au 4.1.

Le présent paragraphe est consacré aux autres quotients de grandeurs dont les exemples
classiques sont présentés dans le tableau suivant.

Grandeur 1 Grandeur 2 Quotient de la Exemples d’unités
grandeur 1 d’emploi courant
par la grandeur 2

Masse de substance Volume de la Concentration g/L, g/eny’, ..
dissoute dans une solution
solution
Masse d’un corps Volume de ce corps | Masse volumique t/m’, kg/dm’, g/L, ...
homogéne
Volume d’un liquide Durée Débit - volume m’/ s, L/s, ...
qui s’écoule
Masse d’une substance | Durée Débit - masse kg/s, ...
qui s’écoule
Volume de carburant | Longueur Consommation L/100 km, L/km, ...
consommé parcourue moyenne
Longueur parcourue Durée du parcours | Vitesse moyenne km/h, m/s, ...
Différence de vitesse | Durée Accélération (ou | m/s/s ou m/s”, ...
entre deux instants décélération) moyenne
Angle Durée Vitesse angulaire t/min, t/s ...
Masse d’une culture Aire du terrain de|Production moyenne |qg/ha, t/ha, ...
récoltée culture (ou rendement)
Longueur d’un réseau | Aire de la région Densité d’un réseau km / km’, ...
(routier ou ferroviaire) |concernée
Masse (d’un rail, d’un | Longueur Masse linéique kg/m, mg/m ...
fil)

3! Voir la référence [13] en bibliographie, chapitre 10, intitulé « Mesure des grandeurs ».
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2

Masse (d’une feuille de | Aire de la feuille Masse surfacique g/m’, ...
papier ...) (ou grammage)
Prix d’un produit Masse du produit | Prix “massique” ou €/kg, €/100g, €/g, ...

prix au poids

Prix d’un produit Volume du produit |Prix “volumique” ou |€/L.€/m’, ...
prix au volume

Prix d’un produit Aire du produit Prix “surfacique” €/m’, €/ha, ...

Prix d’un trajet Longueur du trajet | Prix “linéique” €/km, ...

Prix d’un service Durée du service Prix “horaire” €/h,...

Prix d’une énergie Energie (électricité) €/kWh

Produit national (resp. |Population PNB par habitant €/hab. ou $/hab.
intérieur) brut d’un (resp. PIB par
pays (PNB, resp. PIB) habitant)
Population d’un pays | Aire (superficie) du | Densité de population |hab/km”
pays
Population (par ex. de | Durée Intensité du trafic véhicule/h, ...,

véhicules franchissant
un poste de comptage
pendant une durée, ...)

Il existe des grandeurs quotients qui ne sont pas employées dans la vie sociale, mais

qui pourraient 1’étre. Par exemple, avec une consommation moyenne de 8 L aux 100

kilométres, un conducteur d’automobile peut se demander combien de kilometres il pourrait

parcourir avec un litre de carburant : c’est alors 1’inverse de la consommation moyenne qui
8L 100 km

est
100 km 8L
12,5 km/L, grandeur quotient qui donne immédiatement la réponse : avec 1 L de carburant, il

pourra en moyenne parcourir 12,5 km. Plus généralement, 1’inverse de %u/v est % v/u et son

serait pour lui un outil pertinent. En effet, I’inverse de , c’est-a-dire

emploi est évoqué au paragraphe 6.

Un autre exemple de grandeur quotient joue un role trés important, en liaison avec la
notion de fonction. Elle concerne plus précisément I’accroissement moyen d’une fonction
entre deux valeurs de la variable. Il sera abordé au paragraphe 7.

5. Grandeur s produits, grandeur s composées
5.1 Grandeurs produits

Le produit de deux grandeurs, tel qu’il a été¢ évoqué dans les paragraphes 3.3 et 3.4 consacrés
aux aires et aux volumes, peut étre généralisé au cas de deux grandeurs quelconques. 11 est
utile chaque fois que, a deux grandeurs g et g’ (de méme espéce ou non), on peut en associer
une troisieme, qui est telle que : chaque fois que 1’'une des grandeurs est multipliée par un
nombre, 1’autre étant maintenue constante, la troisiéme est multipliée par ce méme nombre.
Cette troisiéme grandeur est appelée « produit de g par g » et notée g x g’ ou parfois g g'.
On a donc : quels que soient les nombres ket K,
(kg)xg'=kgxg;gx(k9)=K gxg;(kg)x(kg)=kk' gx g
Si u et v désignent des unités respectives de deux grandeurs, a et b désignant des nombres, le
produit de au par b v, noté « au x b v », est égal a ab u x v. Usuellement, on note uv au lieu
de u x v, et donc, quelles que soient les unités u et v, quels que soient les nombres acet b :
auxbv=abuv.
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Exemples de grandeurs produits de deux grandeurs

Grandeur 1 Grandeur 2 Produit de la grandeur 1 | Exemples d’unités
par la grandeur 2 d’emploi courant
Longueur Longueur Aire m’, cm’, km’, ...

(longueur d’un

(largeur d’un

(d’un rectangle, d’un

ha, a, ca.

rectangle, base d’un rectangle, hauteur | parallélogramme, ...)

parallélogramme , ...) |d’un

parallélogramme,

..)

Aire Longueur Volume m3, dm’ , cm’, ...
(base d’un prisme, d’un | (hauteur
cylindre, ...) correspondante, ...)
Masse (transportée) Longueur (du Trafic de marchandises |t-km

transport)
Volume (transporté) Longueur (du Déplacement (de terre m’ - hm ou m’ - km

transport) dans un chantier, ...)
Population (de Longueur (du Trafic de voyageurs voyageur - km,
voyageurs, ou de transport) siege - km
siéges)
Durée de travail Population (de Volume d’un stage journée - stagiaire
(journée,...) stagiaires)
Population (de Durée de travail Volume d’un chantier, homme - jour
travailleurs) d’une prestation
Puissance Durée Energie (électrique) kWh,

millier de kWh,
milliard de kWh.

De nombreuses grandeurs produits sont introduites au lycée : quantité de mouvement,
(produit d’une masse par une vitesse), force (produit d’une masse par une accélération), ...

5.2 Grandeurs composées

A partir des grandeurs produits et quotients, on peut en définir d’autres : quotient d’un produit
par une grandeur, quotient d’une grandeur par un produit ...

Les exemples suivants sont évoqués dans d’autres disciplines :

- énergie ¢lectrique par habitant : exprimée en milliers de kWh/hab. ;

- prix unitaire de 1’énergie €lectrique : exprimée en €/kWh ;

- plus généralement, prix unitaire de toute grandeur produit commercialisée ;

D’autres grandeurs composées sont créées dans chaque secteur d’activité, en fonction
de ses besoins : on a cité plus haut le rendement moyen d’un établissement commercial par
métre carré et par an, exprimé en € / m”/ an ou encore € / (m” x an). La question des énergies
renouvelables conduit a s’intéresser a la « densité énergétique » d’une installation de
production d’énergie, qui est le quotient de la puissance fournie par le produit de son cofit par
son encombrement, dont 1’unité est par exemple : MW /(M€ x km®). Dans la législation
relative a I’incidence éventuelle de la téléphonie mobile sur la santé, on définit un débit
d’absorption spécifique (DAS corps entier ou DAS spécifique) qui est le quotient du débit
d’énergie (ou puissance) absorbée (par un corps humain, ou par une de ses parties) par sa
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masse%, qui s’exprime en W/kg.
6. Calculssur lesgrandeurs— Calculs sur lesmesures
6.1 Pourquoi des grandeurs et des mesures ?

Les difficultés rencontrées dans 1’enseignement des durées (passage d’une fraction d’heure en
minutes, passage des “heures décimales” aux “heures sexagésimales” ou passages dans I’autre
sens), dans ’enseignement des aires et périmetres (et notamment dans l’identification de
I’unité a utiliser en fin de calcul), dans I’enseignement des grandeurs quotients (difficulté dans
I’utilisation effective de la formule d = W, par exemple) trouvent parfois leur origine dans
I’absence de moyens écrits pour travailler sur les grandeurs, conduisant a un traitement
portant uniquement sur les mesures des grandeurs en jeu.

L’introduction des grandeurs dans les calculs (par le moyen d’unités) vise a fournir au
professeur des moyens pour réduire les difficultés dans D’apprentissage. Il ne s’agit
évidemment pas de faire un cours sur les grandeurs (les développements a caractére théorique
qui précédent sont destinés au professeur), mais d’utiliser des moyens symboliques qui
permettent de traiter a la fois des grandeurs et de leurs mesures, de maniére a accompagner et
controler les calculs faits sur ces derniéres par un calcul sur les unités des premicres.
Les nombreux exemples donnés au fil des paragraphes qui précédent mettent en évidence les
aspects fondamentaux suivants :

— les formules telles que celles donnant le périméetre d’un carré (P = 4 c), ’aire d’un
rectangle (A =L x |), ... sont des relations entre grandeurs, ne dépendant pas des
unités choisies. La formulation de lois a I’aide de relations indépendantes du choix des
unités des grandeurs qu’elles relient est une préoccupation importante dans toutes les
sciences, qui vaut pour les grandeurs ‘“scalaires” étudiées au collége, pour les
grandeurs vectorielles qui le seront au lycée et les grandeurs tensorielles, étudiées plus
tard. Dans les débuts de 1’enseignement, ce fait est plus facile a mettre en évidence
dans ’enseignement des mathématiques que dans celui des sciences physiques, ou le
nombre de grandeurs en jeu devient vite assez grand, ce qui conduit a introduire
davantage de noms d’unités.

— un tel calcul suppose connues les opérations ¢lémentaires (addition, multiplication par
un nombre entier, division par un nombre entier) sur la grandeur fondamentale que
constituent les longueurs, leur addition jouant un role irremplacable. Le probléme de
la mesure des longueurs engendre des besoins numériques, auxquels répondent les
nombres décimaux (déja étudiés) et plus généralement les nombres rationnels, dont le
double aspect (fractions du nombre 1, quotient de p par Q) peut étre éclairé dans le
cadre des longueurs.

— le calcul avec unités permet au professeur de donner des traces écrites a des
explications qui, sans lui, ne trouvent leur place qu’a I’oral : « quand on multiplie des
cm par des cm, on ne trouve pas des cm, mais des cm” ». Il permet en outre a I’éléve
de controdler le résultat d’un calcul, en éliminant notamment des résultats absurdes. Par
exemple, si on demande de calculer la distance parcourue en 3 h en roulant a la vitesse
moyenne de 60 km/h, la « confusion entre la multiplication et la division » qui peut
pousser certains ¢éleéves a trouver 20 km en divisant 60 par 3, peut étre évitée par une
mise en place du calcul avec unités : 60 km/h x 3 h =180 km.

— le calcul avec unités permet des techniques de conversion beaucoup plus fiables, et
plus intelligibles. Si on se restreint aux calculs concernant des grandeurs de méme

32 Voir le site Internet du Sénat.
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espece, la présence d’unités favorise les explications et la pratique des conversions,
notamment quand on passe d’un systéme décimal a un systéme sexagésimal.

6.2 L’enseignement de la proportionnalité

Cette question fait déja 1’objet d’un document d’accompagnement particulier, détaillant les
techniques de résolution utilisables selon la classe. Le présent paragraphe a pour but d’éclairer
I’éventail des choix de techniques et de leurs justifications en faisant référence aux grandeurs.
* En classe de 6° et de 5°, sont privilégiées les situations mettant en ceuvre deux grandeurs
proportionnelles de méme espece. La procédure utilisant la propriété d’homogénéité, le
passage par 'unité, et la procédure employant 1’un des coefficients de proportionnalité font
intervenir de maniére plus ou moins directe des rapports de grandeurs de méme espéce, dont
la nature évolue au cours de 1’étude : nombres entiers, nombres décimaux, nombres rationnels
(quotient d’entiers).
Plusieurs types d’écrits sont utilisables, comme le montre 1’exemple suivant :
- la langue naturelle : 15 cm, c’est 3 fois 5 cm. Or 5 cm sur la carte représentent
12,5 km en réalité, donc ...
- des écrits proches de la langue naturelle, comportant des notations avec
abréviations : dist. réelle pour 5ecm =125 kmet 15 cm=3 x 5 cm, donc ...
- des écrits de type tableau, avec opérateurs fléchés :

x%(ou x 3,4)

x 3
7 ==

%9 5 cm 15 cm 17 cm %9
12,5 km

Le calcul des deux coefficients de proportionnalité (2500 et 1’échelle 1/2500 sont des

12,5km . 12500 cm
rapports de longueurs : Som é¢gala ———
cm

, soit 2500, et son inverse). Si on
5 cm

connait I’échelle ou son inverse, on peut utiliser la procédure dite « du coefficient de
proportionnalité », ce qui conduit ici au calcul d’une fraction de longueur ou du
produit d’une longueur par un nombre entier.
D’autres situations mettent en jeu des grandeurs d’especes différentes: masse / prix,
durée / distance ... La procédure de passage par 1’unité, celle utilisant des rapports de
grandeurs de méme espece sont utilisables comme précédemment.

x? < 1 kg 2,5 kg 17 kg
24¢€ 6€ 50,4 €

Le passage par I'unité rend inutile ’emploi de la technique du « coefficient » : il suffit
d’utiliser ensuite la propriété d’homogénéité. 17 kg = 17 x 1 kg, donc ... 50,4 : 2,4 = 21.
Donc 50,4 € =21 x 2,4 €. Donc 50,4 € est le prix de 21 kg ... Cette situation familiere permet
d’introduire la grandeur quotient 2,4 €/kg, prix par kilogramme. Une situation analogue
concernant le couple durée / distance relative a un mouvement uniforme permet d’introduire
de méme une grandeur quotient telle que 60 km/h, familiére aux ¢€léves. On peut alors écrire
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les résultats obtenus précédemment avec une écriture du type :
2,4 €/kg x 17 kg = 40,8 € ; 60 km/h x 2,4 h = 144 km. Ces relations permettent de travailler
sur des tableaux contenant des grandeurs en intégrant le travail fait sur des tableaux de
nombres :

I 2,5 17
x 24 g 24 6 50,4

* En 5° et surtout en 4°, les grandeurs quotients « vitesse moyenne » ou « prix a I’unité » ne
trouvent véritablement leur utilité que dans des situations ou ces grandeurs « varient », par
exemple dans des situations de comparaison. Le calcul avec unités montre son efficacité pour
les calculer, et comprendre ainsi la signification et ’emploi de ces grandeurs dans la vie
courante. Ainsi, le prix en €/kg d’un produit dont le poids net égoutté est 210 g et dont le prix
3278 _ 327E _ 327 E/kg~15,57E/kg.
210g 0,21kg 0,21
e En 4° deux nouveautés apparaissent: la manipulation de la formule «d=Vvt» pour
déterminer I'une des grandeurs connaissant les deux autres ; la propriété des « produits en
croix » pour caractériser 1’égalité de deux quotients.
- sur le premier point, ’emploi de la formule est réglé par ce qui précede si on
connait Vet t ; il en est de méme si on connait d et t. On sait en effet que la formule

est 3,27 € se calcule simplement ainsi :

équivaut a V:T. Dans le cas ou il s’agit de calculer t, on peut évidemment

considérer que la formule s’applique a des mesures, et on est amené a calculer un
quotient du nombre d par le nombre Vv, ce que l’on peut retrouver en
raisonnant ainsi : pour parcourir V km, on met 1 h. Donc pour parcourir d km,
il faudra d/v h. C’est a un raisonnement de ce type que ’extrait de manuel
espagnol fourni en annexe 4 fait implicitement allusion, en écrivant sans autre

o . 400 km . "y N
justification : ——— =~ 1,82 h, la présence des unités servant a laisser davantage

220 km/h
de traces écrites du raisonnement qui précede (h signifie la méme chose que 1 h).
On peut proposer un autre calcul avec les grandeurs a condition d’avoir symétrisé
auparavant le réle des deux grandeurs dans une situation de proportionnalité. Avec
des notations que le lecteur devinera, le tableau suivant montre que diviser
par b/a v/u ¢’est multiplier par a/b u/v.

b au cu . b a
x— v/u +—v/u x—uv
a bv dv > a b

L’inverse de 220 km/h est 1/220 h/km (ce qui peut s’interpréter ainsi: pour
parcourir 1 km, il faut 1/220 h). Le produit « 400 km x 1/220 h/km » donne alors
le résultat : 400/220 h. Le calcul sur les grandeurs constitue alors un moyen de
controle d’un calcul, moyen dont la cohérence se développe en symbiose avec
celle du calcul algébrique, le premier fonctionnant avec les mémes régles que le

deuxiéme. Le calcul %:h permet d’automatiser le calcul proposé dans
m

I’extrait de manuel, sans avoir besoin de refaire mentalement le raisonnement
sous-jacent.

- sur le deuxiéme point, supposons que ce tableau de grandeurs soit un tableau de
proportionnalité :
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au Cu
bv dv

On peut démontrer que au x dv = cu x b v, et réciproquement. Mais en général,
la grandeur dont I'unité est uxv n’a aucune signification dans la réalité,
contrairement & v/u (et dans une moindre mesure u/v). Pour la question des
¢galités de quotients et leur caractérisation a I’aide des produits en croix, il est
donc prudent de rester dans le cadre numérique, sans en abuser dans le traitement
des situations de proportionnalité, conformément aux commentaires du
programme.

6.3 Les grandeurs dans une mise en équation

Cette phase constitue la partie de la résolution d’un probléme par 1’algébre qui est la moins
facile a enseigner. Son enseignement le plus usuel (choix de l’inconnue, traduction des
données sous forme d’une équation, ...) masque souvent un aspect essentiel, bien utile pour
trouver un choix judicieux pour ces deux premicres étapes : il convient de chercher une des
grandeurs qui va pouvoir s’exprimer de deux maniéres en fonction d’autres grandeurs
présentes dans la situation (dont celle que 1’on choisira comme inconnue) et des données du
probléme. Ceci plaide pour I’emploi des grandeurs, au moins au début de la résolution,
comme le montre les exemples suivants.

Exemple 1 (tiré du manuel espagnol pour la classe de 3°, reproduit dans ’annexe 4)
Un train part de Palencia a 8 h du matin vers Alicante a la vitesse de 80 km/h. Une heure et demie
plus tard, un deuxiéme train part de la méme gare en direction d’Alicante a la vitesse de 100 km/h.
Combien de temps le deuxiéme train mettra-t-il pour rattraper le premier ? A quelle distance de
Palencia le rattrape-t-il ?

On peut exprimer de deux manicres la distance parcourue par chacun des deux trains au
moment ou le deuxi¢me rattrape le premier. On peut choisir comme inconnue X le temps en
heures mis par le deuxiéme train pour rattraper le premier. Au moment ou ceci se produit, le
premier train a roulé pendant une durée de (X + 3/2) h. La distance parcourue par le premier
train jusqu’a ce que le deuxiéme le rattrape est donc: 80 km/h x (X+3/2)h soit
80 (X +3/2) km. Quant a la distance parcourue par le second, elle est égale a 100 km/h x X h,
c’est-a-dire 100X km. En égalant les nombres de kilomeétres parcourus on obtient 1’équation
permettant de répondre a la premiere question : 80 (X + 3/2) = 100X ...

Exemple 2 :

I1 faut a un homme 3 h pour faire un certain trajet. Il commence par marcher sur une partie plate a
la vitesse de 6 km/h et continue en montant une pente a la vitesse de 4 km/h. Nous savons que la
longueur de la pente est les 2/7 du parcours total. Calculer la longueur du parcours.

Plusieurs choix de grandeur pouvant s’exprimer de deux manicres sont possibles (durée totale
du parcours, durée du parcours en terrain plat). Prenons par exemple la durée totale du
parcours : 3 h. Désignons par X km la longueur du parcours. La longueur de la pente est
2x/7 km et la longueur de la partie plate 5x/7 km. La durée sur la partie plate du parcours
s’obtient en divisant 5X/7 km par 6 km/h. On trouve : 5x/42 h. La durée de la montée est de
méme le quotient de 2x/7 km par 4 km/h: X/14 h. La durée totale du parcours est donc
5x/42 h + x/14 h, soit (5x/42 + x/14) h. En égalant les deux expressions de cette durée, on en
déduit 1’équation d’inconnue numérique X : 5x/42 + x/14 =3 ...
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7. Calcul sur lesgrandeurs et fonctions
7.1 Calcul sur les grandeurs et fonction linéaire

Les calculs avec unités permettent également de rendre plus visible le passage des grandeurs
proportionnelles a la fonction linéaire, objet mathématique qui permet d’en construire un
modele commun. Les deux exemples classiques suivants (eau sucrée et prix d’une masse de
fromage) vont I’illustrer.
* Pour une eau sucrée, a un volume d’eau v dL, il correspond une masse de sucre,
que nous noterons provisoirement “m. pour vV dL”.
On a alors :
m. pour (V+ V') dL = m. pour vdL + m. pour V' dL
m. pour kv dL = K x m. pour vdL,
Par ailleurs, si on connait la concentration en sucre, par exemple 2,5 g/L :
m. pour VdL =25 g/dL xvdL=2,5vg
De telles formulations, qui fournissent des moyens de résolution a adapter selon le
niveau d’enseignement (la derniere fait intervenir une grandeur quotient), ont déja
ét¢ évoquées comme une alternative au tableau de proportionnalité. Elles
conduisent a considérer une fonction, notée symboliquement m., qui a v dL
associe 2,5V g, ce que I’on peut noter m. (vdL) = 2,5v g ou symboliquement
vdL — 2,5v g, fonction qui modélise la situation en termes de grandeurs.
+ A une masse m kg de fromage, il correspond un prix, que nous noterons
provisoirement “p. de mkg”.
On a alors :
p.de (m+ m’) kg =p. de mkg + p. de m" kg
p. de kmkg =Kk x p. de mkg,
Si par ailleurs, on connait le prix au kilogramme, par exemple 16 €
p. de mkg =16 €/kg x mkg=16m¢€.
On est conduit a mettre en ceuvre une fonction, notée symboliquement p. qui a
m g associe 16m €, ce que 1’on peut noter symboliquement p. (mg) = 16m €, ou
encore mg — 16m¢€, fonction qui modélise la situation en termes de grandeurs.
La comparaison de ces deux modélisations en termes de grandeurs permet de dégager les
aspects communs aux deux situations. Cette comparaison incite a passer des grandeurs aux
mesures, ce qui conduit a considérer les deux fonctions numériques, notées respectivement m
etp:

M associe a tout nombre V mesurant un p associe a tout nombre M mesurant une

volume d’eau sucrée (avec L comme unité)
le nombre 2,5v, ce que ’on peut noter
m(V)=2,5v, ou plus symboliquement
m: Vv — 2,5Vv. Elle est telle que, pour tous
les nombres v, V' et K:

mv+ V') =mv) + mv')

m(k v) = k m(v)

m(v) = 2,5v

masse de fromage (avec kg comme unité) le
nombre 16 m, ce que I’on peut noter
p(m=16m, ou plus symboliquement
p: m i 16m. Elle est telle que, pour tous
les nombres m, m' etk :

p(m+ m') = p(m) + p(m')

p(k m) = k p(m)

p(m) = 16m

On mesure mieux 1’élévation du niveau d’abstraction pour passer de ces fonctions “linéaires”
(contextualisées par le choix de leurs ensembles de départ et d’arrivée, et par le choix de la
lettre pour les désigner) a la fonction linéaire (dont les ensembles de départ et d’arrivée sont
étendus sans justification a R tout entier, et qui est désignée par une lettre n’évoquant que le
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mot “fonction”, indépendant de tout contexte): on choisit usuellement de la définir par
I’existence d’un nombre a tel que pour tout nombre X, f(X) = ax, plutdét que par ses propriétés
fonctionnelles : pour tous les nombres U, V, K :

f(u+v) = f(u) + f(v)

f(k u) =k f(u)

ce qui constitue un renversement par rapport aux pratiques contextualisées antérieures.

Faire vivre aupres des €leves les modélisations en termes de fonctions d’une grandeur
dans une autre est un moyen pour le professeur de leur montrer ce que 1’on va pouvoir
abstraire dans toute situation de proportionnalité, et les besoins nouveaux en termes de
vocabulaire que ce passage induit. L impossibilité de faire allusion a un contexte précis rend
nécessaires a la fois des notations (comme la notation f, a la place de met p) et un vocabulaire
nouveau : comment appeler f(X) sans faire référence a un contexte ? Le mot « image » fait
référence de maniere métaphorique au domaine de I’optique, la fonction étant comparée a un
faisceau lumineux qui prend des ¢léments dans ’ensemble de départ et les « projette » dans
I’ensemble d’arrivée®.

Notons cependant que la modélisation en termes de fonction d’une grandeur dans une
autre est implicitement exigé dans le registre graphique, lorsqu’on souhaite que 1’éléve
indique les unités aux extrémités des axes. En interprétant, comme on le fait dans la théorie
des grandeurs, toute grandeur comme une demi-droite vectorielle, avec des notations que le
lecteur devinera, ceci revient & utiliser la grandeur longueur R'[unité graphique] pour
représenter graphiquement chacune des deux grandeurs R'[u] et R'[v] en question. De méme,
dans le traitement d’un probléme de proportionnalit¢ a I’aide de la fonction linéaire qui la
modélise, un retour aux grandeurs en question est nécessaire apres le traitement numérique
mettant en jeu la fonction. Ainsi, si f(t) désigne la distance (mesurée en m) d’un point mobile
a I’instant t s a partir d’un point donné, il est essentiel de savoir interpréter un quotient tel que

f(t)-1(2) .
2 en revenant aux grandeurs sous-jacentes :

f(t)m— f(2)m, bgal 2 f(t)- Q) s
ts—2s t-2

L’interprétation géométrico - graphique d’un tel quotient™® lorsqu’il est positif, reposant sur
I’emploi du théoréme de Thalées, est bien connue. Mais le repere utilisé n’a aucune raison
d’étre orthonormé, les unités graphiques sur chacun des axes représentant des unités de
grandeur d’especes différentes : il s’agit d’un coefficient directeur d’une droite dans un
repére, et non pas d’une pente (au sens évoqué au 4.1). Un traitement graphique a 1’aide d’un
abaque prenant mieux en compte le lien entre la géométrie et les grandeurs est proposé€ en
annexe 5 pour une situation mettant en oeuvre deux grandeurs inversement proportionnelles,
dont la justification est accessible a des éléves de 4° — 3°.

L’intérét de ce passage a la fonction linéaire abstraite réside d’abord d’une part dans
I’allégement des calculs qu’elle permet pour traiter le probléme posé (si on les compare par
exemple a la mise en ceuvre d’un tableau de proportionnalité). Les notations relatives aux
fonctions permettent d'écrire en une seule ligne un raisonnement qui, dans les classes
précédentes, nécessitaient la production d'un tableau (numérique) tel que le suivant :

33 Source (entre autres) : Bertrand Hauchecorne, 2003, Les mots & les Maths, Ellipses.

4 . . o > :
* Ce quotient est usuellement appelé « taux de variation de f entre t et 2 » dans I’enseignement des
mathématiques. Dans d’autres disciplines, on 1’appelle « accroissement moyen de f entre t et 2 ».
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7 ‘ 12
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Une maniére de montrer 1'intérét de cette notion consiste a utiliser la notation f pour traiter des
problémes de proportionnalité. Supposons par exemple que f(7) = 5 ; on demande de

déterminer f(12) (c'est ainsi que se formule un problén(le de recherche de quatriéme
12 12

proportionnelle). On sait que 12 =7 x % Donc : f(12) = f\7 x 7) :% f(7) == x5=..
Cette technique utilise la propriété d'homogénéité d'une fonction linéaire. On notera que la
définition (f(X) = ax) d'une fonction linéaire n’est pas utilisée, alors que 1’une de ses propriétés
(homogénéité) est au coeur de la technique, ainsi que la définition d’un quotient, vue dés la
classe de 6°. D'autres techniques de résolution du probléme utilisant la fonction f sont
évidemment possibles :

f(7)=5; donc 7 f(1) = 5, donc f(1) = % Donc f(x) = % X, et en particulier f(12) = % x12=...

Remarque sur la force de la propriété d'homogénéité
Une fonction f de R dans R qui vérifie “pour tout (K, X), f(kx) = k f(X)” est linéaire.
En effet, si U et vV sont deux nombres réels :
fu+v) = fl(u+v)x1]= (u+v) f(1)=uf@)+vf (1) = fu)+ f(v)

donc f est additivee. De plus x désignant un nombre réel quelconque,
f(x)= f(xx1)=xx f(I)=xx a=ax sil'on pose a=f(1).

Cette remarque justifie sur le plan mathématique le rdle important donné a
I'homogénéité dans le traitement des situations de proportionnalité.

7.2 Calcul sur les grandeurs et fonctions

Reprenons I’exemple du quotient w
fO-f2)
t—-2

t et 2. Si le mouvement est uniforme, la distance parcourue (dont la mesure en m est
f(t) — f(2)) est proportionnelle a la durée du parcours (t — 2, mesuré en s). Et donc la vitesse
moyenne est « constante », ¢’est-a-dire indépendante de t. On peut alors en déduire que f est
affine (Cette propriété est démontrée dans le cas général en classe de 2°). La réciproque, facile
a démontrer, est évoquée dans le programme de 3°. Si pour tout t, f(t) = at+ b, alors pour
tout t, M: a.

évoqué ci-dessus. On I’appelle accroissement

moyen de f entre t et 2. m/s est la vitesse moyenne du mobile entre les instants
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Mais en général, le mouvement n’est pas uniforme. On peut encore parler de I’accroissement
fFO)-f@)
t-2

une place trés importante. Le nombre dérivé de f en 2 est la mesure en m/s de la vitesse
instantanée du mobile a I’instant 2, vitesse qui est égale a f'(2) ms™.

Ainsi, 1’¢étude des fonctions linéaires et affines inaugure celle d’un nouveau secteur
des mathématiques (les fonctions numériques), étude qui sera poursuivie au lycée, pour
modéliser numériquement des relations entres grandeurs autres que la proportionnalité (ou la
proportionnalité des accroissements).

moyen de f entre les instants t et 2. Le calcul différentiel (classe de 1°) lui donne

Quel ques remar ques typographiques :

Les symboles d’unités s’écrivent en style “normal”™, et ne prennent pas la marque du pluriel.
Pour les noms d’unités du type u/v, seul le nom de u prend le pluriel : des kilométres par
heure. Pour les unités du type uv, le pluriel porte sur les deux noms : des tonnes - kilometres.

35 . r e R e,
Cette convention a été utilisée dans ce document, méme pour des noms d’unité littéraux : u, v, ...
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Annexe 1
Lesaires avec les mesures

Le rapide exposé qui suit est tir¢ de Boltianskii [10].

On considére un carré C, le réseau plan R construit & partir de C (niveau 0), et une partie F
bornée du plan. On désigne par &) le nombre de carrés du réseau R formés entierement de
points de F, et par by le nombre de carrés du réseau R dont certains points appartiennent a F.
Puis on subdivise chaque carré de Ren 100 carrés de méme co6té : on obtient ainsi le réseau R,
(niveau 1), et on recommence indéfiniment ... On définit alors les réseaux Ry (niveau K) pour
tout entier naturel K. Au niveau K, ax désignant le nombre de carrés du réseau R¢ formés
enticrement de points de F, et bycelui de carrés du réseau R¢ dont certains points
appartiennent a F, on a alors :

aogi<i< <ak< <bk< <bz <i<b

10° 10" "t')" 10710 T 10 100
On dit que F est quarrable si lim ’1‘(;2?“ =0. On définit ainsi une application S qui associe a

chaque figure quarrable F du plan un nombre réel S(F), appelé “aire de F”, qui a les propriétés
suivantes :
(@) La fonction S est positive.
(P) sest additive : si F et F' sont deux figures quarrables n’ayant pas de points intérieurs en
commun, S(F U F') =s(F)+ s(F").
() sest invariante par translation.
(0) sest normalisée : S(Q) = 1, Q désignant un carré du réseau initial R

On peut alors démontrer que tout polygone est quarrable. On peut également établir le
résultat suivant, qui permet de définir axiomatiquement 1’aire, sans recourir aux réseaux
précédents ; on a seulement besoin d’un carré unité (qui est fixé) : il existe une fonction s et
une seule définie sur I’ensemble des polygones qui satisfait les conditions (),(5),(3) et (9).

On peut par ailleurs établir les propriétés de 1’aire dont certaines sont admises dans
I'enseignement.

() s est croissante. En remplacant (),(B),(7), () par (a"),(B),(») et (5) on obtient un
systeme d’axiomes €quivalent.

Quelles que soient les figures quarrables F et F', s(FU F')=gF)+S(F')-s(F " F').

L’aire d’un rectangle est égale a ab, produit des mesures des longueurs de ses cOtés,
I’unité de longueur étant la longueur du c6té d’un carré du réseau initial.

(Y") sest invariante par déplacement.

S ne change pas si I’on remplace le carré initial par un carré¢ isométrique (d’ou
I’invariance de S par rapport au déplacement du réseau initial).

Si F est quarrable et f est une similitude de rapport K, f(F) est quarrable et

s(f(F)) = K s(F).
L’ axiome () peut étre utilisé pour obtenir des inégalités d’aires, et par passage a la limite des
égalités d’aires. Son role est fondamental dans la méthode d’exhaustion qui repose sur les
résultats suivants :
F étant une figure quarrable, et (G) une suite de parties de F telle que 1’aire de F \ G, puisse
étre rendue aussi petite que 1’on veut a condition que N soit suffisamment grand, alors

S(F)= lim S(G,).

F étant une figure quarrable, et (Gp) une suite de parties de F, et (Hp) une suite de parties
contenant F telles que lim SH,—G,)=0, alors S(F)= lim S(G,). Ce dernier résultat est

Nn—+ o

utilisé pour le calcul de 1’aire du disque.
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Annexe 2
G-équidécomposabilité et importance des symétries centrales

Dans la définition de figures équidécomposables, on exige que pour chaque i, les triangles T;
et T'j soient “égaux” ou “congruents” , c’est-a-dire qu’il existe une isométrie fi du plan telle
que fi(Ti ) = T'i. On peut augmenter les contraintes sur les transformations fi. Il convient
cependant qu’elles appartiennent a un groupe G, afin que la nouvelle relation
d’équidécomposabilité obtenue soit encore une relation d’équivalence. On peut envisager les
cas suivants :

G = groupe des isométries planes (noté |) ; G = groupe des déplacements du plan (noté D)

G = groupe engendré par les symétries centrales (noté S) ; G = groupe des translations du
plan (noté T).

Deux figures (I-)équidécomposables sont également D-équidécomposables. En effet, un
triangle et son symétrique par rapport a une droite sont équidécomposables.

6 s

P
Ay,

Que se passe-t-il lorsque G = S? Peut-on décomposer deux figures de méme aire de fagon a
ce que les pieces correspondantes aient des cotés paralléles deux a deux ? La réponse est
affirmative. Ce résultat, démontré par les mathématiciens suisses Hadwiger et Glur en 1951,
est assez surprenant. Ainsi deux carrés de méme aire non translatés 1’un de ’autre sont
S-équidécomposables (Voir Rogalski [9], pour une solution, page 235-237). Hadwiger et Glur
ont également démontré que Sest le plus petit sous-groupe G du groupe des isométries pour
lequel il y a équivalence entre avoir méme aire (au sens de la mesure) et Etre
G-équidécomposable.

On trouvera une démonstration du théoréme de Bolyai-Gerwien (dans lequel G est égal a |)
dans [14], pages 223 a 227, démonstration que I’on peut adapter pour obtenir celle du résultat
de Hadwiger et Glur (dans lequel G = S). Une animation relative au théoréme de Bolyai-
Gerwien est présentée a 1’adresse suivante : http://www.mathkang.com/swf/PLOY GO/.
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Annexe 3
Justification® de la formule donnant le volume du céne ou de la pyramide

Ce cube est constitué de trois pyramides identiques (donc de méme volume).
Le volume V de chacune d’elles est donc le tiers de celui du cube.

Si a désigne la longueur de I’aréte du cube (ou sa mesure avec une unité fixée), V :§a3.

Or la base carrée B de chacune de ces pyramides a pour aire a’ et la hauteur h relative a cette

base carrée est égale a a. Donc V = % Bh.

On se propose de justifier que cette formule, obtenue dans un cas particulier de pyramide, est
vraie dans tous les cas, ainsi que pour les cones.

36 Adaptée a partir de celle figurant dans 1’ouvrage de S. Lang et G. Murrow, Geometry, Springer, réimpression
en 1997.
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On s’appuie pour cela sur deux “principes” dont la démonstration rigoureuse est difficile,
mais que 1’on peut rendre plausibles de la maniére suivante.

Pour le premier principe :

i _
|
I
|
A
[ 3z
z ¥ ||
| a8
)I_ [
4
/ /)—
X vd
{x, ¥) {x, v}
X
(a) (b)

On considere trois directions deux a deux perpendiculaires dans I’espace (celles des axes d’un
repere OXyz par exemple).

Si on “dilate” le solide de la figure (a) d’un facteur 3 dans la direction Oz son volume est
multiplié par 3 - Voir la figure (b).

En approximant un solide quelconque S de I’espace a 1’aide de parallélépipedes, on peut
démontrer (et nous I’admettrons ici) que si on fait subir une “dilatation” d’un facteur k dans la
direction Oz a un tel solide, le volume du solide S ainsi obtenu est également multiplié par k.

Appliquons ce principe a la premicre pyramide ci-dessus. Le volume de la pyramide obtenue

aprés “dilatation” est KV, c¢’est-a-dire :Ea3 k. Mais la base B’ de cette nouvelle pyramide est

. y . 1 " 1
toujours a’ et sa hauteur h' est ka, de sorte que I’expression de son volume est encore 3 Bh.

La formule est donc valable pour les pyramides a base carrée comme la premiére pyramide,
quelle que soit leur hauteur :
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Faisons maintenant intervenir le deuxiéme principe. Ce principe est la généralisation a
I’espace d’un résultat de géométrie plane bien connu.

/S

Le parallélogramme, dont la base a méme longueur que le rectangle et dont la hauteur est
¢gale a la largeur du rectangle a méme aire que ce rectangle.

7 4

Dans I’espace, les deux prismes situés a droite ont méme base que le parallélépipéde rectangle
a gauche : ils ont donc le méme volume que lui, en vertu de ce deuxiéme principe (que nous
admettons ici sans le démontrer rigoureusement). L’illustration ci-dessous avec le méme jeu
de cartes dans deux dispositions suggere que les prismes qu’elles concrétisent ont le méme
volume.

En appliquant le deuxiéme principe a une pyramide de base carrée envisagée a 1’étape
précédente, on en déduit que la formule donnant son volume est vraie pour toutes les
pyramides a base carrée, par exemple celle figurant a gauche ci-dessous :

Vi ’I’ f mwvl;
‘Jﬁ’”ﬂblll/m-
L /’

En approximant une base quelconque avec des carrés (figure de droite), on devine que la
formule demeure vraie dans le cas général, aussi bien pour les pyramides que pour les cones.
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Annexe 4

Emploi effectif de grandeurs dans des manuels scolaires de pays voisins
Aufgabe 1

Fur Verpackusg von Lebkochen benutn cise Firma Eartens

il giner sechieckipen (regolmabigen) Grundiliche,

nl Es soll can Papicrmuodell bergespedli werden. Fertige daro
min Melr des Prodiaes an.

¥ Berechme dei Muaterialbedar! (ohne Verschnint: saelle xu-
nAchal elne Formel auf

ol Berechme dus Volomen des Prismas.

{Amung

IDer Pappkarton hat die Foom anes Prismas.

al Dhis Mtz des Prisiass besielsi nms der Man
ielNache (6 Rochiecke min den Selienlingen
am fiem wnd b= 9em) and den besden !
wrlreckigen GrundNEchen. Jede Cirumd
Meche 15l sich im & kongrosnie gheicheciti-
ge Dheiecke mia der Seisenldnpe a = hom ;
serlegen. !

B) (1) Grife der Moarel-  [2) Gedie ey Gressfaoke (3 Grifde der Oberfiacie
e

Qu6:%)3 O=2-CG4+M
¥ AT Y i (B om)® 0= 2 -95,57 em® & 324 om®
Mo=g-fion-Fcm Qw3 O & 510,1 em?®
M = M em* 0= 9.5 em”

Ergefnie; Man henialg ungeflibr 5312 am® Pappe.

g) Pir das Volumen ¥ gili: YWeijh
Vo= 933cm” - Yem
Yoz Bl % om?

Ergetnis; Das Volumen des Eortans beieligt ungeihr 842 cm’
Calcul d’aires, de volumes avec les grandeurs

Aufgabe 1’

Ier yunibratische Turm cieed Kapelle soll <m S m holies
pyramidenddrmipes Dwch erhnlien. Dig Crandkanie des ;
Twrmes ist &m lng. ﬁ"lr{,l
Wieviel m® Kuplerblech misen bosielll wendsa™ S

i

Liirang
e Dachilichs st adee Mancedibicks der Pyramide, die Man- b
eifliche besieli ams vier kongrosmien ghichschenkingen
Dveiecken mit der Basislimpe a = & m und der FEbe by
(13 Berochmen der Baibe b, cimer Seilvafidoks
mach demn Bawr von Pyibapoes gall Oie das gnine
Drreiock X
b= hF 4 (30 = (8 mif + Aml? = 73 m
b, = |[Tim® =R 54 m
21 Berechmen deye Grdle MW e M i &
Medfra-bz=d-dofm §.5me 0240 m?
Ergebais: Ex miissen 108 m® Kuplerbloch hesizlll werden.

Calcul d’une longueur en utilisant le théoréme de Pythagore
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(d) Sinus, Kosinug wnd Tangens eines spiizen Winkels

Definition

In jedem rechowinklizen Drefeck gilt:

(1) Das Lingenverhiiltnis aus der Gegenkathele eines £
spitzen Winkels und der Hypotenuse nennt man den L
Sinus dicses Winkels: x

Gegenkathete des Winkels

Hypotenuse &

Sinus cines Winkels =
El
c ?

Beispiel: Fiir das Dreieck ABC mit y = 90° mli: A Hy potenuse B

E el .
sine=2; sinpf=-—
¢ C

Das Lingenverhilinis aus der Ankathete eines spitzen Winkels und der Hypotenuse

nennt man Kosinus dieses Winkels.

. . . Ankathere des Winkels
Kosinus eines Winkels = — AR
Hyvpotennse

Beispief: Fiir das Dreleck ABC mit v = 907 gilu:

.
1-2
—

&} i
cosE=—; cosfP==
C c

{3) Das Lingenverhilinis aus Gegenkathete und Ankathete cines spitzen Winkels

nennt man den Tangens dieses Winkels,
Tangens eines Winkels = R PR Y
Beispief: Fiir das Dreieck ABC mit v = 90° gilt:

: b
tano=>: tanp=-

b; i F

Fiir Aufgabe 1 von Seite 158 gili:
L = GE5 m e = ! o i
sin i = o & 0,4820548: cos f=

Rapports trigonométriques comme rapports de longueurs

1245 m GH5 m

= 5 = = 502
T 0.8761435;  tanp —— 05502008

(7 Beispiel fiir dic Berechimung eines Winkels piit Hilfe des Kesinussaizes (Fall 555)
In einem Dreieck ABC sind a = 5cm; b= 3,5cm; ¢ = 6.5 cm gegeben. Berechne .
Mach dem Kosinussatz gilt: ¢ =a® + b* — 2abcosy

Wir 1solieren cos 7!

cl=als+bf—=2ab cos v |+ 2ab-cosy —
¥
Zab-cosy =a® + b* —¢? | 3 {2ab)
2 h—¢?
COS 3 = —— T
2ah

(5em)® + (3,5 em)? — (6.5 em)? _

=AM 1428571
2-5cm-3.5cm ¥

Wir seleen ein:  cos ¥ =
Also: 7= 0982°

Rapport trigonométrique comme rapport d’aires
Source : Elemente der Mathematik 10. Schuljahr (Correspond a la classe de 2°) Schroedel Schulbuchverlag

EJEMPLADO

Un tren AVE sale de Cordoba hacia Madrid con una veloeidad de 220 lemdh.
5i la distancia por lerrocarril entre Cordoba v Madrid es de 400 km, jeudnto
tiempo tardard en realizar el rayecto?

Sies t el iempo, en horas, que tarda en realizar ¢l trayecto:
e 400 km
c=v, il —t==—=—1

I v 220 kmv'h

Tardara 1 h 49 min, aproximadamente, en realizar el rayecto.

=182h=1Mh4%9 min

Calcul de durée comme quotient d’une longueur par une vitesse moyenne
Source : Matematica, Eso: Curso 3 (correspond a la classe de 3°)Edelvives
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Annexe 5
Abaque pour « calculer » avec des grandeurs inversement proportionnelles

vitesse [km/h]

80/x

80

80,00 mm

durée [h]

5000 mm 0 0.5  x 1 2
Cet abaque permet par simple lecture de trouver la durée ou la vitesse moyenne pour une
longueur de parcours fixée, ici 80 km. L’aire du rectangle bleu représente géométriquement le
produit d’une durée (1 h) par une vitesse (80 km/h), c’est-a-dire une longueur (80 km).
Le choix des unités graphiques est fait pour faciliter la lecture des données et des résultats :
(1 mm pour 1 min, et 1 mm pour 1 km/h). La figure ci-dessous suggere une justification, a
’aide de la configuration des parallélogrammes d’Euclide (qui sont ici des rectangles).

80/x

801
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Les nombres au college

Introduction

L'apprentissage des mathématiques au cours de la scolarité obligatoire est largement
marqué par celui de différents types de nombres et des calculs sur ces nombres.
L'appropriation de chaque catégorie de nombres est également marquée par la
compréhension de propriétés qui permettent de les caractériser et qui peuvent étre en
continuité ou en rupture avec celles des nombres déja connus.

A chaque étape, I'enseignement des nombres doit donc prendre en compte différents
pbéles pour leur étude :

- Dans quelles situations les nombres considérés peuvent-ils étre utilisés, pour
exprimer des mesures, pour se repérer sur une droite, dans le plan ou sur une
sphére ou encore pour résoudre des problemes portant notamment sur des
grandeurs ?

- Quelles techniques doivent étre développées pour l'usage de ces nombres
(comparaison, calcul...) ?

- Quelles propriétés doivent étre mises en évidence pour pouvoir justifier ces
techniques ?

- Quels éléments langagiers (verbaux ou symboliques) doivent étre maitrisés pour
exprimer les nombres, leurs propriétés et gérer les techniques.

Les commentaires qui suivent sont organisés en fonction des types de nombres étudiés
au cours de la scolarité obligatoire qui ne correspond que partiellement avec I'ordre dans
lequel ils sont rencontrés par les éléves. lls sont a compléter en se référant, pour chaque
grande partie, au document d’accompagnement consacré au calcul.

Les nombres entiers naturels

lls sont utilisés par les enfants des leur plus jeune age, mais leur étude organisée ne
commence véritablement qu’au cycle 2 de I'’école primaire.

Leur usage essentiel réside dans le traitement de situations faisant intervenir des
quantités discrétes, puis celles qui concernent des grandeurs au fur et a mesure de leur
introduction : longueurs, masses, prix, durées, contenances et aires (se reporter aux
documents Calcul et Grandeurs et mesure). Trés tot, ils sont également utilisés pour
repérer des positions sur une ligne graduée, en particulier, au cycle 3, en lien avec la
premiéere approche de la proportionnalité.

L’étude de la numération décimale de position occupe une place importante sur
I’ensemble de I'école primaire. A I‘entrée en sixieme, si la lecture de ces nombres est une
compétence bien assurée, la compréhension en profondeur du systéeme d’écriture chiffrée
ne l'est pas toujours. Les éléves savent localiser le chiffre des dizaines ou des milliers,
mais certains maitrisent encore mal le fait que la position d’un chiffre ou d’'un groupe de
chiffres en détermine la valeur, de méme que les relations de valeur telles que 1 millier
est égal a 10 centaines ou 100 dizaines (relations qui sont elles aussi déterminées par les
rangs correspondant a chaque type d'unité). Ainsi, a I’évaluation a I'entrée en sixieme
2003, on peut noter que la question « Compléte I'égalité : 25 dizaines = ... unités » n’est
réussie que par 54,2 % des éléves et donne lieu a la réponse « 5 » pour 14,7% d’entre
eux. Ces connaissances sont pourtant fondamentales pour, ensuite, pouvoir comprendre
les écritures a virgule des nombres décimaux. Comme Yy incite le programme de sixieme,
il nest pas inutile, a I'entrée au college, d’assurer pour tous les éleves cette
compréhension du systéme d’écriture des nombres entiers, sans pour autant procéder a
des révisions systématiques.
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Les compétences relatives a I'ordre sur les nombres entiers naturels (comparaison,
encadrement, intercalation) sont généralement bien assurées a la fin de I'’école primaire.
Les exercices de placement de nombres ou de repérage de positions sur une demi-droite
graduée (de facon exacte ou approchée) doivent étre repris au college, notamment
lorsque seulement quelques nombres sont déja placés : c’est également une occasion
d’utiliser la proportionnalité et les rapports entre nombres. Exemple :

Placer 12 ; 72 ; 54... sur cette demi-droite.

| |
| |
0 36

Dans le domaine du calcul, les programmes de sixieme et de cinquieme rappellent que
les compétences des éleves doivent étre entretenues et prolongées.

La connaissance des relations arithmétiques entre les nombres entiers naturels,
amorcée au cycle 3, avec l'approche de la notion de multiple s’organise au college :
criteres de divisibilité en sixieme, méthodes plus systématiques pour reconnaitre si un
nombre est multiple ou diviseur d’'un autre en cinquiéme, diviseur commun, approche de
la notion de nombre premier. A la fin du college, les éleves ont donc acquis des
connaissances qui leur permettent d’envisager I'ensemble des nombres entiers avec
différentes caractéristiques : ces nombres forment une suite structurée du point de vue
de 'engendrement d’une succession, de I'ordre et de rapports entre certains nombres.

Des écritures fractionnaires aux nombres
rationnels

Si les écritures fractionnaires sont introduites dées le cycle 3 de I'école primaire, la notion
de nombre rationnel n’est vraiment travaillée qu’au college. Il s’agit donc du premier
nouveau type de nombres que les éléves sont amenés a rencontrer au collége. Le fait de
donner un statut de nombre a une écriture qui n’a pas la forme usuelle d’'une suite de
chiffres constitue une difficulté majeure pour beaucoup d’éleves, celle-ci ayant d'ailleurs

été rencontrée dans I'histoire des mathématiques. De plus, le fait qu’un calcul comme
2 : 3 ait pour résultat % (écriture ou figurent les nombres donnés dans le calcul)

accentue cette difficulté, beaucoup d’éléeves pensant que le « calcul reste a effectuer »,
avec l'idée qu’un calcul abouti a une forme ou ne figurent plus les nombres initiaux (2 +
3estégala b, 2x3estégalasb.).

L’usage des fractions se diversifie au college, en méme temps que le sens de I'écriture
fractionnaire s’élargit.
A I’école primaire, les fractions sont introduites en vue d’aider a la compréhension des
nombres décimaux : des fractions simples sont d’abord utilisées (dénominateur égal a 2,
3, 4..), mais ce sont les fractions décimales qui sont véritablement visées de facon a
pouvoir interpréter, par exemple, 2,405 comme 2+i+ > ou comme 2+ 405
10 1000 1000
ce but, les fractions sont définies en référence au partage de l'unité, soit dans des

situations de mesure (longueurs, aires...), soit dans des situations de repérage de points

. Dans

sur une ligne graduée régulierement. Une fraction comme Z évoque ce qui est obtenu en

partageant I'unité en 4 parts égales et en reportant 7 de ces parts, ce qui correspond

d’ailleurs a la lecture sept quarts (% c’est 7 fois le quart de l'unité).

Au collége, dés la classe de sixieme, I'écriture fractionnaire prend également une autre
signification : %, c’est le quart de 7 (donc représentée en reportant I'unité 7 fois, puis en

partageant ce qui est obtenu en 4 parts égales), c’est aussi le nombre qui multiplié par 4
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donne pour résultat 7. Si on se réfere a une ligne graduée, ces deux conceptions de la
. 7 A . . .
fraction 7 peuvent étre illustrées de la facon suivante :

0 1

0 1

N

3 4 5 6 7

B v— L

L’équivalence entre ces deux significations (% c’est 7 fois un quart et % c’est le quart de

7) ne va pas de soi et doit faire I'objet de questionnements et de tentatives de
vérification et de justification en classe de sixieme, de facon a permettre aux éléves de
bien les assimiler. La vérification peut étre faite dans le cadre des grandeurs ou dans le
cadre du repérage sur une ligne graduée. La justification nécessite une approche plus
théorique. En voici deux exemples, utilisant soit le langage ordinaire, soit le langage
symbolique :

7

- on part de ce qui est connu : 4 =7X % (7 fois un quart, défini au cycle 3) ;

- on se demande si cela est compatible avec le fait que % est le nombre qui

multiplié par 4 donne comme résultat 7 (c’est-a-dire aussi le quart de 7) :
0 en langage ordinaire, le raisonnement suivant peut étre exprimé : « 4 fois
7 quarts, c’'est 28 quarts, c’est 7 fois quatre quarts, donc 7 fois 1, donc 7 »

o0 le méme raisonnement peut étre exprimé a I'aide du langage symbolique :

4x1:4x[7xlj:28xl=§. Or §=7><(4><1J:7><i:7><1=7.
4 4 4 4 4 4 4

7 . . .
Donc Z est le nombre qui multiplié par 4 donne 7 : c’est donc le quotient

de 7 par 4.

A partir de 1a, I'usage des fractions peut se diversifier notamment pour généraliser les
procédures utilisant I'aspect multiplicatif de la linéarité ou le recours au coefficient de
proportionnalité dans le traitement des probléemes de proportionnalité : des
raisonnements fondés sur le fait que « 12, c'est 3 fois 4 » peuvent étre étendus pour

exprimer que « 7 c'est % fois 4 », puis en classe de troisieme que f(7)= f(%x4)=%f(4).

C’est a partir de la que, progressivement, les fractions peuvent étre concues comme des
nombres qu’on pourra comparer et sur lesquels on pourra calculer.

Du point de vue des désignations, les nombres rationnels aménent les éleves a
envisager, davantage que les types de nombres étudiés auparavant, qu’'un nombre peut
étre représenté de diverses maniéres. La aussi, un travail approfondi doit étre réalisé au
college (notamment en sixieme et en cinquiéme) pour assurer le fait qu’'un méme
nombre peut étre évoqué sous diverses formes parmi lesquelles I'une ou lI'autre peut étre
privilégiée selon l'usage qu’on veut en faire, les propriétés qu'on veut mettre en
évidence... ou les outils de traitement qu’on utilise.

Par exemple, pour exprimer que % est un nombre décimal, les écritures % ou 1,75

sont plus efficaces que d’autres ; pour exprimer une durée, I’écriture 1 + 2 est plus

« parlante »...
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Ajoutons que la capacité a reconnaitre des demis, des quarts ou des « trois quarts » dans
des écritures comme 3,5 ; 3,25 ou 3,75 est essentielle.

Dés le début du college (classe de sixieme et cinquiéme), il est possible de faire travailler
les éléves sur le fait qu’'un nombre décimal peut étre exprimé sous forme d’écriture a

virgule ou sous diverses formes fractionnaires : 2,4 peut aussi étre écrit 2+ % ou % ou
12
=

Le travail sur les diverses facons d’exprimer un nombre rationnel est de plus longue
haleine, lorsque le nombre rationnel n’est pas un nombre décimal. Les diverses

. . . 174 87 29 A .
expressions fractionnaires de 36 (par exemple 18 ou F) peuvent étre abordées assez

tét (sixieme et cinquieme), mais les outils permettant d'assurer que la fraction
irréductible a été trouvée ne sont véritablement mis en place qu’en classe de troisieme.
La simplification des fractions ou la recherche de différentes expressions fractionnaires
d’'un nombre sont donc a travailler tout au long du college. L'utilisation des écritures
décimales est encore plus délicate. Il s’agit de faire comprendre que certains nombres ne
peuvent pas étre exprimés de facon exacte sous forme d’écriture décimale limitée, mais
peuvent étre approchés d’aussi prés qu’on veut par de telles écritures. Cette réalité est
abordée dés la classe de sixieme. Elle doit étre reprise ensuite. Méme si I'étude du
caractére périodique, a partir d’'un certain rang, de I'écriture décimale d’'un nombre
rationnel n’est pas explicitement au programme, elle peut étre abordée a plusieurs
reprises au colléege, notamment en relation avec le travail sur la division décimale.

Les principaux apprentissages relatifs a I’ordre sur les nombres rationnels, exprimés
sous forme fractionnaire, relévent du colléege. Cette question n’a été abordée a I'école
primaire que dans des cas simples et sans mise au point de techniques spécifiques.

Le premier objectif dans ce domaine est de rendre les éleves capables de situer les
fractions par rapport aux nombres entiers, ce qui s’accompagne de la capacité a
décomposer une fraction sous forme de somme d’un entier et d’'une fraction inférieure a
1. Cette derniére compétence peut étre I'occasion, en sixieme notamment, de travailler

NP e . . . -, 17
sur les deux significations de I'écriture fractionnaire. Trouver la décomposition de 3

peut étre réalisé a partir de deux raisonnements :
- En partant du fait que % Cc’est 17 tiers, que pour avoir 1, il faut 3 tiers, ce qu’on

peut faire 5 fois (en prenant 15 tiers dans 17 tiers) et il reste 2 tiers, d'ou :

17— 5+ % Ce raisonnement formulé en langage ordinaire (ce qui est important

3

pour beaucoup d’éléves) peut évidemment étre codé en utilisant le langage
symbolique :

17 1 1 1 1

— =17x==(A5+2)x = =(15x =)+ (2x =).

; S =5+2)x - =(15x 3) +(2x 3)

Ori5x X =5x3x L =5x1=5et2x == 2. Dol I'égalité.
3 3 3 3

- En partant du fait que 17 = (6 x 3) + 2. Or % Cc’est le quotient de 17 par 3,

17 5x3 2 2
donc : — = +—=—=5+—.

3 3 3 3
Ce positionnement des fractions par rapport aux nombres entiers gagne beaucoup a étre
éclairé par le placement exact ou approché de fractions sur une demi-droite graduée en
nombres entiers.
Le travail sur I'ordre sur les nombres écrits sous forme fractionnaire vise principalement

trois objectifs :
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- développer la capacité a comparer des nombres sans recourir a une technique chaque
fois qu’'une comparaison raisonnée peut étre réalisée : situation des fractions par rapport
a des entiers, ordre de grandeur, simplification des fractions pour les rendre facilement
comparables... (tout au long du college)

- mise en place d'une technique de comparaison : réduction au méme dénominateur
(cinquieme et quatrieme)

- prise de conscience du fait qu’il est possible d’intercaler une infinité de rationnels entre
deux rationnels donnés (deés la cinquieme).

La question du calcul sur des nombres exprimés sous forme fractionnaire est
traitée dans le document « Calcul ». Insistons simplement ici sur le fait que cette
question ne peut pas étre traitée uniquement sur le plan de la mise en place de
techniques de calcul, mais que celles-ci doivent étre justifiées en appui sur les
significations données aux écritures fractionnaires et mises en ceuvre pour résoudre des
problémes.

Les nombres décimaux positifs

Bien que les écritures fractionnaires de nombres rationnels soient introduites dés le cycle
3 de I'école primaire (voir paragraphe précédent), les nombres décimaux constituent,
aprés les entiers naturels, le deuxiéeme type de nombres dont I'étude commence
réellement a I'’école primaire ou ils sont généralement travaillés sur deux années, au CM1
et au CM2. La difficulté de leur apprentissage tient notamment au fait que celui-ci
nécessite la compréhension de propriétés ou de techniques dont les unes sont en
continuité et les autres en rupture avec celles des entiers naturels.

Leur usage et leur intérét résident d’une part dans la possibilité nouvelle qu’ils offrent
pour exprimer la mesure des grandeurs, d’autre part de repérer davantage de points de
la demi-droite graduée. Le mathématicien sait que seuls les nombres réels permettent de
résoudre complétement ces problémes. Mais cela nécessite une théorisation poussée que
beaucoup d’éléves ont du mal a envisager. Il est cependant possible et nécessaire de
faire prendre conscience aux éléves que les nombres décimaux ne permettent souvent
que d’apporter une réponse approchée aux problemes posés.

La compréhension des différentes désignations des nombres décimaux doit étre une
préoccupation importante au début du college. A I'issue de I'’école primaire, les éléves
associent la nature d’'un nombre a son écriture, avec lI'idée qu’'un nombre s’exprime
toujours par une suite de chiffres et que les nombres décimaux se différencient des
nombres entiers par la présence de la virgule. Pour la majorité d’entre eux, un nombre
entier n’est donc pas un nombre décimal.

Un premier objectif du college est donc d’aider les éléves a différencier la nature d'un
nombre de son écriture, notamment en mettant en relation différentes désignations d’un
méme nombre :

- le nombre dix-sept peut s’écrire 17 ou 32—40u 17,00 (écriture souvent utilisée pour

les prix), etc. Dans tous les cas, c’est un nombre entier (et aussi un nombre
décimal..)) ;
- le nombre deux et cing dixiemes peut s’écrire 2,5 ou 2,50 (cas des prix, toujours)

5 , .
ou > etc. Dans tous les cas, c’est un nombre décimal.

Un deuxiéme objectif du college est de consolider, pour les nombres décimaux, la
compréhension de leur écriture décimale. Lors de I'évaluation a I’entrée en sixieme 2003,
on peut noter que la question « Compléte I'égalité : 7 unités 4 dixiemes = ... dixiemes »
n’est réussie que par 43 % des éléves et donne lieu a la réponse « 4 » pour 13,3 %
d’entre eux. Comme pour les entiers naturels, les termes « dizaine », « dixieme »... sont
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davantage liés a des positions qu’a des valeurs. Deux catégories de connaissances
essentielles doivent étre assurées :

- les rapports de valeur par rapport a I'unité pour des chiffres occupant des rangs
donnés : dans 24,104, le chiffre 4 le plus & droite « vaut 1 000 fois moins » que
celui qui occupe le rang des unités ;

- les rapports de valeur entre des chiffres occupant des rangs différents : dans 123,
245, le dernier chiffre 2 « vaut 100 fois moins » que celui qui est le plus a gauche.

Ces connaissances sont indispensables pour pouvoir justifier la plupart des techniques
mises en place sur les nombres décimaux. Deux exemples permettent de l'illustrer :

- 24,5 est plus grand que 24,47 parce que le premier comporte 5 dixiéemes alors
que le second n’en comporte que 4 et que 7 centiemes « valent moins que » 1
dixieme (car il faut 10 centiémes pour « faire » 1 dixieme) ;

- 12,53 x 10 = 125,3 car multiplier 12,53 par 10 revient a « donner a chacun de
ses chiffres une valeur 10 fois plus grande » ; contrairement a une réegle souvent
énoncée, ce n'est pas la virgule gu’il faut « déplacer vers la droite » mais plutot
chaque chiffre qu’il faut « déplacer vers la gauche » pour lui donner une valeur 10
fois supérieure !

Les grandeurs travaillées au collége permettent d’approfondir la compréhension des
écritures des nombres décimaux. Considérons deux exemples, celui des aires et celui des
durées et la question d’exprimer une méme grandeur avec une seule unité ou avec deux
unités.

Deux expressions comme 2,4 dm2 et 2,04 dm?2 sont intéressantes a analyser (par
exemple, en demandant aux éléves de construire deux surfaces d’aires correspondantes).
L’expression 2,4 dm2 peut étre interprétée comme 2 dm=2 et 4 dixiemes de dm=2: la
surface peut étre construite en juxtaposant une surface de 2 dm=2 et une autre obtenue
en partageant un dm2 en 10 et en prenant 4 parts. La forme 2,4 dm2 ne peut pas étre
traduite directement a l'aide de deux unités légales (2 dm2 40 cm?2) car pour arriver a
cette forme il faut d’abord utiliser le fait que 4 dixiéemes c’est aussi 40 centiémes.
L'expression 2,04 dm=2 peut étre interprétée comme 2 dm2 et 4 centiemes de dm=2 (qui
correspondent a 4 cm2) et donc étre écrite directement sous la forme 2 dm2 4 cm2. Dans
les deux cas, sont en jeu des connaissances sur les relations entre unités d’aire et sur
I'interprétation de I'écriture décimale.

Le cas des durées est également trés intéressant. Comment écrire avec deux unités une
expression comme 3,2 h ? Les éléves répondent fréquemment 3h 2 min ou 3h 20 min, ce
qui traduit un mauvais décryptage de I'écriture décimale. Pour répondre correctement, il
faut interpréter 2 comme 2 dixiemes d’heure ou comme 2 dixiemes de 60 min, donc
comme 12 min, ce qui donne la réponse 2h 12 min. De telles questions posées aux
éleves (passage de l'expression avec une seule unité a I'expression dite « complexe »
avec plusieurs unités ou inversement) sont de nature a provoquer une réflexion sur la
signification de I'écriture décimale.

C’est aussi, a partir de 14, comme on I'a vu, que les éléves peuvent comprendre que des
procédures, comme celles qui permettent de comparer deux nombres ou de multiplier ou
diviser un nombre par 10, 100..., valides pour les nombres entiers (prise en compte de la
longueur de I'écriture, « ajout » de O a droite de I'écriture) ne le sont plus pour les
nombres décimaux.

La compréhension des nombres décimaux se trouve également enrichie par la nouvelle
signification donnée aux écritures fractionnaires au début du college. Depuis I'école

primaire 2,75 est égal a % (275 centiémes); il peut maintenant étre considéré comme

le nombre qui multiplié par 100 donne 275 (il devient donc aussi le centieme de 275).
Cela permet, dés la classe de sixieme, une justification du calcul du produit de deux
nombres décimaux, par exemple pour 5,7 x 2,75 :

5,7 x10 =57 et 2,75 x 100 = 275

entraine 57 x 275 = (5,7 x 10) x (2,75 x 100) = 5,7 x 2,75 x 1 000
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5,7 x 2,75 est donc le nombre qui multiplié par 1 000 donne 57 x 275,
57 x275

donc 5,7 x 2,75 =
1000

A partir de la classe de quatrieme, l'intérét d'utiliser des notations scientifiques est

justifié par la facilité apportée pour exprimer des ordres de grandeur et pour la

comparaison de trés grands ou de trés petits nombres.

A I'entrée en sixieme, les compétences relatives a I’ordre sur les nombres décimaux
restent a consolider, voire a établir, pour un assez grand nombre d'éléves qui ont
tendance a prolonger aux nombres décimaux les techniques efficaces avec les nombres
entiers. De la méme maniéere, I'idée gqu’'un nombre décimal posséde un successeur ou
qu’il n'est pas possible d’intercaler un nombre décimal entre 14,25 et 14,26 demeure
souvent ancrée. Ces compétences doivent donc étre & nouveau travaillées, notamment
en classe de sixieme, avec la préoccupation, comme il a été indiqué plus haut, de justifier
les connaissances mises en place. Dans cette perspective, le recours a des
représentations des nombres décimaux par des longueurs ou par des aires reste
nécessaire et I'appui sur le repérage de points sur la demi-droite graduée est essentiel,
en variant le choix du pas de graduation (10 ou 1 ou 0,1 ou 0,01 ou encore 0,5 ou
0,05...) et en utilisant des portions de demi-droites ou O ne figure pas nécessairement. En
particulier, I'idée qu’il est possible d’intercaler « a I'infini » peut étre approchée avec les
éléeves de sixieme. Ces activités sont également a relier avec la recherche
d’encadrements ou de valeurs approchées d’'un nombre décimal, avec une précision
définie a I'avance ou, plus fréquemment, déterminée par I'ordre de grandeur souhaitée
pour le résultat d’un calcul.

Dans le domaine du calcul, les éléves ont appris, a I’école primaire a utiliser I'addition
et la soustraction de deux nombres décimaux, ainsi que la multiplication d’un décimal par
un nombre entier, calculs qui peuvent étre réalisés et compris dans le prolongement de
ce qui a été mis en place pour les nombres entiers. Au college, la mise en place de la
multiplication ou de la division dans le contexte des nombres décimaux suppose des
remises en cause plus importantes (voir le document « Calcul »).

Dans le cadre du présent document, on peut souligner que des questions relatives a la
division peuvent offrir une maniére originale de reprendre I'étude des nombres décimaux
en sixieme, par exemple avec la question de savoir (sans utiliser de calculatrice) quelle
somme rec¢oit chaque personne si on répartit équitablement 84 flopecks entre 32
personnes (le recours a une unité imaginaire, le flopeck, permet de mieux évoquer les
dixiemes, les centiémes et les milliemes de cette unité que cela ne serait possible avec
une unité connue comme I'euro ou seuls les centiemes sont couramment utilisés ).

Il faut ajouter que, comme pour le travail sur I'ordre, la mise en place des techniques de
calcul constitue un excellent moyen d’approfondir la maitrise des écritures a virgule de
nombres décimaux, a condition qu’une attention suffisante soit portée a la justification de
ces techniques.

La division posée de 84 par 32 permet de trouver 2 comme quotient entier et 20 comme
reste. Le partage des 20 flopecks restants pose probléme. Les sous-unités de cette
monnaie n’étant pas connues, les éléves peuvent proposés de transformer ces flopecks
en dixiemes de flopecks (200 dixiemes), ce qui permet de poursuivre le partage : 6
dixiemes de flopecks a chacun et 8 dixiemes restants (’il est possible de transformer en
80 centiemes de flopecks, etc. Le résultat 2 flopecks, 6 dixiemes de flopecks, 2
centiemes de flopecks et 5 milliéemes de flopecks permet de faire le lien avec I'écriture
2,625 flopecks. D’autres méthodes auraient pu étre utilisées, comme transformer les 20
flopecks restants a la premiére étape en 2 000 centiémes de flopecks.

Les nombres relatifs : des nombres « au-dela de
la mesure »
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Les nombres négatifs (entiers, décimaux ou fractionnaires) sont désormais abordés a
partir de la classe de cinquieme. lls posent des difficultés spécifiques aux éléves. D’'une
part, pour la premiere fois, ils sont confrontés a des nombres qui n’expriment pas des
quantités ou des grandeurs (en dehors des dettes et des créances), ce qui constitue une
rupture importante avec les nombres manipulés jusque la. D’autre part, la notation
habituelle de ces nombres utilise le signe — qui est, pour les éleves, lié a une opération,
la soustraction, ce qui contribue a accroitre les difficultés liées au calcul sur les nombres
relatifs.

Quels problémes peuvent justifier pour les éléves l'introduction des nombres négatifs ?
On sait qu’il a fallu du temps pour que les nombres négatifs s’imposent véritablement
comme des nombres. Utilisés depuis longtemps pour des besoins comptables (gains,
dettes), ils ont ensuite constitué des outils de calcul (voire des intermédiaires de calcul)
utilisé dans la résolution d’équations. L’approche « historique » est sans doute difficile a
reproduire au début du college, notamment parce que les éléves ont déja été confrontés
a des nombres négatifs « au-dessous de 0 », dans divers usages sociaux : températures,
niveaux dans un ascenseur.. On peut étre tenté d’introduire les nombres relatifs (en
particulier les négatifs) a partir de problémes portant sur des gains, des dettes ou des
températures. L’'inconvénient est que, dans un tel cadre, il est trés difficile d’'interpréter
les opérations sur ces nombres, notamment la multiplication et la division. Il parait plus
fécond d’envisager une approche plus théorique de ces nouveaux nombres, par exemple,
comme le suggére le commentaire du programme de cinquieme en cherchant des
nombres qui rendent la soustraction toujours possible et dont le maniement est ensuite
compatible avec les propriétés des opérations mises en évidence sur les nombres positifs
(notamment la distributivité de la multiplication sur par rapport a l'addition). Il est
raisonnable de penser que l'appui sur plusieurs significations des nombres relatifs peut
étre utile a différents moments de leur apprentissage :

- nombres qui rendent la soustraction toujours possible (notion d’opposé) ;

- nombres qui permettent d’envisager de graduer la droite toute entiére

(renforcement de la notion d’opposé) ;
- nombres qui ont un usage « pratique » : températures, gains, pertes...

A titre d’exemple, on peut suggérer de s’appuyer sur le fait que en ajoutant ou
retranchant un méme nombre a chaque terme d’une différence, on obtient une différence
égale. Ainsi, si on s’intéresse a 3,7 — 10,8, on peut écrire : 3,7 — 10,8 =0 - 7,1 (on a
soustrait 3,7 a chaque terme). Dans cette approche, —7,1 est introduit comme notation
de 0 — 7,1 et comme égal a 3,7 — 10,8, et donc comme égal a bien d’autres différences,
par exemple : 1 —8,1; 13,7 — 20,8...

Dans cet exemple, le travail d’'introduction des nombres négatifs est problématisé pour
les éléves, mais le traitement est largement pris charge par le professeur. D’autres
approches sont possibles.

Le lien peut ensuite étre fait avec le repérage des points d'une droite graduée. En
s’appuyant sur l'interprétation de la soustraction comme déplacement dans le sens
décroissant des nombres, -7,1 repére le nombre situé a 7,1 de I'origine, point symétrique
par rapport a l'origine du point repéré par 7,1.

—7,1 +7,1

<
<«

[ [ [ [
7.1 0 1 7,1

Les nombres —7,1 et 7,1 sont alors définis comme étant opposés, en insistant sur le fait
que —7,1 est I'opposé de 7,1 et que 7,1 est 'opposé de —7,1. Par construction —7,1 est la
différence entre O et 7,1 Par définition de la différence, —7,1 ajouté a 7,1 donne 0. Donc :
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7,1+ (-7,1) =-7,1 +7,1 = 0. Cet exemple ayant valeur générique, la somme de deux
nombres opposés est nulle.

La question de la désignation des nombres négatifs et des opposés est délicate.
On peut choisir, au début, de noter opp(a) I'opposé du nombre a. Cette notation sera, un
peu plus tard, remplacée par la notation —a, en ne négligeant pas d’aborder avec les
éléves les différentes significations que prend alors le signe — :

e marqueur d’'un nombre négatif dans -7,1 ;

e signe de soustraction dans O — 7,1 comme dans 20 — 27,1 :

e marqueur de l'opposé, par exemple pour écrire que —(—7,1) est I'opposé de —7,1

et donc que —(-7,1) = 7,1.

La difficulté apparait notamment pour les éléves lorsque la premiére et la troisieme
signification interferent, avec la notation —a (opposé de a) qui peut aussi bien
représenter un nombre négatif qu’'un nombre positif.

En classe de quatrieme, des rationnels relatifs en écriture fractionnaire sont utilisés. Il est
; . L a -a a . .

alors nécessaire de justifier I'égalité entre 5 b et 5’ a et b étant des entiers. La

maitrise de la régle des signes (qui vaut aussi dans le calcul littéral) sur le produit de

deux entiers et celle de la signification de I’écriture fractionnaire sont en effet suffisantes

pour comprendre la justification suivante.

-a
Posons q=—.
q b

o

On en tire —a = gb, donc a = - (gb) = q(- b), d'ou : q=

etq=-2.

De a = - (gb), on peut aussi déduire a = (-q)b, d'ou —g= 5

olo O

L’ordre sur les nombres relatifs ne présente pas de difficulté particuliére, dés l'instant
ou ils sont exprimés sous forme chiffrée : la référence a leur placement sur la droite
graduée fournit alors un bon point d’appui, d’'ou l'importance du travail sur cette
compétence. La difficulté apparait souvent lorsque les nombres sont désignés sous forme
littérale : elle est liée a I'obstacle constitué par le fait que a ou —a peuvent I'un et I'autre
désigner des nombres positifs ou négatifs.

L’apprentissage des regles de calcul sur les nombres relatifs est en relation tres
forte avec les significations qui leur sont accordées, dés lors qu’'on souhaite ne pas se
limiter a I'enseignement de régles formelles, mais qu’on souhaite expliquer et justifier ces
regles. Le calcul de sommes ou de différences peut étre, entre autres, mis en relation
avec des situations faisant intervenir des gains et des pertes ou encore des déplacements
sur la droite graduée. Le calcul de produits nécessite, par contre, de se référer aux
propriétés des opérations que I'on souhaite voir prolonger a ce type de nombres. Congu
ainsi, I'apprentissage du calcul est de nature a renforcer la compréhension des nombres
relatifs et de leur écriture.

Une premiere approche des nombres réels

Le premier nombre irrationnel est rencontré en classe de sixieme. Il s’agit du nombre T,
dont lirrationalité ne peut d’ailleurs pas alors étre établie. Il faut ensuite attendre la
classe de quatrieme pour que le théoreme de Pythagore donne I'occasion d’envisager la
question de l'existence de nombres dont le carré est égal a un nombre donné. Mais ce
n’est qu’en classe de troisieme que, comme le dit le commentaire du programme, « le
fait que tous les nombres ne sont pas rationnels est mis en évidence », ce qui donne
I’occasion d’'une premiere synthése sur les différents types de nombres que les éléves ont
rencontrés depuis I'école primaire. Un éclairage historique sur les moments et les
conditions d’apparition de ces nombres est important pour la culture des éléves et peut
constituer un théme d’étude pluridisciplinaire.
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Les probléemes qui permettent d’introduire des nombres irrationnels sont classiques :
rapport entre périmetre et rayon du cercle, utilisation du théoreme de Pythagore :
diagonale du carré de coété 1, hauteur du triangle équilatéral de co6té 1, coté d'un carré
d’aire 2 dm? construit & partir d’un carré d’aire 1 dm?, suite de triangles rectangles

permettant d’engendrer la suite v2, V3 ...

1 dm 1

1

Il est plus difficile au college de montrer que la résolution générale de ces problémes
nécessite des nombres qui ne s’expriment pas tous sous forme fractionnaire ou sous
forme décimale limitée ou sous forme illimitée mais avec une partie décimale périodique
a partir d’un certain rang. Cela peut cependant étre réalisé pour 2 dans certaines
classes. Il est cependant assez facile de démontrer, dans toutes les classes, qu’il ne peut
pas étre décimal : s’il I'était sa derniére décimale non nulle serait parmi les chiffres 1, 2,
3, 4,5, 6, 7, 8 9. Et donc son carré aurait pour derniere décimale [I'un des chiffres
suivants : 1, 4, 9, 6, 5, ce qui lui interdit d’étre égal a 2. Dans tous les cas, il est utile de
signaler I'existence de cette nouvelle catégorie de nombres, ainsi que le fait qu’ils
permettent de repérer tout point de la droite graduée.

La question de la désignation des nombres irrationnels est également délicate pour
certains éléves tentés d’exprimer tout nombre sous forme décimale et, a la rigueur, sous

forme fractionnaire. Le fait que T, V2, V3. ne puissent pas étre exprimés sous cette

forme doit étre soulignée, en méme temps que doit étre travaillé le fait qu’ils peuvent
étre approchés, aussi précisément qu’on le souhaite, par des nombres décimaux.

En particulier, alors qu’en classe de quatrieme, la notation \/_évoque souvent un calcul a

réaliser, notamment a travers I'emploi de la touche \/_ de la calculatrice qui fournit le

plus souvent des valeurs approchées a 10™" prés (par exemple pour la racine carrée de 2)
en troisieme le méme symbole est surtout utilisé pour désigner le nombre positif dont le
carré est 2 (et donc pour exprimer la valeur exacte de ce nombre). Le professeur doit
donc justifier ce deuxiéme usage du symbole \/_ différent du premier, par le fait qu’il

n’existe pas de nombre déja connu (en I'occurrence rationnel) dont la carré soit 2, d'ou la
nécessité d’'un nouveau type d’écriture ni décimale (en ligne) ni fractionnaire®.

' La démonstration classique, par I’absurde, peut étre éventuellement faite par le professeur. Elle nécessite
I’emploi de 1’énoncé « Si n? est pair, alors n est pair » équivalent a « Si n est impair, alors n? est impair », énoncé
qu’il est possible de démontrer antérieurement.

Voici une autre démonstration proposée par Michel Mendes France dans le n® 435 du bulletin de ' APMEP :

On sait que 1 < w/z < 2. Supposons que '\/E soit rationnel. Soit g le plus petit entier naturel
(> 1) tel que q\/§ appartienne a N. Considérons alors le nombre entier ¢’ égal a ¢ 2 - q.

On va montrer que 0 < ¢g'<g et que q"\/z est aussi un nombre entier naturel, ce qui contredit la définition de g.
*Del< '\/E <2, il résulte que g < q'\/i <2q(1),puis 0 <g'<gq.

* D'autre part g’ 2= 2q — q'\/i , ce qui prouve que q’w/z est un entier relatif. De (1), on déduit que q"\/z >0,
et donc q"\/i est un entier naturel.
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La question de la comparaison de ces nombres peut étre abordée, mais la maitrise de
techniques spécifiques ne constitue pas un objectif du collége.

La nécessité d’'une nouvelle notation (\/_) pour exprimer de nouveaux nombres engendre

des questions sur les calculs qui font intervenir des radicaux, sur leur somme, leur
différence, leur produit, leur quotient, motivant I'’établissement de régles de calcul. Dans
le méme temps, cette possibilité de calculer sur de telles expressions permet de

renforcer le statut de nombre accordé a ces écritures, notamment par la possibilité
offerte d’'exprimer un méme nombre sous des formes diverses, par exemple

1 2
V72 -2/18 =3y8-6+2 ou ﬁ:7.
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ORGANISATION ET TRAITEMENT DESDONNEES

1- OBJECTIFS GENERAUX

La partie relative a I'organisation et la gestion de données a pour objectif principal de permettre aux
¢leves de construire et travailler des compétences nécessaires pour recevoir ou produire de
l'information chiffrée. Il s'agit d'une part de continuer' a initier les éléves de collége a la lecture, a
I’utilisation et a la production de tableaux, de représentations graphiques”, d'autre part de mettre en
place les premiers outils de la statistique descriptive, en particulier la notion de résumé statistique a
partir de 1'étude de quelques caractéristiques de position et de dispersion. Il s'agit aussi, a travers ces
premiers contacts, d’aider les éléves a percevoir que la mise en forme de l'information proposée
résulte de choix qui en accentuent ou en atténuent certains aspects et donc de contribuer ainsi au
développement de l'esprit critique indispensable dans la vie de tout citoyen.

L'exemple ci-dessous permet de mettre en évidence le caractére subjectif de toute représentation
graphique (souvent liée a la plage des données représentée sur les axes) et des interprétations qui
pourraient en étre tirées.

Un vendredi noir ala Bourse! L'indicedesvaleursestenrepli de2 %...
3860 - 3900 ¢ - - - — - e
00
3830 | 3800 - W‘\,\
3820 - 3750 + - e e T
3810 3700 |
3800 + 3650 |
3790 -

3780 | 3600 +
3770 | 3550 -
3760 3500

De méme, tout citoyen devrait pouvoir décoder les slogans publicitaires comme par exemple celui,
récent, d'un jeu de hasard : "Cent pour cent des gagnants ont tenté leur chance". Il est évident que
dire "tous les gagnants ont joué" n'a pas le vernis "scientifique" qui est sensé lui donner de la
crédibilité¢ ! Dans un autre registre, celui des sondages d'opinion, il est indispensable de comprendre
que 60 % d'avis favorables parmi 75 % de personnes ayant donné une réponse ne constituent pas
une majorité absolue de la population tout entiere.

Pour donner du sens aux notions étudiées et susciter l'intérét, les travaux sont conduits a partir
d’exemples et en liaison, chaque fois qu’il est possible, avec 1’enseignement des autres disciplines.
De fait, il est souvent plus pertinent de s'appuyer sur des situations réelles, par exemple sur des
activités de relevés (enquétes, mesurages...) réalisées par les ¢€léves, en particulier dans leur
environnement proche. Il est possible aussi d'utiliser des données réelles directement fournies. Les
sources de données exploitables sont multiples. Il est ainsi trés simple d'accéder a de nombreux
aspects des résultats du recensement de 1999, sur le site Internet de 'INSEE, ou a des données
chiffrées concernant 1'élevage ou la péche sur le site du ministére de 'Agriculture’.

" En effet, a I’école primaire, les éléves ont déja été mis en situation de prendre de I’information a partir de tableaux, de
diagrammes ou de graphiques.
? Le tableur grapheur fait I'objet d'une initiation dés la classe de cinquiéme et doit étre largement utilisé.

3 http://www.agreste.agriculture.gouv.fr/
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2- LA GESTION DES DONNEES : LES REPRESENTATIONS GRAPHIQUES

De nombreuses formes de représentations graphiques de données peuvent étre rencontrées. Les
¢leves doivent étre habitués a exploiter la plupart de ces formes. Les programmes font explicitement
référence aux diagrammes en tuyaux d'orgue, en bandes, a secteurs pour les données relatives a un
caractére qualitatif, aux diagrammes en batons pour les données relatives a un caractére quantitatif
discret, aux histogrammes pour les données relatives a un caractére quantitatif continu.

Voici, par exemple, un tableau récapitulant 1'évolution des tonnages et des chiffres d'affaire de la

péche dans le département des Cotes d'Armor de 1991 a 1998.

1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998

Poissons (tonnes) 2823 2833 2938 3565 3903 4683 5323 6097
(milliers d'euros) 9385 8905 8318 9449 9188 10651 12580 14625

Araignées (tonnes) 1588 1724 1510 1332 898 770 831 867
(milliers d'euros) 3801 4296 3232 3659 2120 1761 2144 2482

Autres crustacés (tonnes) 307 338 339 429 344 411 435 489
(milliers d'euros) 1591 1914 2013 2328 1759 2003 1817 2123

Coquilles St-Jacques (tonnes) 3886 4764 5479 4501 4330 4011 3180
(milliers d'euros) 4844 6644 7593 9071 8225 8146 7300 6536

Autres coquillages (tonnes) 2321 1824 1607 1212 866 1701 2278 5935
(milliers d'euros) 2358 1824 1514 1176 1110 1700 2006 3628

Céphalopodes (tonnes) 978 717 1317 1188 1514 1477 1799 1687
(milliers d'euros) 1368 1624 2432 2506 2923 2884 5485 4005

Total (tonnes) 10024 11322 12475 13205 12027 13372 14677 18257
(milliers d'euros) 23347 25207 25102 28189 25325 27145 31332 33399

Pour I'étude des tonnages par catégorie pour des années données (1992 et 1998), I'utilisation d'un
diagramme en tuyaux d'orgue est déja exploitable.

3886 6097 5935

2833

3180

1724 1824

Année 1992 Année 1998

Des réponses simples aux questions suivantes, nécessitant des lectures directes, peuvent étre
sollicitées des la sixieme :

- Quel est le tonnage de poissons péchés en 1998 ?

- Quelle est 1a catégorie la plus péchée en 1992, en 1998 ?

- Quelles sont les différences les plus significatives entre les deux années ?

Il est a noter que ces réponses peuvent étre données aussi a partir du tableau mais 1'utilisation du
graphique facilite le travail a condition que 1’éléve soit en mesure d’estimer visuellement certains
rapports entre les hauteurs des « tuyaux ».
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En outre, les questions posées, lors d'une étude de population, peuvent induire le type de graphique
retenu. Ainsi, pour la troisiéme des questions ci-dessus, la représentation des deux années « sur le
méme graphique » facilite les comparaisons.

7000 -
6000 -
5000 -
4000 -
3000

6097

3886

3180

5935

182

1992
1998

2000 -
1000 -

Pour réaliser des études relatives, par exemple la place d'une catégorie parmi un tout, le recours aux
diagrammes en bandes ou a secteurs est plus adapté. Ils sont souvent associés aux fréquences des
différentes catégories. Ainsi la péche, par catégorie, en 1992, peut se résumer par le diagramme
circulaire suivant :

Céphalopodes
6%

Poissons
25%

Autres
coquillages
16%

Araignées
15%
Coquilles

Jacques

35% Autres

crustacés

3%

La représentation par un diagramme en bandes obéit a la méme démarche. Il s'agit de découper la
surface d'un rectangle en sous-surfaces dont les aires sont proportionnelles aux effectifs de chaque
catégorie (c'est-a-dire dont les longueurs sont proportionnelles aux effectifs ou aux fréquences de
chaque catégorie).
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La prise d'information a partir de ces représentations s'appuie essentiellement sur la capacité a
estimer visuellement les rapports partie/tout ou partic a/partie b et inversement, de telles
constructions contribuent a développer cette capacité chez les éléves.

L'évolution du tonnage de la péche a l'araignée au cours de la période 1991-1998 est une donnée a
caractere quantitatif discret, comme la plupart des séries chronologiques. L'utilisation d'un
diagramme en batons” est ici appropriée.

Evolution du tonnage de la péche des araignées
entre 1991 et 1998

2 000 -

1500 -

1 000 -

0 - \ \ \ \ \ \ \

1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998

I1 faut remarquer que des représentations graphiques voisines sont souvent utilisées : par exemple,
un nuage de points ou une courbe représentative. Il importe alors d'indiquer aux ¢€léves le lien avec
la représentation standard et de leur faire comprendre les différences d'implicites qu'elles
introduisent’.

Evolution du tonnage de la péche des araignées Evolution du tonnage de la péche des araignées
entre 1991 et 1998 entre 1991 et 1998
2000 - 2000 -
.
15004 ¢ . 1500 -
L 4
1 000 - 1 000 -
* . * *
500 + 500 ~
0 \ \ \ \ 0 \ \ \ \

1990 1992 1994 1996 1998 1990 1992 1994 1996 1998

Lorsque les valeurs possibles pour un caractére quantitatif discret sont trés nombreuses, par
exemple les notes moyennes (arrondies au dixieme) d'un groupe d'¢leves, il devient difficile voire
impossible d'utiliser un diagramme en batons. Il convient alors de réaliser des regroupements par
classes et d'avoir recours 4 un histogramme® pour représenter les données. Il en est de méme pour
les données qui peuvent prendre toutes les valeurs d'un intervalle réel, par exemple la taille des

* Les logiciels les plus fréquemment utilisés ne permettent pas de réaliser des diagrammes en batons. Il faut faire un
diagramme en tuyaux d'orgue et réduire la largeur des barres en choisissant un écartement maximum entre deux barres.

> Dans la représentation de droite, le fait de relier les points ne correspond a aucune réalité concréte ou théorique.

11 s'agit simplement d'avoir un apercu plus "parlant” de I'évolution étudiée.

6 Clest a partir de la classe de cinquiéme que sont introduits les histogrammes dans le programme de mathématiques
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nouveaux-nés de l'année 2004 ou plus généralement tout caractére faisant I'objet d'une mesure
physique.

Le choix de I’amplitude des classes dépend de la nature du probléme étudié. Pour étudier les
irrégularités d'une distribution, les intervalles doivent €tre assez petits. Si c'est la forme générale qui
présente de l'intérét, les intervalles sont plus grands. Ainsi, I'exemple ci-dessous, construit a partir
de tableaux de I'NSEE (recensement 1999), décrit le nombre de régions de France suivant le
nombre d'habitants. L'amplitude des classes est 0,5 million pour 1'histogramme de gauche, de 1
million pour celui de droite. I1 est possible de constater 1'existence de quatre régions "peu peuplées"
sur 'histogramme de gauche, ce que ne révele pas celui de droite. Les programmes précisent que
les exemples étudiés se limitent au cas de classes d'égale amplitude’. L'histogramme se lit alors
comme un diagramme en batons.
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Le choix de I’amplitude des classes joue donc un réle fondamental car certaines caractéristiques
importantes peuvent étre gommeées par le choix d’une amplitude trop grande.

Toutes les représentations précédentes sont rencontrées dés la classe de sixiéme®, voire au niveau de
I'école primaire, dans de nombreuses disciplines. A ce niveau, il n’est pas encore question de série
statistique. Les données, sur lesquelles le travail s’effectue, peuvent ou non constituer les valeurs
prises par un caractere (quantitatif ou non) défini sur une population. Dans de nombreuses situations
réelles, que les €léves peuvent rencontrer, notamment dans les autres disciplines, il est difficile,
voire impossible, de définir une population au sens statistique du terme mais le recours aux outils de
représentation précédents est néanmoins 1égitime.

3- LE PASSAGE A LA STATISTIQUE

Ce sont les problémes a résoudre et les calculs éventuels qui orientent le choix d’un type
d’organisation et de représentation et introduisent alors la nécessit¢ d’un traitement statistique.
L’exemple suivant, construit a partir d’observations météorologiques locales (plan d’eau au large
d’un port de la cote nord de la Bretagne), permet d’illustrer les notions statistiques de population, de
caractére qualitatif ou quantitatif et, en s’appuyant sur les diverses représentations évoquées au
paragraphe précédent, est sensé souligner le passage de la pure gestion de données au domaine de la
Statistique.

Le recueil des données, réalisé jour par jour par une école de voile afin de mieux connaitre son plan
d’eau, a permis d’obtenir le tableau suivant.

7 Sauf éventuellement pour les classes extrémes.
¥ 11 s'agit en sixiéme essentiellement de lecture et d'interprétation. La construction de telles représentations par les éléves
reléve de la cinquiéme.
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Observation du vent- Eté 2005

Chaque jour, un relevé météorologique est réalisé en début d'aprés midi..
La vitesse indiquée est la moyenne donnée par 'anémomeétre lors d'une mesure durant 1 minute.

date

direction vitesse

observée mesurée

09/07/2005 W
10/07/2005 NW
11/07/2005 NW
12/07/2005 NE
13/07/2005 N
14/07/2005 NE
15/07/2005 NE
16/07/2005 NE
17/07/2005 NW
18/07/2005 W
19/07/2005 W
20/07/2005 NW
21/07/2005 N
22/07/2005 N
23/07/2005 S
24/07/2005 SW
25/07/2005 W
26/07/2005 SW
27/07/2005 S
28/07/2005 SW
29/07/2005 NW
30/07/2005 W
31/07/2005 W
01/08/2005 N
02/08/2005 NW
03/08/2005 N
04/08/2005 NW
05/08/2005 W
06/08/2005 N
07/08/2005 NE
08/08/2005 NE
09/08/2005 NE
10/08/2005 E
11/08/2005 N
12/08/2005 NW
13/08/2005 W
14/08/2005 NW
15/08/2005 NE
16/08/2005 NE
17/08/2005 E
18/08/2005 W
19/08/2005 NW
20/08/2005 N
21/08/2005 N
22/08/2005 NW
23/08/2005 N
24/08/2005 SW
25/08/2005 SW
26/08/2005 W
27/08/2005 W
28/08/2005 NE

moyenne

en nceud

4,3
5,9

9,8
2,8
11
6,2

11
55
7,3
7,5

15,6
7,4
4,2

11,7
6,8
0,5
2,8

6,7

6,5
9,2
55
15,2
4,8

10,7
13,2
4,3
51
4,5
8,6
12,1
6,5
18,1

10,1
6,4
4,1

20,4

13,2

12,3
2,5

11,2
9,6

11,8
9,7
2,2
4,8

7,8176

Beaufort

NPFPWRARWOWPRARRPAEAPMNUONMNDNWWOANDODNMDNMNMNBEBOWONAENWNMNDMNMNPEPRPONMBEBNWAEWWOWONAENEPPRER, WWNDNDN

série ordonnée 'vitesses croissantes

0,5
11
2,2
2,5
2,8
2,8

4,1
4,2
4,3
4,3
4,5
4,8
4,8
51
55
55
5,9

6,2
6,4
6,5
6,5
6,7
6,8

7,3
7,4
7,5

8,6
9,2
9,6
9,7
9,8
10,1
10,7
11
11,2
11,7
11,8
12,1
12,3
13,2
13,2
15,2
15,6
18,1
20,4
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La population est ici constituée des jours d’observation. Il est alors possible, entre autres, d’étudier
la direction du vent (caractére qualitatif) ou bien sa « force » (c’est a dire sa vitesse, caractere
quantitatif). Le traitement statistique s’effectue a partir du moment ou on « s’affranchit » des
individus (les jours datés ici) pour s’intéresser a la fagon dont ces individus se distribuent vis a vis
du caractére observé : toute 1’information, relative a ce caractére, considérée comme utile est
contenue dans la distribution d’effectifs.

Dans I’exemple précédent, si I’étude porte sur la direction des vents, les résultats peuvent &tre
synthétisés dans un tableau du type suivant :

Direction N NE E SE S SW w NW
Nombre 10 10 2 0 2 5 10 12
de jours

Fréquence’ 0,20 0,20 0,04 0,00 0,04 0,10 0,20 0,24
(par exces)

Les différentes représentations graphiques évoquées précédemment sont disponibles. Dans le cas
présent, un diagramme circulaire est approprié. Une autre représentation, le diagramme en toile
d’araignée, peut aussi bien rendre compte sur le plan visuel de la distribution du caracteére observé.

Direction du vent (fréquences) Direction du vent
(fréquences)

A partir des graphiques, aussi bien que sur le tableau, il est possible de dégager le fait que les vents
de secteur SUD (SW, S, SE) sont trés peu fréquents, ce qui souligne la puissance de suggestion
d’une représentation visuelle.

? La gestion des fréquences serait plus simple s’il n’y avait que 50 données.
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Dans le cas de I’étude des vitesses observées, un premier diagramme en batons (basique) peut
représenter la série des vitesses de vent observées, jour aprés jour. Cette représentation n’est pas
facile a exploiter sous cette forme.

Eﬁm\;l‘l\ll]lh;ulll||_ﬂ[‘“"ﬂh HIHH.H.I

Les responsables de I’école de voile s’intéressent au nombre de jours ou il est impossible de faire
sortir les stagiaires pour des raisons de sécurité. Le travail porte alors, par exemple, sur le nombre
de jours ou le vent a dépassé un certain seuil.

Une simple réorganisation des données (suivant les vitesses croissantes), a 1’aide du tableur, sur le
tableau précédent (page 6) permet de mettre en évidence médiane et quartiles. Elle correspond aussi
a une réorganisation graphique.

25 4
20
15 1
10 1

il

o0 -

I1 est alors possible de rendre compte des observations sous différents aspects comme par exemple
“la moitié du temps (les %4 du temps), le vent a été inférieur a 7 noauds (10,7 noauds) ...

Pour répondre a d’autres problématiques'’, par exemple “ un vent de vitesse supérieure & 12 noaids
est-il un vent « fort » sur ce plan d’eau ? ” en lien avec le domaine de la prévision (donc celui des
probabilités : *“ Combien de chances a-t-on d’avoir un vent de 12 noaids ou plus? *), il est alors
nécessaire d’approfondir 1’étude en s’intéressant au rapport entre le nombre de jours ou le vent
dépasse les 12 nceuds et le nombre total de jours d’observation, c’est-a-dire a la fréquence de cet

' Problématiques qui conditionnent pour le club ’organisation des activités sur I’eau
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événement et plus globalement a la distribution des fréquences pour construire un modele de loi de
probabilité (approche fréquentiste)'.

Dans le cas présent, la distribution des fréquences des vitesses observées (valeurs discrétes et
nombreuses) n’est pas directement facilement exploitable. Le travail est donc plus complexe du fait
de la nature quantitative continue du caracteére observé. Il consiste a regrouper les données par
classes et a les représenter a I’aide d’un histogramme.

Dans le cas de 1’étude du vent, le choix d’intervalles d’amplitude 2 (nceuds), permet d’obtenir la
représentation ci-dessous.

Vitesse de vent

Distribution des effectifs
14

Effectifs

vitesses en noeuds [

Remarque: la météorologie marine internationale utilise habituellement 1’échelle Beaufort. Il est
possible de la considérer comme un regroupement par classes'? (puisqu’a un chiffre (degré) de
I’échelle correspond un intervalle de nombres réels) et de garder ainsi le caractére quantitatif sous-
jacent. Il est aussi envisageable de considérer que les chiffres de 1’échelle Beaufort permettent de
décrire un caractere qualitatif. C’est d’ailleurs ce qui est souvent réalis¢ dans le descriptif des états
du vent correspondant : calme, trés 1égére brise, 1égeére brise, petite brise, jolie brise, bonne brise,
vent frais,...Dans ces conditions, les diagrammes (en tuyaux d’orgue, circulaire) sont tout aussi
pertinents.

Vitesse du vent (échelle Beaufort)

Vitesse du vent (échelle Beaufort)

20 4
18 4
16 -
14 4
12 A
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T R R

Mais, la représentation de gauche est a éviter. Elle peut entretenir la confusion avec un
histogramme.

Ty importe particulierement de faire la différence entre la distribution de fréquences observée et la loi de probabilité
déduite. Le modéle construit a partir de 51 observations serait trés rustique. Les observations réalisées sur 3 périodes
estivales successives, d’une cinquantaine de jours chacune, mettent en évidence une grande fluctuation des échantillons.
La fluctuation d’échantillonnage sera étudiée en seconde.

12 Ce regroupement ne se fait pas suivant des classes de taille constante.
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3- LES PREMIERES NOTIONS DE RESUME STATISTIQUE

3.1+ Effectifs et fréquences

La notion de fréquence est introduite en classe de cinquiéme. Son utilisation peut étre 1égitimée par
des questions de comparaison de sous-populations ayant un caractére donné dans des populations
d’effectifs différents. A partir de 1a, le premier objectif est de savoir calculer des fréquences dans un
contexte donné. Diverses écritures peuvent étre utilisées pour désigner une fréquence mais, le plus
souvent, une valeur décimale exacte ou approchée ou un pourcentage permettent de mieux fixer les
idées. C’est ainsi que, dans I’exemple de 1’é¢tude du vent, la fréquence du vent de Nord Est est

donnée sous la forme 20 % ou 0,20 plutdt que }5—?

Dans un deuxiéme temps, la notion de fréquence peut étre utilisée dans quelques exemples de
comparaison de deux distributions d'une méme variable qualitative. Il importe alors de choisir des
contextes dans lesquels cette comparaison a un sens.

3.2« Moyenne, moyenne pondérée

Les diagrammes et les histogrammes sont des outils de description des données assez complets mais
leur mise en ceuvre est parfois lourde. Pour effectuer des travaux plus globaux ou des études
comparatives, il s'avére nécessaire de synthétiser davantage I'information.

La moyenne est la premicre caractéristique de position étudiée. Les ¢léves connaissent cette notion
dans la mesure ou elle est trés présente dans leur scolarité””. Ils doivent approfondir leurs
connaissances a son sujet : différents procédés de calcul, compréhension des effets de
regroupements (la moyenne des moyennes partielles n'est pas forcément égale a la moyenne),
dépendance des valeurs extrémes, fait qu’'une méme moyenne peut résumer des ensembles de
données tres différents (par exemple : forte concentration autour de la moyenne ou forte dispersion
par rapport a celle-ci), a partir de situations variées et significatives au dela du classique travail sur
les notes obtenues par les €léves.

Le recours a des regroupements en classes pour l'estimation d'une moyenne'* n'est pas un objectif
des programmes. Il peut €tre entrepris sur un exemple pour faire constater d’une part la perte
d'information et d’autre part le confort et la fiabilit¢ qu'apporte l'utilisation d'un tableur pour
effectuer un tel calcul.

Communes des Cdtes d'Armor Communes des Cdtes d'Armor
Regroupement par classes de 500 Regroupement par classes de 1000

140 250 5

120 200 |

601 100

50 A

- ol ol ol ol ol ol ol &*‘ . .

FONSCIR ST AR AN G At S a4 &
A A A L N U
- - I b <}1’F &‘f @f K\‘f <‘ﬂ§ be @“&} {\“&ﬁ‘ {\\&’5‘
Estimation de la moyenne : msy = 1409 Estimation de la moyenne : mjoo = 1444

La moyenne donnée par un calcul direct au tableur est 1458".

3 Moyenne des notes trimestrielles calculée le plus souvent comme moyenne arithmétique des notes aux controles.

' En utilisant les milieux des classes, affectés de l'effectif de la classe correspondante.

' L'exemple montre aussi que, contrairement & une idée répandue, une amplitude plus petite ne garantit pas une
meilleure estimation.
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3.3« Médiane, quartiles

La médiane est, comme la moyenne, un indicateur de tendance centrale.

La définition qui est retenue en collége pour la médiane d'une série est celle qui est adoptée dans le
programme de seconde. Elle s'appuie sur la pratique :

Médiane (empirique) : La série des données est ordonnée par ordre croissant. S la Série est de taille
impaire (2n+1), la médiane est la valeur du terme de rang n+1. S la série est de taille paire (2n), la
médiane est la demi-somme des valeurs destermes derang n et n+1.

D'autres définitions sont parfois utilisées ; par exemple, la médiane est le deuxiéme quartile'®. Dans
la pratique statistique, ces différences n'ont pas d'importance. Pour les éléves, connaitre la
signification de la médiane en terme de position est 1'objectif principal. La détermination de la
médiane nécessite le classement des données, ce qui n'est pas le cas pour le calcul de la moyenne.
De plus, contrairement a la moyenne, la médiane n'est pas sensible aux valeurs extrémes, ce qui est
mis en évidence sur des exemples. La position relative de la médiane et de la moyenne d'une série
peut étre interprétée quand cela est significatif. Ainsi des expressions comme « la moyenne des
salaires est... » et « la médiane des salaires est ... » doivent pouvoir étre traduites par les éléves
sous d’autres formes, par exemple : « Avec la masse des salaires distribués, si chacun recevait le
méme salaire, celui-ci serait de ... », « La moitié¢ de la population gagne plus de ... et [’autre moitié
moins de ... ».

Pour mieux comprendre la notion de médiane, il est utile de mettre en évidence, sur quelques
exemples, d'autres caractéristiques de position : les premier et troisiéme quartiles.

Pour mémoire, les définitions concernant les quartiles sont les suivantes :

Premier quartile (empirique) : c'est le plus petit élément g des valeurs des termes de la série, tel qu'au
moins 25 % des données sont inférieures ou égales a g.

Troisieme quartile (empirique) : c'est le plus petit éément ' des valeurs des termes de la série, tel qu'au
moins 75 % des données sont inférieures ou égalesa g'.

3.4« Etendue

Le seul paramétre relatif & la dispersion'’ d'une série de données dans les programmes de collége
est I'étendue. Ce premier élément concernant la notion de dispersion est rudimentaire. Il présente un
inconvénient : sa trés grande sensibilité aux extrémes. La détermination des quartiles peut alors
compléter la connaissance de la distribution, en considérant l'intervalle interquartile (voir schéma
ci-dessous).

Une fois déterminés ces différents parametres, il est possible de donner un premier résumé
statistique d'une série.

Remarque : Dans de nombreuses disciplines, il est d'usage de présenter ce résumé sous une forme
graphique : le diagramme en boite (ou @ moustaches ou de Tuckey). Comme les histogrammes, les
diagrammes en boite représentent graphiquement une série de données. Au lieu de partager
l'ensemble des valeurs possibles en intervalles d'amplitude constante, on le partage en segments qui
contiennent une proportion fixée des valeurs de la série. La configuration la plus classique s'appuie
simplement sur les quartiles.

|
|
Min Max
Qi Qs

médiane

' En théorie, on définit, pour toute série numérique de données a valeur dans un intervalle |, la fonction quantile Q, de
[0,1] dans I, par : Q(t) = inf {X, F(X) > t}, ou F(X) désigne la fréquence des éléments de la série inférieurs ou égaux a X.
La médiane est alors Q(0,50).

'7 L'intérét de la notion de dispersion peut se dégager de la nécessité de distinguer deux séries de méme tendance
centrale.
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Les diagrammes en boites ne font l'objet d'aucune étude spécifique au collége. Cependant, pour
quelques exemples, il peut étre intéressant de les faire matérialiser pour mieux visualiser la
distribution des valeurs et notamment comparer plusieurs répartitions comme dans I'exemple de
I'étude de la population en Bretagne (cf. annexe 2).

4- LES INTERACTIONS AVEC D’AUTRES DOMAINES D’ETUDE

4.1 » Liens avec le calcul

A 1'évidence, le premier domaine des programmes de mathématiques qui entre en interaction avec la
représentation et le traitement des données est celui des nombres et du calcul. Le classement des
données, la détermination des différentes caractéristiques, des fréquences...sont des occasions de
manipuler les nombres entiers et décimaux, de travailler sur les diverses représentations d'un méme
nombre et d'organiser des calculs. Les calculs induits par les problémes posés sont élémentaires
(quatre opérations) et restent ainsi accessibles a la plupart des éleves. C'est aussi l'occasion, quand
la situation s'y préte, de pratiquer le calcul mental en lui donnant un objectif précis (ordre de
grandeur, anticipation des résultats...). D'un autre point de vue, la nécessité (voulue) de traiter des
situations réelles présentant des grands effectifs de données limite la pratique, dans ce domaine, du
calcul "a la main". Le recours au calcul instrumenté est alors naturellement mis en ceuvre. Il n'est
¢videmment pas inutile, cependant, d'aborder, sans instrument de calcul, des situations plus simples
lors de la mise en place des notions pour en renforcer la compréhension.

L'utilisation du tableur-grapheur est intimement liée au travail de traitement des données dans la
mesure ou il permet non seulement d'exécuter les différents calculs nécessaires dans des conditions
favorables mais aussi d'obtenir directement les représentations graphiques souhaitées. C'est donc
une nécessité de débuter l'apprentissage de cet outil dés la cinquieme (le niveau auquel on
commence a construire de I'information) !

4.2+ Liens avec la proportionnalité

La proportionnalité intervient trés souvent dans le travail de traitement des données. C'est ainsi que
la graduation d'un axe prend appui sur la proportionnalité des distances entre deux points et des
¢carts entre les deux valeurs qu'ils représentent. De méme, la détermination des fréquences de
différents caractéres d'une méme série fait intervenir la proportionnalité a leurs effectifs.
L'élaboration de diagrammes circulaires ou en bande est une occasion particuliere de faire
fonctionner la proportionnalité dans la détermination des angles ou des longueurs. Il peut étre aussi
utile de faire remarquer, dans un histogramme, la proportionnalité de l'aire'® d'un rectangle et de la
fréquence correspondante. Il convient donc, a chaque occasion, d'expliciter la présence et
l'utilisation de la proportionnalité et de travailler ainsi a consolider la cohérence interne des
programmes.

4.3+ Liens avec les autres disciplines

L'interaction de la partie "Organisation et gestion de données" avec les autres disciplines enseignées
au college se fait essentiellement sous deux formes. Dans un sens, les savoirs et savoir-faire
construits dans le cadre de l'enseignement des mathématiques sont opérationnalisés dans des études
spécifiques a la discipline concernée. La plupart des compétences travaillées en mathématique sont
mobilisables : lecture de tableaux et lecture graphique, traitements calculatoires et graphiques

1 N . . ., , N
¥ Méme si les histogrammes en classes inégales ne sont pas abordés au collége.
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divers, élaboration d'un résumé statistique... C'est le cas en particulier des disciplines
expérimentales : Sciences de la vie et de la Terre et Physique-Chimie dans lesquelles les relevés
d'observations ou de mesures nécessitent un traitement statistique, mais aussi de la géographie qui
fait un usage important des représentations graphiques et des statistiques, ou de la technologie...
Dans l'autre sens, les disciplines peuvent fournir aux mathématiques les exemples sur lesquels les
notions a mettre en évidence sont dégagées ou exploitées.

L'é¢tude de certains thémes de convergence propres a l'ensemble des disciplines scientifiques :
météorologie, santé, sécurité, environnement offre une occasion particulierement pertinente de
mettre en ceuvre ces implications mutuelles.
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Probabilités

« Pour comprendre I'actualité, une formation atkistique est aujourd’hui indispensable ;
c’est une formation qui développe des capacitésalyae et de synthése et exerce le regard
critique. Le langage élémentaire de la statisti@wec ses mots tels que moyenne, dispersion,
estimation, fourchette de sondage, différence fggive, corrections saisonnieres, espérance
de vie, risque, etc.) est, dans tous les paysseaire a la participation aux débats publics : il
convient donc d’apprendre ce langage, ses regiesyrdaxe, sa sémantique ; I'enseignement
de la statistique étant, par nature, associé a delsl probabilités, il s’agit en fait d’'une

“ formation a l'aléatoire ”. % Le rapport de la commission de réflexion sur deignement
des mathématiques, d’ou la citation précédentexshite, évoque dans les termes suivants
I'enseignement au college et au lycée : « L'obfedtine initiation aux probabilités et a la
statistique aux niveaux college et lycée est dimrile langage, de repérer des questions de
nature statistigue, de définir des concepts quidéoont un mode de pensée pertinent,
rassurant, remarquablement efficace. Les modes |susde représentation graphique
(histogrammes, diagrammes en béatons notammengi-a-dire les éléments de base du
langage graphique de la statistique sont aujour@hseignés en college et une introduction a
I'aléatoire, appuyée sur le calcul de probabilig#sla simulation, est proposée dans les
nouveaux programmes de lycée ». La mise en placesodle commun modifie cette
répartition, en demandant que les éléves, a lddita scolarité obligatoire, connaissent « les
notions de chance ou de probabilité ». Alors guamseignement des probabilités a depuis
longtemps trouvé sa Iégitimité au niveau du lyegetel enseignement est une nouveauté en
France au niveau du collége, contrairement a lein existant dans de nombreux pays
voisins (Allemagne, Espagne, ...). Le programme dasigme comporte la rubrique
reproduite ci-dessous :

1.4, Notion de - Comprendre et utiliser des | La notion de probabilité est abordée i partir
probabilité notions de situations familiéres (pidces de monnaie,
élémentaires de probabilité. | dés, roues de loteries, urnes). Certaines de ces
- Calculer des probabilités | situations permettent de rencontrer des cas
dans des pour lesquels les probabilités ne sont pas
contextes familiers. définies & partir de considérations intuitives
de syméiric ou de comparaison mais sont
approximativement évaluées par les

fréquences observées expérimentalement Dans le cadre du socle, aucunc
(approche fréquentiste des probabilités). compétence n'est exigible dans le cas des
La notion de probabilité cst utilisée pour expériences & deux épreuves.

[ Themes de traiter des situations de la vic courante

convergence] pouvant étre modélisées simplement & partir

des sitluations précédentes. Les situations
étudides concernent les expériences aléaloires

i une ou d dewx épreuves.

Ce documengxplicite les choix faits dans le programme de treieme en précisant dans
les paragraphes 1 et 2 les contextes qui serowmilégies dans les premiéres situations
d’enseignement, dans les paragraphes 3 et 4 lesnaa@le représentation et de traitement.

Le paragraphe Faite des expériences aléatoires a deux épreuyesir lesquelles aucune
compétence n’est exigible dans le cadre du soclammun.

L’annexe 1 donne les diverses interprétations dedd@on de chance (ou probabilité) et
'annexe 2 donne quelques éléments sur I'émergdecka notion de probabilité. Dans ces
annexes, certains développements ou calculs,iamties résultats importants, font référence
a la théorie enseignée dans I'enseignement supérieu

Voir en bibliographie I'ouvrage [1], pages 558t
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1. Probabilités définies a partir de considérationsle symétrie ou de comparaison

Dans chacune des situations ci-dessous, deux i$sua®sultats) sont possibles, et on a 1
chance sur 2 de tirer “Pile”, de tirer une bouleg®, ou de tomber sur la région P, ce que I'on
traduit en disant que la probabilité de chacunbetest égale a 172

Lancer d’'une piéce Tirage d’'une boule Tirage avec une roue de
“équilibree” dans une urne loterie

0@ OO

D’autres situations classiques permettent d’obtedfiautres valeurs pour les
probabilités des différentes issues (ou événements)

Les dispositifs précédents peuvent étre adaptas paettre en évidence des
événements n'ayant pas la méme probabilité.

Dans le tirage au hasard d’'une boule dans
l'urne,

- on a 3 chances sur 5 d’obtenir une boule
rouge.

- la probabilité d’obtenir une boule jaune est
2/5. 1l'y a 40% de chance d’obtenir une boule
jaune.

©eeoe

2 Les justifications solliciteront I'une quelconquies interprétations de la probabilité (cf. anneye 1
interprétation fréquentiste dans sa variante «gmsjpn » ; mais certains éléves feront certainerappel a
l'interprétation épistémique, dans sa variante gramelle ou interpersonnelle ; la variante logiqoeduisant &
faire appel au principe d'indifférence (ou de raigasuffisante).
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En lancant cette roue de loterie « équilibrée », la
probabilité de tomber sur la région R est 1/4, ...

Par tirage dans une urne ayant la composition steva

ou chacune des boules a la méme probabilité diéée, les « résultats » 1, 2, 3, 4 et 5 ont
respectivement comme probabilités : 1/3, 1/6, 1/@ et 1/12. L’exploitation de tels exemples
peut déboucher sur la mise en place de la formeileaghlace : la probabilité d’un résultat est
égale au quotient du nombre d’issues favorablesi€s dans lesquelles on obtient le résultat)
par le nombre total dissues possibles lors dugéraPar exemple, quatre issues sont
favorables au résultat « 1 », sur un total de 4@es possibles.

On peut en déduire que la probabilité de I'événdmene pas tirer une boule portant
le numéro 1 » est égale a 8/12 ou 2/3, et que d&latenir un résultat pair est égale a 1/3,
premier contact avec la recherche de la probabiitéh événement contraire ou de la
probabilité d’obtenir 'un ou l'autre de deux évéments.

L'exercice suivant, tiré de I'évaluation PISA, tfappel a ce mode de calcul d’'une
probabilité :

La mere de Kevin lui permet de prendre un bonborsdm sachet opaque. Kevin ne voit donc pas les

bonbons. Le nombre de bonbons de chaque couleteramdans le sachet est illustré par le graphique

suivant :

abnoy
abuelp
auner
HaA
najg
as0y
19I0IA
uoulel

Quelle est la probabilité que Kevin prenne un bantmuge ?
A 10%
B 20%
C 25%
D 50%
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Des exemples de calculs de probabilités « géonuéssi» tels que ceux qui suivent
permettent également de calculer les probabiligs @énements du type « atteindre une
région précise de la cible » ou « obtenir un éaddar dans une zone précise de I'écran de

contrble » :

10 511

On imagine qu’un tireur tire parfaitement au hassud la
cible ci-contre, sans jamais la rater (!). Tousdasés sont
concentrigues et leurs cotés ont pour meapga et 3.
Quelles snt les probabilités pour qu’il gagne 10 poir
5 points, 1 point ?

La probabilité relative a une région est propomieliie a
son aire : c’est le rapport de son aire a celladagle.

Réponse : 1/9, 1/3 ou 3/9, 5/9.

La recherche de la probabilité de tirer dans ug@nréportant un numeéro supérieur ou égal a
5 permet de mettre en place que l'on peut addigonies probabilités d’événements
incompatibles ou qu’il est parfois plus facile ddctler d’abord la probabilité de I'événement

contraire.

Sur I'écran circulaire de rayand’'un radar, on suppose que
le point M représentant un avion se projette awatthsur
I'écran.

Quelle est la probabilité pour qu’il apparaissesdnzone
colorée, disque de rayoi2 ?

Réponse : 1/4.

On peut étudier des exemples plus compliqués duaet@pe que le premier :

Direction générale de I'Enseignement scolaire
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Un tireur tire parfaitement au hasard sur cettevabe
cible, sans jamais la rater. Tous les cercles sont
concentriques, leurs rayons songr, 3r, 4r, 5 et le carré a

un coté de longueur £2

Quelles sont les probabilités pour qu’un point giant
appartienne a chacune des régions 10, 9, ..., 5?

Réponse : 0,022 ; 0,065 ; 0,109 ; 0,153 ; 0,1985%)
(Valeurs approchées).



2. Approche fréquentiste de la probabilité

Les situations précédentes ne sont guére pertm@oie aborder l'interprétation fréquentiste
de la probabilité comme « fréquence limite ». Qtecenterprétation est trés importante pour
les applications des probabilités dans des sitosiii® la vie courante. Elle permet en odte
donner une justification des calculs de probalsilidéns des expériences a deux épreuves,
traités au paragraphe 5.

L’'approche fréquentiste exige que des fréquencesieniso observées
expérimentalement ; le lancer d’'une punaise (pout@nber suivant la position « 1 » ou la
position « 0 » ci-dessous) a longtemps servi d’elerdans les pays anglo-saxdns

1 0

Pour un petit nombre de lancers successifs, la sigi$ résultats semble ne suivre aucune loi.
Mais, en lancant un grand nombre de fois la punéassuite de résultats « 1 » et « 0 » laisse
apparaitre une régularité dans la fréquence deuokades deux issues. Ainsi, les fréquences
observées du résultat « 1 » en fonction du nomberkucers connaissent au début une forte
variabilité qui tend a se réduire avec le nombrdamheers.L'intérét du lancer de punaise
réside dans le fait que seule I'expérimentationmatrde proposer une probabilité au résultat
« 1 ».

Il est important, dans un premier temps, que |ésved§ puissent constater
matériellement ce phénomene de stabilisation déguénces. Toutefois, pour éviter les
lancers de punaises (!), on peut proposer la @tuadu jeu du « Franc Carreaf) »en
cherchant & déterminer approximativement la prdibé@lie gagner.

Le jeu de « Franc Carreau » consiste a prendrepigee de monnaie (de 1 cm de
rayon, par exemple), et a la lancer sur un careetft les carreaux sont des carrés (de 10 cm
de cote, par exemple). On fait « Franc Carreauandua piece tombe sur une seule case,
dont elle peut toucher les bords, mais sans emm@éteune autre case. Dans ce cas, on gagne
un euro ; sinon, on perd un euro.

@) O

Le joueur perd 1€ « Franc Carreau » : le jogagne 1 €
Le joueur a-t-il davantage de chance de gagnedqueerdre ?

L’idée d’entreprendre une série de lancers et oieésesser a la frequence de succes
est alors assez naturelle, et s’appuie sur la ¢esanrace naive de la loi des grands nombres

Voir [8] en bibliographie.
Par exemple, on peut remplacer le carrelage dpesain quadrillage sur papier.
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évoquée par Bernoulli : « plus on fait d’observasiomoins on risque de s’écarter de notre
but ». Pour augmenter le nombre de lancers, on peutersitcommun les résultats obtenus
par des groupes d’éléves, puis par 'ensemble diassé.

Cette situation présente I'avantage que I'on pé&teérmhiner cette probabilité a I'aide
de considérations géomeétriques, sans que cettarvadé@ connue au départ (comme c’est le
cas avec le jeu de pile ou face avec une piecaiidit¥ge », ou le jeu du lancer d’'un dé
cubique « non truqué »). On peut conduire cettefigetion avec les éleves en leur posant la
question : « Dans quelle partie du carré doitsevier le centre de la piece pour que le joueur
puisse faire “ Franc Carreau ” ? » La réponse écder coté 8 cm, dans I'exemple) permet de
calculer la probabilité a I'aide du rapport degaides deux carrés.

Dans un second temps, pour disposer facilement drand nombre d’épreuves et
interpréter graphiquement les résultats, on pete fasage d’'une simulation sur un tableur.
Par exemple, la situation suivante :

Sur un segment S, on prend au hasard deux poietd8AOnN considére I'événement
« La longueur du segment [AB] est strictement sepée a la moitié de celle du segment S ».
Quelle est la probabilité de cet événement ?

peut étre simulée a l'aide d’un tableur de la ma@nguivante. En prenant la longueur de S
comme unité, A et B peuvent étre déterminés parslalbscisses qui sont des nombres
compris entre 0 et 1, nombres que I'on peut obtetaide de la fonction ALEA().

A B C D E F
1 Expé- Abscisse | Abscisse Distance AB AB > 0,5 Fréquences
rience N° de A de B
2 1 =ALEA() | =ALEA() | =MAX(B2;C2)-MIN(B2;C2) =SI(D2>0,5;1;0) |=E2/A2
3 =A2+1 =ALEA() | =ALEA() | =MAX(B3;C3)-MIN(B3;C3) =SI(D3>0,5;1,0) |=SOMME(E$2:E3)/A3
=A3+1 =ALEA() | =ALEA() | =MAX(B4;C4)-MIN(B4;C4) =SI(D4>0,5;1;0) | =SOMME(E$2:E4)/A4

En recopiant la derniere ligne jusqu’a ce qu’oni@bte par exemple 500 expériences, et en
utilisant le calcul sur ordfe on obtient ainsi les fréquences relatives deéf@ment dans
autant de séries de 500 expériences qu’on le seuliai exploitant les ressources graphiques
du tableur, on peut visualiser I'évolution des trégces au fur et & mesure de I'augmentation
du nombre d’expériences.

Fréquences

Voir le paragraphe 2.1 de I'annexe 2.

Le jeu du Franc Carreau est évoqué dans [9]0dt [1

Il convient pour cela de désactiver le mode deut@utomatique du tableur, et de passer dansadem
qui selon les logiciels s'appelle “calcul sur ofdoal “recalculer”, et s’obtient au clavier a I'aidie raccourcis
utilisant la touche F9, selon des combinaisons gt du systeme d’exploitation.

7
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Une telle représentation met en évidence que é&giénces obtenues pour un faible nombre
d’expériences évoluent de maniére assez chaotiga, qu'a la longue, elles tendent a se
stabiliser autour de 0,25, méme si le phénomenst pas toujours aussi visible, comme le
montre les résultats au cours d’une autre sérigDBeexpériences.

Fréquences

0 100 200 300 400 500 600

Ce dernier résultat n’est guére étonnant car huatde de fluctuation au niveau 0,95 paur
égal a 500 est approximativement [20,5% , 29,5%jr(V¢ paragraphe 2.2 de 'annexe 2).
L’emploi d’'un tableur dans de telles simulationsmpet de donner une formulation naive de
la loi des grands nombres, que les éléves admetteluntiers : lorsque le nombre
d’expériences augmente, la fréquence empiriqueageroche de la probabilité 0,25. D’'une
maniere plus précise, on peut dire qu’'il est d'aufaus probable que I'écart entre les deux
soit proche de 0 que le nombre d’expérientest grand.

Cet exempl& présente le méme avantage que le jeu du Franedlarron peut
justifier que 0,25 est bien la valeur de la prolighien ramenant la question a un probléeme
de « probabilités géomeétriques ». Toutefois, ldifjaation compléte présentée ci-dessous est
moins facile d’accés aux éleves que dans le cgsuddu Franc Carreau.

Justification géométrique

On prend la longueur du segment comme unité, eéep@re tout point du segment par son abscisse,
nombre compris entre O et 1.

En désignant patety les abscisses respectives de AetB :

- siy>x, AB > 0,5 est équivalentya—x > 0,5, c’est-a-dirg >x + 0,5.

- siy<x, AB > 0,5 est équivalenta—y > 0,5, c’est-a-dir& — 0,5 >y, ou encorey <x — 0,5.
Représentons chaque segment [AB] par le point @n plont les coordonnées dans un repére
orthonormal sontx y).

Les segments [AB] dont la mesure est strictemepérdeure a 0,5 sont ceux qui sont représentés par
un point appartenant a la région grisée ci-dessous

y
1

—_— X
0 0,5 1

La probabilité recherchée est donc le rapportalecl’grisée a celle du carré unité.

Que l'on trouvera, entre autres, dans [11], p&Jea 59.
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Pour éviter les difficultés liées au régionnemeuit grécede, on peut se contenter d'une illustration
avec un tableur, en faisant afficher sur un graphi@s seuls points qui satisfont la conditiors :si
répartissent dans la zone grisée ci-dessus.

L’exercice suivant, tiré de I'évaluation PISA, sclie la connaissance de linterprétation
fréquentiste de la probabilité.
Le bulletin météorologique du jour prévoit que, dea 18 heures, les probabilités de pluie sont de
30 %.
Laquelle des affirmations suivantes est la meifidnterprétation de ce bulletin ?

A - Il va pleuvoir sur 30 % de la zone concernéel@s prévisions.

B - Il pleuvra pendant 30 % des 6 heures (un ti#al 08 minutes).

C - Dans cette zone, 30 personnes sur 100 aurdatpleie.

D - Si la méme prévision était faite pour 100 jouirpleuvrait a peu prées 30 jours sur 100.

E - La quantité de pluie tombée sera 30 % de tatidée lors d’'une forte pluie (mesurée en termes
de précipitations par unité de temps).

La réponse attendue est la réponse D.

3. Moyens de représentation et de traitement

Les exemples d’expériences a une seule épreuvguésai-dessus, sont mis a profit pour
mettre en place un moyen de représentation et aitertrent qui sera réutilisé dans les
expériences a deux épreuves, qui sont évoquéeslelgraagraphe 5 : I'arbre. Ce dernier
permet de représenter les différentes issues @xpérience aléatoire, puis en le pondérant de
faire apparaitre les probabilités de chacune detlemme le montrent les exemples suivants.

Arbre Arbre pondéré avec les
Situation des possibles probabilités

Tirage 1/2

a pile ou face
1/2

Lancer d’'un dé
equilibre
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Tirage d’'une boule dans
'urne

9999
0000
00'0'0

On exploite ce dernier exemple pour mettre en éded’emploi de I'arbre pondéré pour
calculer la probabilité de I'événement “ne pasrtinee boule portant le numéro 17 :
— en additionnant les probabilités figurant sur lemnishes relatives aux résultats autres
que 1 : on trouve 8/12, c’est-a-dire 2/3 ;
— en utilisant le fait que la somme des probabilitgsrant sur 'ensemble des branches
est égale a 1, et en prenant le complément a lele figurant sur la premiére
branche.

1/3

> Non 1 213

Impair

Pair 1/3

Impair
2/3

Pair

@O O©C

Impair

Un traitement avec l'arbre permet de calculer labpbilité de tirer une boule portant un
numéro pair, en additionnant les probabilités fgirsur les branches relatives a un numéro
pair.

4. Langage et propriétés

A partir des exemples traités, quelques éléments lalgage et propriétés sont
institutionnalisés, en employant le langage deséwents.

» Deux événements sont incompatibles s'’ils ne peiuse produire en méme temps.

» L’événement contraire d’un événement est celuisguréalise lorsque I'événement n'a pas
lieu.

* La probabilité d’'un événement est comprise efitet 1. On peut I'exprimer sous diverses
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formes (décimale, fractionnaire, pourcentage).

* La probabilité d’'un événement qui se produit s8e@ement (€vénement certain) est égale a
1.

 Si deux événements sont incompatibles, la prdib&gue I'un ou 'autre se réalise est égale
a la somme de leurs probabilités. Plus généralenmenipeut additionner les probabilités
d’événements deux a deux incompatibles.

* Un événement et son contraire sont incompatielda réalisation de I'un ou de l'autre est
certaine. Donc la somme de leurs probabilités gaieéa 1.

En particulier, la probabilité d’'un événement que peut pas se produire (événement
impossible) est égale a 0.

Pour faciliter les échanges, les événements (abteRace », obtenir un nombre impair, ...)
peuvent étre désigneés par des lettres ou des sgmbiol, par exemple, la lettre F, la lettre 1).
La probabilité d’obtenir « Face » peut alors éwgérp(obtenir « Face ») op(Face) oy(F).

5. Expériences a deux épreuves

Aucune compétence sur les expériences a deux émelrst exigible dans le cadre du socle
commun. Les situations proposees aux éleves doigstdr €lémentaires. On se bornera a des
expériences conduisant a un maximum de 6 ca®, (3 ou 32) et on n'abordera pas les
cas de tirages successifs dans une urne (avensuesaise)

On considere I'expérience suivante, qui se dérealdeux étapes : d’abord, on fait tourner la
roue de loterie située ci-dessous a gauche (orermibta couleur « Rouge » avec une
probabilité de 0,25 et la couleur « Bleu » avec pnababilité de 0,75). Ensuite, on fait

tourner la deuxieme roue de loterie (on obtiemtumeéro 1 avec la probabilité 1/6, le numéro
2 avec la probabilité 1/2 et le numéro 3 avec tbabilité 1/3).

Un arbre non pondéré permet de déterminer toustfsgtats possibles a l'issue de ces deux
étapes. Les résultats possibles peuvent étre aotss: (R, 1), (R, 2), (R, 3), (B, 1), (B, 2),
(B, 3). Cgacun de ces résultats est représentél'ddm® ci-dessous par la succession de deux
branches.

° Sont seulement envisageables le tirage d’une ttare une urne, le tirage d’une boule dans unesuivedu
tirage d'une boule dans une autre urne, situati@ssproches des exemples proposés ci-dessous.
% Une telle succession de branches est souventépfmemin”.
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On cherche la probabilité d’obtenir chacun des réisultats possibles a lissue des deux
étapes : (R, 1), ..., (B, 3).
On peut pondérer I'arbre avec les probabilités :

Comment évaluer la probabilité du résultat (R, 1) ?

L’approche fréquentiste de la probabilité permgusdification suivante :

Imaginons que l'on reproduise 120 0Q&u N) fois I'expérience. 1/4 de ces expériences
environ suivront la branche vers R, et parmi ceatiel/6 environ iront vers 1.

Doncily en a environé(%xlzooooj ou%(%x Nj, soit 5 000 (oWN/24) qui conduiront au

résultat (R,1). La fréquence correspondante eS051Q0 000 ou 1/24.

De maniere plus générale, ceci conduit a admettedajprobabilité d’obtenir R a la premiere
épreuve et 1 a la deuxieme est égale au produprdésbilités 1/4 et 1/6, rencontrées sur le
chemin représentant le résultat (R, 1).

Ce résultat peut étiastitutionnalisé, par exemple sous la forme suiwan

Dans un arbre, la probabilité du résultat auqueldod un chemin est égal au produit des
probabilités rencontrées le long de ce chemin.

Mais cette connaissance n’est pas un objectif digramme et on ne proposera que des
exemples trés simples dans lesquels un raisonnepemet facilement de trouver les
résultats en leur donnant du sens.
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L’exercice suivant, inspiré de I'évaluation PISAQ30 peut étre utilisé de diverses maniéres
pour I'étude des expériences a deux épreuves :

Un stand & la foire du printemps propose un jetsdaquel il faut d’abord faire tourner une roulette
Ensuite, si la roulette s’arréte sur un nombre,paijoueur peut tirer une bille dans un sac. Laette
et le sac de bhilles sont représentés ci-dessoes :pbx sont distribués aux joueurs qui tirent bille
noire. Suzy tente sa chance une fois.

Concernant le fait que Suzy gagne un prix, peuticsque :
C’est impossible.

C’est peu probable.

Il y a environ une chance sur deux.

C’est trés probable.

C’est certain.

mooOm>»

L’exemple suivant, cité dans [12], montre I'intéddtine représentation par un arbre dans une
situation de la vie courante. Reposant essentielénsur des calculs de pourcentages
(pourcentages de pourcentages), cet exercice terffexplication proposée dans I'exemple
introductif pour le calcul de (R, 1). On peut prepg comme variante, de déterminer les
effectifs de chaque catégorie d’électeurs, en danieanombre d’habitants de la ville.

Un scrutin a été organisé pour renouveler le comsenicipal d’'une ville. Pour I'analyse des réstdta

on distingue d’une part les électeurs, c’est-a-lisespersonnes qui ont le droit de vote, d’autné |es

votants, c’est-a-dire les personnes qui ont effeatient pris part au vote. De plus, pour cette aeatiu

scrutin, les électeurs sont répartis en trois gesupn fonction de leur age :

- le groupe |, comprenant les électeurs de moins Zlars, représente 38% de I'ensemble des
électeurs ;

- le groupe Il, comprenant les électeurs de 35 énBDraprésente 43% de I'ensemble des électeurs ;

- le groupe lll, comprenant les électeurs de plus6@eans, représente 19% de I'ensemble des
électeurs.

Enfin, les taux de participation ont pu étre déiadn dans chacun des groupes : 81% dans le groupe |

84% dans le groupe Il, 69% dans le groupe lII.

On choisit au hasard un électeur. Quelle est |lbghitité pour gu'il ait voté ?

Direction générale de I'Enseignement scolaire 12
© Ministéere de I'Education nationale



L’énoncé permet de construire I'arbre pondéré sisdes :

Pour trouver la probabilité en question, il
suffit d’additionner les probabilités des
chemins qui aboutissenta V :

0,38x 0,81 + 0,43 0,84 + 0,1% 0,69
c’est-a-dire environ 80%.

Un autre type d’exemples liés a la vie couranteceamant la qualité de produits manufacturés
permet de réinvestir les méthodes précédentes.

Un méme produit manufacturé P est fabriqué danx deines A et B. Sur le marché
concerné, l'usine A assupf de la production et I'usine B (1p%). Une enquéte a permis
d’établir que q% des produits fabriqués par A satisfont aux normnles pourcentage
correspondant pour l'usine B étantrdé. On demande quelle est la probabilité qu’un pitodu
P acheté au hasard soit conforme aux normes.

L’arbre suivant correspond aux valeurs suivantes, deetr : 65, 95, 75.

Cet arbre permet de répondre a la question.
Pour ce type d’exemple, il pourra étre proposéyamante, de déterminer les effectifs de
chaque branche en donnant un nombre total assed digbjets manufacturés.

Exemple de situation se prétant a expérimentat({diapres le sitevww.statistix.fi:
Art et hasard Des enfants réalisent des tableaux aléatoires @es gommettes bleues,
jaunes et vertes. Pour cela ils lancent plusieassdeux dés :
A chaque lancer
- siles deux faces obtenues sont impaires, ilsmoliee gommette bleue ;
- siles deux faces obtenues sont paires, ils calleatgommette jaune ;
- siles deux faces sont de parités differentegoilent une gommette verte.
Que penser des proportions de gommettes de chagleuc?
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Apres un temps d’expérimentation nécessaire a l@pmation de la situation, on peut
éventuellement simuler au tableur le tirage aléatoi

A B C D E
Tirage 1° | Tirage 2 Parité du dé 1 Parité du dé 2 Couleur gommette
2 | =ALEAQ) | =ALEA() | =SI(A2<0,5;"1";"P") | =SI(B2<0,5;"I";"P") | =SI(C2=D2;SI(C2="1" ; "B" ;"1");"V")
3 | =ALEA() | =ALEA() | =SI(A3<0,5;"1";"P") | =SI(B3<0,5;"I";"P") | =SI(C3=D3;SI(C3="1" ; "B" ;"J");"V")

On peut ensuite expliquer les fréquences obsere@esiumérotant les deux dés pour
représenter la situation aléatoire par un arbre @nchemins sont les résultats du dé 1 puis
dudé 2: (L)), (1,P), (P, (P,P).
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On trouvera ci-dessous deux exercices proposés ldammluation PISA, permettant
d’évoquer avec les éleves des idées fausses camtdes jeux de hasard.

LOTERIE

Pour une loterie nationale, six boules sont tirées au hasard chaque semaine parmi quarante
boules identiques numérotées de 1 a 40. Les gagnants du gros lot sont les joueurs qui ont
choisi les six numéros tirés.

Le montant total du prix est partagé entre les gagnants.

Un journal publie les numéros gagnants de la semaine précédente ainsi qu’une liste des
numéros qui ne sont plus sortis depuis longtemps.

Entourez soit « Vrai », soit « Faux » pour chacune des affirmations ci-dessous :

Affirmation Vrai ou Faux
Les informations publiées par le journal ne sont d’aucune utilité pour Vrai / Faux
prévoir les numéros de la semaine suivante, parce que toutes les
combinaisons de six numéros ont autant de chances de sortir.
Les numéros de la semaine précédente ont davantage de chances Vrai / Faux
de sortir parce gu’ils sont « chauds ».
Les numéros de la semaine précédente ont moins de chances de Vrai / Faux
sortir parce qu'il est peu probable qu’'un numéro sorte deux fois de
suite.
Les numéros qui ne sont plus sortis depuis longtemps ont Vrai / Faux
davantage de chances de sortir.

PILE OU FACE

On a lancé 4 fois de suite une piece de monnaie non truquée et chaque fois le résultat a été
face.

Si on lance la méme piéce une fois de plus, laquelle des affirmations suivantes sera
correcte ?

On a autant de chances d'obtenir pile que face.
On a plus de chances d’obtenir pile.

On a plus de chances d’obtenir face.

On ne peut pas obtenir a nouveau face.

o0 w>
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6. Continuité avec I'enseignement au lycée

L’arbre est un mode de représentation et de traiengue les éléves retrouveront s’ils
poursuivent leur scolarité¢ Il permet de traiter les questions faisant inteiv des
probabilités conditionnelles. De maniere générale, chemin (succession de plusieurs

branches) tel que ceux qui ont été utilisés préoé@dent sera interprété de la maniéere
suivante dans le cadre de la théorie des probadilit

PA(B) 9
A

P(A)

Q

Au bout du chemin, se trouve une feuille (qui n’pas toujours indiquée), qui représente
'événement “A et B”. Sa probabilité est le produies probabilités rencontrées sur les
branches le long du chemim(A et B)= p(A) x p,(B).

Puisque “A et B” et “B et A” désignent le méme égérent, on a également :
p(A et B)= p(B) x ps(A).
Le cas ou les événements A et B sont (stochastigog indépendants est un cas
particulier important. On a alors(A et B)= p(A) x p(B).

' pour davantage de détails sur I'emploi des arbves, [12], [13] et [14] et plus généralement sur
I'enseignement des probabilités au lycée, voir [15]
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Annexe 1 : Différentes interprétations de la probalité

La théorie moderne des probabilités s’édifie axibguement ; 'exposé complet en a été
donné en 1933 par Kolmogorov. Par ailleurs, le didda combinatoire dans la naissance du
calcul des probabilités (travaux de Pascal par @k&ma beaucoup été étudié et vulgarisé.
Cependant I'emergence du concept de probabilitépee se réduire a la résolution de
problemes issus de jeux de hasard, et 'axiomaiisate la théorie ignore volontairement
l'interprétation de la probabilité et I'utilisatioqui peut en étre faite. Des travaux récents
(Voir [2], [3] et [5]), notamment ceux de lan Haogi professeur au Collége de Frafigce
montrent la complexité de cette évolution, faisaapparaitre essentiellement deux
interprétations de la probabilité : en terme deyanze ou bien en terme de fréquericBans

la premiére, que Hacking nomme « probabilité épigiée », le mot « probable » est associé
aux notions de croyance, confiance, crédibilitédida; dans la deuxieme, nommeée
« probabilité¢ de type fréquentiste », son usage assiocié aux notions de fréquence,
disposition, tendance, symétrie, propension. Cex deterprétations de la probabilité sont
parfois dénommées autrement : subjective / objectiépistémique / aléatoire ; .1* La
description de la premiére peut étre affinée enindjgsant la probabilité personnelle, la
probabilité interpersonnelle, et la probabilité itpge. On peut illustrer ces différentes
interprétations en prenant I'exemple d’une lotelée1000 boules numérotégs

La probabilité personnelle

En ce qui me concerne, je ne vois pas pourquoiraibrine boule plutét qu'une autre. Et donc, la
probabilité de tirer 'une quelconque des boulaslesl/1000.

La probabilité interpersonnell@u personnaliste)

Aucune personne sensée ne donnerait une proballilgéforte a une boule qu’a une autre. Et donc, la
probabilité de tirer 'une quelconque des boulaslesl/1000.

L’approche personnaliste est une variante de lagpr épistémique qui est opposée a une
autre variante :
La probabilité logique
La relation logique entre I'hypothésk (hypothése de tirage de la boulej)net les données
expérimentales est la méme que celle existare émite autre hypothéseet ces mémes faits.

Les probabilités sont donc identiques. Et don@rtzbabilité de tirer I'une quelconque des bouldsdes
1/1000.

La probabilité logique est sensée étre une relaiune des informations ou indices et une
hypothese. Lorsqu’il ne dispose d’aucune infornmato indice, le partisan de la probabilité
logique utilise un principe appelé principe d’irfdience ou principe de raison insuffisante :
Le principe d’indifférence ou de raison insuffisant

I n'y a aucun indice permettant de privilégier ls des 1000 hypothéses qui sont exclusives et
conjointement exhaustives. Il faut donc attribuehacune d’elles la probabilité 1/1000.

On peut affiner de méme linterprétation fréqudsetisen distinguant deux interprétations
opposées : celle de la “fréquence limite” et cdibepropension, que I'on peut illustrer ainsi, a
I'aide du méme exemple :
La probabilité comme “fréquence limite”

Lors de tirages répétés — avec remise — chaque lestltirée aussi souvent qu'une autre. Et donc la

probabilité de tirer 'une quelconque des boulédafréquence relative du tirage de cette bouksa\éir
1/1000.

Cette interprétation repose sur la notion de fréqaerelative “a long terme”, idéalisée en

12 Chaire de philosophie et histoire des concepenstiques.

13 Voir [3], chapitres 11 et 12.

14 Les différentes interprétations de la probabil@gé les dénominations variées les concernant) sont
abordées dans [4] et [5].

! Les exemples qui suivent sont tirés de [3], pa@e 1
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considérant une suite infinie d’essais dont I'inelégance est postulée. Elle insiste plus sur les
résultats que I'on peut voir apparaitre que sucéses sous-jacentes a ces résultats, méme si
ce sont ces causes qui sont a lorigine de la lgtakdes fréquences relatives. C’est
précisément I'objet de I'interprétation en termestendance ou de propension, que I'on peut
illustrer ainsi :

La probabilité comme propension
L'urne, les boules, et la procédure de tirage sgeincées de telle sorte que la propension d’unie ldou

étre tirée est la méme que celle d'une autre. Btdia probabilité de tirer 'une quelconque deslbs
est de 1/1000.

Cette derniere interprétation est pertinente paunbdélisation de phénoménes naturels tels
que la radioactivité.

La conception numérique de la probabilité date desées 1650. Pour en faire
comprendre l'intérét, on fait alors appel aux lmgret jeux de hasard, alors trés en vogue, et
ce que I'on entendait par « probabilité » ne pogaére probleme. Il n’y a pas vraiment lieu
de distinguer les deux grandes interprétationsadprbbabilité, dans un exemple typique
comme celui qui précede.

Au XVIII ¢ siécle, on n’hésite pas a faire usage du calcsilpebabilités dans des contextes
géomeétriques, le probléme type étant I'évaluatioles chances que I'on a de toucher une
cible visée avec un projectile ». Les conditionstidage au sort y sont moins bien définies
gue dans les jeux de hasard, mais ces contextesitoffes ensembles d’issues qui ne sont pas
dénombrables : une probabilité est définie aloraroe un rapport de longueurs, d’aires ou de

volumes. Le probleme le plus connu est sans dalite a@e I'aiguille de Buffon (1733) :
On jette « au hasard » sur un plan — le sol pample— portant des droites paralléles formant desles
de largeud, une aiguille de longuelil < d). On demande la probabilité de rencontre entiguifie et
I'une des droites paralléles.

Le résultat,z—:j, peut étre obtenu en calculant un rapport d'aites)e d’elles
T

nécessitant le recours au calcul inté§raln autre exemple, accessible en classe®’des8le
jeu du « Franc Carreau » :

On jette « au hasard » une piéce de diamgtsar un sol pavé avec des carrés dont les cétésdson
longueura, a > d. On demande la probabilité de voir la piéce tond@ierement a I'intérieur d'un seul

carré.
Sa solution conduit a calculer le rapport des attesdeux carrés concentriques, de cotés
2
. : . (a—-d
respectifsa—d eta : il est égal a#.
a

6 On peut également le démontrer en s'intéressdiespérance mathématiquelE(lu nombre de points de
rencontre, en ignorant la restrictiba d. En utilisant la linéarité de I'espérance, il #ufie déterminer le nombre
k tel que EX) = ki, ce que I'on peut faire en considérant une aiguié forme circulaire de diamétde pour
laquelle on sait que I'espérance vaut 2. Cette outhmontre la puissance d’'une autre approche déslpilités
(Huygens et Van Schooten - 1657) reposant sur fmmal’espérance mathématique. Elle a été explgsie
Laplace, qui a généralisé le résultat de Buffonremplacant les droites paralleles par un résemaile
rectangulaire. En comptant le nombre de pointstefgection d’'une courbe avec un tel réseau, on aiest
estimer cette espérance, et en déduire la longieelar courbe.
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Annexe 2 : Eléments d’histoire de la notion de pradbilité

Comme on I'a vu dans l'annexe 1, il n'y a guéreailge distinguer les deux grandes
interprétations de la probabilité (la probabilitpistémique et la probabilité de type
fréquentiste) dans I'exemple typique du tirage delléds dans une urne. Mais ces deux
grandes interprétations refont surface quand osidére des exemples plus quotidiens (ainsi
que dans la modélisation de situations plus coneglexElles interviennent également dans
'enseignement des probabilités. C’est la raisonrgdaquelle ces deux interprétations sont
présentées succinctement ci-dessous : la prolgagpistémique fait I'objet du paragraphe 1.,
la probabilité de type fréquentiste est traité@ au

1. Probabilité épistémique

On considere un événement E, et deux personneweavent pas si E va ou non se réaliser.
La premiere personnkepariex € sur E et la deuxieme personh@ariey € contre E : si
gagne le pari, elle empoche k<€ deJ; siJ gagne, elle empoche lgs€ del. La somme

(x +y)€ est appelée enjeu du paxi(x +y) est le taux de pari desur I'événement E, et
yl(x +y) est le taux de pari dé contre I'événement E. Le taux de pari est éga @nise
divisée par I'enjeu.

Les joueurs ne parlent pas de taux de pari, matdtplle chance. Si les chances contre
un événement E sont teecontrea, le taux de pari sur E est dfa + b). Parler de taux de pari
ou de chance sont deux facons d’exprimer la ménosechMais la notion de taux de pari
ressemble davantage a la probabilité. Cependasrs gu’un joueur qui parie escompte un
gain'’, une probabilit¢ (personnelle ou épistémique) westtaux de paréquitablep : la
personne concernée estime qu'il est indifférenpaléer au tauy sur E ou de parier au taux
(1 —p) contre E. S’il s’agit de définir des taux de palatifs a plusieurs événemengs pour
Ei, p2 pour B, ...), le mathématicien italien Bruno de Fin@téxplique dans les termes qui
suivent comment on peut justifier les regles dewaur les probabilités :

Lorsqu’un individu a évalué les probabilités detas événements, deux cas peuvent se présenter : o

bien il est possible de parier avec lui en s’agsude gagner a coup s(r, ou bien cette possibilité

n'existe pas. Dans le premier cas, on doit dirdéviment que I'évaluation de la probabilité donngée p

cet individu contient une incohérence. C'est p&mient cette condition de cohérence qui constitue le

seul principe d'ou I'on puisse déduire tout le chldes probabilités : ce calcul apparait alors cemm

'ensemble des regles auxquelles I'évaluation silje des probabilités de divers événements par un

méme individu doive étre assujettie si 'on ne veas quil y ait entre elles une contradiction

fondamentale.
Il démontre ensuite que si;EE, ..., E, constituent ce que I'on nomme aujourd’hui un
systeme complet d’événements, P2, ..., pn €tant leurs probabilités respectives, la cohérence
oblige a imposer la conditign +p, + ... +p, = 1.

Le lecteur trouvera dans [4] la démonstration detes les régles du calcul des
probabilités & partir de cette notion de cohéréhgecompris la formule de Bayes, qui joue
un role tres important dans les applications deolfon de probabilité épistémique, comme le
montre I'exemple ci-dessous également tiré de [3].

1 Un joueurl qui pense que “Non E” a trois fois plus de chaseese produire que E, misera 1€ sur E en

espérant gagner plus que 3 € : (§€. Son taux de pari sur E est donc 1/(1 +3.-80on adversairg qui mise 3

€ contre E, veut gagner plus que 1 € : ()&, il offre 3 € pour gagner (1 W€ au cas ou E ne se produit pas.
Son taux de pari contre E est donc de 3/(1 #8 ta somme des deux taux de pari est strictenmdé@tieure a

1.
18 Voir [6] en bibliographie. La premiere théoriestymatique de la probabilité épistémique a été
présentée en 1926 par Franck Ramsey. Les travader &@etti datent de 1930 (alors que ceux de Kgbmnav
datent de 1933).

19 Voir [3], chapitre 14, intitulé “Cohérence”.
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Vous étes médecin. Vous estimez tout a fait prabgbk I'un de vos patients ait une angine, maisvou
n'en étes pas sOr. Vous faites quelques préléeventmmcaux que vous envoyez au laboratoire pour
analyse. Comme quasiment tous les tests, celuéesi pas parfait.
Si le patient a une angine, dans 70% des cas dedtdire dit « oui, il y a une angine ». Mais d&80%b
des cas il dit qu'il n’y a pas d’angine.
Si le patient n’a pas d’angine, dans 90% des c&bleratoire dit que le patient n’a pas d’anginaisv
dans 10% des cas, il prétend qu'il en a une.
Vous envoyez successivement cing prélevementss(idauméme patient) pour analyse. Et voici les
réponses : oui, hon, oui, hon, oui.
Qu’en concluez-vous :

(a) Ces résultats ne valent rien.

(b) 1l est probable que le patient n'ait pas d’angine.

(c) Il estjuste un peu plus probable gu’il ait uneiaag

(d) 1l est trés nettement plus probable gu'il ait ungiae.

On trouvera ci-dessous la justification du fait daéonne réponse est (d) : en supposant que
la probabilité que le patient ait une angine soiirde médecin de 90% (probabilité antérieure
ou a priori), la probabilité que le patient ait une anginehsat que les résultats aux cing tests
(supposés indépendants) sont “oui — non — oui —-na@ui” (probabilité postérieure oa
posterior) est égale a 343/344, soit environ 0,997. Si femplace le médecin par une
personne ignorante en la matiére, cette dernievergdixer la probabilité a priori a 50%.
Les mémes calculs conduisent a une probabilitéstepori de 343/352 soit environ 0,974.
Justification :

Désignons par A I'événement “Le patient a une agigipar O le fait que le test soit positif, et pate

fait qu'il soit négatif.

On connatt les probabilités conditionnelles suigant

Pa(0) = 0,7 ;pa(N) = 0,3 ; pz (0)=0,1; pz (N)=0,9.

On cherche la probabilité que le patient ait ungiram (A) sachant que les résultats aux cinq tests

successifs sont respectivement : O, N, O, N, O, e noteronso e n et 0 et N et ). ON suppose

que les résultats aux tests sont indépendants.

On adonc :

pa(OetNetOetNet=0,7x0,3x0,7x0,3x0,7

et py(OetNetOetNet}-0,1x0,9x0,1x0,9x0,1

En appliquant la formule de Bayes, on obtient :
p(A)xpa(OetNetOetNet)

p(A)x pa(OetNetOetNetr p(ﬂ)x ps(OetNetOetNet)

pOetNetOetNetéA):

Le médecin prend 0,9 comme valeur pp{4).
On trouve alors quep et N et 0 et N et GA) Vaut 343/344, soit 0,997 environ.

La personne ignorante préfére prendre 0,5 comnmeurgdourp(A). Les calculs conduisent alors au
résultat 343/352, c'est-a-dire 0,974 environ.

Rappels :
» La formule suivante :

p(B)= pa (B)* P(A)+ Pz (B)x p(A)
est appelée formule des probabilités totales.
« La formule de Bayes permet de calcyig(A) connaissantpy (B) etpy (B).

p(B et A)
P(B)

totales : p(B) = pa (B)x p(A)+ pz (B) p(,&) Donc :

En effet: pg(A)= . Or p(B etA)=pa(B)x p(A) et d'aprés la formule des probabilités
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Pa (B)* P(A)
pa(B)* p(A)* Pz (B)x p(A)
Cette formule se généralise en remplacant le sys@amplet d’événements {A,K} par un systeme
complet (ou partition) formés deévénements, souvent notég H,, ..., H,.

P(A)=

Dans cet exemple, la probabilité de type épistémigpt clairement mise en jeu.
2. Probabilité de type fréquentiste

Cette interprétation de la probabilité est beaucplys familiere, car tout étudiant en
mathématiques en entend parler lorsqu’on traitdalesles grands nombres.

2.1 Le théoreme de Bernoulli

Du point de vue historique, le résultat fondameptamettant de comprendre la facon dont se
stabilisent les fréquences des résultats au farmeesure que le nombre des essais augmente
est le théoréme de Bernoffli Ce théoréme, qui confirme lintuition sur la sta® des
fréquences, est plus difficile a démontrer que damiule de Bayes. La démonstration
“moderne” dans la théorie axiomatigue de Kolmogorepose sur une majoration assez
grossiere donnée par la formule de Bienaymé - Tyattedy, majoration peu utile en pratique.
La déemonstration donnée par Bernoulli est beau@bugp compliqguée, mais présente l'intérét
de présenter tres clairement sa problématiqueenilarque que, dans les jeux de dés ou de
tirages dans une urne, la détermination des prbiésba priori ne pose pas de probléeme :
il suffit de prendre le ratio entre le nombre dades “fertiles” et le nombre total de tirages ou
le ratio entre le nombre de tirages “fertiles’enbmbre de tirages “stériles”. Mais, il constate
gue cette méthode est inutilisable dans des pradémoncernant les maladies, la
météorologie, ou les causes sont cachées, et auniération des cas équiprobables est
impossible. Au lieu de cela, il propose de déteamnila probabilité d'un cas favorable a
posteriori :

« On peut supposer qu'une chose particuliére sduma ou non autant de fois qu’elle s’est
produite ou non dans le passé, dans des circorstarmblables ».

Il cherche donc a déterminer empiriquement la prtigno de cas favorables dans le cas ou
elle est inconnue. L'originalité de la tentative Bernoulli consiste a donner un traitement
formel de la vague notion qu’il décrit ainsi :

« Méme le plus stupide des hommes, par quelquenéhsie la nature, par lui-méme et sans
aucune instruction (et c’est une chose remarquabdt)convaincu que plus on fait d’observations,
moins on risque de s’écarter de notre but ».

bY

Bernoulli veut démontrer ce principe, et montree da “certitude morale” a propos de la

proportion inconnue peut étre approchée d’auss pgre I'on veut. Il considére une urne

contenant 3000 galets blancs et 2000 galets momstire un galet, avec remise. On regarde
combien de fois on tire un galet blanc, combieriaie on tire un galet noir. Se pose alors la
guestion : Peut-on tirer un nombre suffisant de fit# maniére a ce qu'il devienne 10 fois,

100 fois, 1000 fois plus probable que les nombeegalets blancs et noirs tirés soient dans le
ratio 3:2 plutét que dans tout autre ratio ? Belinptécise :

« Pour éviter les malentendus, on doit noter queat® que nous essayons de déterminer
expérimentalement ne doit pas étre considéré copmgws et indivisible (sinon, c’est le contraire

20 Ce théoreme est démontré par J. Bernoulli @éaa<Conjectand{1713), alors que la formule de Bayes

figure dans un texte posthume de Thomas Bayesllifissai en vue de résoudre un probléme de la doctrine
des chances
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qui se produirait, et il deviendrait moins probables le vrai ratio soit trouvé en augmentant les
observations). Ce que I'on veut, en revanche, aiagtio pris avec quelque latitude, c’est-a-dire
situé entre deux limites qui peuvent étre aussthme I'une de I'autre que I'on veut. Par exemple,
on prend deux ratios 301:200 et 299:200 ou 300D:2@0 2999:2000 ... l'un qui est
immédiatement supérieur et l'autre immédiatemeférieur au ratio 3:2. On prouvera que I'on
peut rendre plus probable que le ratio trouvé aplEs expériences répétées tombe entre ces
limites plutdt qu’il tombe a I'extérieur. »

Avec les notations modernes usuellesXaidésigne le nombre de cas “fertiles’nelie
nombre d’expériences répétées, il veut démontrer :

X X _ _ X _ _c
P(DF LES £J> CP(Dn LE> EJ avecc =10,100 ou 1000, ou encoré’&n ;Es gj > ol

avec p=—— our désigne le nombre de galets blancs &lui des noirs. Aprés avoir fait la
r+s

démonstratioft, il traite 'exemple otr = 30,s = 20,p = 3/5 ete = 1/50. Il trouven = 25 550
0X 3 ij 1000
(5550 57 50/ 1001
25 550 est a I'époque un nombre astronomique,lisaltie dans la pratique (Il est pourtant
bien meilleur que celui obtenu en employant l'inégade Bienaymé Tchebychev, qui est
égal a 600 600) : ceci conduit Bernoulli a ne pablipr ses travaux. Remarquons que
Bernoulli ne répond pas a la question qu’il s'essge au départ, car la proportion est ici
connue au départ. Il détermine le nombre de tiragéfisant pour que, avec une probabilité
tres forte (supérieure a 0,999, alors qu’aujourddruse contente selon les secteurs d’activité
des niveaux 0,95 ou 0,99), la proportion de casrfihles ne s’écarte pas de 3/5 de plus de
1/50. En d'autres termes, il détermimepour un intervalle de probabilfé au niveau
1000/1001 d’amplitude donnée, alors qu'il cherchaitpour en faire un intervalle de
confiancé® au méme niveau.

FLI13ayes s’est posé et a résolu un probléme voisinetld de Bernoulli, qu’il formule
ainsf™ :

« Etant donné le nombre de fois qu’un événemeanutninu s’est réalisé ou non, on cherche la chanee qu

la probabilité de sa réalisation lors d’une seydeéve soit comprise entre deux degrés quelcondges
probabilité que I'on puisse assigner. »

probléeme que I'on peut traduire avec un langage pladerne de la maniéere suivante :
Un événement se produit a chaque tirage avec lzapilité 6. SoitX le nombre de fois qu'il se produit au

cours den essais. On demandia < < b | X), probabilité quefd soit comprise entra etb, connaissant
le nombre de fois ou I'’événement s’est produit aurs des essais.

Il a illustré sa résolution avec un dispositif an@ et intéressant, connu sous le nom de
“billard de Bayes”. Mais ses travaux n’ont conneume diffusion, en raison des difficultés
de calcul des intégrales mises en jeu dans laisolut

pourc = 1000, ce qui se traduit ainsi en termes moder P

2.2 Théorémes de convergence et fluctuation d’édlmeimage

21 On trouvera une version modernisée de cette dsinadion dans [7], pages 115 a 117 et la version

originale dans Barbin E. & Lamarche J.-P., 2004.)dHistoires de probabilités et de statistiquédlipses,
pages 121 a 140, article écrit par Michel Henry.

22 Voir le paragraphe 2.2 de cette annexe.

23 Voir le paragraphe 2.3 de cette annexe.

2 Voir le chapitre 1 de Droesbeke J -J., Fine dpota G, 2002Méthodes bayésiennes en statistique
Editions Technip. Les auteurs, remarquant que Bayeploie simultanément les mots « probabilité » et
« chance », expliquent que si la « probabilité utpmrrespondre au méme concept que celui envipagé
Bernoulli, la « chance » représente plutdt unesorade croire ».
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Les travaux de De Moivre sur le développement dadrne, de De Moivre et de Laplace sur
le théoreme qui porte leurs noms (et qui est unpeasculier du théoreme “central limite”
établi par Laplace) et ceux de Gauss sur la Idiaggace - Gauss vont permettre d’obtenir les
résultats essentiels et de prolonger le travaBelmoulli (et de Bayes).

On peut modélisen tirages au hasard et avec remise dans une urrieneon des
boules noires et des boules blanches, la propod&gohoules noires dans l'urne étant égale a
p, en introduisanh variables aléatoires indépendantgsprenant la valeur 1 si i&™ boule
tirée est noire, et O si elle est blanche. La sor&mesX;, i variant de 1 &, donne le nombre
de boules noires obtenu a lissue detirages.S, suit la loi binomiale de parameétraset p,

son espérance mathématique est égalw &t son écart type est égalqlnp(l— p). On

Q
s’intéresse a la frequenég du nombre de boules noires a I'issue desages, égale —.
n

Le théoréme de Moivre - Laplace dit que la variaiéatoire centrée réduiR associée &,

égale a%, converge en loi vers la loi normale centrée r&gui’est-a-dire que
-p

lorsquen tend vers I’infini la probabilité pour qu®&, prenne des valeurs comprises et
F.— P

Plus précisément, sous les hypothéses suivantes30,np > 5 etn(1 —p) > 5, on approxime
avec une tres bonne précision la probabilité pag Ry soit dans l'intervalle 4, b] par sa
limite donnée par le théoréme de Moivre - Laplace.

A l'aide d’une table de la loi normale ou d’un @i, on peut trouver une valeur approchée

b tend vers 2dx La variable centrée réduite associéEneest R, =

Bl

2
. 1 u -% s , .
du nombre réal tel que—J- e 2dx, intégrale notég{u), prenne une valeur donnée.
-u

27
Il est utile de retenir que(1,96)= 0,95 ; 1,65)= 0,90 ; &3) = 0,99. Par exemple, sous les
conditions rappelées plus haiR(-1,96 < R,< 1,96)= 0,95. Or —1,96< R, < 1,96 équivaut

a:
p—l,QQ/@ <F < p+1,96‘/@.

Donc avec une probabilité voisine de 95%, l'inégatirécédente est vraie. L'intervalle ayant

1- 1-
pour extrémités p—l,ggfw etp+1,96,/w est appelé intervalle de probabilité

(ou de pari) de niveau 95%, ou encore intervallefldetuation de niveau 95%. Son
interprétation est la suivante : dans 95% des séten tirages que l'on peut faire, la
fréequence empiriqud, obtenue expérimentalement (modélisée Par appartient a cet
intervalle.

. : / 1-
Reprenons I'exemple traité par Bernoulli, dansu&g = 3/5 et p( - p) = 5\1/_(1;
n

il cherchait n tel que P@—0,0ZS F, < 3

g+o,02j:o,999. En utilisant le théoreme de

Moivre — Laplace, on est conduit a cherclietel que ¢u) = 0,999. Une table de la loi
normale donnal = 3,29 : ainsiP(-3,29 < R, < 3,29)= 0,999. Org—0,0ZS F, sg+0,02
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5Vn 5Vn 5Vn

équivaut 6-0,02——< R, <0,02—. Il suffit donc de choisin tel que 0,02—= = 3,29,

/6 /6 /6
c’est-a-diren = 6495 (a comparer avec 25 550 obtenu par Bernetu#li600 600 obtenu avec
I'inégalité de Bienaymé — Tchebychev).

2.3 Théorémes de convergence et estimation d’wtzapilité

Tout ce qui précede suppose que la probalplité succes lors d’un tirage est connue.
On peut donner une interprétation graphique deeriralle de probabilité (ou de pari), ou de

. . Y / 1- / 1-
fluctuation au niveau 95%. L’inégalité-1,9 wsfn—ps+l,9 M est

L . 1,96° : . . S .
équivalente ¢(f, - p)2 <= p(L- p), qui est l'équation de l'intérieur d’une ellifSelans

n
un repére ou I'on portig en abscisse @ten ordonnée : on lit I'intervalle de probabilitu(de
fluctuation) sur I'axe des abscisses, comme l'indidp représentation graphique ci-dessous.
Elle permet par ailleurs de constater la rédudtiefiintervalle lorsque augmente.

Intervalles de probabilité au niveau 0,95

Probabilite 1

-0.25 0.5 0,75 F 1 1,25 15

Intervalle de probabilité pour n = 10 Fréquence empirique

Le probléme précédent fait partie de la théoriddmantillonnage, qui fournit, pour chaque
valeur dep fixée, un intervalle de probabilité ou la variabléatoire prend ses valeurs avec
une certaine probabilité (ici, 95%).

Ce probleme est en quelque sorte I'inverse de delus lequel on cherche a estimer
une probabilité a partir de la fréquence empirigbtenue lors d’une série ddirages.
Ce probléme fait partie de la théorie de Neyffiaet sa solution est connue sous le nom
d’intervalle de confiance a un niveau donné. Enlgalr le méme niveau de 95%, le graphique

2 Seuls les points de l'intérieur de I'ellipse déed deux coordonnées sont comprises entre 0 @itlas

prendre en considération.
Jerzy Neyman (1894 —1981) a développé dans meees 1930 la théorie moderne des tests
d’hypothese avec Egon Pearson, fils de Karl Peapaas a développé ensuite celle des intervallesodéance.
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ci-dessous laisse deviner comment on le définit.

. Intervalles confiance au niveau 0,95
Probabilite 1

p2

0,
Intervalle de confiance
pourn = 100

-0.25 Q 025 05 0,75 1 1,25 1.5

fn Fréguence empirique

Dans le cas simple traité ici, il est possible deedminer par le calcul les borngset p, de
I'intervalle de confiance au niveau 0,95. Il suffitur cela de résoudre I'inéquation du second
1,96
n
bornes dépendent dg qui lui-méme l'est. Il est incorrect de dire glaeproportionp de
boules noires a une probabilité de 95% de se trodaes I'intervalle |p1, p2]. En effet, une
fois cet intervalle déterminé, ou bien il recougreu bien il ne la recouvre pas.
La probabilité est dans la procédure, pas danédeltat. Autrement dit, I'estimation gea
I'aide de l'intervalle de confiance est faite awgee méthode dont la probabilité d'étre juste
est’ de 95% : sur un grand nombre d’intervalles de ieooE, obtenus & partir d’'un grand
nombre d’échantillons, 95% recouvrent effectivemamnaleurp.
Il reste a déterminer les borngset p, de l'intervalle de confiance. On sait que la pioli

1- 1-
pour que 'inégalite p—l,QG,/M <f, < p+1,96,/@ soit vraie est de 0,95 environ.
Cette inégalité est équivalente f, —1,96,/M <psf, +1,96,/M. Mais les
n n

nombres encadramt dépendent d@! On peut évidemment penser a remplacer dans leurs
expressionp parf,, c’est-a-dire remplacer la quantité inconmupar la valeur observéeg,
comme I'a fait Neyman en présentant sa méthodejtansainsi la méfiance de son collegue
Bowley”®. En fait, on peut légitimer cette pratique en mamt que les solutions de
1,96

n

degré(f, - p)2 < p(L- p) d'inconnuep. L'intervalle [py, p] obtenu est aléatoire, car ses

I'inéquation du second degré(fn—p)zs p(l-p) sont trés voisines de

Cette probabilité est en fait de 95% enviro'osi tient compte de I'approximation par la loi maale.
28 Voir [11], pages 87 & 89.
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/ f.(1-f /f 1-f . : ,
f,—-1,9 % etde f,+1,9 % a condition quen soit suffisamment grand

(de l'ordre d’'une centaine) et pin’est ni trop grande, ni trop petitap(et n(1 —p) sont de
I'ordre de 10 au plus).
Le programme de seconde propose une “fourchetsoni@age au niveau de confiance 0,95”,

Lfn —i, f, +LJ, dont I'expression est plus simple, et qui cortléntervalle de confiance
An" "

au niveau 0,95 : en effe f, (1- f ) est inférieur a 1/4, et donc 1,/ f,(1- f,) est inférieur &

1. La probabilité qu’'une telle fourchette recoulaevaleurp est donc supérieure a 0,95.
Les conditions d’utilisation de cette fourchettex 30, et 0,3 4, < 0,7) permettent d’assurer

la validité de I'approximation par la loi normalede s’assurer que la “fourchette” n’est pas
trop différente de l'intervalle de confiance.
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PROPORTIONNALITE - FONCTIONS

La proportionnalité est un théme autour duquel peuvent étre pensés
et organisés de nombreux apprentissages mathématiques. Une bonne
maitrise par les éléeves des connaissances relatives a ce theme est
fondamentale, aussi bien pour son usage dans la vie courante, son
utilisation dans diverses disciplines ou dans le cadre professionnel
que pour son importance dans divers domaines des mathématiques.
Le fait que toutes les situations de proportionnalité, quels que soient
leurs contextes, puissent étre modélisées par un seul type de
fonctions numériques de la variable réelle, la fonction linéaire, est
mis en évidence en classe de troisiéme ou ce type de fonctions est
étudié et intégré au type des fonctions affines, inaugurant ainsi
I’étude de la notion de fonction qui est poursuivie tout au long du
lycée, notamment dans I’enseignement de 1’analyse. Cependant, dés
le cycle 3 de I’école primaire, 1’étude de telles situations est abordée,
en mettant en ceuvre de maniére moins formelle, moins économique
mais également moins abstraite certains aspects de ce modele
mathématique.

| - Proportionnalité

La fonction linéaire est le modéle mathématique numérique
actuellement privilégié pour modéliser une situation de
proportionnalité. A une époque plus ancienne, la définition de deux
suites de nombres proportionnelles était donnée dans le cadre de la
théorie des proportions’ qui était utilisée.

Or la fonction linéaire ne fait ’objet d’une premicre étude qu’en
classe de troisieme alors que le travail sur la proportionnalité
commence au cycle 3 de I’école primaire. Il s’agit donc de concevoir
les étapes d’un enseignement de la proportionnalité qui ne prend pas
directement appui sur la notion de fonction linéaire et qui doit tenir
compte de I’évolution du domaine numérique disponible pour les
¢leves : entiers naturels, puis nombres décimaux, puis nombres
rationnels (et quelques nombres réels) pour ce qui concerne la
scolarité obligatoire.

I-1. Différents aspects de la proportionnalité

a) La proportionnalité peut é&tre envisagée dans trois cadres
différents, qui souvent peuvent étre mis en interaction (passage d’un
cadre a I’autre pour résoudre un probléme, par exemple) :

- le cadre des grandeurs : c’est celui dans lequel se rencontrent le
plus souvent les situations de proportionnalité, mettant en relation
deux grandeurs (masse et prix, masse et longueur dans le cas de
I’allongement d’un ressort, longueurs dans le cas du périmétre du
cercle en fonction de son rayon, longueur et aire dans le cas de
triangles de méme base et de hauteur variable, distance et durée dans
le cas d’un mouvement uniforme...) ;

- le cadre numérique, dans lequel on s’intéresse uniquement aux
relations entre nombres ;

- le cadre graphique : représentation de la relation entre les grandeurs
ou entre les nombres dans un systéme d’axes gradués ;

b) Dans le cadre des grandeurs, la proportionnalité peut étre mise
en évidence de plusieurs maniéres différentes qui dépendent
notamment des contextes utilisés :

- dans certains cas, la proportionnalité a un caractére arbitraire et
reléve d’une décision sociale : le prix peut étre décidé comme étant
ou non proportionnel a la masse (le plus souvent, dans un intervalle
déterminé). Cela pose la question du caractére implicite de nombreux
énoncés ; cet implicite devrait étre levé par une discussion avec les
éléves ;

- dans d’autres cas, la reconnaissance d’une relation de
proportionnalit¢ entre grandeurs reléve d’une expérimentation
(notamment en physique) qui permet de déterminer dans quelles

' Le cours de Philippe & Dauchy (1920) précise ainsi que « Deux suites de
nombres qui se correspondent un a un sont proportionnelles lorsque les
rapports de deux nombres correspondants sont égaux ».

limites le modéle proportionnel est utilisable : c’est le cas déja
évoqué de 1’allongement du ressort en fonction de la masse
suspendue ;

- dans le contexte de la géométrie et de la mesure, la mise en
évidence de la proportionnalité reléve d’une preuve formelle
(démonstration), qui est ou non a la portée des éléves : ainsi, un
éléve de quatrieme peut démontrer, dans le cas du carré, la relation
de proportionnalité entre longueurs des diagonales et longueurs des
cOtés... alors que, dans le cas du cercle, il ne peut que vérifier
expérimentalement celle qui existe, entre longueurs des périmetres et
longueurs des rayons ;

- enfin, la proportionnalité est utilisée comme outil pour définir de
nouvelles notions, a partir d’une hypothése de proportionnalité (en
général non vérifiée), comme lorsqu’il s’agit d’exprimer des
proportions ou des pourcentages : 3 fumeurs sur 5 (ou 6 fumeurs sur
10 ou encore 60 % des fumeurs) ont arrété de fumer permet
d’exprimer une proportion qui n’est vérifiée que pour la population
toute entiere et pas, en général, pour des sous populations.

Il est important que les éléves soient confrontés a des situations
relevant de ces différentes catégories, dans des contextes variés,
notamment en exploitant des situations empruntées a d’autres
disciplines ou a des questions de société (sécurité routiére, par
exemple). En particulier, la réalisation de graphiques nécessite la
mobilisation de connaissances relatives a la proportionnalité par
exemple celle d’un diagramme en batons repose sur le principe de
construction de hauteurs de batons proportionnelles aux effectifs
représentés.

Il est également essentiel qu’ils soient confrontés, trés tot, a des
situations dans lesquelles le modéle proportionnel n’est pas pertinent
(longueur du ressort en fonction de la masse suspendue, aire du carré
en fonction de la longueur du co6té, prix de I’affranchissement en
fonction de la masse de la lettre ou du colis, prix d’une course en taxi
en fonction de la distance parcourue...).

I-2. Différents problemes a propos de la proportionnalité
Les éléves peuvent étre confrontés a différents types de questions :

- reconnaitre, a partir d’une série de données, si I’hypothése de
proportionnalité peut étre formulée ou non ;

- rechercher une ou plusieurs données manquantes dans une situation
de proportionnalité (probléme de recherche d’une quatriéme
proportionnelle) ;

- comparer des proportions (par exemple des mélanges : tel mélange
eau-sucre est-il plus ou moins sucré que tel autre ?) ;

- passer du cadre des grandeurs ou du cadre numérique au cadre
graphique et inversement.

I-3. Différents moyens de résolution

Toutes les procédures de résolution utilisables peuvent étre reliées a
des propriétés de la fonction linéaire qui sont d’abord utilisées de
fagon implicite :

- utilisation de la propriété d’additivité, qui peut étre exprimée, en
troisiéme par : f(x+y) = f(x) + f(y) ;

- utilisation de la propriété d’homogénéité (appelée aussi procédure
scalaire), qui peut étre exprimée, en 3° par : f(Ax) = M(x) avec le cas
particulier « du passage par I*unité » ou « régle de trois »” ;

- utilisation d’une combinaison linéaire, faisant intervenir les deux

% La « régle de trois » a longtemps été enseigné comme un procédé permettant
de résoudre les problémes de recherche d’une quatriéme proportionnelle. Un
probléme cette époque comme « En 6 jours, un ouvrier gagne 250 F.
Combien gagne-t-il en 15 jours ? » donne lieu a la mise en forme suivante :

250F x 15
6

calculs.

, avec la recommandation de simplifier avant d’effectuer les
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procédures précédentes ;

- utilisation du coefficient de proportionnalité (appelée aussi
procédure fonctionnelle) ;

- utilisation de 1’égalité des rapports ;

- utilisation de 1’égalité des produits en croix ;

- utilisation d’une représentation graphique.

Trois objectifs peuvent étre assignés a I’enseignement au cours de la
scolarité obligatoire :

- augmenter la capacité a mobiliser une procédure donnée et en
accroitre D’efficacité, notamment en permettant aux éléves de
I’utiliser avec d’autres types de nombres que ceux avec lesquels elle
a d’abord fonctionné ;

- augmenter la variété des procédures utilisables et inciter les éléves
a opérer le choix le plus approprié a la situation particuliere a traiter ;

- renforcer la compréhension des liens qui existent entre ces
différentes procédures, avec, en fin de collége, une synthése possible
a I’aide de la fonction linéaire et de ses propriétés.

I-4. La proportionnalité dans la scolarité obligatoire :

différentes étapes d'un apprentissage.

Le tableau suivant met en évidence les principales étapes de
I’apprentissage des moyens de traiter une situation de
proportionnalité, les langages utilisés, les types de nombres
rencontrés et les cadres dans lesquels elle est étudiée, avec quelques
commentaires explicatifs.

A chaque étape, différents contextes doivent étre mobilisés et la
diversité des problémes doit étre aussi grande que possible.

Ni Types de Procédures de Commentaires (types de problémes, langage Relations avec d’autres
iveau | Cadres P . R .
nombres résolution utilisé...) domaines du programme
Cycle 3 | Grandeurs | - Naturels Raisonnement - Aucune procédure spécifique n’est travaillée. - Exploitation de données
- Décimaux proportionnel, Les problémes sont résolus par recours a des numériques : diagrammes,
simples utilisant : raisonnements contextualisés, sans formalisation. | graphiques
(rapport - propriété - Ces raisonnements sont exprimés en langage - Nombres entiers et décimaux :
scalaire ou additive ordinaire (oral ou écrit). placement sur une demi- droite
coefficient du |- propriété - Des problémes faisant intervenir les graduée
type 1,5 ou d’homogénéité pourcentages, les échelles, les vitesses moyennes |- Géométrie : agrandissement,
2,5..) - passage par sont résolus par les mémes procédures, sans que | réduction de figures
I’unité soient mises en place de techniques spécifiques. |- Mesure : conversion d’unités
- coefficient de
proportionnalité | On se reportera utilement au document
« simple » d’application pour le cycle 3.
Sixieme | Grandeurs | - Naturels Raisonnement - La nouvelle signification donnée aux fractions |- Organisation et gestion de
- Décimaux proportionnel, (signification quotient) permet une généralisation | données : placement exact ou
simples utilisant : du recours a la propriété multiplicative ou au approché d’entiers naturels, de
- Quotients - propriété coefficient de proportionnalité (en donnant du décimaux ou de quotients sur une
(plus le additive sens a des expressions comme « 7/3 fois plus », | demi-droite graduée ;
nombre 7) - propriété « 2,5 fois plus » ou « multiplier par 7/3 », représentations graphiques :
d’homogénéité « multiplier par 2,5 »...) diagrammes en batons, circulaires
- passage par - Aucune formalisation particuliére n’est exigée. |ou demi-circulaires, graphiques
I"unité L’utilisation de tableaux ou de schémas fléchés | cartésiens.
- coefficient de peut étre envisagée, sans étre systématisée. Des |- Mesure : changements d’unités ;
proportionnalité | expressions telles que “p. de 7,5 kg = 26 €” (pour | longueur du cercle.

évoquer le prix de 7,5 kg dans une situation
masse - prix) peuvent étre utilisées, notamment
pour rendre compte des raisonnements évoqués
ci-dessus. Ces expressions préparent le
formalisme fonctionnel qui sera introduit plus
tard, en particulier en 3°. Elles sont
accompagnées de formulations orales du type
«le prix de 7,5 kg de marchandise est égal a 26
€».

- Les problémes proposés peuvent faire
intervenir les échelles, les vitesses moyennes,
sans mise en place de techniques spécifiques.

- Pour les pourcentages, une technique est mise
en place et justifiée pour appliquer un
pourcentage. Cependant pour calculer 25 % de
200, les ¢éléves doivent rester capables d’utiliser
un raisonnement plus rapide du type « 25 pour
100, c’est comme 50 pour 200 » ou « prendre 25
% de 200, c’est prendre le quart de 200 ».
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Cinquiéme | Grandeurs |- Naturels Formulation et - La proportionnalité commence a étre - Organisation et gestion de
Numérique | - Décimaux | utilisation des ¢étudiée dans le cadre purement numérique données : placement exact ou
- Quotients | propriétés : (tableaux de nombres représentant une approché d’entiers, de décimaux
(plus le - propriété additive | relation de proportionnalité, explicitation des | ou de quotients sur une demi-droite
nombre 1) - propriété propriétés), mais la plupart des activités graduée ; repérage dans le plan ;
d’homogénéité restent contextualisées. notion de fréquence ;
- passage par - Aucune nouvelle procédure de résolution | représentations graphiques :
I’unité n’est introduite, mais le recours a des mises | diagrammes rectangulaires,
- coefficient de en forme (tableaux, schémas fléchés) est circulaires, demi-circulaires,
proportionnalité exigé. L’usage des expressions utilisées en | graphiques cartésiens,
sixieme peut étre poursuivi et évoluer, en histogramme.
cinquiéme ou en quatriéme, vers celui - Mesure : changements d’unités ;
d’expressions du type p(7,5 kg) =26 €. relation entre aire ou volume d’une
- Les problémes restent diversifiés, mais les | figure ou d’un solide et une de ses
notions de proportion (pour un mélange), dimensions, lorsque les autres sont
d’échelle, de mouvement uniforme sont fixées.
explicitées.
- Des techniques sont mises en place pour
traiter les problémes faisant intervenir ces
notions, ainsi que pour calculer un
pourcentage. Ces techniques n’ont a étre
utilisées que lorsque la complexité de la
situation 1’exige. Dans des cas simples, un
raisonnement fondé sur le sens suffit a traiter
la situation, comme par exemple pour
calculer la distance parcourue en 1h30 par
une voiture qui roule a 100 km/h (le calcul de
100 km + 50 km suffit pour trouver la
réponse !).
- Le lien avec le cadre graphique est abordé,
sans justification.

Quatrieme | Grandeurs |- Naturels - Utilisation des - A partir du travail sur 1’égalité de quotients, | - Géométrie : propriété de Thalgs ;
Numérique | - Décimaux | propriétés la procédure appelée « produit en croix » notion de cosinus ; agrandissement
Graphique |- Quotients travaillées en 6° et | peut maintenant étre justifiée et donc utilisée. | et réduction de figures.

(plus le 5¢ Son usage ne doit cependant pas étre - Mesure : relation entre aire ou
nombre 7) - Egalité de systématisé. Elle est difficile a interpréter du | volume d’une figure ou d’un solide
quotients et point de vue des grandeurs. et une de ses dimensions, lorsque
produits en croix |- La non additivité des pourcentages est mise | les autres sont fixées ; relation d =
- Caractérisation | en évidence. vt ; changements d’unités de
graphique (sans - La notion d’indice est abordée. vitesse.
justification) - Les problémes de changement d’unités
dans la cas de grandeurs quotients (vitesse,
débit, change...) peuvent étre traités en
utilisant le calcul sur les grandeurs ou en
utilisant la proportionnalité.

Troisiéme | Grandeurs |- Naturels - Modélisation et |- Le travail sur la fonction linéaire permet Géométrie : théoréme de Thales,
Numérique | - Décimaux | traitement a I’aide | une synthese des différentes propriétés notions de sinus et de tangente
Graphique |- Quotients d’une fonction rencontrées antérieurement. Mesure : agrandissement et

(plus les linéaire - Le langage fonctionnel x > ax est réduction de figures ou de solides

nombres T, - Les procédures | introduit. Des écritures comme f(x; +x,) = | (effets sur les longueurs, les aires

ﬁ i \/} ) envisggées f(x;) + f(x,) et f(Ax) = AMf(x) peuvent étre ou le.s volumes) ; changements .
antérieurement utilisées’. La mise en place de ce langage a | d’unités sur des grandeurs produits

restent disponibles.

été préparée dans les classes antérieures par
des formulations du type p. de 7 kg =p. de 3
kg + p. de 4 kg, puis éventuellement par des
formulations du type p(7kg) = p(3 kg) + p (4
kg).

- La caractérisation graphique de la
proportionnalité peut faire 1’objet d’une
justification, grace a I’énoncé de Thalés et le
coefficient de proportionnalité peut étre

ou des grandeurs quotients.

3 Ce type de notation permet, sur des valeurs numériques, de rendre compte des traitements utilisés. Par exemple, si une donnée est formalisée a I’aide d’une
fonction linéaire f par f(5) = 12 et que la question conduit a chercher f(7), on peut écrire que

7= 5, doncque (7 =7« 5)= L x f5)=7 .15.
5 5 5 5
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interprété graphiquement.

- Les problémes de changement d’unités
dans la cas de grandeurs quotients (vitesse,
débit, change...) ou de grandeurs produits
peuvent étre traités en utilisant le calcul sur
les grandeurs ou en utilisant la
proportionnalité.

- L’effet d’un agrandissement ou d’un
réduction sur 1’aire ou le volume fournit des
exemples intéressants de non
proportionnalité.

Il - Fonctions

Le travail sur la proportionnalité, et plus largement sur I'étude de
relations entre grandeurs ou données numériques, a permis
d'utiliser des formules, des tableaux de nombres et des
représentations dans le plan muni d'un repére, en particulier
comme outils pour résoudre des problémes. Ainsi, a I'occasion du
traitement de situations de proportionnalit¢é dans divers
contextes, les éléves ont été amenés a passer d'un langage a un
autre (par exemple, d'une formule ou d'un graphique a un tableau
de nombres). Mais, si des expressions telles que « en fonction de
» ou « est fonction de » ont été utilisées, si des désignations telles
que “ prix de 7,5 kg” ou “p. de 7,5 kg” ou éventuellement
“p(7,5kg)” ont été utilisées dans les raisonnements, les fonctions
numériques associées a ces formules, a ces tableaux ou a ces
représentations ou désignations n'ont pas été explicitées de
maniére formelle et décontextualisée. Le passage des grandeurs
aux mesures permet justement une telle formalisation, et c’est alors
que le modéle unique de la fonction linéaire trouve sa légitimité.
Dans le contexte de I’exemple précédent, on est alors amené a
simplifier les écritures et a noter plus simplement p(7,5). La
nécessité de trouver une lettre indépendante de tout contexte
permet de justifier I’introduction de la lettre f, et de donner du sens
a des expressions telles que f{7,5) et plus généralement f(x).

1I-1. Un premier contact avec la notion de fonction

La classe de troisiéme est I'occasion du premier véritable contact
des éleves avec cette notion de fonction numérique (sous son
aspect formel), dans sa conception actuelle qui fait correspondre
a tout élément d'un ensemble un élément d'un autre ensemble. Il
ne s'agit pas de donner une définition générale de la notion de
fonction, méme si les exemples travaillés ne doivent pas étre
limités a des fonctions linéaires ou affines. Des exemples de
fonctions simples sont également utilisés, en particulier pour
montrer que toute représentation graphique ne se réduit pas a un
ensemble de points alignés (par exemple, en représentant
quelques points dont les coordonnées sont obtenues a 1’aide de la
fonction « carré », sur un intervalle). La notation x > f{x) est
utilisée, ainsi que les termes image et antécédent.

La notation f{x) est donc introduite pour des valeurs particuliéres
de la variable du type f(2), f(-3)...., en veillant a différencier avec
les éléves le statut des parenthéses dans ce type de notation de
leur signification dans un calcul algébrique, ce que le travail fait
dans les classes antérieures dans le cadre des grandeurs avec des
expressions telles que p. de 7,5 kg, puis p(7,5 kg) = 26 €, facilite
grandement. Les notations fonctionnelles aménent en effet a
utiliser des lettres avec une nouvelle signification
successivement, au collége, les lettres ont ainsi été utilisées de
fagon « expressive » en référence a des grandeurs (comme dans
la formule de l'aire du rectangle), pour désigner des inconnues
(dans les équations), des valeurs indéterminées (dans les
identités remarquables, par exemple) et enfin; des variables (dans
le langage des fonctions).

11-2. Fonction linéaire et fonction affine

La notion de fonction linéaire permet, en classe de troisieéme,
d'opérer une synthése des différents aspects de la
proportionnalité rencontrés tout au long du collége et de les
exprimer et de les traiter dans un nouveau langage. Toute
situation de proportionnalité est modélisable par une fonction
linéaire. Dans cette perspective, il convient d'étre attentif, avec
les éléves, aux questions soulevées par le domaine d'adéquation
du modele mathématique avec la situation traitée, en ayant soin
de préciser, chaque fois, le domaine de signification de la
fonction - définie, elle, sur lI'ensemble des (réels) - dans le
contexte de la situation traitée (qui impose souvent une
restriction a un intervalle ou a un nombre fini de valeurs).

Les ¢éléves sont amenés a remarquer que la fonction affine
caractérise une situation dans laquelle il existe une relation de
proportionnalité entre les accroissements des 2 variables en jeu.
La notation x> ax n’est introduite que pour des valeurs
particulieres de a, en liaison avec le coefficient de
proportionnalité et d'expressions verbales du type « L’image d'un
nombre est obtenue en multipliant ce nombre par a ».

La fonction linéaire doit aussi apparaitre comme un cas
particulier de la fonction affine.

Le travail sur des situations modélisables par de telles fonctions
est l'occasion de formuler un méme probléme dans différents
cadres et d'habituer les éléves a passer d'un cadre a l'autre, pour
interpréter des résultats ou des propriétés : formules, tableaux de
nombres, fonctions, représentations graphiques. C'est en
particulier ce qui permettra d'utiliser une représentation
graphique pour obtenir une solution (souvent approchée) d'un
systéme d'équations a deux inconnues.
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Introduction : ce que dit le programme de college

Le programme de mathématiques du collége accorde une place centrale a la résolution de problemes. 11
insiste en particulier fortement sur 'importance de la résolution de problémes dans I'acquisition du
socle commun de connaissances et de compétences. La résolution de problémes constitue en effet,
dans le champ des mathématiques, la mise en ceuvre de la méthode d’investigation. Cette nécessité de
structurer 'activité mathématique des éléves autour de la résolution de problemes est affirmée dans
I'introduction générale des programmes de mathématiques, mais est aussi rappelée dans I'en-téte de
chaque partie du programme de chaque classe avec des indications précises sur les objectifs assignés.

La résolution de problémes, en mathématiques, recouvre plusieurs activités qui, toutes, s’appuient sur le
raisonnement de I’éleve. Ces activités, parfois successives mais souvent imbriquées, peuvent se décliner
en compétences :

e lire, interpréter et organiser 'information ;

* s’engager dans une démarche de recherche et d’investigation ;

* mettre en relation les connaissances acquises, les techniques et les outils adéquats pour produire

une preuve ;

* communiquer par des moyens variés et adaptés — aptes a convaincre — la solution du probleme.

A cet égard, Iintroduction du programme de mathématiques décrit deux étapes dans le raisonnement
mathématique :
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« [...] denx étapes doivent étre clairement distinguées : la premicre, et la plus importante, est la recherche et la
production d’une prenve ; la seconde, consistant a mettre en forme la prenve, ne doit pas donner lien a un
Jformalisme prématuré. En effet des préoccupations et des exigences trop importantes de rédaction risquent d’occulter
le rdle essentiel du raisonnement dans la recherche et la production d’une prenve. C’est pourgnoi il est important de
ménager une grande progressivité dans l'apprentissage de la démonstration et de faire une large part an
raisonnement, enjen principal de la formation mathématique au collége. »

et distingue le raisonnement — constitué de la recherche, de la découverte et de la production d’une
preuve — de la démonstration formalisée qui est la forme aboutie — structurée sous forme déductive et
rédigée — de ce raisonnement.

C'sst dans ce sens que Vexpression « démoustration formalisée » ost wtilisée dams ce document.

L’objet de ce document ressource pour la classe est d’essayer de dégager comment on peut, dans les
classes de college, favoriser le raisonnement et ouvrir ainsi le champ de la résolution de problémes au
plus grand nombre d’éleves, y compris a ceux qui ont des difficultés a entrer dans les codes de la
rédaction d’une démonstration. On peut rappeler a cet égard que « la mise en forme écrite [d'une prenve] ne
fait pas partie des exigibles » du socle commun.

Ainsi, ce document a "ambition de rappeler que :

* raisonner en mathématiques, e w'est pas seslement pratiguer lo raisogmement dédwcitf,
® un raisonnement déductif pent étre considéré comme complet mbme sl m'a pas ume mise en forme
capopique,

et de contribuer a la prise en compte dans les classes de cette diversité.

Le raisonnement mathématique

a) Différents types de raisonnement

On peut distinguer, dans le domaine scientifique, deux types de raisonnement :
* le raisonnement par induction et présomption : de I’étude de plusieurs exemples concordants (et
si possible représentatifs) on déduit, par présomption, une propriété générale ;
e le raisonnement par déduction: a partir de propriétés reconnues comme vraies, par
enchainement logique, on déduit une propriété.
Dans le domaine des sciences expérimentales, le raisonnement par induction se suffit a lui-méme si la
méthode employée est suffisamment rigoureuse : la présomption qui résulte d’observations
concordantes débouche sur la mise en place d’un protocole expérimental destiné a vérifier les
« hypotheses » émises. L’expérience doit étre reproductible et la preuve qui en résulte s’apparente a une
preuve statistique (par estimateur ou intervalle de confiance).

En mathématiques, le raisonnement inductif ne se congoit, en général, que comme une premiére étape’,
conduisant a une conjecture. Il restera ensuite, par un raisonnement déductif, a démontrer la véracité de
cette conjecture.

Alors que le raisonnement déductif fonctionne selon le schéma classique :

« Sachant que (A est vraie) et que (A implique B) est vraie, je déduis que (B est vraie) »,

le raisonnement inductif fonctionne selon un schéma présomptif :

« Constatant que dans les exemples ou (A est vraie), alors (B est vraie), je présume que (A implique B)
est vraie »

ou un schéma explicatif :

« Sachant que (A implique B) est vraie, j’explique que (B est vraie) en présumant que (A est vraie) »

11y a une exception notable : celle de I'invalidation, par la production d’un contre-exemple, d’une propriété universelle.
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Le raisonnement inductif prend toute sa place en mathématiques dans la phase de recherche, en
particulier sous la forme du schéma explicatif dans le raisonnement par chainage arricre — essentiel en
géométrie’.

Dans la phase de recherche, cela conduirait a se poser la question de ce qu’il suffirait d’avoir pour
emporter la conclusion.

En revanche, une preuve apportée sur un exemple générique est une forme de raisonnement déductif,
car il s’agit d’une démonstration faite sur un exemple mais transférable. Dans ce cadre, il faut faire
identifier aux éléves en quoi 'exemple est générique, par exemple pour établir des propriétés des
opérations, alors méme que le professeur choisit de ne pas formaliser avec tous les éleves la
généralisation du raisonnement utilisant le recours au calcul littéral. Dans ce cas, la démonstration
formalisée, telle qu’elle est définie plus haut, n’est pas faite.

Lorsqu’on demande une démonstration a un éléve, on lui demande de s’engager au préalable dans une
phase d’investigation pendant laquelle la démarche est essentiellement inductive. En revanche, une fois
la preuve trouvée, seul le raisonnement déductif est utilisé dans la phase de mise en forme. Une des
difficultés majeures pour le professeur va donc consister a faire vivre dans la classe des moments ou il
va faire pratiquer a ses éléves des raisonnements inductifs (notamment pour expliquer comment on
trouve des résultats), tout en devant les leur refuser et leur apprendre a les remplacer par des
raisonnements déductifs dans les démonstrations. En fait, pour I’éleve, la difficulté est double :

e il faut passer d’un raisonnement inductif a un raisonnement déductif pour établir la preuve ;

« il faut ensuite mettre en forme ce raisonnement déductif pour en faire une démonstration c’est-

a-dire une preuve communicable.

b) Démarche d’investigation et raisonnement

Dans le domaine scientifique, la démarche d’investigation occupe une place essentielle a chaque fois
qu’une question est posée et que la réponse ne peut étre donnée immédiatement a partir de
connaissances disponibles. La mise en ceuvre d’une telle démarche dans une séquence d’enseignement
doit déboucher sur des acquisitions de connaissances et de compétences.

En mathématiques, elle trouve véritablement sa place dans la résolution de problémes (ou de questions
ouvertes) et doit donner 'occasion, par sa mise en ceuvre, d’acquérir ou de consolider des compétences
pour concevoir ou utiliser un raisonnement.

< Les &tapes possibles d’smpe démarche d’iuvestigatiop en mathématiques

Réflexion sur le probleme posé :
1. appropriation du probleme, vocabulaire, contexte,
2. confrontation avec les savoirs disponibles (il est donc nécessaire de « connaitre son cours »),
3. recherche éventuelle d’informations sur le theme.
Elaboration d’une conjecture :
1. recherche, avec mise en place éventuelle d’'une premicre expérimentation,
2. émission de la conjecture,
3. confirmation, avec mise en place éventuelle d’une seconde expérimentation.
Mise en place d’une preuve argumentée.

Ce travail, inclus dans une séquence d’enseignement, est suivi d’un temps de synthese identifiant
clairement les points a retenir puis d’une institutionnalisation des acquis (notions, savoir-faire,
démarches) et de leur mise en ceuvre. En fin de séance, I'institutionnalisation peut étre simplement :
« Aujourd’hui, on a appris a calculer la longueur de ’hypoténuse connaissant la longueur des deux
autres cOtés ... ».

2 Voir le document ressource « Géométrie » des programmes de college :
http://eduscol.education.fr/D0015/doc_acc cle geometrie.pdf.
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* Place du raisoppement daps cette démarche
Les éléves seront amenés a raisonner en alternant :

1. des temps de recherches individuelles laissant une certaine autonomie a I’éléve qui doit choisir des
directions, émettre des hypothéses (en mathématique on dira faire des conjectures), faire des
essals (expérimentations) avec des allers-retours possibles. Le professeur observe la progression
des éleves, peut échanger avec quelques-uns pour ne pas les laisser en situation de blocage ou
éviter qu’ils se dirigent trop longtemps sur une voie sans issue, et surtout repere tous les
¢léments qui lui permettront de gérer la réflexion collective ;

2. des temps d’échanges oraux permettant aux éleves de proposer leurs idées, de les argumenter, de
les justifier, de valider ou de rejeter les propositions de leurs camarades.

De nombreux types de raisonnement peuvent étre mis en ceuvre : le raisonnement par induction-
présomption y est trés présent puisque, dans une activité d’investigation, la démarche a suivre n’est pas
suggérée par ’énoncé, mais il peut étre aussi déductif, par absurde, par exhaustivité des cas, ...
Cependant, il est important que la mise en ceuvre, orale ou écrite, ne soit pas génée par un formalisme
prématuré.

La rédaction finale, 'application des résultats obtenus, entamées ou non en classe, peuvent étre
données a faire en dehors de la classe, les demandes pouvant étre diversifiées en fonction des éleves et
des objectifs d’apprentissage visés. Toutefois, la rédaction et la mise en forme d’une preuve gagnent a
étre travaillées collectivement, avec I'aide du professeur et a étre présentées comme une fagon
convaincante de communiquer un raisonnement aussi bien a oral que par écrit.

< Le raisoupemenst dédwcsif daps la démarche d’ipvestigation

Exemple 1, en troisicme :

\/5 est-il un nombre décimal ?

Premicre expérimentation : la calculatrice donne, cpmme valeur de \2 une premicre conjecture :
1,414213562]

qui doit amener la remarque : « Quelle est la dixieme décimale ? ».

Une deuxi¢me expérimentation pourrait étre d’effectuer 1,414213562 X 1,414213562 avec la calcula-

trice, ce qui donne 2.

L’infirmation de la conjecture : « V2= 1,414213562 » pourrait étre élaborée a partir de la remarque d’'un

éléve qui a commencé a poser Popération et qui dit, « le dernier chiffre apres la virgule est un 4 ».

Emission d’une nouvelle conjecture : « il n’y a pas de nombre décimal dont le carré est 2 ».

Et la preuve : s’il y en avait un, il s’écrirait 1,41421356......... 1
ou 1,41421356......... 2
ou 1,41421356......... 3
ou 1,41421356......... 4 etc.

* tous les cas peuvent étre examinés avec le raisonnement précédent, raisopmemenst par
disjonctiop des cas.
» d’ot1 la conclusion : raisoppement par Vabsurde.
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Exemple 2, a partir de la quatricme :

Deux points A et B étant donnés, déterminer 'ensemble de tous les
points C tel que le triangle ABC soit un triangle rectangle en C

Premiére expérimentation : tracé d’un certain nombre de points avec une équerre ou avec un logiciel de
géométrie dynamique (dans les deux cas, I’éleve est amené a raisonner pour faire sa construction).
Observation : cela semble étre un cercle. Mais quel est son centre ?

Emission d’une conjecture : ’ensemble des points est le cercle de diamétre [AB].
Vérification expérimentale avec une regle graduée, un compas ou le logiciel : la distance du milieu
de [AB] aux points tracés est-elle égale a la moitié de AB ?
Un triangle tracé en partant d’un point du cercle est-il toujours rectangle ?

Justification :
Qu’est-ce qui permet de montrer que C est
sur le cercle de centre M et de diametre [AB]
(privé des deux points A et B) ?

A f B
La diagonale d’un rectangle ?

Des triangles isoceles (grace aux angles) ?

Les médiatrices des cotés de I'angle droit ? Et réciproquement ?

Raisoppements par induction-présomption pwis par déduction
Quelle que soit la méthode choisie, la rédaction de la preuve peut étre visée, mais seulement dans un
second temps.

Exemple 3, en troisicme :

Quand on lance successivement deux dés, en additionnant les nombres
présents sur les deux faces supérieures, la probabilité d’obtenir dix est-
elle la méme que celle d’obtenir neuf ?

Premiére expérimentation : une approche fréquentielle (éventuellement faite a la maison avec trente fois
2 lancers par éleve, par exemple) n’apparait pas vraiment significative.

L’idée de la simulation peut alors étre utilisée mais la premiere question qui se pose alors est :
- comment, avec la fonction ALEA (ou la fonction ALEA entre bornes) d’un tableur, simuler le
lancer d’'un dé ?
On peut amener les éléves a faire le lien avec le tirage au sort d’un point sur un segment partagé en six
segments de méme longueur.
- comment simuler alors la situation proposée ?

L’émission d’une conjecture est alors aisée, mais ’estimation de la probabilité est ici plus délicate car les
fréquences 1/12 et 1/9 ne se devinent pas a partir de 'affichage décimal du tableut.
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Dans les deux cas, la création de la simulation nécessite un véritable raisonnement (la fonction ALEA
donne un nombre au hasard entre 0 et 1 donc en multipliant par 6 on obtient un nombre au hasard entre
0 et 6, du moins on 'admettra ; la fonction ENT pourra aussi étre utile) et apporte au bout du compte
un apprentissage en terme d’appréhension du hasard.

On peut alors proposer de déterminer la probabilité grace a un arbre (pas nécessairement a tous les
éleves car 'appel a un raisonnement sur deux épreuves successives n’est pas exigible dans le cadre du
socle).

c) Raisonnement et démonstration formalisée

Exemple 4, a partir de la cinquieme :

Laffirmation : « la somme de deux multiples de 7 est un multiple de 7 »
est-elle vraie ou fausse ?

Voici quelques productions d’éléves en réponse a la question posée ainsi que quelques éléments
d’analyse au regard des compétences relatives a la résolution de problémes :

= Eleve A:

Cet éléve montre qu’il a compris le probleme (C1). On peut considérer qu’il a engagé une démarche de
type expérimental en allant chercher des exemples sur des grands nombres dans le but de vérifier une
certaine généralité de I'affirmation. Méme si sa production ne constitue pas une preuve acceptable (un
débat de classe doit permettre de reconnaitre ce point), il a néanmoins conduit un travail qui touche a
la capacité (C2).

Il calcule efficacement et maitrise la notion de multiple : ce qui se référe ici a la capacité (C3) est
maitrisé.

La mise en forme (C4) est également bien réalisée avec un usage rigoureux du signe d’égalité et des
égalités bien disposées qui ne laissent aucun doute sur la démarche proposée.
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Eleve B :

Cet éleve propose une solution qui est incontestablement une preuve et méme une démonstration. I
serait intéressant d’en demander une formulation en francais(« Un multiple de sept est une somme de
sept. La somme de deux sommes de sept est encore une somme de sept »).Il a parfaitement compris le
probléme (C1), il élabore un raisonnement valide (C2) et la mise en forme est claire (C4). L’usage des
trois points et du signe plus entouré est ici légitime.

Quant a la capacité (C3), la production de Iéléve ne permet pas de Papprécier.

» Eleve C:
Vil (B

Cet éleve propose une preuve elliptique. Un débat de classe devrait faire surgir la nécessité de
communiquer de fagon plus explicative (en particulier, quelle est la nature des nombres « et /). La
compétence (C4) est donc a renforcer.

Néanmoins, on constate qu’il s’est approprié le probleme (C1), qu’il est capable d’utiliser la définition
d’un multiple et la distributivité de la multiplication sur ’'addition (C3).

Enfin, méme si la rédaction est trés courte, 'argument qui est donné est trés pertinent (C2).

l
i
|

.

" FleveD:

Cet éleve propose une preuve similaire a celle de I’éléve C avec un souci d’explicitation plus prononcé.

" Fleve E:

Ui cah

{xa! + 2

Cet éleve s’est engagé dans une démarche avec recours a des lettres dans un souci de généralité (C2). Le
choix des nombres 14, 21 et 35 et le signe + laissent supposer une certaine appropriation du contexte

().
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Exemple 5, a partir de la quatrieme :

Une corde non élastique de 101 metres est attachée au sol entre
deux piquets distants de 100 meétres. Tam tire la corde en son milieu
et la léve aussi haut qu’il peut.

Sachant qu’il mesure 1,68 m, peut-il passer en dessous sans se
baisser ?

Voici quelques solutions d’éleves :
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s Du raisopnement & la démopsiration

Dans la phase d’apprentissage du raisonnement, il est impératif de valoriser les écrits intermédiaires
méme approximatifs. En voici un exemple :

Exemple 6, a partir de la quatricme :

Le coté d’un losange mesure 27,4 cm et 'une de ses diagonales 42 cm.
Quelle est la longueur de sa seconde diagonale ?

Solution 1 Solution 2
zﬂ,ql, 24" 209,74, Un .!ﬂ!m\.?, ot compese da b bua
C’at {aim op* n.u.l.mﬂh nB&;
VESR = (34
1'1-26?!'.1; &5(5 ﬁ‘&l
Quchve, dl'ﬁap-ll./’b Pgelyre Sﬁjtz-uu. e
C:‘tnﬁ: 24 584
A bhd
fﬁn:\k-ﬂir
9,78
D s
=3, % A7
Wous anvens P2 b mocbie de ‘LA'S'“'& .
'H'ré"f"lﬂ brawoen & H"'!""'d"' &q-‘r‘“
fm mbiplin pus £ . ®
49,6 <€ - 35, ¢

2 .
parde be dogonale o 35, ¢,

Ces deux rédactions originales constituent des écrits de communication aboutis, méme si elles n’entrent
>

pas dans le cadre des démonstrations normalisées. Elles sont, en tous cas, la preuve de raisonnements

de grande qualité et méritent d’étre valorisées.

d) Démonstration et argumentation

Dans ce paragraphe, on cherche a comparer argumentation en mathématiques et 'argumentation dans
la vie courante ou dans d’autres disciplines. Persuader, convaincre en mathématique, ne vient pas de la
force de conviction: cela n’a pas de sens en mathématiques.

11 faut identifier les arguments qui ont légitimité en mathématiques, ou un exemple ne suffit pas méme
s’1l est produit par celui qui parle le plus fort. Certains arguments peuvent nous persuader (pour une
conjecture) mais ils sont trop faibles pour convaincre en mathématique car ils n’ont pas valeur de
preuve. Dans la classe, il faut autoriser une parole assez libre (débat mathématique) et la mise en avant
d’arguments personnels, car ils ont toute leur place en particulier dans la recherche de conjecture :
Exemple : voir plus loin Exercice 18
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e) Enoncés ouverts et raisonnement
L’exemple suivant montre l'intérét de laisser ouverte la formulation d’un probléme pour favoriser
I'engagement des éleves dans sa résolution et laisser émerger des démarches variées.

Exemple 7, a partir de la quatricme :

Quel est le dernier chiffre de 2 puissance 50 ?

Voici quelques productions d’éleves :
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Voici la solution que pensait proposer le professeur :

2t=2 2° =32 2°=512

2 =4 20 = 64 219 = 1024
2’=3 27 =128 2" = 2048
2*=16 2% = 256 22 = 4096

Si la puissance est un multiple de 4, c'est-a-dire de la forme 4z, alors le dernier chiffre de 2 élevé a cette
puissance est 6.

Si la puissance est de la forme 47 + 1, le dernier chiffre est 2.

Si la puissance est de la forme 47 + 2, le dernier chiffre est 4.

Si la puissance est de la forme 47 + 3, le dernier chiffre est 8.

Or 50=4 12+2 donc le dernier chiffre de 2 est 4.

Voici les commentaires @ posteriori du professeur :

Auwucun de mes éleves n'a fait de raisonnement de ce type. Ma solution est-elle une démonstration ¢ L utilisation de n est-
elle intéressante pour la suite de 'apprentissage des mathématiques ? Ceci a-t-il ét¢ ma premiere idée car j’ai derriere la téte
un _joli raisonnement par récurrence ? (bien rassurant celui-la.) Au vu des copies, j'ai projeté des solutions d'éleves qui me
semblent plus simples et performantes.

On peut analyser ces productions comme celles du paragraphe c).
On peut constater que deux grands types de démarches ont été utilisés :

1. Celui majoritaire, parmi les productions proposées, qui consiste a décomposer la puissance
¢tudiée en utilisant des diviseurs de 50, 10 et 5 dans un cas ce qui permet un calcul facile a la
main, 25 et 2 dans un autre cas ce qui conduit a un calcul réalisable avec les calculatrices
courantes au college. La méthode est élémentaire mais efficace et elle constitue une
démonstration.

2. Celui qui consiste a expérimenter sur les premicres puissances de 2 et a conjecturer que la suite
des derniers chiffres est périodique. Pour devenir une démonstration, un raisonnement par
récurrence, dont il n’est évidemment pas question en quatrieme, serait nécessaire. C’est aussi, la
méthode que le professeur avait pensé proposer a ses éleves. Elle est aussi riche et intéressante
que la premiere pour un travail en classe mais elle est mathématiquement moins efficace a ce
niveau de classe.

Le commentaire du professeur enrichit ici 'analyse qu'on peut faire de ce travail.
Ce commentaire, qui fait apparaitre le point de vue du professeur avant d’avoir mis ses éléves au travail,
permet :
- de prendre conscience du fait que les éleves sont en général, face a un probléme ouvert bien choisi,
plus imaginatifs et plus performants que ne le prévoit le professeur,
- de comprendre, dés lors, qu’il est indispensable que le probléme soit présenté de fagon ouverte. Si le
professeur le ferme en essayant de guider le travail des éléves pour les diriger vers son propre
raisonnement, la situation est compromise pour un certain nombre d’éleves et perd une grande partie
de sa richesse.
- de préciser qu'un probleme bien choisi est un probleme dont tous les éléves peuvent comprendre
la question et dans lequel ils peuvent s’engager par des méthodes variées.
- de rappeler 'importance de l'analyse a priori que le professeur doit faire avant de proposer un tel
exercice a ses éleves. En particulier, envisager les différentes procédures qui leur sont accessibles
permet de décider si le choix du probléme est pertinent ou non.
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2. Le raisonnement dans les différents champs des mathématiques du college

a) Dans le domaine de la géométrie

La géométrie constitue un support privilégié pour la pratique du raisonnement déductif. Mais le
raisonnement en géométrie s’appuie aussi sur 'observation et la construction de figures, la mise en
place d’expérimentations, de procédures d’essais-erreurs, ’élaboration et la critique de conjectures. Pour
le raisonnement mathématique, c’est un domaine riche, varié, présentant un aspect visuel et esthétique,
voire ludique, et qui donne lieu a différents types de raisonnement. Pour que l'apprentissage du
raisonnement géométrique s’exerce de maniere efficace, il ne doit pas se réduire a 'apprentissage formel
de la démonstration. A cette fin, les énoncés ne doivent pas étre systématiquement donnés sous une
forme fermée : « montrer que » suivie d’une propriété apparaissant aux éléves aussi évidente que les
hypothéses. Lactivité géométrique devient alors pour eux un jeu incompréhensible et stérile.

De plus, le découpage des textes en sous-questions trop détaillées transforme I’éleve en ouvrier
spécialisé n’ayant a exécuter que des taches parcellaires dont il ne percoit pas la cohérence et ne laisse
pas une part assez grande a I'initiative, U'inventivité ou la maitrise de la complexité. Identifions a présent
différents types de raisonnements a partir de situations géométriques, chacun étant assorti d’'un ou
plusieurs exemples.

* Raisoppement par digjopction de cas

*

. N . RN 3
Exercice 8, a partir de la sixi¢cme’ :

Ces dessins représentent quatre cubes en bois dont certains coins ont été évidés.
Deux seulement de ces solides sont identiques. Dire lesquels.

Ns[\sl\ly.s

A B s D

< Infirmation par production d’sn coptre-exemple
C’est 'occasion de travailler sur le sens des énoncés mathématiques et la quantification universelle
implicite.

Exercice 9, a partir de la sixiéme :

Les propriétés suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
* Deux rectangles de méme périmétre ont aussi la méme aire.
* Deux rectangles de méme aire ont aussi le méme périmetre.

Exercice 10,

Si le triangle A’B’C” a deux cOtés égaux respectivement a deux des cotés du triangle ABC
et un angle égal a I'un des angles du triangle ABC, peut-on conclure a I’égalité des
troisiemes cOtés des deux triangles ?

3 d’aprés un exercice de « Mathématiques sans frontieres »
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<+ Raisoppement par Vabswrde
Le raisonnement par 'absurde est pratiqué par le professeur, comme forme plus simple d’un
raisonnement par contraposée, par exemple pour démontrer la réciproque du théoréeme de Pythagore.
Si 'on considére un triangle ABC tel que AB = ¢, AC = b et BC = a, avec @’ =b" +¢7, il sagit
de démontrer que le triangle est rectangle « en A ». Pour cela, op suppose gl me Fest pas ct on
trace la droite D perpendiculaire 2 AB en A. Sur cette droite, il existe deux points C, et C, tels

que AC, =AC, =b et on a, d’apres le théoréeme de Pythagore direct BC, =BC, =a=BC. Le
point C est donc a intersection des cercles C, de centre A et de rayon b et C, de centre B et de

rayon a. Ces deux cercles se coupanten C, et C,, le point C est 'un des deux, le triangle ABC

est donc soit ABC, soit ABC, donc est rectangle en A, d’ou la contradiction.

Pour les éleves, toujours dans la configuration de Pythagore, mais pour démontrer qu’un triangle n’est
pas rectangle, on utilise le raisonnement par ’'absurde comme forme plus accessible d’un raisonnement

par contraposée. Pour démontrer qu’un triangle ABC tel que AB* + AC* # BC® n’est pas rectangle
en A, il est plus facile d’exprimer la preuve sous la forme :

« S1 ABC était rectangle en A, on aurait AB? + AC? =B(C?, ce qui est absurde,
puisque 'on sait que AB? + AC? #BC? ».

Exercice 11, a partir de la cinquicme :

Si A’ est le symétrique de A par rapport a O, le
quadrilatere ABA’C est-il un rectangle ?

<+ Raisoppements Bbs & nue copsiruction glométrigue
Dans ces exercices, il s’agit de faire le lien entre une description par un texte mathématique et une

figure géométrique codée. La construction peut étre décrite pas a pas (exercice 12) ou étre implicite
(exercice 13) :

Exercice 12, a partir de la sixieme :

1. Tracer un carré ABCD et placer un point E sur le segment [AB] au 1/8 de la longueur a
partir de A.

2. Reporter AE sur [BC] a partir de B ; on obtient le point F.

3. Reporter AE sur [CD] a partir de C ; on obtient le point G.

4. Reporter AE sur [DA] a partir de D ; on obtient le point H.

5. Tracer le carré EFGH.

6. Recommencer les opérations a partir du carré EFGH, c’est-a-dire prendre un point au

1/8 de [EF], etc. jusqu’a obtenir un nouveau carré dans lequel on recommence ...
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Exercice 13, a partir de la quatriéme :

Si € est un cercle et M un point extérieur au cercle, tracer une tangente au cercle € passant
par le point

Exercice 14, a partir de la quatri¢me :

m

On donne la figure codée ci-contre.
Ecrire un énoncé permettant de la construire.

Q

<

A L=

Dans cet exercice, il s’agit d’analyser une figure codée afin de produire une consigne de construction :
I’éleve doit identifier en particulier I'ordre et les modalités des constructions.

On peut compléter un tel exercice en demandant a I’éléve d’imaginer des questions a poser a partir de
cette figure. |

Exercice 15% a partir de la sixiéme :

Construire le centre du cercle donné ci-contre, en laissant
apparents les traits de construction.

Cet exercice permet la mise en ceuvre de différentes stratégies :
e Milieu d’une corde de longueur maximale (utilisation d’un logiciel de géométrie dynamique, d’un
compas, d’une regle graduée).
e Milieu de ’hypoténuse d’un triangle rectangle inscrit dans le cercle.
e Intersection des diagonales d’un rectangle inscrit dans le cercle.
e Milieu d’une corde perpendiculaire a deux tangentes paralléles ; (méthode dite « du pied a
coulisse »).
e Intersection des médiatrices de deux cordes (méthode experte disponible dés la 6°).
Ces méthodes dépendent du niveau de Iéléve, de son aptitude a expérimenter et de son imagination.

#issu de la banque d’exercices pour le socle
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Exercice 16 a partir de la cinquiéme :

Dans un carré de 56 cm de périmeétre, on inscrit un cercle.
Des 4 sommets du carré on trace des quarts de cercle, selon
le schéma ci-contre.

1- Construire la figure a I’échelle 1/2.
2- Calculer l'aire de la surface hachurée (qui représente un
motif décoratif sur une boiserie ancienne).

Dans cet exercice, la construction demandée nécessite des calculs préliminaires (passage du périmetre
au coté, application d’une échelle).
Le fait d’avoir réalisé la construction est un élément facilitateur pour le calcul qui suit.

b) Dans le domaine du calcul

Alors que le raisonnement en mathématiques au collége est traditionnellement associé a la résolution de
problémes géométriques, le champ numérique donne la possibilité d’engager des activités déductives
sur des supports d’une autre nature pouvant susciter I'intérét d’éleves plus a I'aise dans ce domaine.

11 offre de plus un contexte privilégié pour explorer des modes de raisonnement diversifiés : déductif,
par 'absurde, contre-exemple, disjonction de cas, etc.

Les exemples suivants illustrent cette diversité a travers des situations pouvant parfois donner lieu a
. . 6
plusieurs types de raisonnement.”

< Cogtre-exemples

Parallelement au travail mené dans les classes pour convaincre que la vérification d’'un-énoneé par
quelques exemples ne suffit pas a prouver que celui-ci est vrai, il importe de sensibiliser les éleves au
concept de contre-exemple. L’arithmétique procure de nombreuses situations parfaitement adaptées a
la mise en ceuvre d’un raisonnement simple.

Exercice 17, a partir de la cinqui¢me :

La somme des chiffres de 42 est un multiple de 6 et 42 est un multiple de 6 (idem pour 84).
Peut-on en déduire que si la somme des chiffres d’un nombre entier est un multiple de 6,
alors ce nombre est un multiple de 6 ?

Exercice 18, a partir de la quatri¢me :

Vrai ou faux : pour tout entier 7, 'entier #° — # + 11 n’admet que deux diviseurs

Ce dernier exercice, propice a mettre en ceuvre une démarche d’investigation, donne également
l'occasion d’engager la réflexion sur le caractére universel d’une propriété.

Certains probléemes ouverts favorisent de plus un travail sur la notion de réciproque.

On peut, par exemple, se demander si la « preuve par 9 » garantit 'exactitude du résultat obtenu.

5> D’apres un exercice de certificat d’études primaires
6 On trouvera d’autres exemples dans le document « Initiation au raisonnement » (académie de Bordeaux, mars 2003) ;
http://mathematiques.ac-bordeaux.fr/profplus /publica/public.htm

Direction générale de I'enseignement scolaire 16/30



Exercice 19, a partir de la cinqui¢me :

1- Si deux entiers sont multiples de 7, leur somme est-elle un multiple de 7 ? et leur
différence ?

2- Si la somme de deux entiers est multiple de 7, ces deux entiers sont-ils multiples de 7 ?

3- Si la somme et la différence de deux entiers sont des multiples de 7, ces deux entiers
sont-ils multiples de 7 ?

Exercice 20, a partir de la cinqui¢me :

1- Démontrer que si un nombre est multiple de 60, alors il est multiple de 6 et de 15.
2- La réciproque est-elle vraie ?

De la méme fagon, le recours a un contre-exemple constitue un moyen efficace et formateur pour
réfuter certaines identités ou regles de calcul : en ajoutant le méme nombre au numérateur et au
dénominateur d’une fraction, obtient-on une fraction égale ? La racine d’un produit est-elle égale au
produit des racines ? etc.

Ce type d’activités donne I'occasion de conforter le principe selon lequel une propriété n’est validée que
si elle est vraie dans tous les cas possibles.

De plus, les raisonnements mis en ceuvre dans le domaine numérique peuvent consolider la
représentation des nombres : étant donnés deux nombres décimaux # et 7 tels que » a pour arrondi 13
et # pour troncature 12, peut-on affirmer que 7 est supérieur a 7 ?

< Raisopnement par Vabsurde

Certaines questions courantes du domaine numérique sont traitées grace a un raisonnement par
I’absurde.

On démontre ainsi qu’en divisant le numérateur et le dénominateur d’une fraction par leur PGCD, on
obtient une fraction irréductible.

Des considérations sur les produits en croix permettent de se prononcer sur I'égalité de deux fractions

c 941664 ot 665857'
665857 470832

Les problemes a support concret ou issus d’autres disciplines peuvent également donner lieu a un
raisonnement, par exemple autour du théme de la proportionnalité, en faisant éventuellement intervenir
des arguments graphiques.

Exercice 21, a partir de la cinqui¢me :

A partir du tableau ci-dessous, peut-on dire que la distance d’arrét d’un véhicule est
proportionnelle a sa vitesse ?

Distance d’arrét (enm) | 14 | 28 | 79
Vitesse (en km/h) 30 | 60 | 90

< Digjouction de cas
Comme cela a déja été vu plus haut a propos du caractere non décimal de racine de deux, la disjonction de cas

est un mode de raisonnement efficace pour résoudre deés le college certains problémes qui seront traités d’une
autre fagcon a un autre niveau.
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Exercice 22, a partir de la cinquié¢me :
1- Si deux nombres sont multiples de 3, alors leur produit est multiple de 3.
2- Si deux nombres ne sont pas multiples de 3, alors leur produit n’est pas multiple de 3.

Ce type de raisonnement permet de démontrer des propriétés des nombres entiers par des procédés
s’apparentant aux congruences : 7 (n+1) (2n+1) est-il un multiple de 3 ?

Il peut aussi étre utilisé dans certains cas pour résoudre des systemes d’équations ou d’inéquations a
inconnues entieres.

En vue d’un travail sur les ordres de grandeur et sur certaines régles opératoires, on peut proposer de
déterminer le résultat d’'une opération sans utiliser de calculatrice, ni poser d’opération, sous forme d’un
QCM. Par exemple :

Combien vaut 241 X 5,7 : 133,7; 1373,7; 13773,7; 256,7?

< Calenl littéral

Le calcul littéral constitue en lui-méme un mode de raisonnement, grace auquel on dépasse le stade de
I'investigation sur quelques cas particuliers pour accéder au niveau de la généralisation.

C’est par exemple une démarche naturelle pour s’assurer de I'exactitude d’une conjecture émise dans le
cadre d’un programme de calcul.

Le calcul littéral permet de démontrer certaines propriétés arithmétiques (la somme de deux nombres
pairs est paire, etc.).

Il donne par ailleurs la possibilité d’activités spécifiques amenant a un travail sur les notions de
propriété directe et de réciproque, en particulier lors de la résolution d’équations ou d’inéquations.

Des la classe de cinquiéme, la pratique de tests d’égalité peut amener a se poser des questions du type :
six=15ety =12, alors 2 x +y =42, mais ’égalité¢ 2 x + y = 42 entraine-t-elle quex =15 ety =127

Le calcul littéral est utilisé dans la résolution de problemes a support concret, comme par exemple celui
du volume d’une boite réalisée a partir d’un carré tronqué en chacun de ses coins.

Exercice 23, a partir de la quatricme :

Combien doit mesurer le coté du carré que 'on découpe dans chaque coin
d’un carré de coté 10 pour que le volume de la boite soit maximal ?

Hl []

Dans cet exemple, une approximation de la réponse pourra étre obtenue a partir de considérations
graphiques ou en faisant appel a un tableur. Le recours a la notion de fonction permettra de formaliser
le probleme, préparant ainsi 'approche qui sera plus tard envisagée au lycée.

Comme suggéré dans le document ressource sur le calcul littéral’, il importe d’avoir a Pesprit que, selon
les cas, la lettre est utilisée dans les calculs avec des statuts différents : variable, indéterminée, inconnue
ou parametre. Dans ce dernier document, 'exemple développé en pages 1 et 2 met en évidence
plusieurs usages possibles de la lettre autour d’'une méme situation.

7 « Ressources pour les classes du college - Du numérique au littéral au college » (DGESCO, février 2008)
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Exercice 24, a partir de la cinqui¢me :

Trouver un moyen permettant de calculer le nombre de carreaux grisés d’une
figure construite sur le modéle ci-contre, quel que soit le nombre de carreaux
sur le coté du carré.s

c) Le raisonnement dans le domaine de la gestion de données, des probabilités et des
statistiques

Cette partie du programme mobilise des raisonnements tres variés qui ne se formalisent pas souvent
sous la forme de démonstrations.

Il s’agit essentiellement de rationaliser des décisions ou des choix, d’argumenter des affirmations ou
d’exercer son esprit critique, en procédant au traitement ou a 'analyse de données brutes ou de
représentations graphiques.

Pour cela, les différents raisonnements nécessitent souvent des allers-retours entre des représentations
graphiques et des données numériques, voire des informations figurant dans un texte. 1l s’agit alors de
sélectionner les informations pertinentes et de les mettre en relation. Ces raisonnements sont
constitutifs de la culture mathématique du citoyen qui est amené a mobiliser ses connaissances
mathématiques pour argumenter ses affirmations, ses choix ou ses décisions.

Le domaine des probabilités permet d’aborder des raisonnements nouveaux au collége pour décider ou
choisir en situation d’incertitude.

< Gestiop de domnées, fopctiops

Ce premier exemple est illustratif de plusieurs situations (cf. document ressource sur le socle) ou le
raisonnement consiste a traduire graphiquement une variation en lien avec la notion de pente. Ces
situations se prétent volontiers a des échanges oraux amenant les éléves a expliciter leurs raisonnements
pour argumenter leurs choix.

8 « Les débuts de l'algébre au college », Combier, Guillaume, Pressiat (INRP, 1996)
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Exercice 24, A partir de la quatriéme’ :

Vi a la Cité des Sciences et de 'Industrie a Paris.

« Six réservoirs de formes différentes, de méme volume, de méme hauteur se remplissent dans le méme
temps. Il s’agit d’associer a une forme de récipient une jauge et une courbe indiquant la hauteur du
liquide en fonction du temps. »

Les graduations des six jauges A, B, C...indiquent les hauteurs de liquide correspondant a 1 litre, 2
litres... pour les six réservoirs. Les courbes 1, 2, 3... indiquent la hauteur atteinte par le liquide en
fonction du temps lorsque les six réservoirs se remplissent.

OV XA

R1 R2 R3 R4 R5 R6

Les récipients ont tous le méme volume 10 litres et la méme hauteur. Leurs formes sont représentées
grossiecrement par les dessins ci-dessus. Pendant le remplissage, le débit de I'eau est constant et
identique d’un récipient a I'autre. Ainsi, a un instant donné, le volume d’eau contenu dans chaque
récipient est le méme mais la hauteur d’eau n’est pas nécessairement la méme.

Associer a chaque récipient R, R, R;, Ry, R, Ry:

a. la jauge qui lui correspond (parmi les jauges reproduites ci-contre) ;
b. la courbe qui lui correspond (parmi les courbes 1, 2, 3, 4, 5, 6 repro-
duites ci-apres).

-

o
os}
O
O
e
!

° Extrait du CRPE, session 2006, groupe 5.
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< Statistigues descriptives

L’exemple ci-dessous conduit a raisonner sur les écarts absolus et les écarts relatifs a partir d’un
graphique tronqué.

Exercice 25, 3 partir de la cinquiéme” :

Lors d’une émission télévisée, un journaliste tient les propos suivants : « Ce graphique montre qu'il
y a eu une tres forte augmentation du nombre de cambriolages entre 1998 et 1999. »
Considérez-vous que l'affirmation du journaliste est une interprétation correcte du graphique ?
Justifiez votre réponse par une explication.

520 —

Année
1999
Nombre de 515 —
cambriolages
par année Année
510 —_| 1998

505 —

Il importe toutefois, pour que ces distinctions entre variations absolues et variations relatives prennent
sens, de proposer aussi des situations ou ce type de graphique tronqué est pertinent, en particulier pour
manifester des variations absolues qui seraient invisibles avec une représentation compléte. Cest par
exemple le cas lorsqu’on représente I’évolution sur les dernicres années de I'espérance de vie a la
naissance (cf. www.ined.fr).

Ce deuxiéeme exemple mobilise des raisonnements destinés a imaginer et organiser le travail pour
décoder un message a partir d’informations statistiques.

Exercice 26, 3 partir de la cinquiéme'’

Voici une citation. Chaque lettre de 'alphabet a été remplacée par un signe. La ponctuation
et les espaces ont été supprimés.

4+00%5xx+ OA—=300+A K+ K e+ x+T—+ A N431 —+1+h+]
—Tm+ ANe—53%k[[4+[ o3[ 1 h3A Y KI5ALII5%3—4+[1A+®
+16+ A K+ K —+25 A0+ +[ TV T+[11—41 %343 %+ 5xxT A+

Décoder cette citation en utilisant le diagramme en batons qui indique la fréquence
d’apparition de chaque lettre dans le texte.

10 Dapres une épreuve PISA
1 D’apres Maths sans frontieres
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11 est par ailleurs formateur de confronter les éléves a des données réelles car leur étude mobilise des
raisonnements variés, notamment pour comprendre des tableaux de données ou pour mettre en
relation des données avec des représentations graphiques ou des indicateurs statistiques. On trouvera
sur le site de PINSEE (http://www.insee.fr) ou sur celui de FINED (www.ined.fr) de trés nombreuses
informations chiffrées.

On peut par exemple interpréter les positions relatives de la moyenne et de la médiane d’une série
statistique (salaire moyen et salaire médian, 4ge moyen et age médian etc.) ou bien -demander aux éleves
de modifier, a 'aide d’un tableur, certaines données d’une série de sorte que la moyenne devienne
supérieure a la médiane ou l'inverse. Des raisonnements par essais et erreurs peuvent alors étre mis en
ceuvre.

Enfin, on peut examiner ce probléme qui mobilise des raisonnements déductifs, aprés avoir, le cas
échéant, procédé par essais et erreurs sur des exemples: on considere deux séries de données
numériques S et S’ et on se demande s’il est possible de choisir un élément de la série S de sorte qu’en
I'adjoignant a la série S’ les deux moyennes baissent. Il est alors intéressant de rechercher une condition
nécessaire et suffisante.

<  Probabilités

Les raisonnements dans le domaine des probabilités permettent de guider des choix ou des décisions.
Ce sujet suscite volontiers I'intérét des éléves qui peuvent s’impliquer dans des choix et disposer d’outils
pour les valider ou les réfuter (simulation ou calcul de probabilités).

L’exemple suivant est essentiellement fondé sur la notion de proportion, qui se traduit ici en termes de
probabilités. Les effectifs de bonbons ont été choisis de sorte que le pot contenant le plus de bonbons
au citron soit celui qui en ait la moindre proportion.

Il va de soi que les probabilités étant tres proches, une simulation de cette situation nécessiterait un
nombre important de tirages avec remise pour que la différence entre les deux pots soit perceptible.
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. LI 12
Exercice 27, en troisieme ™ :

Dans un premier pot, Grand-mére met 6 bonbons a 'orange et

10 au citron.
Dans un deuxieme pot, elle met 4 bonbons a 'orange et 7 au I \

citron. ) ) . Bonbons Bonbons
Les bonbons sont de méme forme et enveloppés de la méme
fagon. Comme Grand-meére sait que Julien n’aime pas le gout 1 I
du ci lle lui dit - 6 a l'orange 4 al'orange

u citron, elle lui dit : . o 10 au citron 7 au citron
«Tu peux prendre un bonbon. Je te laisse choisir le pot dans
lequel tu pourras glisser ta main, sans regarder a I'intérieur. » \_ VAN Y

Julien réfléchit et choisit enfin le pot ou il pense avoir la
meilleure chance de prendre un bonbon a I'orange.

Ala place de Julien, quel pot auriez-vous choisi ? Justifiez votre
réponse en expliquant votre raisonnement.

Enfin, cette derniére situation propose de décider d’une stratégie de jeu en s’aidant d’un calcul de
probabilités.

. PEEPEN 13
Exercice 28, en troisi¢me ~ :

On dispose de trois cartes de méme format. La premiere a deux faces bleues, la deuxieme a
deux faces rouges et la dernieére une face bleue et une face rouge. Quelqu’un choisit au
hasard une carte puis la pose sur la table en choisissant au hasard la face visible. Le joueur
doit « deviner » la couleur de la face cachée. Quelle stratégie lui conseiller ? Toujours choisir
la couleur vue ? Toujours choisir autre couleur ? Choisir au hasard la couleur ?

Une expérimentation ou une simulation, suivie d’un calcul de probabilités permettent de justifier ce
choix.

Raisonnement et évaluation

Raisonner logiquement, pratiquer la déduction, démontrer sont des capacités qui relévent du socle
commun de connaissances et de compétences et qui sont a acquérir progressivement, tout au long de la
scolarité au college.

L’évaluation de ces capacités s’effectue dans le cadre d’une réponse a une question posée ou, plus
largement, d’une résolution de problémes. C’est pourquoi, les modalités d’une telle évaluation ne
different pas de celles relatives a I’évaluation ordinaire d’un savoir ou d’un savoir-faire. Elles sont
diverses et induites, notamment, par les réponses aux questions suivantes.

12 Extrait du Rallye Mathématique Transalpin année scolaire 2005-2006
13 Issu de www.statistix.fr
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a) Qui valide, qui évalue le raisonnement, la démarche ?

Le professeur, I’éleve lui-méme, un autre éleve ou un groupe d’éleves
< Evalsation de raisonsements par lo professesr:

Ce procédé est porteur d’apprentissage a la condition d’un dialogue effectif entre I’éléve et le professeur
quant aux procédures utilisées, au raisonnement suivi : un retour aux productions et un travail sur
Perreur s'imposent. Cela est vrai dans le cadre d’une évaluation diagnostique ou formative pour accéder
aux représentations des éleves. Par exemple, suite a un item non réussi d’un QCM, permettre a I’éleve
de se justifier : « j'ai mis que ¢'était proportionnel car plus on vieillit, plus on grandit » montre a enseignant que
cet éleve associe proportionnalité a croissance et lui donne des pistes de remédiation. Mais cela reste
vrai également lors d’une évaluation sommative. Ainsi, proposer systématiquement des exercices du
type « Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier la réponse. » permet d’accéder
aux raisonnements suivis par les éleves et ce, loin de toute formalisation attendue.

< BEvaluation de raisomsements par Péléve Ilui-méme :

Cela est rendu possible par le choix des situations proposées, en 'occurrence, celles qui proposent de
fagon intrinseque une validation de la procédure utilisée ou du raisonnement suivi (on peut ou non
reconstituer le puzzle agrandi', on trouve une somme identique ou non pour chaque ligne, chaque
colonne et chaque diagonale d’un carré magique, on fait bouger le sommet M d’un quadrilatére a Iaide
de la souris et celui-ci reste a ’écran un parallélogramme,...).

<+ Evalsation ds raisosnemenss par s8 auirs élive ox wn growpe d'dlives:

Celle-ci est rendue possible par l'instauration d’un débat entre pairs pour résoudre le probleme posé
dans lequel celui qui a la parole doit confronter son raisonnement a ceux des autres et convaincre ceux-
ci de sa pertinence (au sein du groupe-classe ou des groupes de travail constitués).

b) Quel « support » choisi (écrit, oral) ?

< Evaluation de raisoppements & partir de traces erites:

Deux principes sont essentiels :

- On distingws Je fond do la forme :
Comme il a déja été dit en introduction, la mise en forme de la production d’une preuve ne doit pas
donner lieu a un formalisme excessif et/ou prématuré. Cela est vrai au cours de I'apprentissage et, a
fortiori, lors d’une évaluation sommative. Par conséquent, il y a lieu de distinguer I’évaluation du
raisonnement proprement dit de sa mise en forme".

*Op valorise les berits imtersvédiaires :
Des raisonnements écrits sont demandés lors de la résolution de problemes. Toute solution incomplete
et/ou partiellement erronée doit étre prise en compte. Autrement dit, il y a lieu de valoriser les réussites
partielles des éléves telles que :
- raisonnement exact mais résultat final erroné,
- ¢ébauche de raisonnement avec texte, figure codée ou schéma,
- présence explicite de pistes de résolution mais travail non abouti,

1411 s’agit de la situation d’agrandissement d’un puzzle, activité devenue classique de Guy Brousseau et décrite dans le
numéro 2.1 de la revue Recherches en didactique des mathématiques, La pensée sauvage, 1981.

15 On pourra se reporter utilement au document ressource pour le socle commun dans lequel, notamment, des exemples de
situations sont développés dans la partie « qu’évalue-t-on dans la résolution de problémes ?
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- mobilisation de la « bonne » opération mais erreurs de calcul,
A ce sujet, on peut lire dans le document ressource pour le socle commun : « I/ y a donc nécessité d’évaluer
distinctement chacune des différentes capacités. En particulier, ce n’est pas parce que le résultat est fanx on que ['éléve n'a
pas trouvé le résultat escompté qu’il a « tout raté ». 1] va donc falloir analyser les écrits imparfaits des éleves, lenrs
solutions erronées, leurs essais inaboutis pour extraire des éléments positifs d’évalnation de certaines capacités du socle
commnn. »

< Evaluation ds raisonnements exprimés oralement :

Pour éviter de bloquer les éléves avec des exigences trop fortes dans les mises en forme écrites, le
recours a 'oral pour des évaluations ponctuelles s’avere pertinent.

Par exemple, lors de la résolution d’un probléme en classe, la réponse orale d’un éleve peut permettre
au professeur de valider, de fagon annexe, telle ou telle compétence dans le cadre du socle commun de
compétences. Concrétement, un éléeve en difficulté qui produirait une réponse orale du type : « j'az trouvé
13 car j'ai fait Pythagore et ¢a m’a donné 25 + 144 égale a 169 » donnerait opportunité au professeur de lui
valider les capacités a « identifier un probléme et mettre au point une démarche de résolution » et a
« utiliser la propriété de Pythagore pour traiter une situation simple »"°

16 11 est indiqué, en page 13, du document «livret de connaissances et de compétences, grille de référence »
(http://eduscol.education.fr/D0231/Grille_pilier3.pdf) que « 'exigence potte sur la capacité a mobiliser une proptiété pour
élaborer une déduction simple » et « I’évaluation s’effectue oralement ou en situation, sans exigence particulicre de
formulation des justifications ».
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ANNEXE : Le raisonnement en mathématiques et ailleurs

1. Raisonnement et pratique sociale

Si le terme « Opinion » ne préte guere a discussion, il n’en va pas de méme des termes
« argumentation » et « raisonnement » qui font 'objet de définitions multiples. Selon G. Gauthier"’,
«une opinion est une proposition démunie de justification, c’est un point de vue, une thése, un
jugement, une position ou toute autre chose semblable, mise en avant sans ¢tre appuyée par quelque
motif, motivation ou autre genre de raison [...] Un argument se distingue d’une opinion en ce qu’il
consiste en un ensemble articulé d’une proposition et d’une ou plusieurs justifications ».

« Argumenter concerne le monde des opinions ou s’expriment des théses de toute espece sur tout ce
qui peut étre objet d’'une discussion : jugement de valeur, bien fondé d’une décision, justesse d’une prise
de position |...] argumenter consiste a justifier la préférence que 'on accorde a telle ou telle fagon de
voir et que Pon cherche 2 faire partager'® ». Convaincre et persuader constituent deux grandes visées de
Pargumentation. « Celui qui cherche a convaincre s’attache au cheminement des raisons dans le but
d’obtenir 'adhésion réfléchie de son auditoire ». Méme s’il ne s’adresse qu’a un seul auditeur ou lecteur,
il vise a travers celui-ci un destinataire plus général. « Celui qui veut persuader cherche a obtenir une
adhésion spontanée et affective de son destinataire ». La persuasion vise un destinataire particulier,
individu ou groupe, dont on sollicite les attentes, les réves ou les émotions.

L’argumentation commune vise plus a persuader par des procédés rhétoriques, par accumulation
d’arguments, qu’a convaincre par des arguments de raison, c’est le cas par exemple de la publicité.

Pour ce qui est de la distinction entre argument et raisonnement, nous adopterons ici le point de vue de
S. Toulmin®, selon lequel un raisonnement est un type particulier d’argumentation. « Un raisonnement
est une opération discursive par laquelle on conclut quune ou plusieurs propositions (prémisses)
impliquent la vérité, la probabilité ou la fausseté d’une autre proposition (conclusion)™ ». Ainsi, le
raisonnement apparait comme indissociable de la notion de vérité et de la volonté de convaincre.

Le raisonnement n’est pas unique, on distingue différents types qu’on retrouve aussi bien dans les
pratiques sociales que dans les différents champs disciplinaires. Les plus fréquemment utilisés dans la
vie courante sont la déduction, I'induction, I'analogie et I'induction.

« On qualifie un raisonnement de déductif lorsqu’il énonce logiquement une conclusion nécessaire a
partir de propositions données™ ». Au quotidien, la conclusion formule expressément une information
déja virtuellement contenue dans les prémisses. C’est le cas lorsque « Sherlock Holmes déduit du fait
que le meurtre du rabbin a eu lieu un samedi que son assassin n’est pas juif pratiquant™ ».

L’induction est la « formulation d’un énoncé général a partir de la constatation d’un ensemble de faits
particuliers” ». Cette forme de raisonnement est d’une pratique courante tant dans la vie quotidienne
que dans le discours politique.

Ce qui distingue essentiellement ces deux types de raisonnement, c’est que la déduction est générale
dans ses prémisses alors que I'induction I’est dans sa conclusion.

17 G. Gauthier, Les langages du politique, revue Mots, n°78, juillet 2005

8 Document d’accompagnement du programme 2001, Frangais, classes de seconde et de premiere, Collection Textes de référence,
SCEREN (CNDP).

19 Stephen. Toulmin, 1993, Les #sages de ['argumentation, Paris PUF.

20 André Lalande, philosophe, 1863-1967

2l G. Durozoi et A. Roussel, 2002, Dictionnaire de philosophie, Paris, Nathan

2 A. Letcher, 1985, Les mots de la philosophie, Patis, Belin

2 A. Bienvenu, 2003, « Déduction », in Grand dictionnaire de la philosophie, Paris, Larousse et CNRS éditions
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Dans la vie courante, il est fréquent qu’un raisonnement déductif soit développé de maniere abrégée,
certains de ses éléments n’étant pas explicités. C’est le cas dans le raisonnement suivant qui pouvait étre
tenu il y a peu encore, quand EDF était une entreprise nationalisée.
« Les profits ’EDF appartiennent au gouvernement et donc a 'ensemble de la collectivité. Ils ne
doivent pas servir a subventionner les consommateurs qui choisissent I’électricité plutot quune
autre énergie pour se chauffer ».
Dans ce discours manque la proposition qui permet d’articuler la prémisse et la conclusion, a savoir :
« Quand des profits appartiennent a I’état, ils ne doivent pas servir a subventionner un groupe de
consommateurs ».
Cette attitude se retrouve dans la classe de mathématique, ou Iéléve a du mal a faire la part des choses
entre sa pratique de la vie courante qu’il transfére au cours de mathématique et le contrat de classe
installé par Penseignant qui lui, évolue au cours de Papprentissage.
Ainsi, en début de l'enseignement de la notion de parallélogramme, le professeur exigera une
production qui peut s’énoncer de la maniére suivante : ABCD est un parallélogramme, les cotés
opposés d’un parallélogramme ont méme longueur, donc AB = CD. Alors que, lorsque la question ne
sera plus problématique, il se satisfera de : ABCD est un parallélogramme, donc AB = CD.

Le raisonnement par analogie consiste a tirer des conclusions d’une ressemblance entre les objets sur
lesquels on raisonne. Faisant valoir que I’élément comparé (celui sur lequel on cherche a produire des
connaissances) est analogue a I’élément de comparaison (celui sur lequel on posseéde déja des
connaissances) sous un ou plusieurs aspects donnés, I'analogie stipule qu’il doit aussi I’étre sous I'aspect
qui est objet d’étude. Le raisonnement par analogie est de tous les modes de raisonnement le plus
spontané, le plus naturel a I'enfant mais, bien souvent par manque de réserve dans les conclusions,
celui-ci va d’un bond aux affirmations les plus téméraires. C’est ainsi le cas lorsque partant du constat
que par leurs formes, leurs révolutions..., les planétes sont analogues a la Terre, il conclut qu’elles
doivent étre habitées comme la Terre. Mais I’analogie peut étre féconde, il en a été ainsi pour B. Fanklin
a qui il a semblé que les étincelles d’'une machine électrique étaient analogues a ce que I’éclair est en
grand. La circonspection, la méthode avec la mise en place d’expériences, la précision dans I'examen, lui
ont permis de vérifier dans les détails I'identité soupgonnée.

L’induction consiste a formuler les explications les plus plausibles a partir de faits constatés. Les
explications ainsi formulées sont incertaines et peuvent étre retirées si elles deviennent inconsistantes
avec de nouvelles informations. I’exemple qui suit éclaire cette définition : « Si on observe un gazon
mouillé, on peut supposer que la cause en est la pluie ou un arrosage a I’aide de gicleurs. St on remarque
ensuite que la rue adjacente est séche, alors on doit éliminer hypothése de la pluie ».

L’induction est une forme de raisonnement communément utilisée tant dans notre pratique la plus
quotidienne que dans la découverte scientifique. Pour preuve, ces quelques exemples :

- Des fossiles en forme de poisson ont été trouvés au milieu des terres. La mer devait autrefois aller
jusque la.

- Tiens, Jean n’est pas encore arrivé : il a du étre retenu au bureau, ou alors il aura été pris dans des
embouteillages.

- La formulation de diagnostics dans le domaine médical ou autre.

- Les méthodes d’investigation utilisées dans les enquétes policieres.

- L’enseignant qui analyse une erreur faite par un éléve en vue d’apporter une réponse appropriée,
recourt a I'induction pour émettre des hypothéses plausibles sur Porigine de Perreur, de la démarche
intellectuelle de I’éleve qui a conduit a cette erreur. II doit ensuite mettre en place les tests qui lui
permettront de choisir entre les différentes hypothéses.
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2. Le frangais et les sciences humaines

a) Le francais

Concernant les acquisitions grammaticales, le programme de frangais pour le college suggere une
démarche inductive : observation d’un texte ou d’un corpus de textes, repérage guidé par des questions
d’un certain nombre d’éléments, mise en évidence a partir de ces éléments du fait grammatical, objet de
I’étude et enfin mise en application immédiate de la notion découverte. Lors de la production d’un texte
ou de Pécriture d’un texte sous la dictée, comme par exemple pour accorder un participe passé, I’éleve
doit repérer les éléments pertinents dans le texte : le genre et le nombre du sujet, le sens du verbe
(transitif ou intransitif), et identifier la régle grammaticale qui s’applique. Son raisonnement est alors de

type déductif.

Concernant les formes de discours en début du collége, 'essentiel du travail, tant a 'oral qu’a Iécrit, est
ax¢ sur le pole narratif. Un premier travail est véritablement engagé sur le pole argumentatif a partir de
la classe de quatrieme a travers I’étude du discours explicatif. Mais ce n’est qu’avec la classe de troisieme
que linitiation a 'argumentation devient un axe directeur du programme. L’accent y est mis sur la prise
en compte de lautre afin d’ajuster le travail d’écriture ou de dialogue aux attentes de celui-ci, c’est
P'occasion pour I’éléve de percevoir la double dimension rationnelle et affective de 'argumentation. Une
direction de travail est I'utilisation d’un exemple pour venir en appui d’un argument, le particulier vient
en appui du général dans le but soit de préciser la pensée, soit de renforcer 'argumentation. En fin de
college, on exige seulement la présentation d’une prise de position écrite étayée par quelques arguments
et exemples.

Le travail conduit en collége porte principalement sur I'aspect persuasif de 'argumentation, sans exclure
totalement P'aspect convaincant. Il faut attendre la classe de seconde pour que soit développée la
capacité a rédiger des textes argumentatifs fondés sur des raisonnements déductifs et que les éleves
distinguent démontrer et argumenter d’une part, convaincre et persuader d’autre part, qui constituent
les principales opérations de 'argumentation.

b) L’histoire et la géographie

« ...le discours historique, comme le discours géographique, tend vers la vérité sans en étre expression
avérée : le développement de Pesprit critique |...] et la formation du jugement personnel [...] sont des
objectifs permanents™... »

Les programmes font de I'argumentation un objectif de premiére importance pour le college en
histoire-géographie mais des recherches récentes montrent que, dans la pratique, la mémorisation de
savoirs factuels demeure bien souvent la principale activité des éléves. Ils considerent d’ailleurs I’histoire
comme un savoir « donné » par le professeur, une accumulation de faits et de dates a apprendre et a
restituet.

Placé en situation d’argumentation en histoire, ’éléve va chercher a comprendre une situation, éclairer
un fait en procédant par analogie en utilisant soit une situation passée déja connue de lui, soit la
connaissance qu’il a du monde actuel. Plus rarement, il peut lui arriver de recourir a un raisonnement
par présomption comme par exemple pour justifier qu'une poignée d’espagnols et de portugais a pu
conquérir les empires amérindiens alors que leur nombre et la connaissance du terrain jouaient en leur
défaveur. Le raisonnement déductif est également présent pour, a la lumiere de documents et de faits
établis, produire une information sur une situation particuliere.

En géographie, I’étude part de situations particulieres ou spécifiques pour ensuite dégager par une
démarche inductive des savoirs d’ordre général. La géographie sollicite largement I’analogie pour
dégager des similitudes mais aussi des oppositions de situations. Une fois mises en place en classe de

24 Histoire, Géographie, Instruction civiqgue, Programmes et accompagnement, 2000, Collection Enseigner au college, SCEREN
(CNDP).
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sixieme, les trois planispheres de la répartition mondiale de la population, des grands domaines
climatiques et des grands ensembles de reliefs, des mises en relations et un raisonnement déductif
permettent a partir du cycle central d’analyser une situation particuliere. Pour traiter de 'organisation
des territoires, I’histoire peut étre sollicitée pour fournir des arguments explicatifs.

3. Les sciences expérimentales et la technologie

a) Les sciences expérimentales

Bien souvent, le point de départ de la démarche scientifique tient en une analogie entre la situation qui
est I'objet d’étude et une situation d’'un domaine déja étudié, c’est cette analogie qui guide le choix des
observations qui seront faites, des mesures qui seront prises. A partir de cette prise d’informations, des
hypothéses vont étre formulées, fruit d’un raisonnement inductif qui amene a postuler un principe de
fonctionnement, une loi. Un raisonnement déductif permet ensuite d’anticiper les effets observables
qu’on devrait obtenir en tenant ’hypothése pour vraie. Les conclusions de ce raisonnement sont
soumises a ’épreuve de Pexpérience. Si les résultats des expérimentations sont conformes aux
prédictions, ’hypothese est dite validée, elle est admise comme provisoirement vraie, tant qu’elle
résistera a I’épreuve des faits.

L’enseignement au college consiste a travailler les différentes étapes de la démarche, la validation des
hypotheses se faisant soit par recours a 'observation, a la confrontation a des documents ou encore par
la mise en place d’expériences. En début de college, I'accent est mis sur 'observation dans le but de
susciter un questionnement, de classer en reliant des faits, de comprendre. L’expérience prend le relais
de l'observation quand celle-ci ne suffit plus pour apporter des réponses. Seule la cohérence, et non la
vérité, est attendue ; le critere de recevabilité d’un argument étant qu’il possede un pouvoir explicatif
pour le probleme étudié et qu’il ne soit pas en contradiction avec les acquis.

La géologie constitue un domaine particulier des sciences de la vie et de la Terre ou le raisonnement par
analogie est sollicité pour comprendre Iactivité interne du globe terrestre ou encore pour reconstituer
par un raisonnement les phénomenes géologiques anciens a partir de phénomenes actuels.

Un des objectifs de enseignement des sciences expérimentales au college est d’amener I’éléve a passer
d’une vision assurée mais subjective a une vision relative, probable mais objective qui caractérise I'esprit
scientifique.

b) La technologie

« La démarche technologique est caractérisée par un mode de raisonnement fait de transpositions, de similitudes de
sitnations-probleme et d’analogies, adossées @ un champ de contraintes pour obtenir une solution™ ».

Tout comme dans les disciplines expérimentales, I’éleve confronté a un probleme est conduit a émettre
des conjectures, des hypotheses (recherche d’explications ou de causes). Pour ce faire, I’éléve conduit
un raisonnement inductif, postulant par exemple a partir de Pobservation, un principe de
fonctionnement qui expliquerait le résultat d’une action réalisée avec un objet technique. Cette
hypothese est ensuite mise en débat, intervient alors la déduction, et si I’hypothése résiste a cette étape,
elle est soumise a I’épreuve de expérimentation pour étre validée. Cette démarche est sollicitée dés la
classe de sixieme ou est inscrite au programme I’analyse du fonctionnement d’un objet technique.

Le raisonnement déductif est tres présent dans lactivité technologique et sa place va croissant au fil des
années de collége. Ainsi, en classe de troisieme dans le cadre de conduite d’'un projet, ’éleve est amené
a proposer des solutions techniques. Il doit par exemple effectuer le choix d’un matériau approprié a la
réalisation d’un objet, justifier 'enchainement opérations de réalisation.

Le document d’accompagnement du programme de technologie mentionne que la phase de
structuration des connaissances qui clot étude d’une situation d’investigation et de résolution d’un
probléme technique, est fondée sur une démarche inductive. Les conclusions dégagées qui ont une
portée générale le sont a partir du concret et de 'action sur une situation particulicre.

25 Programme de technologie pour le collége, document d'accompagnement
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Si les deux types de raisonnement inductif et déductif sont sollicités en technologie, le raisonnement
inductif par présomption occupe une place privilégiée qui tient a la nature méme de la démarche
technologique qui procede par adaptation en tenant compte des différentes contraintes induites par les
propriétés des matériaux, les processus de réalisation, les cotts de fabrication..., pour satisfaire au
mieux a un cahier des charges préalablement défini.
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