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On rappelle que, pour λ > 0, on note E(λ) la loi exponentielle de paramètre λ, c'est-à-dire la loi de densité

fλ : x 7→ fλ(x) = λe−λx1R+(x).

Exercice 1 � Absence de mémoire.

1. Soit X une variable aléatoire de loi E(λ), où λ > 0. Montrer que pour tous s,t > 0 on a P(X > s) > 0 et

P(X > t+ s |X > s) = P(X > t).

Pour tout s > 0, P(X > s) =
∫∞
s
λe−λu1R+

(u)du =
∫∞
s
λe−λudu = e−λs > 0 d'où, pour tous s,t > 0,

P(X > s+ t |X > s) =
P(X > s+ t, X > s)

P(X > s)
=

P(X > s+ t)

P(X > s)
=
e−λ(s+t)

e−λs
= e−λt = P(X > t).

2. Réciproquement, supposons que X est une variable aléatoire réelle telle que X > 0 p.s., et X satisfait la
propriété d'absence de mémoire : pour tous s,t > 0, P(X > s) > 0 et P(X > t+ s |X > s) = P(X > t).

a) On dé�nit la fonction G : t 7→ − lnP(X > t). Donner une relation véri�ée par la fonction G.

Pour tous s,t > 0, on a

P(X > t) =
P(X > t+ s, X > s))

P(X > s)
=

P(X > t+ s)

P(X > s)

d'où
P(X > t+ s) = P(X > t)P(X > s),

ce qui se réécrit, en prenant le logarithme,

G(t+ s) = G(t) +G(s).

b) On pose λ = G(1). Calculer en fonction de λ la valeur de G(n) pour tout n ∈ N, puis de G(q) pour tout
rationnel q ≥ 0.

Ainsi pour tout n ∈ N∗, G(n) = G(n− 1) +G(1) = G(n− 1) + λ d'où par récurrence G(n) = nλ pour tout
entier n ≥ 1. Pour tout rationnel q = a

b avec a,b ∈ N∗ on a

G(bq) = G(a) = aλ

mais aussi
G(bq) = G(q + (b− 1)q) = G(q) +G((b− 1)q) = · · · = bG(q),

d'où G(q) = λa
b = λq.

c) Justi�er la croissance de G, et en déduire que G(x) = λx pour tout x ≥ 0.

Pour tout t > 0, G(t) = − ln(1−FX(t)) d'où la croissance de G d'après celle de FX et de ln. Pour tout t > 0,
pour tout ε > 0, il existe r,s ∈ Q avec t− ε < r < t < s < t+ ε d'où

λ(t− ε) ≤ λr = G(r) ≤ G(t) ≤ G(s) = λs ≤ λ(t+ ε).

En faisant ε→ 0, les inégalités ci-dessus donnent G(t) = λt.

d) Quelle est la loi de X ?
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Autrement dit, P(X > t) = e−λt et donc FX(t) = 1−eλt. Par aillleurs X > 0 p.s. donc FX(t) = 0 pour t ≤ 0.
C'est la fonction de répartition de la loi E(λ), donc X ∼ E(λ).

3. Soit X une variable aléatoire à valeurs dans N∗ telle que, pour tous m,n ∈ N, P(X > m) > 0 et

P(X > m+ n |X > m) = P(X > n).

Déterminer la loi de X. On pourra poser p = 1− P(X > 1).

On pose p = P(X > 1). La relation donnée se réécrit : pour tout m,n ∈ N,

P(X > m+ n)

P(X > m)
= P(X > n)

ou encore : pour tout m,n ∈ N,

P(X > m+ n) = P(X > m)P(X > n).

Ainsi, pour tout m ∈ N∗,

P(X > m) = P(X > 1)P(X > m− 1) = (1− p)P(X > m− 1)

d'où par récurrence P(X > m) = (1 − p)m. Pour tout m ≥ 1, comme X ∈ N p.s., on a : {X = m} = {X >
m− 1} \ {X > m}, d'où

P(X = m) = P(X > m− 1)− P(X > m) = (1− p)m−1 − (1− p)m = (1− p)m−1(1− (1− p)) = (1− p)m−1p.

Ceci montre que X suit la loi géométrique de paramètre p.

Exercice 2 � Lien exponentielle/géométrique.

1. Soit X une variable aléatoire de loi E(λ) où λ > 0. On pose Y = ⌈X⌉ (partie entière supérieure de X :
autrement dit, Y est l'unique entier tel que Y − 1 < X ≤ Y ). Déterminer la loi de Y . Identi�er une loi classique
et donner son paramètre.

On note que Y est à valeurs dans N∗ vu que X > 0 p.s. et ⌈x⌉ ∈ N∗ pour tout x > 0. Ainsi la loi de Y est
discrète et, pour tout n ∈ N∗,

P(Y = n) = P(⌈X⌉ = n) = P(n− 1 < X ≤ n) =

∫ n

n−1

λe−λxdx = e−λ(n−1) − e−λn = (e−λ)n−1(1− e−λ),

ce qui montre que Y suit la loi géométrique de paramètre 1− e−λ.

2. Soit λ > 0. Pour tout n ≥ 1, on considère une variable aléatoireXn suivant une loi géométrique de paramètre λ
n

et on dé�nit Yn = Xn

n .
a) Soit n ≥ 1. Calculer la fonction de répartition FYn

de Yn.

On a Xn > 0 p.s. donc Yn > 0, et ainsi FYn
(y) = P(Yn ≤ y) = 0 pour y ≤ 0. Et, pour tout y > 0,

FYn(y) = P(Yn ≤ y) = P(Xn ≤ ny) = P(Xn ≤ ⌊ny⌋) car Xn ∈ N p.s.

et si X suit la loi G(p) on a, pour tout m ∈ N∗,

P(X ≤ m) =

m∑
k=1

(1− p)k−1p = p
1− (1− p)m

1− (1− p)
= 1− (1− p)m

d'où

FYn(y) = 1−
(
1− λ

n

)⌊ny⌋
.

b) Soit n ≥ 1. Calculer la fonction caractéristique ΦYn de Yn.
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Pour tout t ∈ R,
ΦYn

(t) = E[eitYn ] = E[ei
t
nXn ]

et, si X ∼ G(p), pour tout s ∈ R,

ΦX(t) = E[eitX ] =
∑
n≥1

eitn(1− p)n−1p = eitp
∑
k≥0

eitk(1− p)k =
eitp

1− eit(1− p)

d'où

ΦYn(t) =
ei

t
n

λ
n

1− ei
t
n (1− λ

n )

c) Montrer que, pour tout t ∈ R, quand n→ ∞, FYn
(t) → FY (t) et ΦYn

(t) → ΦY (t), où Y suit la loi E(λ).

Pour tout y > 0,

FYn
(y) = 1− exp

(
⌊ny⌋ ln

(
1− λ

n

))
et, quand n→ ∞,

⌊ny⌋ ln
(
1− λ

n

)
∼ −nyλ

n
= −λy

donc
FYn

(y) −→
n→∞

1− e−λy = FY (y).

On a aussi, pour tout t ∈ R, quand n→ ∞,

ΦYn
(t) =

ei
t
n

λ
n

1− ei
t
n (1− λ

n )
=

(1 + o(1))λn
1− (1 + i tn + o( 1n ))(1−

λ
n )

=
(1 + o(1))λn

λ
n − i tn + o( 1n )

=
λ

λ− it
(1 + o(1)),

c'est-à-dire que ΦYn
(t) → λ

λ−it . Et, si Y ∼ E(λ), pour tout t ∈ R,

ΦY (t) =

∫ ∞

0

eityλe−λydy =
[ λ

λ− it
e−(λ−it)y

]∞
y=0

=
λ

λ− it

(pour la limite, se rappeler que |e−(λ−it)y| = e−λy). On a donc bien ΦYn
(t) → ΦY (t) pour tout t ∈ R.

On dit que la loi de Yn converge vers la loi E(λ).

Exercice 3 � Vers le processus de Poisson. Soit λ > 0. Soit (Xn)n≥1 une suite de v.a. indépendantes,
toutes de loi E(λ). On dé�nit T0 = 0 et, pour tout n ≥ 1,

Tn = X1 + · · ·+Xn.

On interprète par exemple les Xn comme les durées d'attente entre deux tremblements de terre successifs ; la
v.a. Tn représente alors l'instant du n-ème tremblement de terre.

1. Démontrer que, pour tout n ≥ 1, la loi de Tn a pour densité

fn : x 7→ fn(x) =
λn

(n− 1)!
xn−1e−λx1R+(x).

Cette loi est appelée loi gamma de paramètres n et λ, notée Γ(n,λ).
Indication : On pourra procéder par récurrence pour se ramener à la loi de la somme de 2 variables aléatoires,

et utiliser alors la méthode de la fonction test.

Montrons la propriété par récurrence sur n ≥ 1. Pour n = 1, T1 = X1 suit la loi E(λ), qui a bien pour densité
f1. Soit n ≥ 1. Supposons que Tn a pour densité fn. Alors, pour toute fonction mesurable g : R → R+,

E[g(Tn+1)] = E[g(Tn +Xn+1)] =

∫
R×R

g(t+ x)dP(Tn,Xn+1)(t,x)
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d'où, vu l'indépendance entre Tn et Xn+1, et leurs lois respectives,

E[g(Tn+1)] =

∫
R

∫
R
g(t+ x)fn(t)f1(x)dt dx =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

g(t+ x)
λn

(n− 1)!
tn−1e−λtλe−λxdt dx

=

∫ ∞

0

(∫ ∞

0

g(t+ x)
λn

(n− 1)!
tn−1e−λtλe−λxdt

)
dx

=

∫ ∞

0

(∫ ∞

x

g(u)
λn

(n− 1)!
(u− x)n−1e−λ(u−x)λe−λxdu

)
dx en posant t 7→ u = t+ x

=

∫ ∞

0

(∫ ∞

0

1{x≤u}g(u)
λn+1

(n− 1)!
(u− x)n−1e−λudu

)
dx

=

∫ ∞

0

(∫ ∞

0

1{x≤u}g(u)
λn+1

(n− 1)!
(u− x)n−1e−λudx

)
du par thm de Fubini-Tonelli

=

∫ ∞

0

g(u)e−λu λn+1

(n− 1)!

∫ u

0

(u− x)n−1dx du

=

∫ ∞

0

g(u)e−λu λn+1

(n− 1)!

un

n
du =

∫
R
g(u)fn+1(u)du.

Ceci montre que Tn+1 a pour densité fn+1, et achève la récurrence.

2. Pour tout t > 0, on note
Nt = max{n ≥ 0 |Tn ≤ t} ,

qui correspond au nombre de tremblements de terre survenus pendant l'intervalle de temps [0,t].
a) Soit t > 0, n ∈ N∗. Réécrire l'événement {Nt ≤ n} en utilisant uniquement la variable aléatoire Tn.

On pensera à utiliser cette relation pour les questions suivantes.

Presque sûrement, on a T0 < T1 < T2 < · · · . Par suite, on constate que

{Nt ≤ n} = {pour tout k > n, Tn > t} = {Tn+1 > t}

(il y a donc erreur dans l'énoncé)

b) Soit n ∈ N∗. On dé�nit la fonction φn : t 7→ φn(t) = P(Nt ≤ n).
i) Que vaut limt→0+ φn(t) ?

On a φn(t) = P(Nt ≤ n) = P(Tn+1 > t) = 1 − FTn+1
(t) → 1 − FTn+1

(0) = P(Tn+1 > 0) = 1 quand t → 0+,
par la continuité à droite de la fonction de répartition de Tn+1.

ii) Justi�er que φn est de classe C1 sur ]0,∞[ et donner l'expression de sa dérivée.

On a donc pour tout t > 0, φn(t) = P(Tn+1 > t) =
∫∞
t
fn+1(u)du d'après la question 1, et fn+1 est continue

si bien que φn est de classe C1 et

φ′
n(t) = −fn+1(t) = −λ

n+1

n!
tne−λt.

c) Pour tout t > 0, on considère une v.a. Mt qui suit la loi de Poisson de paramètre λt. Soit n ∈ N∗. On
dé�nit la fonction ψn : t 7→ P(Mt ≤ n).

i) Donner une expression de ψn (sous forme de somme). Que vaut limt→0+ ψn(t) ?

On a

ψn(t) = P(Mt ≤ n) = P(Mt = 0) + · · ·+ P(Mt = n)

=

n∑
k=0

e−λt (λt)
k

k!

De plus, limt→0+ ψn(t) = 1 (limite du terme d'indice k = 0 ; et les termes d'indices k ≥ 1 ont pour limite 0).

ii) Justi�er que ψn est de classe C1 sur ]0,∞[ et calculer sa dérivée.
Remarquer que l'on obtient une somme télescopique et la simpli�er.
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Par l'expression précédente, il est clair que ψn est de classe C1, et, pour tout t > 0, (en séparant le premier
terme, car sa dérivée s'écrit di�éremment)

ψ′
n(t) = λe−λt +

n∑
k=1

(
−λe−λt (λt)

k

k!
+ e−λt λ

ktk−1

(k − 1)!

)

= λe−λt +

n∑
k=1

(
−e−λtλ

k+1tk

k!
+ e−λt λ

ktk−1

(k − 1)!

)
= λe−λt − e−λtλ

n+1tn

n!
+ λe−λt = −e−λtλ

n+1

n!
tn

en constatant que la somme est télescopique (de la forme
∑n

k=1(ak+1 − ak) = an+1 − a1)

d) À l'aide des questions précédentes, démontrer que, pour tout t > 0,Nt suit la loi de Poisson de paramètre λt.

On a donc observé que ψ′
n(t) = φ′

n(t) pour tout t > 0, et que limt→0+ ψn(t) = 1 = limt→0+ φn(t). Il en résulte
que ψn(t) = φn(t) pour tout t > 0.
(en e�et ψn(t) = ψn(s) +

∫ t

s
ψ′
n(u)du→ 1 +

∫ t

0
ψ′
n(u)du quand s→ 0+ et de même pour φn)

On a donc montré : pour tout n ∈ N, pour tout t > 0,

P(Nt ≤ n) = P(Mt ≤ n).

Vu que, pour tout n,
P(Nt = n) = P(Nt ≤ n)− P(Nt ≤ n+ 1)

et de même pour Mt (car ce sont des variables à valeurs entières), on en déduit que P(Nt = n) = P(Mt = n)
pour tout entier n, et donc queNt etMt ont même loi. Autrement dit,Nt suit la loi de Poisson de paramètre λt.
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