Intégration et Probabilités Sup Galilée 2024-2025

Partiel n°1 — 5 novembre 2024
(Durée : 2h15)

Les réponses doivent étre justifiées proprement.
En particulier, lorsque I'on utilisera un énoncé du cours, on veillera a vérifier les hypothéses nécessaires ;
par exemple, on n’écrira pas une intégrale sans avoir préalablement justifié quelle est bien définie.

Question de cours. Enoncer le théoréme de convergence dominée, en incluant toutes les hypothéses
nécessaires.

Exercice 1. Soit (FE,A, ) un espace mesuré et soit f : E — Ry une fonction mesurable positive.
Montrer que l'application v : A — [0, co] définie par

A) = /fﬂAdM

est une mesure sur E. (Justifier correctement les étapes.)

A quelle condition la mesure v est-elle finie ?

Exercice 2. Pour tout n € N, on considére la fonction f,, : N — R définie par f,,(0) = 0 et, pour k > 1,
fa(k) =2-272nk _2-7F On pose f = ano Fn-

a) Montrer que f(0) =0 et que, pour k > 1, f(k) = H%

b) Soit pn = >y~ 0k la mesure de comptage sur N. Que vaut / fdp?

(Justifier comme toujours la définition de lmtegmle

¢) A-t-on dans ce cas/ (Z fn(k)>du /fn )du(k
N

Correction a posteriori : pour que l’exercice soit mteressant il faut prendre seulement n > 1.

Exercice 3. Calculer les limites suivantes :

a) le / | sin(x)|*/" f(z)dz pour f: R — R intégrable ;

0 Jim S0 ()

Indzcatzons (i) écrire la somme comme Uintégrale d’une fonction a préciser par rapport a la mesure
de comptage sur N. (ii) on rappelle que (Z) = W

* ne~*

dz.

I
C) ngrolo 0 1+nx

Exercice 4. Soit f: R; — R une fonction mesurable bornée. On introduit la fonction F' définie, pour
t €10, +o0[, par

Ft) = /0 e f(2)da

a) Montrer que, pour tout ¢ > 0, la fonction z — e~ f(z) est Lebesgue-intégrable sur R .
b) Montrer que lim;_,, F(t) = 0.

¢) Montrer que, pour tout v > 0, la fonction F est dérivable sur |u,+oo[, de dérivée donnée par

't)=— [y we " f(x)dx



% (qui est bornée sur R, ); on rappelle

Dans le reste de l'exercice, on considére la fonction f(z) =
que 'on a vu en TD que la fonction f n’est pas Lebesgue intégrable sur R..

On donne la formule suivante, qui sera utile par la suite :
—at
(tsin(a) — cos(a)) .

oo
our toust >0et a>0 e gin(z)dr = ——
b /a (z) 142

d) En utilisant la question c) et la formule (x), montrer que I'on a

0 .
F(t)= / et sin(z) dz = g — arctan(t) .
0

x
En déduire que lim; o F/(t) = 7.
Il est donc naturel de vouloir dire que ’on a fooo %dx = I, mais il reste & montrer que cela coincide
avec la définition habituelle, c’est-a-dire que l'on a bien

T~ lim / Ln(gc)dac
2 0 X

s
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e) Montrer que, pour tout a > 0 on a

a s a . 1 +oo i
‘F(t) - / Sm(m)dx’ < / 1 —e ™|de + — ‘ / e ' sin(z)dx
0 0 alJa

x
<2

% sin(x)dz

f) En utilisant la formule (x), montrer que pour tout a > 0 et tout ¢t > 0 on a | f;oo e

g) Mountrer que pour tout a > 0 on a

h) Conclure que limg_,o0 [y Sinw(’”) dov = Z.

Soit A la mesure de Lebesgue sur R, ot d > 2. Montrer que Aq(R4~! x {0}) = 0.

Exercice bonus.



