M1 — Processus Stochastiques
Devoir maison, a rendre au plus tard le 21 décembre.

Probléme (Autour de la marche aléatoire simple sur Z?).
On considere (X,,),>0 la marche aléatoire simple sur Z?, ¢’est-a-dire la chaine de Markov sur Z?
de matrice de transition (Q(x,¥y))z yezz donnée par

sixzx~y

=

0 sinon.

Qz,y) = {

Ici, on a noté © ~ y si @,y sont voisins dans Z?, c’est-a-dire si ||z — y||; = 1; on notera 0
I'origine de Z2. Dans la suite, pour & € Z?, on notera T := inf{n > 0, X,, = z}.
1. Montrer que la chaine de Markov (X}, ),>¢ est irréductible. Donner une mesure invariante
de la chaine de Markov.

2. Montrer que la chaine est récurrente.
On pourra utiliser le résultat suivant (du cours) : si n est impair, on a Q,(0,0) =0; sin est
. 2
pair (n =2k), on a Q2x(0,0) = Py(Xop =0) = (4%(2]5)) ~ Wik quand k — oo.

Partie A. La fonction potentiel. On introduit, pour n > 0 et & € Z?, la fonction

n

ha(z) =) [Qk(0,0) — Qi(0,2)] = Eo[N,(0) — N, ()],
olt Np(z) := 3 1o Lix,=a}-
3. Montrer que Qh,(z) :== > Q(x,y)h,(y) = hp(x) — Po(X,1 = @) + Po(Xo = ).

yEeZ?
On admet ici que la limite
h(x) := lim h,(x)

n—oo
existe et est finie! pour tout & € Z?, et vérifie h(x) > 0 pour tout & # 0 (et h(0) = 0).
4. Montrer que Qh(x) = h(x) + 1{z—¢}. En déduire que h(x) = 1 pour tout x voisin de 0.
5. Montrer que pour tout & € Z? \ {0}, sous Py, (M, := h(X,a1,))n>0 est une martingale
(relativement a la filtration canonique .%,, associée a (X,,)n>0).
6. Montrer que (M,),>o converge p.s. mais pas dans L' quand n — co. En déduire que
SUDgez2 M) = +00.
Partie B. Propriétés de la fonction potentiel et lien avec la probabilité d’éviter 0.

7. Soit n > 0 et soient x,y € Zy, * # y. Montrer que

n
Eo[(Nu(y) = No(®)) Limy<ray] = D Bo[Lin=iyn i(y — @)Lz, <ry] -
k=0
1. 11 s’agit d’un résultat un peu technique : si vous étes intéressé-e, vous pouvez allez voir la Section 3.2 du
cours de S. Popov.



https://www.fc.up.pt/pessoas/serguei.popov/2srw.pdf

8. En déduire que

h(z) — h(y) = Eo [h@ - w)l{Ty<Tz}} —Eo [h(:c - y)l{Tm<Ty}} )

puis que |h(x) — h(y)| < 1 pour tout x ~ y.

9. Pour r > 1, on note A, := {& € Z* ,h(x) < r} qui est un ensemble fini (on admet que
im0 A(x) = 400) et on introduit le temps d’arrét 7, := min{n > 0,X,, ¢ A,}. En
considérant la martingale (M-, ) ot (M,,),>0 est la martingale de la question 5, montrer
que pour tout @ € A,,

ff)l <Po(To>7) < h(f) .

Indication : on pourra montrer que v < h(x) <1+ 1 si © € Z?\ A, posséde un voisin dans A,.

Partie C. La h-transformée et la marche conditionnée. On considere maintenant la chaine de

~ ~

Markov (X,,),>0 sur E = Z?\ {0} de matrice de transition (Q(x,y))sycr donnée par

@(w,y) = %Q(w,y) pour x,y € E = 7*\ {0}.

On note @w la loi de la chaine de Markov issue de x.

10. Vérifier que @(m, y) est bien une matrice de transition sur Z* \ {0} et que la chaine de
Markov est irréductible. Montrer que A(x) = h(x)? est une mesure réversible pour cette
chaine de Markov.

11. Montrer que pour tout chemin & = &y ~ &1 ~ -+ ~ x, tel que x; € A, \ {0} pour tout
0<i<n-—1letax,¢ A, ona

@w(g(]:wg,...,anwn): Pm(X():.’Bo,...,Xn:wn).

En utilisant la question 9, en déduire que

IN

PN R Ti_—lpw(XO:wo,...,anwn‘T0>7'r),
]P)w(onwo,...,anmn>

2ﬁ_lpw(XO:mOw-an:mn|TO>TT)-

En prenant r — oo, comme # — 1 (et 7, — ), on peut interpréter cela comme le fait que

~ ~

la loi de (X,)n>0 est celle de (X,,)n>0 conditionnée? a avoir Ty = +o0o. On dit que (X,)n>0 est
< la marche simple sur Z* \ {0} conditionnée d ne jamais toucher 0 .

12. Montrer que pour x # 0, sous @w, (W, = n>0 €st une sur-martingale (relativement

;)
h(Xn)
a la filtration canonique .%, associée a (X, )n>0)-

~

13. Montrer que la chaine (X,,),>0 est transiente.

2. 11 s’agit bien évidemment d’une définition formelle (mais naturelle) car il s’agit d’un conditionnement par
un événement de probabilité nulle.



