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Chapitre 1
Modeéles effectifs d’interfaces

Les modeles d’interface que nous allons étudier ont été€ introduits en tant que modeles
effectifs pour décrire des interfaces dans des systemes de physique statistique, mais
possedent leur intérét en soi. Ils décrivent une surface aléatoire simplifiée, c’est-a-dire
une fonction de hauteur aléatoire ¢ : A — R ou Z, ou A est un domaine de 74, avec
d > 1. On parlera d’interface en dimension d 4+ 1. Un modele important dans ce cadre,
sur lequel une grande partie de ce chapitre va se concentrer, est le champ libre gaussien
(Gaussian Free Field, ou GFF, en anglais) sur 74,

Notations

On notera x ~ y si x et y sont voisins dans Z¢, c’est-a-dire si ||x —y||; = Y9, [xi —yi| = 1.

On écrira A € Z¢ si A est un sous-ensemble fini de Z% et A := {y € A¢,Ix €A, x~y}
le bord extérieur de A.

Si ¢ : Z¢ — R ou Z est une fonction donnée et A C Z, on notera @, la restriction de ¢
a A. On notera aussi ¢, = @(x), que 1’on interprétera comme la hauteur de I’interface
au-dessus du point x. Si @ est a valeurs dans Z on parlera de modeles discrets ; si @ est a
valeurs dans R, on parlera de modeles continus.

Mesures de Gibbs. On considere un systeme physique dont I’ensemble des configu-
ration peut étre décrit par un ensemble Q2. Si H : 2 — R est une fonction d’énergie,
appelé hamiltonien, qui associe une énergie a chaque configuration possible du systeme,
alors on peut considérer la mesure de Gibbs Pg sur € :

dﬁ(w) — ie—ﬁH(w). (1.1

d[,L ZB
Ici, p est une mesure de référence sur €2 (pas nécessairement une mesure de probabilité),
souvent donnée par la mesure de comptage sur 2 si Q est discret ou la mesure de
Lebesgue si 2 ~ R” pour un n > 1. Le paramétre B > 0 est un parameétre positif, 1ié a
I’inverse de la température (f = ,{BLT ou kg est la constante de Boltzmann), qui regle
I'influence de I’énergie sur les configurations du systeme. La constante Zg, appelée
fonction de partition, est la constante qui renormalise la mesure de Gibbs pour obtenir
une probabilité sur €2. La mesure Pg décrit les probabilités d’occurrence de configura-
tions du systéme : si I’énergie H(®) d’une configuration est élevée, celle-ci sera moins
probable; on peut par exemple montrer que lorsque § — oo, la mesure Pg tend a se
concentrer sur les configurations d’énergie minimale.

Remarque 1.1. Soulignons ici que 1’on peut modifier le hamiltonien en rajoutant une
constante sans changer la mesure de Gibbs Pg. En effet, si H'(®) = H(®) +C ot C ne
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dépend pas de w € €2, alors

%(w _ L pro_ L puo)

du Zﬁ Z;3 eBC
ce qui donne bien la méme mesure P; = Pg (mais pas la méme fonction de partition :
Zg = eﬁch).

Remarque 1.2. Les mesures de Gibbs apparaissent naturellement comme des mesures
qui maximisent 1’entropie d’un systeme dont 1’énergie a été fixée. Par exemple, la loi
normale est une mesure de Gibbs sur = R, associée au hamiltonien H (x) = x> (si x
représente la vitesse d’une particule, H(x) est son énergie cinétique), avec = Leb
comme mesure de référence sur 2. On peut montrer que, parmi les lois de probabilité a
densité f sur R d’espérance nulle et de variance 1, la loi normale A/ (0, 1) est celle qui
maximise 1’entropie — [ f(x)In f(x)dx.

1.1 Modeles d’interfaces sans contrainte

1.1.1 Définitions et notations

On se donne une fonction V : R — R U {+e} symétrique et convexe, appelé potentiel.
Pour A € Z% un domaine et E: 74 — R une condition au bord, on associe une énergie
a une fonction @ : Z¢ - R :

1 1
Hi(9)=H(pr &)= 1 X Vie—p)+5. L Vie-&). (12
x,yE;\ XEA yEA
X~ X~y

La fonction V représente les interactions dans la surface et donne une énergie importante
aux gradients importants dans la surface (on parle de modele gradient). Grace a la
Remarque 1.1, on peut supposer que V(0) = 0.

On définit alors un modele d’interface sur A en considérant une mesure de Gibbs sur
I’ensemble des surfaces (continues ou discretes)

QR ={h:A =R} ou Q¥={h:A-=17},

avec condition au bord £ : en prenant (1, la mesure de Lebesgue sur QF = R4 et uy
est la mesure de comptage sur Q% = Z”, on considére

:
dp
TAB (o) = L BH(0), (1.3)
:
dpia Z; 4

La fonction de partition Zf\ B s’écrit de la maniere suivante :

£ _ _BHS
ZA’ﬁ—/QAe BHA () qp, . (1.4)
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) ) e i ) R/Z
Pour unifier les notations, on écrira indifféremment dans la suite 24 = A/ ; on

précisera s’il s’agit d’'un modele discret ou d’un modele continu si nécessaire. On
notera souvent 4 un élément de €24 et ¢4 une variable aléatoire a valeurs dans €2, : par
exemple, on écrira, pour tout A borélien de Q4 :

1 _pHs
Pf\,g(‘PA EA):ZE—/Ae PHR TT du(hy) Zé,,g =/ WTT due(hs
AB

XEA XEA

ou u désigne la mesure de Lebesgue sur R ou la mesure de comptage sur Z suivant que
I’on soit dans le case discret ou continu (dans tous les cas on a Uy = ,LL®A). On notera

aussi Ei B I’espérance relative a la probabilité Pg Ap:

La condition au bord peut s’interpréter de la maniere suivante : la mesure Pé A p & pour
support les fonctions ¢ : Z¢ — R qui coincident avec & sur A€; une autre maniére de
le voir est de considérer Pi) p Comme une mesure sur les fonctions ¢ : A — R qui sont
étendues sur dA en posant @ 4 = E .

Lemme 1.3. Si on a Ag := [ e PV dy (h) < 4o, alors, pour toute condition au
bord &, on a Z5 Ap S < (Kﬁ)IAI < +oo. En particulier la fonction de partition est (stric-

tement positive et) finie et la mesure de Gibbs Pi B donnée en (1.3) est bien définie.

Démonstration. On se ramene facilement au cas ou A est connexe : si ce n’est pas le
cas, on peut utiliser I’Exercice 1.1 ci dessous.
Supposons pour commencer que la dimension estd = 1 et que A = {1,...,N}. Alors

AB_/RNHe S Hd“

avec par convention dans I’intégrale hy = &y et hy 1 = Ey 1. En utilisant la majoration
e~ PV (@v1-hNv) < 1, on obtient par une récurrence simple

AB—/RNne P Hdﬂ )< (4p)"

Pour la récurrence, on a utilisé un changement de variable (et le fait que u soit invariant
par translation) pour avoir que pour tout &’ € R, [ e P V-M)dp(h) = A B

Dans le cas de la dimension d > 2, I’argument est le méme mais les notations un peu
plus lourdes. L’idée est de se donner un arbre couvrant de A, de majorer e BV (h—hy) < 1
six,y € A ne sont pas voisins dans I’arbre, et d’intégrer de proche en proche, en intégrant
a chaque fois un indice x qui est de degré 1 dans I’arbre. On laisse en exercice le soin
d’écrire une preuve rigoureuse. O

Exercice 1.1. Si A, A’ € Z¢ sont disjoints et tels que x ¢ y pour tous x € A, y € A’,

montrer que ZiuA/ B= Zi ﬁZi, B



1.1 Modeles d’interfaces sans contrainte 7

Exercice 1.2. Montrer que pour tout a < b, il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour
. . & —clA
toute condition au bord &, on ait P75 (¢ € la,b]VxeA) <e clAl,

Deux exemples importants

Modele Solid-On-Solid (SOS). Dans le cas de la modélisation d’une interface du
modele d’Ising, la fonction de hauteur @ est a valeurs dans Z, et I’énergie associée a
I’interface est proportionnelle au nombre de désaccord entre spins ‘+’ et spins ‘—’,
c’est-a-dire proportionnelle a la superficie de I’interface. L’ énergie li€e a une interface
est donc proportionnelle a Y., | — ¢y| +|A| (la premiére somme compte la superficie
des parties verticales et le deuxieme terme celle des parties horizontales). Cela corres-
pond donc au choix V(x) = |x| dans le hamiltonien (1.2) (d’aprés la Remarque 1.1, la
constante |A | ne change pas la mesure de Gibbs).

Champ libre gaussien (GFF). Le choix d’une fonction de hauteur ¢ a valeurs dans R
et un potentiel quadratique V (x) = %xz est aussi treés naturel, car alors Hy (¢) correspond
a I’énergie d’une configuration de ressort. On verra que dans ce cas 1a on est capable de
montrer que ¢4 est un vecteur gaussien, dont on pourra caractériser 1’espérance et la

matrice de covariance, ce qui permettra de faire de nombreux calculs par la suite.

1.1.2 Le cas de la dimension d = 1

Prenons le cas de la dimension d = 1, avec A = {1,...,N}. On suppose comme dans
le Lemme 1.3 que Ag = [ e PV du(h) < 4oo. Ainsi, on peut définir une loi de
probabilité tig sur R our Z en posant :

dﬂ:ﬁ . 1 —V(x)

=—e
Ap

Considérons maintenant (X;);>; des variables aléatoires indépendantes et de méme

loi g (donc a valeurs dans R dans le cas continu et dans Z dans le cas discret). On

pose So = Ep et S = &+ Zile X; la marche aléatoire construite a partir des variables
aléatoires (X;);>1.

On peut alors déterminer la loi de (Si,...,Sy+1), qui est obtenue par un simple
changement de variable a partir de la loi produit ,LL?(NH) :
1 N+l v N+1
dP(s, . syen) (10 SN4+1) = 7 [1e (si=si-1) [T duis:),
A[; i=1 i=1
ol on a utilisé la convention sy = & et le fait que u est invariante par translation.
On remarque alors que la loi de (Sy,...,Sy) conditionnellement a Sy = Eyy 1 est

donnée (a la fois dans le cas discret et dans le cas continu) par
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dP(Sla"'sz 1)(S17 tte 7SN7 §N+1)
TPt 1=ss (515 25N) = dI;SN L (En+1)
J’_

AN—H Hivtl e~V lsimsicn) T, du(s;)

ol ici on a posé par convention so = &y et sy = Evo1 (a la fois dans le numérateur et
le dénominateur). On reconnait la mesure de Gibbs donnée par (1.3).
En conclusion, on a montré le résultat suivant.

Y

Lemme 1.4.Si A ={1,...,N}, alors la loi de px = (¢;)1<i<n Sous Pi p est laméme

que celle d’une marche aléatoire (S;)1<i<n d’incréments X; de loi mg donnée en (1.5),
issue de Sy = &y et conditionnée a finir en Sy1 = Eni1.

1.1.3 Mesures de Gibbs et propriétés de Markov spatiale

Dans cette section, on va démontrer la propriété suivante, appelée propriété de Markov
spatiale. Pour A € Z¢, on notera F5 = 6(@y,x € A) la tribu engendrée par la fonction
de hauteur sur A.

Proposition 1.5. Soit A; C Ay € Z¢. Alors pour toute fonction mesurable positive
f:Qx —Riona

ES 5 [£(@a) | Fag) =Ef 5 [£(ea)]

pour Pg A, B PTEsque toute réalisation ¢.

Noter que la probabilité P‘P A,.p € dépend que de la valeur de ¢ sur dAj, et on a donc

P (1 Fag) =P 5 (1 Fan) = B4 5 (1),

ce qui justifie le nom de propriété de Markov spatiale.
Corollaire 1.6. Pour toute fonction mesurable positive f : Q, — R, ona

Eiz B [f(@a)] = Eizﬁ {Eﬁl B [f(‘Pm)H

Autrement dit, sous Pi B la loi marginale de @a, sur Ay est la mesure de Gibbs P [3,

out la condition au bord est donnée par une surface @ tirée sous Piz B

Démonstration. Tout d’abord, notons que pour toute condition au bord ¢, on a
1

¢
ZA] 713

B s [floa] = [, £

ﬁ ( )d.uAl( )
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et notons qu’il s’agit d’une fonction mesurable de la condition au bord (¢,),c94, donc

de (¢x)x€Af-
Soit maintenant g : €4\ 4, — R une fonction mesurable positive. Alors on a

Ef\z B8 [ (q)/\z\/\l)Eﬁl B [f(qDAl)H

1 —gghmy 1 = ~
= [ [ a7 e PR P P (g )
heRM2 heRAl zh 75
Al 7ﬁ A27ﬁ

Maintenant, notons h est la “concaténation” de h € RM et h A\A € RA2\A1, c’est-a-dire

la fonction /1 € R telle que i = h sur Aj et h = h sur Ay \ A1. On remarque que I’on a
~ /jl il ~ A
H; (k) +H) (h) = HL (h)+HS (h).
Notons aussi que Zfl\ p estune fonction mesurable de (/) e A¢, done Zf’h B~ Zf\l B En
réarrangeant les intégrales, 1I’expression obtenue ci-dessus est donc égale a

> 1 _guh ) 1 —pHS (h) - .
/hGRAZ /he]R{Al A\ f<hA1)Zﬁ e M Zé—e A2 dpa, (h)dpa, (h)

. . 1 i .
= o 8laa ) 1) ——e P P, () = B [8(0nia ) (0n,)].

- _BH" (T
ou dans la premiere égalité on a intégré i € R et utilisé que (Zh ﬁ) Lo PHA ) ot
une densité de probabilité ; 1a derniere égalité découle de la définition de Pé B

donc obtenu

B3, p |8(0ana)ES 5 [£(0a)]| =3, 5 [8(0a0a,)f(0n)]
ce qui conclut la preuve. O
Exercice 1.3. En utilisant I’Exercice 1.2 et la propriété de Markov spatiale, montrer que
pour tout a < b, il existe une constante ¢ > 0 telle que pour toute condition au bord & et
tout I C A on ait Pi’ﬁ((px € [a,b)VxeT) <e el

On peut aussi utiliser la propriété de Markov spatiale pour montrer le corollaire suivant,
en exercice.

Exercice 1.4. Soient A € Z4 et A, ,Ao» C A @ des ensembles “séparés”, c’est-a-dire tels
que dA;NAy =0 et dA; N Ay = 0 (pour rappel, dA désigne la frontiere extérieure).
Montrer que sous Pi 5 (| Fia,uay)e)» les interfaces @4, @4, sont indépendantes.

Mesures de Gibbs en volume infini. Si I’on souhaite définir une mesure de Gibbs
directement sur le domaine Z<, une option est de construire une suite de mesures

(Pf\’; B) >0 avec (A,),>1 une suite croissante d’ensemble finis de Z? telle que (JA, = Z7.

Alors, si pour tout A € Z¢ 1a loi de @, sous (Pi” ﬁ)nzo converge vers une loi L4 g
et si I’ensemble de lois (Up g), <z Possede une propriété de cohérence spatiale (i.e.
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Ha, g est la loi marginale de (14, g), alors on peut utiliser le théoreme d’extension de

Kolmogorov pour construire une mesure Hp sur Z4. On peut alors notamment montrer
que la mesure pg vérifie la propriété de Markov spatiale de la Proposition 1.5.

Cependant, I’utilisation du théoreme d’extension de Kolmogorov est, en général,
inadapté pour construire des mesures de Gibbs en volume infini. En effet, le choix
de conditions au bord &, s’avere crucial : peut-on faire n’importe quel choix pour les
conditions au bord ? est-il méme possible de faire un choix de condition au bord qui
fonctionne ? est-ce que deux suites de conditions au bord donnent la méme mesure en
volume infini Hg ? L’approche de Dobrushin, Lanford et Ruelle, dite DLR, consiste a
considérer la propriété de Markov spatiale comme la propriété permettant de caractériser
une mesure de Gibbs (la mesure est déterminée par ses spécifications, ¢’ est-a-dire ses
lois conditionnelles). On en donne ici une version ad-hoc au cas que I’on considere,
mais on renvoie a I’excellent Chapitre 6 de [FV17] pour une discussion plus poussée
concernant les mesures de Gibbs en volume infini.

Définition 1.7. On dit que g est une mesure de Gibbs en volume infini associ€ au
hamiltonien H et de température inverse 8 si on a la propriété de cohérence suivante :
pour tout A € Z¢, pour toute fonction mesurable positive f : Q4 — R,

Eug [£(04) | Fac] =E3 4 [f(0a)]  pp-pss..

Exercice 1.5. Montrer que I’ensemble des mesures de Gibbs en volume infini (associées
a H et de température inverse f3) est convexe.

1.2 Le champ libre gaussien sur Z¢

Le champ libre gaussien sur réseau, ou GFF, rentre dans le cadre des modeles d’interface
présenté plus haut : il s’agit d’une fonction de hauteur a valeurs dans R, avec le potentiel
Vx)= %xz. Autrement dit, le hamiltonien est donné par

¢ 1 ) | 2
H ((P): ((Px_(P) + <(Px_§ ) . (1.6)
! 8d x,yEA ’ d xegé/\ ’
X~y X0y

1.2.1 Structure de covariance

Le GFF est un champ gaussien, dont on peut caractériser explicitement la moyenne et
la structure de covariance. On va commencer par décrire le cas d’une condition au nord
nulle & = 0, avant de passer au cas d’une condition au bord & quelconque.

Cas de condition au bord nulle £ = 0. Pour énoncer le résultat, introduisons quelques
notations. Pour x € Z¢, on note P, la loi d’une marche aléatoire simple (Sy,),>0 sur 74
issue de x. Il s’agit d’une chaine de Markov issue de x, de matrice de transition
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F1G. 1.1 — Une réalisation du champ libre gaussien en dimension d = 2, sur une grille 100x 100, avec condition au bord

E=0.

0 sinon.

1 .
Q(x’y)—{m S1x~Yy,

On note G, la fonction de Green de la marche alé€atoire simple tuée lorsqu’elle sort
de A : pour x,y € A,

Ty
Ga(x,y) = Ey [ Y ]l{Sk:y}] < oo,
k=0

ot Ty := min{n > 0,S, € A} désigne le temps d’atteinte de ’ensemble A C Z¢. Le
caractere fini de G4 découle du fait que A est un ensemble fini.

Proposition 1.8. Sous P%, g PA = (@x)xen est un vecteur gaussien centré, de matrice

de covariance %GA.

Démonstration. Par définition de P% pg-ona

0
dPa () = L pHle)
dLeby Z) 4
11 suffit donc de montrer que HY (¢) = (goA, "1 @4). Par définition du hamiltonien, on
obtient, en développant le premier carré

1
2HY(9) =17 X (9= @)’ 2d Y @i=Y.0-5; Y o
X,yEA XEA YEA XEA xEA,yEA
X~y X~y Xy

1

~Yolo-5 L w)

XEA YEA ,y~x
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Maintenant, considérons le laplacien discret A sur 74 tel que Q =1+ A, c’est-a-dire
1 .
2d S1xX~Yy,
Ax,y =9 -1 six=y,

0 sinon.

On définit aussi les versions restreintes a A de la matrice de transition et du laplacien :
O = (O(x,¥))xyen et Ap = (Ayy)xyea. Alors, I'expression du hamiltonien ci-dessus
peut étre ré-écrite de la maniere suivante :

HR(9) = 5 (oa.(~An)04).

Il reste donc simplement a montrer que —Aj = Iy — Q0p = G/_\l.

Mais on observe que (In —Q0a) Y7, Q’/‘\ =15 — QTI. Or, on montre facilement (les
détails techniques sont laissés en exercice) que pour tout x,y € A,

i (x,9) =Po(Sus1 =1, Sk EAVE <n+ 1) S Py(The > n+1)

et qu’il existe ¢,C > 0 (qui ne dépendent que de A) tel que sup,cp Pr(Th > n) < Ce™".

On en conclut que sup, yc4 Qﬁ“ (x,y) tend vers 0 quand n — oo. Comme on a

(o] oo

Ga(xy) = Y Pu(Sc =085 € AVi<k) = ¥ 0 (x,y) < +oo,
k=0 k=0

on en déduit que (Iy — QA)Ga = (In — 0A) Yo Q% = Ia. 0

Cas d’une condition au bord & générale. Introduisons une nouvelle notation : pour
& : 7Z¢ — R, on définit la fonction u 1 A — R comme I’unique extension Q-harmonique
de Exc a Uintérieur de A, ¢’est-a-dire I’unique solution du probléme de Dirichlet sur
A & Z% avec conditions au bord & :

{(Aué)xux—%xywxuy =0 pourx€A

1.7
ME = & pour x € A€ (1.7)

Il est classique de montrer que la fonction définie par

u.§C = ]Ex |:§STAL‘:|

est une solution du probleme de Dirichlet; I’unicité vient du fait que A est fini, donc
Thc < 400 Py-p.s. pour tout x € A.

Proposition 1.9. Pour toute condition au bord &, sous Pi g PA = (@x)xen est un

vecteur gaussien d’espérance Ei 8 [0, = uf’;, de matrice de covariance %GA.
Autrement dit, sous Pi’ p» On peut écrire Q) = us + q)R, ol QDR est un GFF centré.

L’effet de la condition au bord £ n’est donc qu’une translation du GFF centré, par us,
¢’est-a-dire par 1’extension harmonique de & a I’intérieur de A.
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Démonstration. De 1la méme maniere que dans le cas centré, il suffit de montrer que

| _
§<(<PA —ui),GAl((PA —ui» +C§,

H (9) =

ou la constante Cf\ ne dépend pas de ¢ (d’apres la Remarque 1.1, cette constante

n’affecte pas la loi Pi [3)'
Notons que d’une part

4 1 1 2
2HR (¢) = (0 —0y)° + (@ — &)
4d X,yEA ’ 2d xeA,Zy:eAc ’
X~y x~y
1
:2HR((P)__ Z 0.6y + Z 52
2d XEA yEA 2d XEA yEA
xX~oy X~y
D’autre part, en se rappelant que G, = _A,,ona
((pa—u3),Gx (9a—13)) = (94, G5 0a) +2(@a, Aa ) + (5, G 'u).

Ainsi, comme (@a,G,'@a) = 2H)(¢) d’apres le cas de la condition au bord nulle et
que us ne dépend que de A et & (et pas de @), il reste 2 montrer que

1
(@A, Ap @A) + 24 Y, o0& =) o(Au)t+— ) @&
XEA YEA X€A xGA,ygéA
X~y X~y

ne dépend que de A et £ et pas de ¢. Mais en utilisant le fait que us est harmonique
sur A, on obtient que pour x € A

0=(A y;u —us = (Apu®), +ﬁ Z u§
x YEA y~x

5

Comme uy = &, pour y ¢ A, on en conclut que

1
O_Z(PXAM x—Z(PxAAu) 2d Z (ngya

XEA XEA XEA
YEA y~x

qui ne dépend effectivement pas de ¢. Cela conclut la démonstration. O

Remarque 1.10. On aurait pu prendre la Proposition 1.9 comme définition du GFF, c’est-
a-dire celle d’un champ gaussien d’espérance uS et de matrice de covariance G4. On
peut en fait prendre cette méme définition en remplagant la marche aléatoire simple par
une marche aléatoire (S,,),>0 sur Z¢ quelconque, de matrice de transition Q. Le champ
libre gaussien sur A € Z? associé a Q et de condition au bord & est alors le vecteur

5

gaussien d’espérance u; et de matrice de covariance %GA, ou :

(1) u§ = Ex[cﬁgTAC] est I’'unique extension Q-harmonique de & dans A ;
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(ii) Ga(x,y) = Ex[Zzic()ﬂ{sk:y}} = Y7 o0 (x,y) est la fonction de Green de la
marche aléatoire (S,),>0 tuée lorsqu’elle sort de A.
On peut alors montrer (on le laisse en exercice) que cela correspond a une mesure de
Gibbs sur 24 donnée par le hamiltonien

H@) =3 ¥ 0enle—9P+ ¥ 0wne—&).

xX,yeA XEA ,y¢/\

Noter que ce hamiltonien n’est pas simplement une fonction du gradient de ¢ mais
peut posséder des interactions a longue portée (on peut avoir des termes (@, — goy)2
avec x 70 y). Les propriétés du champ libre gaussien sont déterminées par la structure de
covariance et sont donc reliées aux propriétés de la marche aléatoire (S,),>0 considérée,
a travers sa fonction de Green G4.

Remarque 1.11. Grace a I’invariance par changement d’échelle des variables gaus-
siennes, on sait que la loi de \/B QA sous P9\ p est la méme que celle de @5 sous

P(/)\ B=1’ c’est-a-dire un vecteur gaussien centré de matrice de covariance G, . Ainsi, on

peut voir le parametre 3 comme un simple facteur d’échelle (dans le cas d’une condition
au bord générale, on peut utiliser la Proposition 1.8 pour faire un changement d’échelle
de ¢ — us).

1.2.2 Localisation/délocalisation et limite de volume infini

La structure de covariance du GFF donnée dans les Propositions 1.8-1.9 permet d’obtenir
des informations sur I’interface ¢.

Localisation/délocalisation de I’interface

L 'une des premiére question est de savoir si, pour un GFF sur Ay := {—N, ..., N}¢ avec
condition au bord nulle, la hauteur du point central ¢y reste tendue lorsque N — oo. Si
c’est le cas, on dit que I’interface est localisée ; dans le cas contraire on dit que I’interface
est délocalisée. Etudier la variance de @ sous P%N, est donc un bon moyen de tester
la localisation/délocalisation de I’interface ; dans le cas de variables gaussiennes, cela
caractérise méme la loi de ¢y.

Proposition 1.12. Pour Ay := {—N,...,N}¥, on a

1 : =+ sid=1,2,
Vary (o) = EGAN(O,O) avec lim Gy (0,0) i ASE

On a donc délocalisation de I’interface en dimension d = 1,2 et localisation de
I’interface en dimension d > 3. Cette proposition ne requiert pas de démonstration : en
effet, la variance est donnée dans la Proposition 1.8 ; de plus, par convergence monotone,
on a limy_,. G4, (0,0) = G(0,0), ou G est la fonction de Green de la marche simple
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sur Z¢ et vaut 4o en dimension d = 1,2 (car la marche est récurrente) et est finie en
dimension d > 3 (car la marche est transiente).

Remarque 1.13. 11 est possible d’obtenir des estimées tres précise sur la fonction de
Green G4, (0,0) (voir [Law13, §1.5 et 1.6]) :

1. En dimension d = 1, on a G, (0,0) = N+ 1. (Indic. : utiliser la ruine du joueur.)
2. En dimension d > 2, on a Gy, (0,0) = %logN—i— O(1) quand N — co.

3. En dimension d > 3, on a G, (0,0) = G(0,0) + O(N>~9).

Soulignons aussi qu’en dimension d > 3, on peut montrer que pour x,y € Z%, on a
COV%MB((PX, ¢y) = %GAN (x,y) avec limy e G, (x,y) = G(x,y) et

G(x,y) ~callx=y|>~¢  quand [lx—y|| = +oo,

pour une constante ¢y explicite. Ainsi, I’interface reste localisée mais les hauteurs sont
fortement corrélées.

Exercice 1.6. Pour N > 1 et x € Ay, on pose 0g(x) := Gy, (x,x). Soit £ : Z¢ — R une
condition au bord.

1. Montrer que
P (19 = 1) <P (FoR()IZ] = 1~ i)

ou Z ~N(0,1) et us estle prolongement harmonique de & dans Ay.

2. Montrer que o3 (x) < Ga,,,(0,0) et que \ME | < le, i=maX,cg4, |y, pour tout x € Ay.
En déduire que

ﬁ(r—va)z)'

Pjév,[} (Jo| >1) <exp (— m
N \Ys

3. Conclure que si M5 = o(logN) en dimension d = 2 et si Mf, = o(y/logN) en dimen-
sion d > 3, alors pour tout n > 0

. _
dim PL g (?eli’; o > (1 +n)aN) =0,

ol ay = 1/ 7plogN sid =2et ay = /4 G(0,0)y/TogN sid > 3.

Discussion dans le cadre général. Ce phénomene de localisation/délocalisation est en
général assez difficile a étudier et la phénoménologie est en fait assez différente selon
que I’on considere une interface continue ou discrete.

En dimension d = 1, avec I’interprétation de (¢,)_ny<y<y comme une marche aléa-
toire conditionnée a valoir 0 en —(N + 1) et N + 1, on obtient naturellement 1’estimée
Var%N’ ﬁ((po) ~ cgN, quel que soit le potentiel V que ’on s’est donné dans le hamil-
tonien (1.2) — pourvu que [ x%e”"®dx < 40, ce qui assure que Ezg (X;) =0 et
Enﬁ (Xl-z) < oo (ou 7g, défini en (1.5), est la loi d’un incrément de la marche).

Dans le cas continu, il s’avere que les bornes supérieures Var%N B (o) <ClogN en
dimension d = 2 et Var%N B (o) < C en dimension d > 3 restent valables de maniére
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tres générale (voir I’article récent [Dar23]). En particulier, I’interface en dimension
d > 3 reste localisée. Pour les interfaces en dimension d = 2, des bornes inférieures
logarithmiques ont été données dans des cadres généraux, montrant la délocalisation de
I’interface (voir I’introduction de [Dar23] qui recense la littérature sur ce sujet).

Dans le cas discret, il n’existe que tres peu de résultat généraux et les résultats se
concentrent sur le cas de certaines interfaces discretes, notamment le modele SOS
mentionné plus haut (et le modele dit gaussien discret). Dans ces cas particuliers la
localisation des interfaces est démontrée en dimension d > 3. Le cas de la dimension
d =2 est particulier : on peut démontrer dans certains exemples (notamment le modele
SOS et discret gaussien, voir [FS81, AHPS21], il s’agit a chaque fois de résultats
difficiles) qu’il existe une transition de localisation/délocalisation, dans le sens ou il
existe un 0 < fB; < oo tel que

limsupVar%Nﬁ((po) < 4o siff > B,

N—rc0

Vh >0, limsupP} 5(l@o| >1) =0 siB < B..
N—soo '

Il est conjecturé que ce phénomene est général dans le cas d’interfaces discretes (la
localisation pour 8 suffisamment grand est générale).

Limite de volume infini du GFF

Théoreme 1.14. En dimension d = 1,2, il n’existe pas de mesure de Gibbs en volume
infini associée au hamiltonien (1.6) du GFF.

Démonstration. Raisonnons par I’absurde. Soit ftg une mesure de Gibbs en volume
infini, c’est-a-dire qui vérifie la Définition 1.7. Alors, en utilisant la définition, pour tout
A €74 avec 0 € A, pour tous a < b on a

g (@ € [a,b]) = Eyy [P 5(o0 € [a,0])].
Or, sous Pf\,[i on sait que @y suit une loi A'(m, 62), avec m = ug et 62 = %GA(O,O). En

1
oV2n’

utilisant le fait que la densité de la loi N'(m, c?) est bornée uniformément par on

obtient que
g B/2rn
P €la,b)) L ———=(b—a),
Ap(melat) < (-0
quelle que soit la condition au bord &. Cette méme borne supérieure est valable pour
ug(@o € [a,b]) et comme A € Z? est arbitraire et que lim ;s G4 (0,0) = 40, on en
déduit que
pour tous a < b, ug(@o € [a,b]) =0,

ce qui est une contradiction. O

Remarque 1.15. Le fait qu’il n’existe pas de mesure en volume infini est donc essentiel-
lement di au fait que les fluctuations du point central ¢y ne sont pas bornées lorsque
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AT 74, Pour remédier a ce probleéme, on peut définir le GFF “accroché en 07, en consi-
dérant ¢ = @ — @y (qui est une translation par un vecteur aléatoire ¢p). On peut montrer
(exercice) que

(1) Sous PE)\,B’ b, = (@x)xea est un vecteur gaussien centré, de matrice de cova-

riance G4 donnée par G4 (x,y) = G (x,y) — GA (x,0) — GA(0,x) +GA(0,0).

(ii) Quand A 1 Z4, G4 (x,y) = G(x,y) < +oo, avec G(x,y) = Ex[Z,fioﬂ{sk:y}]-
On peut alors définir un champ gaussien sur Z¢ de matrice de covariance G. De maniére
générale, on peut définir une mesure de Gibbs sur la famille des gradients (@, — ¢y) xyezd

dans n’importe quelle dimension, plutot que simplement sur les hauteurs ; voir les notes
de cours [Fun05].

Théoréme 1.16. Soit d > 3. Si & est une fonction harmonique sur 74, alors il existe
une mesure de Gibbs g = Pi p en volume infini sur 7%, associée au hamilto-
nien (1.6) du GFF. La mesure Ug est gaussienne, d’espérance & et de covariance

(%G(x’y))x,yeZd‘

En particulier, il existe une infinité de mesures de Gibbs en volume infini... On peut
de plus montrer que si G est I’ensemble (convexe) des mesures de Gibbs associées au

GFF, alors les mesures {Pf<> B ,& harmonique sur Z¢} sont les points extrémaux de G.

Remarque 1.17 (Définition d’un champ gaussien). Une famille (W,),c; est un champ
gaussien d’espérance m = (my ). et de covariance (g(x,y))xyer Si pour tout sous-
ensemble fini J C I, (W,),c; est un vecteur gaussien d’espérance my = (my),cy et de
matrice de covariance g; = (g(x,¥))xyeJ-

Démonstration. Notons que la loi gaussienne énoncée dans le théoreme est bien définie.
En effet, pour tout A € Z¢, 1a loi de @, sous Pi) p est gaussienne de moyenne u® = &
(car & est harmonique) et de matrice de covariance /%GA. Comme en dimension d > 3 on
alim, ;¢ = G, on peut construire un champ gaussien ¢ = (@x) g4 d’espérance & et de

covariance %G (en utilisant le théoreme d’extension de Kolmogorov, voir par exemple

[FV17, Th. 8.6]).
Soit donc pg la loi du champ gaussien ¢ = (¢,),cz« d’espérance & et de cova-

riance %G. Il reste a montrer que la mesure pg vérifie la Définition 1.7 d’une mesure

de Gibbs en volume infini, c’est-a-dire la propriét€¢ de Markov spatiale : étant donné
A € 74, « pour Hp presque tout ¢, 1a loi conditionnelle de ¢4 sachant F4c est donnée

par Pﬂ B Autrement dit, d’apres la Proposition 1.9, il suffit de montrer que pour fig
presque tout ¢,

. . ¢ 1
E,uﬁ |:el<tA>(pA> | FAC] — el<tA7uA>e_§<tA7GAtA> pour tout Z‘A c RA ,

ou on rappelle que uf = Ex[q)STAC] est I’unique extension harmonique de ¢ sur A.
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La preuve consiste essentiellement en quelques lemmes, énoncés ci-dessous, qui
mettent a profit la structure gaussienne de tg = Pfo B On renvoie a [FV17, §8.4.2] pour
une démonstration détaillée

Lemme 1.18. Pour Pi p-presque tout ¢, on a Efo 5 (@ | Fac] = ul pour tout x € A.

Lemme 1.19. Sous Pfo B uﬁ est un vecteur gaussien d’espérance & et de matrice de
covariance Ky, donnée par Kx (x,y) = Ex[Yi>1,. Lis,—] = G(x,y) — Ga (%, ).

Lemme 1.20. Sous Pi p PA— uﬁ est un vecteur gaussien centré de matrice de

covariance G = G — K. De plus, @ — uﬁ est indépendant de Fxc (donc de uﬁ ).

Avec ces trois lemmes, on obtient que pour [lg presque tout ¢, comme (uﬁ?) xeA est
Frc-mesurable et (¢, — uf) e estindépendant de Fuc,

Y

. . 0 . ) : oy 1
Eﬂﬁ [el<lAa(PA> ‘JEAC} _ el(IA,uA>EuB [el<l‘A>(PA—MA>} _ el(lA,uA>e§<tA,GAtA>
qui est ce que I’on souhaitait démontrer O

Exercice 1.7. On considere le cas du GFF en dimension d > 3. Soit 4 € R un réel fixé :
la fonction constante & = / est harmonique sur Z¢, donc on peut considérer la mesure

en volume infini ,uB = ,ug On pose Ay = {1,...,N}¥ et on note @y := maXycay | Qxl-

1. Montrer que limsupk_ml—zkzk <\ /%\/G(0,0) ug—p.s.
V/Iog2¥
2. En conclure que limsupj\,_>oo logN < ,/ 4. /G(0,0) ,uﬁ -p-s.

Indic. Utiliser la croissance de N +— Dy.

Limite d’échelle du GFF

On peut aussi considérer la limite d’échelle du GFF. Si D C R? est un domaine de
I’espace, on peut chercher a définir un champ @ qui serait la limite d’échelle du champ
libre gaussien avec condition au bord nulle.

L’idée est de considérer un maillage du domaine par une grille de taille 6 > 0,
c’est-a-dire de considérer un domaine Ay = NDNZ¢ = {x € Z¢, % 5 € D}, de sorte que
Ds = NAN correspond A un maillage de taille § = N~! du domalne D. On peut alors
définir un GFF sur Dg en posant ¢5(x) = @ny, ol @ est un GFF sur Ay = NDs.

Ainsi, (@5(x))xeps est un champ gaussien centré, de matrice de covariance Gg(x,y) =
Gay(Nx,Ny), et il s’avere que 1’on a la relation

G5(X,y) ~ Sd_ng(x7y)7
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ol Gp est la fonction de Green continue sur le domaine D (la fonction de Green du
mouvement brownien tué lorsqu’il sort de D). Ainsi, si ’on veut avoir une limite
non-dégénérée, on doit renormaliser le GFF ¢g par §174/2 . on devrait obtenir que
@5 = 8174/2¢5 converge vers un champ gaussien centré de matrice de covariance Gp.

En dimension 1, il n’y a pas vraiment de probleme : la normalisation correspond a
celle de la marche aléatoire simple (voir la Section 1.1.2), et la limite d’échelle du GFF
est un pont brownien.

En dimension d > 2, il n’y a aucune normalisation a faire ! Il y a cependant un petit
probléme, car on peut facilement voir que la variance VarOD6 (ps) diverge logarithmique-
ment... Autrement dit, on a Gp(0,0) = +eo. Il en va de méme pour la dimension d > 3,
car I’interface est localisée, mais renormalisée par §'~4/2 qui diverge quand & 0.

Il s’avere qu’a part en dimension d = 1, la bonne maniere de considérer la limite
d’échelle est de construire le GFF continu comme une fonction généralisée plutdt que
comme une vraie fonction (définie en chaque point). Plus précisément, si on note C,
I’ensemble des fonctions de D dans R continues a support compact (interprété comme
un espace de fonctions tests), alors on définit, pour tout f € C,,

(@5, f) =8 Y, @s(x)f(x),

X€D5

On peut alors montrer que pour tout f € C,, (@5, f) converge en loi vers (@, f), out P
est une distribution aléatoire, appelée champ libre gaussien (GFF) continu !. La loi du
GFF continu @ sur D est caractérisé par la famille gaussienne {(®, f), f € C.} qui est
centrée et de covariance

Cov (@.1).(9.9)) = [ f()g(y)G(x.y)dxdy.

On renvoie aux notes de cours de Beresticky et Powell [BP21] pour la définition et un
apercu des propriétés (et des domaines d’application) du GFF continu.

1.3 Contrainte de mur dur et répulsion entropique

Le but de cette section est d’étudier I’effet d’une contrainte de mur dur sur les propriétés
de I’interface. On se restreint au cas de condition au bord nulle (¢ = 0) et pour A € R?
on introduit I’événement

Q5 ={(@)rer €Qn, 9. >0Vx €AY, (1.8)

qui fait référence a une contrainte de mur dur : la fonction de hauteur est nécessairement
positive.
On considere alors la mesure de Gibbs avec contrainte positive :

dP"

SAB oy L pHY(e)
G 9=z " laglon). (1.9)

1. Cette convergence vers le GFF continu est en réalité robuste et reste valable pour des modeles d’interface assez
généraux.
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< . —BHY 0 po . " . .
ol Z/J{’ g=Jore PHA(®) = 70 AP, ﬁ(Q/J{) est la fonction de partition qui normalise la
mesure PX B a une probabilité.

Remarquons que, pour A borélien de €24,

1
P, .(pp €A ——/
’ﬁ( A ) Am.QXZ

_BHO
—e BHX My (n)
ApB

B P B((pA €eANQY)
N A5 (20)

P?\,ﬁ((PA €AQ)),
AB
ol on a utilisé I’observation plus haut que Z Ap = z8 5P B (27). Autrement dit, la

mesure PX p est simplement la mesure PO AB conditionnée a ce que I'interface reste
au-dessus d’un mur dur.

On va montrer dans les prochaines sections que cette contrainte (ou ce conditionne-
ment) se traduit par un effet de répulsion de I’interface.

1.3.1 Le cas de la dimension d =1

On traite dans cette section uniquement le cas d’une interface discrete : @ € Z pour tout

x € Z. On considérera, pour N > 1, le cas ot Ay = {1,...,N} et on notera
0 ._ po + . pt
Py =P, B et P _PAN,ﬁ’

et similairement pour les fonctions de partitions ZY, ZIJ\,r associées.

Notre but est de comparer les propriétés des interfaces sous P?V et sous P]J\;. On rappelle
que sous PR,, (¢x) 1<x<n est une marche aléatoire conditionnée a avoir ¢y = @y = 0.
On utilisera donc la notation pus standard pour des marches aléatoires :

e On considere (X;);>; des variables aléatoires i.i.d. de loi symétrique (de loi mg donnée
en (1.5), avec V supposé symétrique), avec 62 := E[X?] < +o0;

e On pose S, := Y | X; pour tout n > 0, et la loi P]Q, (resp. P;) correspond a la loi
de (Sx)o<k<n-+1 conditionnée a avoir Sy41 = 0 (resp. S > 0 pour tout 1 <k < N et
Sy =0).

Remarque 1.21. On peut montrer que (ﬁ(sk)OSks 1N )i€[o,1] converge en loi vers un

pont brownien sous P% et une excursion brownienne normalisée sous P},. On va se
concentrer dans ce qui suit sur des propriétés plus faibles (mais potentiellement plus
robuste pour I’analyse d’autres modeles).

Considérons les contacts entre la marche aléatoire et la ligne Z x {0}. Pour k < ¢, on

note .
E) - Z ]1{5,120} )
n=k

le nombre de contacts entre la marche et la ligne, entre les instants k et £ et on pose
Ly = Ly(1,N) le nombre total de contacts (en dehors de Sy = Sy+1 = 0).
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Si I’on souhaite étudier Ly(k, /), il est naturel de commencer par estimer son espé-
rance, donc d’estimer les probabilité P$ (S, = 0) et P};(S, = 0). Posons

pn=P(S, =0) et P =P(S,=0,5>0V1<k<n),
et notons que ’on a

P(Sn - O7SN+1 - O) . PnDPN+1-n

PY(S,=0)=P(S,=0|Sy.; =0) = = . (1.10)
M ) =P( [ Sw1=0) P(Sn+1-0) PN+1
et, de la méme maniere,
pipy
Py (Si=0)=P(S, =0 Sy+1=0,5 > 070 <k <n) =" (L111)
Pn+1

Ainsi, un pré-requis important est d’obtenir des estimées sur p,, p;". On a le résultat
suivant :

Théoreme 1.22. Si E(X;) = 0 et E(X?) = 62 < +, on a, quand n — +oo,
C1 + (&)
Dn ™~ /20 Pn ™~ 372

N _ 1
OUCL= oro?

est semi-explicite).

et ¢y est une constante qui dépend plus finement de la loi de X (et qui

Démonstration. 1”équivalent asymptotique de p,, est classique et donné par le Théoreme
Central Limite local ; on peut le trouver par exemple dans [LL10, §2].

Théoréme (TCL local). Soient (X;);>o des variables aléatoires a valeurs dans Z, avec
E(X;) = 0 et 62 = E(X?) < +oo, telles que la marche aléatoire (Sy),>0 est apériodique
sur Z. Alors, si go est la densité de la loi N'(0,62), on a

sup [v/nP(S, = x) — gs(x/v/n)| === 0.

XEZ

En particulier, on a P(S,, =0) ~ mim quand n — .

Pour I’équivalent de p;", c’est un peu plus délicat. La plupart des démonstrations
utilisent un résultat combinatoire (le lemme cyclique) et ce qui s’appelle une factorisation
de Wiener-Hopf : on renvoie a [AD99, Pro. 6] pour une démonstration complete.

On donne ici une interprétation probabiliste du facteur n=3/2. Commencgons par un
joli lemme, valable pour les marches aléatoires a incréments symétriques (il s’agit d’un
vieux résultat de Sparre Andersen, mais la preuve est tirée de [DDG13, Prop. 1.3]).

Lemme 1.23. Soient (X;);>0 des variables aléatoires i.i.d. de loi symétrique et soit
Sp =Y 1 Xi. On pose

qgn =P(S >0Vl <k<n), Gn :=P(Sy >0Vl <k<n).
Alors :
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(i) Si la loi de X; est sans atomes alors q,, = @, = 4% (2nn)

(ii) De maniére générale, g, < 4% (2:) < gy

Ce qui est remarquable dans ce résultat est que premierement aucune hypothese n’est
faite sur la loi (on n’a besoin d’aucune hypothe¢se de moment) ; deuxiemement, dans le
cas sans atomes, la probabilité g, est universelle et ne dépend pas de la loi considérée.

Remarque 1.24. Comme 4%, (2,:1) ~ \/+Tn on obtient I’équivalent asymptotique de g, dans

le cas sans atomes et g, < 1/4/n en général. Le comportement en 1/,/n reste universel
dans le cadre non symétrique avec E(X;) = 0, E(X?) < +o0, mais n’est pas universel
dans le cas ou X; n’a pas de deuxieme moment fini.

Démonstration. Posons T = min{0 < k < n,S; = ming<;<,{S;}}. On a alors I’égalité
d’événements (faire un dessin) :s
{T :k} = {Xk <0, X, +Xe 1 <0,.... X+ + X1 < 0}
N{Xi+1 > 0,Xp 1 + X2 >0, Xpp1 +---+X, > 0}

Ainsi, en utilisant I’indépendance et le caractere i.1.d. on obtient
P(T=k)=P(51<0,....8%<0)P(S1>0,....8 % >0) = @xqnt>»

ou pour la derniere égalité on a utilisé la symétrie de (S;);>1. En sommant sur &, puis en
créant la fonction génératrice, on obtient (en reconnaissant une série de Cauchy), pour
tout |x| < 1,

n oo oo

Y adni=1 = 00w ::<quxk)<2quk):é)x”:

k=0 k=0 k=0

1
1—x

(1) Maintenant, dans le cas ou la loi de X; est sans atomes, on a clairement g; = g
pour tout k > 0, de sorte que les séries génératrices sont égales Q(x) = Q(x) et

for all [x| < 1.

iy

o
[

|

s

En développant (1 — x)_l/ 2 en série entiére et en identifiant les coefficients, on obtient

le résultat voulu g, = 4lk (2kk)

(ii) Dans le cas général, on approche X; par une loi sans atomes. Soient (U;);>; des
variables aléatoires de loi ¢/ ([—1, 1]) et pour £ > 0, on pose X; := X; + £U;, qui sont bien
1.i.d. de loi symétrique et sans atomes. En posant naturellement Si = Zle X; et comme
les U; € [—1, 1], on remarque que Sy — € < S < Si+ € pour tout 1 < k < n. On obtient
donc

P(S;>eV1<k<n)<P(§>0VI<k<n)<P(S;>—-eVI<k<n).

D’apres le point (i), la probabilité dans le terme central vaut exactement 41,1 (2’1") En

prenant € | 0, on en déduit donc que g, < 4%1 (2””) < gn. O
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En utilisant le fait que P(Sy > 0V1 <k <n) < 1/y/netle TCL local, on peut avoir
Iintuition derriere le terme n>/2. En effet, on peut découper I’intervalle [0,n] en
trois parties et I’événement {S; > 0 V1 < k < n peut étre décomposé en trois partie :
{8k > 0Vk <n/3}, puis {S,/3 = S1,/3 et Sy > 0} etenfin {S, > 0Vk <n/3}. Parle
TCL local, la probabilité de la partie centrale est de 1’ordre de 1/4/n; par les estimées de
dn» la premiére et la derniére partie sont de ’ordre de 1/+/n. En combinant les différentes
estimées, on obtient le terme n—3/2, O

Exercice 1.8. En appliquant la stratégie precedente montrer proprement qu’il existe un
¢ > 0 telle que p;| < cn 32, La borne inférieure p; > c'n —3/2 est plus délicate...

On peut maintenant utiliser les estimées du Théoreme 1.22, combinées aux expres-
sions (1.10)-(1.11), pour obtenir des informations sur le nombre de contacts Ly entre
I’interface et la ligne N x {0}, sous les mesures P et P}

Le cas sans contrainte de mur.

Proposition 1.25. Pour tous 0 <a<b<1,0ona

lim ——E9, [Ly([aN], |bN)])

1 b 1
N—oo /N ]:\/27r62/a \/u(l—u)du

En particulier, cela montre que Ly est d’ordre v/N ; cela montre aussi que les points
sont “en moyenne” répartis, dans le sens ou la limite ci-dessus est strictement positive
pour tout a < b. Notons que 1’on peut en réalité montrer la convergence en loi, sous PR,,
de (ﬁﬁN(O, BN |))peo,1) vers le processus du temps local en 0 d’un pont brownien.

Démonstration. Grace a 1’expression (1.10) et au Théoreme 1.22, on obtient

0 . é pnpNJrlan < VN +1
EN[LN(LCZNJ,U?NJ)}_”;C PN+1 Clnzk\/_\/m

ZNWWI

Le dernier terme est une somme de Riemann : si limN_m]% =aet limN_m v = b, on
aboutit a

Iim /
N—>oo AJull —
N+1 (1—u)
Cela conclut la démonstration. O

Le cas avec contrainte de mur.

Proposition 1.26. /] existe une constante C > 0 telle que, pour tout k > k
Ef [Ln(k,N+1—k)] <Ck /2.
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En particulier, pour k = 0, on obtient que supy E; [Ln] < C, c’est-a-dire qu’il y a un
nombre fini (i.e. tendu) de contact. Par I’inégalité de Markov, on obtient par exemple
que Py, (Ly > A) < C/A. On obtient aussi

C
P (Hn €k,N+1—k],S, :O) =PL(L(K,N+1—k)>1)< ﬁ
Cela montre que la probabilité d’avoir un contact avec le mur dur “loin du bord” est tres
faible.

Démonstration. On utilise la méme démonstration que plus haut. Grace a 1’expres-
sion (1.11) et au Théoreme 1.22, on obtient

N+1—k o+ N+1—k 3/2
Pn pN+1 n (N+ 1)
Ef [Cy(k,N+1—k)] = EnliN+lon < oy .
N[ } ng—k p;+1 ngt n3/2(N+1—n)3/2

En utilisant la symétrie de la derniere somme, on a

+ 5/2
EN [ﬁN(k’N+1_k)] <2Go r;c n3/2 (N+1 )3/2 <2 / Co Z 3/2’

ot on a utilis¢ que N+1—n> (N+1)/2 pour n < (N+1)/2. La conclusion en découle
immédiatement. O

Exercice 1.9. Montrer qu’il existe un ¢ > 0 telle que Py,(Ly = 0) > ¢ pour tout N > 1.

1.3.2 Le cas du GFF en dimension d > 3

Pour simplifier les notations dans la suite, on supposera que 8 = 1 et on enlévera 3 de
toutes les notations (voir la Remarque 1.11).

On considere ici le champ libre gaussien sur Z¢ tout entier (c’est-a-dire dans la limite
de volume infini), dans sa version centrée (c’est-a-dire avec condition au bord & = 0).
On rappelle, voir Théoreme 1.16, qu’il s’agit d’un champ gaussien centré, de matrice de
covariance (G(x,y)) xyezd 1a fonction de Green de la marche aléatoire simple sur Z%. On
notera pour simplifier sa loi P et on pose aussi G := G(0,0) = Vare(¢y). On redonne
I’asymptotique

G(x,y) ~callx=y[>~¢  quand [lx—y|| = +oo, (1.12)

pour une constante c¢; connue, voir la Remarque 1.13.
Soit D C R¢ un domaine compact de R?. On considére alors le domaine Ay € Z¢
défini par
Ay = (ND)NZ' = {xe 2} € D},

qui est une dilatation (et une discrétisation) de D. On notera Q;,“ = QXN I’événement

défini en (1.8) que le GFF est positif sur A;; :

On cherche alors 2 comprendre la 10i Poo( - | £57) du champ libre gaussien conditionné
a étre positif sur Ay. On a vu dans I’exemple de la dimension d = 1 qu’une premiere
étape pour comprendre les propriétés de Poo( - | 277) est d’estimer la probabilité Poo(€25)).
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Théoreme 1.27. En dimension d > 3, on a I’asymptotique :
log Po.(2,7) = —2GoCap(D), (1.13)

ou Cap(D) est une quantité intrinséque au domaine D, appelée capacité, dont la
définition est donnée plus bas en (1.17).

De plus, il existe une suite (ay)n>1 avec ay ~ /4GGologN telle que :

® Pour € > 0, on note Qf, := mfae Ay L { # oec| la proportion de points

1-¢,14+€]}
dans Ay d’une hauteur proche de ay : alors pour € > 0

lim P.. (|OF — 1 Q) = :
Jim (joy—1>n|L2y)=0 pour tout N >0
o La loi de ¢ — ay sous Pw(- | Qx) converge faiblement vers Pe.

Ce théoreme est démontré dans [BDZ95, DG99]. Nous allons essentiellement nous
concentrer ici sur la démonstration d’une version plus faible de (1.13). On renvoie aux
notes de cours [Gia01] pour une démonstration de (1.13), qui utilise des raffinements de
la méthode proposé ci-dessous (elle-méme empruntée a [Gia0l]).

Quelques commentaires s’ imposent. Premierement, la probabilité décroit moins vite
que e~V d, qui serait le taux de décroissance qu’on obtiendrait si les (@), .;q étaienti.i.d.
Cela signifie que la structure de covariance joue un rdle dans le comportement de la
probabilité. Ensuite, les deux derniers points du théoreme suggere que ’interface se
souleve a une hauteur ay ~ /4GologN et se comporte ensuite comme un GFF translaté
de ay. Le comportement asymptotique de PC,O(QK,r ) vient essentiellement du “colt” qu’il
y a a soulever la surface au dessus de Ay ; la capacité de D apparait en optimisant la
maniere dont la surface peut se soulever pour atteindre une hauteur ~ ay au dessus de
Ap. Ce discours permet de se faire une intuition d’une certaine “rigidité” de I’interface,
dont le comportement est tres différent de ce qu’il se passe en dimension d = 1.

Borne inférieure sur P..(Q2;")

1
Proposition 1.28. On a liminf

—  P.(QF)> —dGyCap(D).

Cette borne est presque celle annoncée dans le Théoreme 1.27 : le facteur d devrait
étre remplacé par un facteur 2. I’adaptation de la preuve qui suit pour obtenir le bon
comportement est donné dans les notes de cours [GiaOl].

Démonstration. La stratégie de la démonstration est assez classique en probabilités (et
en mécanique statistique) : il s’agit d’un changement de mesure. L’idée est la suivante :

(i) On introduit une autre loi P (qui dépend de N) pour laquelle 2 ;,r devient un événement
typique, c’est-a-dire telle que limj\/_>c>olA3'(_(2;,r )=1.
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(ii) On compare les probabilités Po.(Q;) et P(2y), a 'aide d’une inégalité dite
d’entropie, qui fait intervenir 1’entropie relative H(IS | Poo) de P par rapport a P,
voir le Lemme 1.29. Il reste simplement a estimer 1’entropie relative H (P|P).

Etape (i). Introduction de la loi P. Soit oy > 0 un réel et soit f R4 — R, une
fonction C° (lisse a support compact) donnée, telle que f(x) = 1 pour tout x € D. On
définit alors une fonction ¥ = yy : Z¢ — R, a support fini :

Yy i= aNf(]%]) .

On va soulever I’interface par la fonction ¥ = yy : on considere la loi P de ¢ + v, ot ¢
est un GFF de loi P...
Alors, comme W, = oy pour tout x € Ay et que @, ~ N (0,Gy) sous P, on a

P((2y)°) =Pu (3x € Ay, @+ 0y > 0) < |Ay|P(v/GoZ < —aw)
ot Z ~ N (0,1), par sous-additivité. En utilisant I'inégalité P(Z < —t) =P(Z > 1) <
rte -3t pour ¢ > 0, on obtient

P((Q7)°) < Vol(D)N x

e
V2o

Pour obtenir une quantité qui tend vers 0, il est naturel de choisir

oy = +/2dGglogN (1.14)

de sorte que la borne précédente donne 15((_(2;,r )¢) < C/o — 0. En conclusion, en
prenant oy comme dans (1.14), on obtient limNHoolS(Q;,r ) = 1 comme voulu.

Etape (ii)-a. Inégalité d’entropie.

Lemme 1.29. Soient P et P deux mesures. On définit I’entropie relative de P par

rapport a P :
A dp dp  dP
P|P):=E|log—| =E |—<log— 1.1
H(P|P) [ogdp] e (1.15)

si P est absolument continue par rapport a P, et H(P| P) = +o0 sinon.
Alors, pour tout événement A, on a l’inégalité
1

P(A) > P(A)exp ( — m(?—[(f’\P) +e_1)> :

On laisse en exercice le soin de vérifier que 1’on a toujours 4 (P|P) > 0.
Démonstration. Notons que I’on a
P(A I ,rdP N
PA) _ E[—A]l}:E[d—lj
P(A)  P(A) LdP dp

de sorte que grice a I’inégalité de Jensen, on obtient

A},
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loglzgi; [1 g? } :—IS(Z)E[(logd—lf)]lA}

Il reste a estimer le dernier terme :

E[(logj—pp)]lA] :E[(%logj—i)ﬂ } SE[(Elogd—ljJre_l)]lA}
dp_ dP }

<E [—log—+e
dPp ~dP

ot1 on a utilisé le fait que xlogx+e~! > 0 pour la derniére inégalité. Cela conclut la
démonstration du lemme. O

En combinant le Lemme 1.29 avec I’étape (i), cela montre que
Po.(Qy) > (1+0(1))Cexp (— (1+0(1))H(P|P.)) .

Etape (ii)-b. Estimation de H(P|P..) et conclusion. Pour estimer 1’entropie relative
(P\ ), NOtons que P est la loi d’un champ gaussien de moyenne y et de matrice de

covariance G. Ainsi, comme Y est a support fini (notons § le support de y), la densité
ddg) est nulle en dehors d’un compact : en utilisant la forme de la densité gaussienne,
on a 1

dp e 2le—v.G (e—y))

dPoo e_%<(P7G71(P>

)

de sorte que

dP

log {1 = —5(W.G W)+ (0.6 W) = 3(w.G W) + (9 - ¥).G v,

Comme E[@,] = y,, on en déduit que >

R dp 1
p|P.. E[l —} v, G ). 1.1
H(P|P) = B[log 1o~ | = 3 (w.G'w) (116)
Dans notre cas ot G~! = —A, on obtient, (Comme dans le hamiltonien (1.6))
1 2
H(P|P..) = Vel =306 ¥ ¥ (F(2) 7))
8d ryeld 2d e v

X~y

ol on a utilisé la forme de y. La somme sur Z¢ est une somme de Riemann (on rappelle
que f est lisse et a support compact), on a

11||| — E E ( _;C — y / Hv ’ ” (I)(

1
oayNt VS )|[Fdx.

H(PIP.) = (1+0(1))5

2. Noter que le calcul est général pour des vecteurs gaussiens de méme matrice de covariance.
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En se rappelant du choix (1.14) de oy et en optimisant sur le choix de la fonction f pour
minimiser la derniere intégrale, on obtient

H(P|P..) = (1+0(1))dGoN“"logN x Cap(D),

N

ou
1
Cap(D) := inf{ﬁ/d IVF£(x)|[?dx ; f€CP(RY), f(x) = 1 pour tout x € D}. (1.17)
R
Cela conclut la démonstration de la Proposition 1.28. O

Remarque 1.30. La capacité (1.17) d’un compact D de R? est I’analogue mathématique
de I’aptitude de I’ensemble D a posséder une charge électrique. La fonction f dans
I’intégrale représente un potentiel entre 1’ensemble D et ’infini, et f(y) — f(x) est
I’intensité du courant entre y et x. L’intégrale ; [« ||V £(x)||>dx est appelée énergie de
Dirichlet associée au potentiel f.

s e _|_
Borne supérieure sur P..(Q2;)

Proposition 1.31. On a limsup

— P.(Q)) < —Cp.
Neseo NA—21logN (@) < =Co

Dans ce résultat, la constante Cp est explicite (voir la preuve), et dépend du domaine D
et de la dimension.

Introduisons le vocabulaire suivant : on dit que x = (x,...,x4) € Z¢ est pair si Z | Xi
est pair; on dit que x € Z¢ est impair si Zflzl x; est impair. On notera

AN = {x € Ay, x pair}, Almp {x € Ay, x impair} .
Démonstration. L'idée est de conditionner par F imp, i.e. par les valeurs du GFF sur les
N

sites impairs. En effet, un site x € Ay"" est entouré de sites impairs, donc d’apres la
propriété de Markov spatiale (Proposition 1.5), conditionner par F Aimp revient a fixer
N

la valeur de tous les voisins de x € AP™". Conditionnellement & F  imp, i.e. a la valeur
N ALmp
N

du GFF ¢ sur A™ les (¢x), capair SONL donc des variables gaussiennes indépendantes,

de moyenne mf? 3d Zy,vx ¢y (il s’agit du prolongement harmomque de ¢ en x) et de

variance 1 (partant de x, la marche aléatoire sort en un pas de A}\j, , donc le nombre de
passage en x est exactement 1).
En conditionnant par rapport a /  imy et en utilisant la propriété de Markov spatiale,
N

on obtient donc

pu() ~ B [P (05| <5 [{ T Pzemt >0}ty |

N AImp . AImp
A EADT A

ot Z ~ N(0,1). En écrivant P(Z+mf >0)=P(Z < mf) =1-PZ > mﬁ?) <
exp(—P(Z > mf)) on en déduit I’inégalité :
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Peo(Qy) < Ee. [exp <_ Y P(z> m;i;)) 11%“1)] .

pair
XEAN

On va découper cette espérance en deux parties (selon que le terme er APt P(Z > m,‘?)
N

soit grand ou non). Soit 0 < € < 1. On introduit I’événement (de F Aimp)

Ay = {]{xe/\}\’,air, (1—€)\/4logN}| > (1—¢) |A““Py}

qui nous dit que la grande majorité des moyennes m,‘? 5 Zywx ¢, sont €levées.

Etape 1. Sur Iévénement AS,. Sur I’événement A, il y a au moins S\A}\),alr\ sites x € A}\’,air
tels que m? > > (1 —¢€)+/4logN : on a donc

Y P(Z>mf)>elAyPIP(Z > (1 —€)\/4logN)

pair
XEAN

> CgNd 1 —%(1—8)2410gN > Nd_2+28+0(1).

On en conclut que
P..(Q3 NAS) <E.. [exp (— Y P@z> m;?)) ]lA]CV} < exp (= NA-2+2e o))
xeA}\)}alr
qui est, on le sait déja, négligeable comparé a P (.(2+) (d’apres la Proposition 1.28).
Etape 2. Sur I’événement Ay. Notons que si Ay est vérifié, alors sur 1’événement Q7 imp>

N
comme tous les m)‘? sont positifs, on a

Y md > (1-¢€)?Ay"]/4logN.
xEApalr

En utilisant la définition de mf, ona

Z m 2d Z Z q)y o Z ¢y
GApalr EApaur y~x GA1mp
Ainsi, on en déduit que
Po(Qy NAy) <Eu|exp(— ¥ PZ>md))lge o ]
A

pair N
XEAN

<P.. (Q7,, NAN) <P ( Y 6,>(1— S)Z\A]i\,mp\\/4logN> .
N
yeAlmP

Il reste simplement a observer que, sous P., la somme Z Almp ¢, est une variable

gaussienne centrée, de variance 6y = )N JeAimp G(x,y). A1n31,
’ N
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1 .
P..(Q;; NAy) < exp ( -~ 5 (1- 8)4410gN|A]1\,mp]2)
N
Nd+2
= (1— 8)4V01(D)Nd_210gN) :
N

e

Pour estimer 62, on peut utiliser I’asymptotique (1.12) G(x,y) ~ cqllx —y||>™? : en
posant Gy(a,b) = Nd_zG(aN bN), par une somme de Riemann, on a

lim —— Q —c/ G(x,y)dxdy,
Noseo ( N/2 Zlmp N af (x,y)dxdy

ol G(x,y) = ||x —y||>~“. On en déduit que, quand N — oo,

GR= L Gley)~ NI (V)2 ey [ Glry)didy = N2,

xyeAy™ b

ce qui conclut la démonstration. O

Propriétés trajectorielles sous la loi conditionnelle

Au cours de la démonstration, on a montré que Po (25 NAY) = 0(Pw(£2;7)). On en
déduit facilement que limy_e P (A | 25) = 0. On peut procéder de méme pour une

définition de Ay ou on aurait échanger les roles de A}\'}alr et A;vmp. On peut en déduire le
corollaire suivant, qui donne des précisions sur le comportement de 1’interface sous la
loi conditionnelle Poo( - | £257).

Corollaire 1.32. Soit € > 0 et soit Ay I’événement :

ANI:{HXG/\N,ﬁZ(Py (1—¢) \/410gN}‘ I—S\AN\}

yr~x
Alors on a limy e Po(Ay | Q3) = 1.

Exercice 1.10. Montrer le résultat ci-dessus, puis montrer le méme résultat pour 1’évé-

nement Ay = {WZXGAN @ > (1—¢)\/4logN }.

1.3.3 Le cas du GFF en dimension d =2

Donnons simplement un énoncé dans le cas de la dimension d = 2, ot il n’y a pas de
mesure de Gibbs en volume infini. On considére deux compacts D C V de R? “bien
séparés” (c’est-a-dire d(D,dV) > 0) et on pose Ay = NDNZ% et Vy = NVNZ? Ona
alors le résultat suivant, démontré dans [BDGO1].

Théoreme 1.33. On a

~ 1 0 O+
Al,l_fgowlogp (‘QAN) —4gCapy (D),
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ou Capy (D) = inf{%fRz IVF(x)||dx, f>1surD, f=0surV<} et g= %
De plus, pour tout € > 0,

sup P, (’ P —1‘>£‘.Q )Nﬂm.
x€/€v 2,/glogN

1.4 Quelques exercices

Dans cette section, pour simplifier, on consideére le domaine Ay = {1,...,N }d . On
note Py := P9\N la loi d’un champ libre gaussien sur Ay avec condition au bord 0. On

notera aussi Gy (x,y) = Ga, (x,y) la fonction de Green a I’intérieur de Ay, i.e. 1a fonction
de Green d’une marche aléatoire tuée lorsqu’elle sort de Ay.

Adaptation des Propositions 1.28 et 1.31 au cas P%N

Essayons (en exercice) d’adapter la démonstration du comportement asymptotique de
ch,(QX,r ), ¢’est-a-dire des Propositions 1.28-1.31, au cas d’un champ libre gaussien en

volume fini.
Le but est de montrer le résultat suivant.

Proposition 1.34. /] existe des constantes cq,c; > 0 telles que

1
—cg < mlogPN(Q+) —cd en dimension d > 3,

—c < WlogPN(Qﬁ) < —c, en dimensiond = 2.
Exercice 1.11 (Borne inférieure).

1. On note 03 = max,c,,, Vary(¢,). Montrer que 63 < 1 si d > 3 et o < logN si
d=2.

2.0n Considéri: (o )n>0 une suite de réels positifs telle que ay — 0. Pour ¢ de loi
Py, on note Py la loi de ¢ + oyy.

a. Montrer que Py(2,) > 1 —NYP(Z —a), ouZ ~ N(0,1).
b. A quelle condition sur oy a-t-on limy_e. ISN(.Q;} )=12?

3. Calculer I’entropie relative 7 (Py | Py).
4. Conclure pour obtenir les bornes inférieures de la Proposition 1.34 (en dimensions
d=2etd > 3).

Exercice 1.12 (Conséquence de la borne inférieure). On pose
Ay = {[{x € An, 0. > Caon}| > ki

ol ky est une quantité que 1’on va déterminer.
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d hY
1. Montrer que P (Ay) < (IZN)P(GNZ > (1+¢€)Caon)™, ot 67 = SUP, ey Gay (X, X)
etZ~N(0,1).
2. En déduire que si # — +oo, on a PY(Ay) < exp(—2N?"1o) pour N assez

grand.
3. On prend ky comme ci-dessus. Montrer que limy e PR,(AN | Q) =0.

Exercice 1.13 (Borne supérieure). On pose Iy = {x € Ay,x pair, d(x,Ay) = 1}.

1. Montrer que
Py(2) =En | [T PZ<mf)1q].

xe€ly
o Z~N(0,1) et ot Q; = {(px >0,Vx € Ay \ Iy}
On rappelle la notation mx = 57 ):ny .

On note Ay I’événement { {x eIy, md < cqy/TogN}| < eNd—! }, ou ¢4 est une constante
a déterminer et € > 0 est fixé.

2. Montrer que

[H P( Z<m‘p)]l_Q+]lAc} < P(Z < cqy/10gN)? eNe!

xe€ly

Pour quelles valeurs de ¢y a-t-on P(Z < cd\/logN)ENd_1 =o(Pn(2x))?
3. Montrer que

By | [T Pz <m)igyta] <Py X md > ca(l—e)N"""/logN, 37 ).

x€ly xely

4. Montrer que si ¢, > 0 pour tout x € Ay \ Iy alors Y3, m < Mf(n + %Mlg(z), ou
N N

(2)

fN = {x € Ay impair, d(x,Ay) = 1}, fN = {x € Ay impair,d(x,Ay) =2}

etou Mr =Y cr ¢r. En déduire que

Ey [ []Prz< mf)n%]l%} <Py (Mf(l) M 2 ca(1 - N /—logN) |

xely N

5. En déduire que pour c; choisi comme ci dessus,
(1+0(1)) Py(25) < Px (M) > Jea(1 —€)N*""/logN)
+Py (MFN@ > deg(1—e)N4 /1ogN) .

6. Montrer que Mr est une variable aléatoire gaussienne centrée, de variance 61% =

TAC
Yoer Ex[Vr] ou Vr =Y. 1, est le nombre de visites d’une marche simple a I”
avant de sortir de Ay. Montrer que les variances de M ) et M ) sont majorées par

une constante fois Nd 1.
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7. Conclure pour obtenir les bornes supérieures de la Proposition 1.34 (en dimensions
d=2etd > 3).

Probabilité que le GFF reste petit dans un domaine donné

On donne maintenant un autre lemme utile qui donne un complément a la borne
supérieure donnée en Exercice 1.3, dans le cas ol on ne demande a avoir |¢y| < 1 que
dans un sous-domaine I" C Ay.

Lemme 1.35. Soit I' C Ay. Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour N > 2
P (|« <1 pourtoutx € T") > econlll
ou oty =logN en dimension d =2 et oy = \/logN en dimension d > 3.

Exercice 1.14 (Démonstration du Lemme 1.35). L’Exercice 1.6 montre que 1’on peut
choisir une constante c¢; > 0 telle que limy PN(maxxe Ay |@x| > cq0n) =03 on se fixe

une telle constante dans la suite. Pour un ensemble 1, on note Y'P4" = {x € I', x pair} et
Y'™P = [x € T, x impair}.

1. En conditionnant par F imp, montrer que
N
Py (los| < 1Vxel) > EY [{ [T P(z+mf <) }1{|¢x§1 mrimp}] ,
xelpair
ot Z ~N(0,1) et m{ = 3 o O
2. Montrer que P(|Z+m?| < 1) > 2 x \/Lﬁe—é(wmfb{ En déduire que
Py (|| < 1VxeT)
|1—~pa1r|
> (\/2/7re%(1+cd“N)2> P (o] < 1Vx e I™ ;|| < cqoy Vx € AN™P).

3. En procédant de la méme maniere (c’est-a-dire en conditionnant par F Apair), montrer
N
que

PIQ’U(PX‘ <1Vxe Fimp ; |§Dx’ < c 0N \V/XEAIi\,mp)

e |
> <w/2/7ge_5(1+6061v)2) P%(‘(px| SchCNVXEAN) .

4. Conclure la démonstration du Lemme, en utilisant I’Exercice 1.6.

Remarque 1.36. On peut facilement adapter la démonstration pour obtenir que si My =
o(logN) quand N — oo, alors

inf pb <1 pourtoutxel’) > e_co‘l%/m,
é:&AN-)[—MN,MN] N (l(px‘ - p ) -
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ol I’infimum est pris sur les conditions au bord & telles que sup, Ay & < My. 11

suffit en effet de voir que I’Exercice 1.6 montre que Pf,(maxxE Ay |@x| > cqon) — 0
uniformément en & : dAy — [—My, My].



Chapitre 2
Modeles d’accrochage (pinning et wetting)

Le but de cette section est d’étudier I’effet d’une interaction entre une interface en
dimension d 4 1 et un hyperplan Z¢ x {0}. On considérera les deux cas vu dans la
section précédente : le cas sans contrainte, c’est-a-dire quand la hauteur de I’interface
peut prendre des valeurs négatives ; le cas avec contrainte de mur dur, quand la hauteur
de I'interface est conditionné a rester positive.

2.1 Introduction du modele et premieres propriétés

Soit A € Z4. Pour des parametres B > 0 et u € R, a > 0 et une condition au bord
E: 74 — R, on considere les mesures de Gibbs suivante :

£
dP 1
A?ﬂ? é
= exp| —BH(@)+u ) Lggi<a
e ( erA o })
et -
dP 1
ABu 3
d,u W§+ exp( ﬂH —I—MZ]I{(I,X Oa}})]l (q))

A ﬁ XEA
Dans les notations précédentes, on a gardé€ tous les parametres du modele ; les quantités

Wf B € 1743 ; sont les fonctions de partition du modele (quand u = 0, on retrouve
les fonctlons de partition définies précédemment). Pour simplifier, on va considérer
dans la suite uniquement le cas B = 1 et on I’omettra des notations ; on omettra aussi la

£ N . Va . 1
dépendance en le parametre a > 0, qui est fixé€ une fois pour toute (par exemple, a = 5).

Les mesures de Gibbs introduites plus haut correspondent a modifier la loi Pf\ de

I’interface en introduisant une interaction avec I’hyperplan Z¢ x {0}, quand 1I’interface
est a une hauteur inférieure a a ; on parle alors de contact entre I’interface et I’hyperplan.
Le parametre u regle 'intensité de I’interaction : si u < 0, ’hyperplan est répulsif
(I’interface est pénalisée si elle a beaucoup de contacts avec I’hyperplan); si u > 0,

I’hyperplan est attractif (I’interface est favorisée si elle a beaucoup de contacts).

P§7+

On écrira plutot les mesures de Gibbs Pi , €t P%, enréférence a la mesure Pi, de la

maniere suivante :

dP5 dp§ T
Au a Au
= = exp 2 ) > et — = exp( E o ) +(@), (2.1)
4 5 < ¢ 6 +
dp, Z; u dpy  Z7
ol on a posé 6¢ :=1 {lgs|<a} POUT simplifier. Les fonctions de partitions sont données

par les GXpI'CSSIOIIS suivantes :

35
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e W e |
Z; = : L =E; exp(uZ@f)]
WA,MZO L XEA (2 2)
&+ - '
1%
§7+ Avu é a
et Zy = =E; |exp MZSX ]I_Q+((p)]
’ W/f,l/t:() L ( XEA ) A

En particulier, pour u =0, on a Zi 40 = let Zi’:::o = Pi (QX) Pour la mesure sans
contrainte, on parle de modeéle d’accrochage (pinning model) ; pour la mesure avec
contrainte de mur dur, on parle de modele de mouillage (wetting model).

Le but général est de comprendre le comportement de I’interface sous Pi , €t Pi’:,

en fonction du paramétre u € R. On se concentrera sur le cas Ay = {1,...,N — 1}? et
dans la plupart des cas sur la condition au bord & = 0. On notera d’ailleurs PR,M et Py

resp. Z](\), 4 €t ZIJ\,r ,» 1es mesures de Gibbs, resp. les fonctions de partition, dans ce cas.
Enfin, on va se concentrer : en dimension d = 1 sur le cas discret; en dimension d > 2
sur le cas du GFFE.

2.1.1 Energie libre et premiéres propriétés

Définition 2.1. On définit I’énergie libre (sans/avec contrainte) avec condition au
bord nulle comme la limite suivante :

1 1
FO(u) = lim WlogZR,,u, F'(u) = lim WlogZF\;’u. (2.3)

N—ro0 N—yoo

1

0/+ .
AT logZAM , mais on

La “vraie” définition de I’énergie libre serait FO/* (1) = lim A17Z4
se concentre sur la définition (2.3), plus facilement manipulable.

Proposition 2.2. On a les propriétés suivantes :
(i) Les limites dans (2.3) existent;
(ii) Pour tout u € R, on a 0 < F*(u) < FO(u) < max(u,0) ; notamment ¥+ (u) = 0
pour tout u < 0.
(iii) Les applications u — FO/* (u) sont croissantes et convexes.

La démonstration du point (i), notamment au cas de la dimension d > 2, est un peu
technique et on reporte la démonstration a un peu plus bas, voir la Section 2.1.3.

Démonstration. Commengons par démontrer le point (i1). On a I’inégalité
Zru>Ziu 2B |oxp (1 Y, 8)Upavacant| =Py (0> a¥xe Ay),
XEAN

car, sur I’événement introduit, tous les 8¢ sont nul. Maintenant, en dimension d > 2
(pour le GFF), il n’y a qu’a adapter la démonstration de la Proposition 1.34 pour obtenir
qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que pour N > 2
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Zi 2 P (90> aVx € Ay) > e N loeN. (2.4)
En dimension d = 1, pour une surface discrete, en prenant a < 1 la borne inférieure
que I’on obtient est Z]J\,iu >PSy=0,5>0VI<k<N-1)> cN_3/2, griace au
Théoreme 1.22. En prenant le log, en divisant par N¢ est en prenant la limite, on obtient
bien FO(u) > F*(u) > 0 pour tout u € R.

Pour montrer que FO/* est nulle pour u < 0, il suffit d’observer qu’a partir de (2.2),
on a clairement Z](z,/’ : < 1 pour u < 0. Ainsi, logZ](z,{ : < 0 et on obtient FY/ T(u) <0
pour tout # < 0. Quand u > 0, en majorant simplement 80 par 1 dans (2.2), on obtien
directement que Zy/ / " < exp(u|Ay|) pour u > 0. En prenant le logarithme, en divisant
par N¥ et en prenant la limite N — oo, on obtient F%/ *(u) < u pour tout u > 0.

Montrons maintenant le point (ii1). Posons, pour N > 1,
1 1
Flo\,(u) = ]WlogZZ(\),,u, F;(u) = ]WlogZ;\,r,u.

Il suffit de montrer que, pour tout N > 1, ’application u — FO/ +(u) est croissante et
convexe, car la limite (simple) d’une suite de fonctions croissantes et convexes est
elle-méme croissante et convexe.

La croissance de FO/ en u est claire car u — Z?,{ : est croissante, en tant qu’espérance
d’une fonction croissante en u (pour toute réalisation de ¢, car 6¢ > 0). Une autre
maniere de voir la croissance de F](i,/ - qui nous sera utile par la suite, est simplement de
la dériver. Faisons le pour FIJ\S, I’analogue pour FR, étant évident : au vu de (2.2), on a

d (9 + _ i + 1 [ a a ]
N &u v(u) = 8u10gZN’” Z]JVFMEN <x§N5x)exp (uxg\'Nsx)]lng((P) 0s)

=Bl | ¥ &

XEAN

Ainsi, il est clair que %F;(u) > 0, donc que Fy; est croissante.

Pour montrer la convexité de Fg,/ +, on calcul sa dérivée seconde. En reprenant le
calcul (2.5) (et en se rappelant de I’expression (2.2)), on a

2
NdaauzFJr( )= Zi EY [(EZAN 5;)Zexp (MEZAN 5;)119A+N(<p)]
2
(R ¥) ool 5 0)1ay 0)
—Ey, [(EZAN 5¢) ] ~E};, LZAN 5;] T Vary;,, (EZAN 5) >0,

ce qui montre la convexité de u — Fy (u). 0
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2.1.2 Transition de phase

Le fait que les énergies libres FV et F* soit croissantes et convexes permet de définir les
points critiques suivants :

ul :=sup{ueR, Fu 0}—1nf{u€]R Fo(u) >0},
u; :=sup{u€R, F+ =0} =inf{ueR, F (u) >0}.
Ces points critiques ug/ *
d’accrochage.

(2.6)

marquent une transition de phase, que 1’on appelle transition
Rappelons le calcul fait en (2.5) : on a montré que F]?,/ * E?V/ r [# Yoeay 07,

Fo/ T =

c’est-a-dire que la dérivé de N logZO/ * est la densité moyenne de contacts

sous PN/ , - On peut maintenant utiliser le fait suivant :

Fait. Si (fy)n>1 est une suite de fonctions convexes qui converge simplement vers f,
alors f est convexe et en tout point x ou f est dérivable (c’est-a-dire pour tous sauf au
plus un nombre dénombrable de x), on a f’(x) = lim,_,e f(x).

Ainsi, en tout u# € R ou la dérivée %FO/ * existe ! (notamment pour u# < 0), on a

J —FY* = lim E]O\,/ r [1\} Y 5“] (2.7)

8u N—oo XEAy

On en déduit la description suivante de la transition de phase :
e Siu< ug/ T alors FO/* =0 et %FO/ * = 0. Ainsi, la densité asymptotique de contacts

sous Pg,/ ;L est nulle et on parle de phase délocalisée.

0/+

« Siu>u ", alors F/T >0 et par convexité %FO/ T > 0 (si la dérivée existe, ce

qui est en pratique le cas). Ainsi, la densité asymptotique de contacts sous PN/ : est

strictement positive et on parle de phase localisée.

Les principales questions auxquelles on souhaitera répondre dans la suite sont les
suivantes : (i) est-on capable de calculer u? ou u explicitement (ou d’en avoir une carac-
térisation précise) ? (i1) est-on capable de déterminer le comportement de 1I’énergie libre
au voisinage du point critique ? Cela permettrait par exemple de décrire le comportement
de la densité de contact en fonction du parametre u.

Exercice 2.1. On donne dans cet exercice des bornes sur I’énergie libre, que 1’on peut
traduire en bornes sur les points critiques.
1. Montrer que u; > u2 > 0.
2. a. Montrer que ZI?/: > WP (|| < aVx € Ay).
b. En déduire que FO/* (1) > min(u — ¢,,0), ol e = Jicaa eVMdu/ [pe VMdu.
(Indic. Revoir la démonstration du Lemme 1.3.)
c. Conclure que 12 < ut < c,.

1. 11 s’avere que le seul point de non différentiabilité potentiel est au point critique.
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: : u
Ue

FIG. 2.1 — On a représenté I’énergie libre F(u) en fonction de u (dans le cas F ou F*) : il s’agit d’une
fonction convexe croissante, positive ou nulle. On a aussi représenté les encadrements F(u) < max(u,0)
et F(u) > min(u — ¢,4,0), cf. Exercice 2.1.

2.1.3 Existence de I’énergie libre

Le cas de la dimension d = 1

Comme on I’a annoncé, on montrera 1’existence de 1I’énergie libre en dimension d > 2
plus bas, en Section 2.1.3. On donne ici la démonstration du point (i) dans le cas de la
dimension d = 1, pour des interfaces discretes; encore une fois, on se concentre sur
le cas avec contrainte de mur dur, le cas sans contrainte étant completement analogue.
Grace a I'interprétation de I’interface comme une marche aléatoire de la Section 1.1.2,
on a (pour a < 1 de sorte de 6¢ = Lip.—01)

_ 0} |

N—1
z, —E [exp (u y ]1{Sk20})]1
k=1

ol (Si)i>1 est une marche aléatoire issue de 0, c’est-a-dire Sy = Zi-‘lei pour des
aléatoires (X;);>1 i.i.d.
On pose alors

N
74 =E [exp (#) 150 ) 1o 1 SN:O}] — P(Sy = 0)e'Zy,
i=1

et de méme Z, , = P(Sy = 0)¢"Zy , On obtient limy . 3 logP(Sy = 0) = 0 grice au
Théoreme 1.22 , de sorte que I’existence de I’énergie libre découle de 1’existence de la

Z/+

limite limy_c0 ]l\, log et on a alors

1
FO/*(u) = lim NlogZO/;.

N—ro0

L’avantage de travailler avec la fonction de partition modifiée ZX} est que I’on a la pro-
priété de sur-multiplicativité suivante : pour N,M > 1, en insérant I’indicatrice Lisy=0)
dans I’espérance

N+M

Z;/rJrMM =E [exp (u Z ]l{Si=0}> ]IQI¢+M]1{SN:0}]1{SN+M=0}
i=1

qui, grace a la propriété de Markov, est égal a
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N M _ _
E [CXP (I/t Z ]I{S,'ZO}) ]lQ;]l{SNZO}] E [exp (M Z H{Si:0}> ]l‘QI\JZ]l{SM:O}] = ZI—\if_,uZA—i/_I,u .
i=1 i=1

Cela montre que la suite (logZI(\)/ : )N>1 est sur-additive, ce qui permet d’utiliser le
lemme de Fekete.

Lemme 2.3 (Fekete). Soit (uy),>1 une suite de réels sur-additive, c’est-a-dire telle

que pour tous n,m > 1 on ait u,y,; > Uy, + . Alors on a
.Uy Un
lim — =sup—.
n—,o n n>1 n

En particulier, la limite existe toujours et est finie si le supremum est fini.

En conclusion, I’énergie libre existe et on a le corollaire suivant du lemme de Fekete.

Corollaire 2.4. En posant ZN/ :[ = e"P(Sy O)ZI(\),/ : ,ona

1 1 0/+ 1
FO/Jr = sup — lo Z/ su {—10 Z/ + —+ —logP(S —O}
()N>11NgN NinNg NNg<N )

Ce corollaire est assez utile pour avoir un critére de volume fini pour la localisation :
on a en effet que FO/ *(u) > 0 si et seulement s’il existe N > 0 tel que logZ](\),/ : >

—u—1logP(Sy = 0); si on arrive a trouver un tel N, le Corollaire 2.4 donne en outre une
borne inférieure sur 1’énergie libre.

Le cas du GFF en dimension d > 2

Rappelons qu’en dimension d > 2, on se concentre sur le cas du GFF. L’idée est de
trouver une propriété de type sur-additivité en dimension d, au moins de maniere

approchée, pour (logZI(\)/ : )N>1; voir (2.10) plus bas. Une difficulté est que 1’on ne
peut pas contraindre le GFF 2 valoir 0 sur un domaine car il s’agit d’un événement
de probabilité nulle (ce probleme se pose aussi en dimension d = 1 pour des surfaces
continues).

On peut se restreindre a u > 0 car on sait déja que F(u) = 0 dans ce cas. On procede
en plusieurs étapes, que I’on résume en trois lemmes.

Lemme 2.5 (Changement de condition au bord). Pour £ : Z¢ — R une condition au
bord, on note Mf, 1= SUp,coay |&x|- Alors, il existe une constante ¢, = 4(|u| +c) >0

telle que, si Mf, <+/N, ona
—cuN'EMG —1 <log (2§, /Z%.) SNTIME+1.

Le méme encadrement est valable pour log (Zé M / ZX? u)
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Lemme 2.6 (Presque croissance le long des dyadiques). I/ existe co > 0 et Ny =

No(cy) tels que pour tous N > Ny la suite (Wlogzg,{;u — co(ZkN)_1/4)

croissante. En particulier, la limite suivante existe

k>1 est

.1 0/+ 1 0/+ —k/4
— lim - logZ"/* = {—1 ZY  cgak }
flu) = lim 5 logZy; k;(l)g% ~xa 108251, — <0

Lemme 2.7 (Combler les trous entre les dyadiques). On a l’'inégalité suivante :

1 |
f(u) Slimsup—dlogZ]?]{: Slimsup—dlogz%j < f(u).

Un corollaire de tous ces lemmes, analogue au Corollaire 2.4, est le suivant.

Corollaire 2.8. En dimension d > 2, on a

1 1 C
Y () = lim ~glogZy, = it {Nd 082N~ pi7a } '

Démonstrations des Lemmes 2.5-2.6-2.7
Cette section est assez technique et peut €tre sautée en premiere lecture.

Démonstration (Lemme 2.5). On ne traite que le cas sans contrainte, le cas avec
contrainte étant totalement analogue. Notons que 1’on sait controler la différence entre

les hamiltoniens avec condition au bord & et condition au bord nulle : en écrivant
A = Ap,

1 | |
HY(9)-Hi(9)=o ¥ [0i-(0i-67]= L o&-—5 L &
xe;\ r,vyygé/\ xeg{\ 3y¢A xe;\ P,Vyygé/\

En utilisant la définition (2.2) de Zf\ , On peut €crire

0
Z5 — L[ e o) menstqy — YA g [6H§<¢>+H2<<p>+uzxeA @?] |
’ Wé RA Wg
A A
avece

wé = /R ) ¢ HAOHH (9)-H(9)qyy — WOEQ [6H5<¢>+H2<<p>} ,

En reprenant 1’expression de —Hﬁ (¢)+HS () ci-dessus et en remarquant que le dernier
terme ne dépend pas de @, on en déduit que

: . : I
73, =B} [e2h e ¥ / E} %] o =2 ¥ of. 23

XEA YEA
X~y
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Dénominateur de (2.8). Notons que 615/‘% est une combinaison linéaire de ¢, donc sous

P%, CD/‘S‘ est une variable aléatoire gaussienne, centrée et de variance

VarA(GDé ( Z Z Ga (x,X')&,8y
xeA,yQﬁAx €A>y Qf/\
~Y K~y
SO gr L X Galed)= (M) Vag (277,
( x€A J%Ax €Ay ¢A
Ky

On peut en fait calculer explicitement Var% (dbﬁzl), en remarquant que szl = Wf =h
(il s’agit simplement d’un changement de variable ¢ — ¢ + h), de sorte qu’en reprenant
I’identité au dessus de (2.8), on obtient pour tout 4 € R

E=h _ _
1= WA— = E% erh(‘PHHR((p)} = E?x {ehq)/%_l_slexeA,y%A,xwhz

0
WA
. =1 . P, . 2
Comme on sait que @i est gaussien centre, sa variance est donc donnée par

1 Y 1<nh

1
VarA(GDf\ )= 17 a
XEA YEA x~y

Cela montre que Var) (CP/&\) <N (M f,)z, donc le dénominateur dans (2.8) vérifie
S
1< E% [eq’/\] < exp <%Nd_1(M§)2) < exp (%Nd_éMf,) ,

en utilisant aussi que Mf, < +/'N.

Borne supérieure. Pour le numérateur dans (2.8), on découpe I’espérance en deux,
. : : 1 .

suivant que CDE soit plus petit ou plus grand que b, N 2 M f, Le premier terme est

g a —Ja gk
ES [e‘l’A“erA 1 } < PN M, z8

(0 <b,N M)

Le deuxieme terme est (on rappelle qu’on ne traite que le cas u > 0)
1/2
} < Al E% [ezqﬂ /

uNd Nd—1 ME2 _1p2pd
< NN MR = abu :

¢ “ : 1/2
0 [, @7 +uYeq 8 0 < 4 d—1 é)

ou on a majoré o par 1 et utilisé Cauchy—Schwarz, puis utilisé que CP/% est une variable
gaussienne centrée de variance < N9~ 1(M f,)z Maintenant, en prenant b2 = 4(u+c), en
utilisant que M f, < +/N on en déduit que

¢ a d
E?\ |:e(I)A+MZx€A O 1 < e*CN < %Zj(\)fjua (29)

(0% >bN 25
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ol on a aussi appliqué la borne inférieure (2.4) sur Z]%u (en ayant bien choisi la
constante ¢). En revenant a (2.8), on en déduit que

me < (3 +exp (buN"2M3)) 23,

qui donne la borne supérieure voulue.
Borne inférieure. Partant de (2.8) et avec la borne supérieure sur le dénominateur, on a

1 d—% ¢ ¢ a
Zlé\,u > e_QN My E9\ |:e¢/\ FuYren 6xi|

> e_(%+blt)Nd_

1

5 A5 a

ZMNE% [e”erA 5x]1 ¢ 1 ¢ i| .
{¢A>—buN ZMA}

Maintenant, on peut écrire

E?\ euZXEA 5)?]1 _Z]%J/t ,

0 0 [ u¥ien 69 1
_E [e xeA 0% ] <
A (ot < bN2mEy] T2

{¢ﬁ>—buNd5Mi}} N
ou la derniere inégalité est due a (2.9). On en conclut

Z; > Yexp (— (1+b,)N2MR) 28,
qui donne la borne inférieure voulue. O

Démonstration (Lemme 2.6). Commengons par montrer qu’il existe Ny tel que

(2]1]) ]\}d logZ]Q, N3 pour N > Ny. (2.10)

L’idée est de découper le cube {1,...,2N —1}¢ en 29 blocs (AN,v)veqo,1ye de taille N,

c’est-a-dire Ay, = Ay + Nv. Notons que les blocs Ay, sont bien séparés par une

bordure : on note I'" := Aoy \ (U,e0,13¢ An,v)- En imposant que le GFF ne soit pas

trop grand sur I' et en conditionnant par /-, on obtient I’inégalité suivante, due a
I’application de la propriété de Markov spatiale :

0 0 ¢
Zonu 2 Eon { [T Z% .16 <goeny Vxel"}}
ve{0,1}4

IOg ZZN u =

d—1 24
> (247 7 EN) TP (g, < (logN)* ¥ e T),
ou on a utilisé le Lemme 2.5 de changement de condition au bord. Maintenant, on a

P(Ixcl, | < (logN)?) < |['|e200sN)/0k
oll 0% = max,ca,, Varoy(¢,) vérifie 63 < C en dimension d > 3 et 63 < ClogN en

dimension d = 2. On obtient donc
P (|0, < (logN)> ¥x € ') > 1 — (2N)e<lloeN)? > |
pour N assez grand. On a donc montré que

1

1 0 ~1 3 1 0
2delogZZNM_ ——logZy , —cuN 2(logN) —10g22W10gZN7
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pour N grand (2 quel point N doit étre grand dépend de c,). Il s’agit de I’inégalité (2.10).
Posons maintenant, pour N > Ny, Uy = ]%logzl(\),,u — coN'/* avec ¢y = (1— 2_1/4)_1
(de sorte que 1+ co2 V4 = co)- En utilisant (2.10), on a pour N > Nj,

1
Usy > WlogZIQ,’u N —cy(2N) VA = Uy
Ainsi, la suite (Uyy )i>0 €st croissante, ce qui montrer que limy_,.. Uyiy eXiste et est
égale 2 f(u) car limy_,..(2N)~1/* = 0. O

Démonstration (Lemme 2.7). Commencons par la borne inférieure. On va appliquer la
méme 1dée que précédemment, en écrivant

N = gn2M 4 1y ky := %[logzN} .oy <2k,
Noter que ry < VN et qn ~ VN quand N — oo,
On découpe Ay en gy boites de taille 2¥¥, que ’on note ANy = My + 2kNy pour

v € {0,...,qv — 1}“. En conditionnant par Fr- ou I" = Ay \ (U, Aw ) et en utilisant la
propriété de Markov spatiale (et le fait que ud, > 0 sur I"), on obtient

0 0
ZN u ZEN[ [] Zﬁv,u1{|¢x|§(logN)3 vxer}]
ve{l,...qn}4

_okn(d=3) 3\ 4N
(szzv 2 2/(logN) ) P(“Px| < (10gN)3 Yy € F)
en utilisant encore le Lemme 2.5 de changement de condition au bord. Maintenant,
exactement comme plus haut, la derniere probabilité est supérieure a % Cela montre que

1
WlogZI(\),M > qN log — ]%ZkN(d_%)(logN)S —log?2

2kN

‘JN
= (g -+ 1729

oll on a utilisé le fait que 2v < N < (14 ¢y)2*¥. En prenant la liminf quand N — o et
en utilisant le Lemme 2.6 avec le fait que ky, gy — oo, on en déduit la borne inférieure.

IOgZ(z)kN,u LY (logN)?,

Borne supérieure. On introduit ky = 2[log, N1, de sorte que ’on peut écrire
2kN:éNN+f'N, N < N.
Cette fois, on découpe Asz en gy boites de taille N, notées Ay, = Ay + Nv. Avec les

mémes inégalités qu’au dessus (en remplacant N par 2%V et 2%¥ par N), on a

1 0 ay 0 € nd—=L 1009k 3
T logZZfW 2 WlogZN’u — 2/2NdN 2(log2™)” —log?2
I 0 . 3
(qN+1)de logZy, — N7 2(logN)”,

ou on a utilisé que En prenant la limsup quand N — o et en utilisant le Lemme 2.6 avec
le fait que ky, gy — oo, on en déduit la borne supérieure. O
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Démonstration (Corollaire 2.8). L’ existence de la limite est donnée par les Lemmes 2.6
et 2.7. Le Lemme 2.6 nous assure en outre que pour tout N > N,

f(u) = lim

k—oo 2Kkd Nd

1
0 : 0 k 1/4
logszNvu = ]}Im ( NG logZZ,CN’u co(2N) / >

1 _
> ]WlogZ]%’u —coN 1/4,

par croissance en k. Cela donne la borne f(u) > supy~ No{zé logZ) . —coN~'/4}, I autre
borne étant évidente. O

2.2 Energie libre et transition de phase dimension d = 1

En dimension d = 1 (pour une interface discrete), il s’avere que I’on est capable de
donner une formule implicite pour 1’énergie libre, a la fois dans le modele avec et
sans contrainte. On en déduira le résultat suivant, qui donne les points critiques et le
comportement critique de I’énergie libre.

Théoréme 2.9. En dimension d = 1, on a u? = 0 et ul > 0. De plus, il existe des
constantes co,cy > 0 telles que

FO(u) ~ cou? quand u | 0,
FH(u) ~cy(u—ulb)? quand u | u} .

2.2.1 Calcul de I’énergie libre (formule implicite)

On va donner ici une expression implicite pour I’énergie libre. Rappelons les notations
pn=P(Sy =0) et p; :=P(S, =0,S; > 0Vk <n) et introduisons les transformées de
Laplace suivantes : pour A > 0

(o] (o]

U'A)=Y e*p,,  UTA)=Y eMpy. (2.11)
n=0 n=0

Notons que les fonctions A — U+ (1) sont strictement décroissantes et convexes. On
va montrer le résultat suivant :

Proposition 2.10. L’énergie libre FO(u) est la solution en A de I’équation

0 _
T = = U=

si une solution existe et FO(u) = 0 sinon.
Le méme résultat est valable pour F* (u) en remplagcant U° par U,

On démontre cette proposition dans le cas sans contrainte pour commencer et on montre
ensuite comment 1’adapter dans le cas avec contrainte.
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Cas sans contrainte

Réécriture du probléme. On rappelle la notation ZJQ,M =P(Sy = O)e”Z]%’u, c’est-a-dire

N
Ziu=E {GXP (” ) ]1{5,-—0}) ]1{SN—0}] »
i=1
qui vérifie FO(u) = limN%mllvlogZ](\)W. On introduit ce qui est appelé la fonction de
partition grand canonique : pour u € R et A > 0, on pose

Z20,=Y e™Z; €0, (2.12)
N=1
On souligne que ZL? 4, peut €tre infini. On remarque d’ailleurs que par définition de
I’énergie libre FO(u), on a quee® ) = limy e0(Z5 )Y
la série, donc on obtient facilement que

est le rayon de convergence de

2371 < +oo pour A < FO(u), 2371 — 400 pour A > FO(u).
Autrement dit, ~
FO(u) =inf{A €R, 2], < +oo},

en gardant a I’esprit que Zgl = oo pour tout A < 0 (car Z](\), 0= ¢N—3/2 comme on I’a
vu plus haut). On a donc ramené le calcul de 1’énergie libre au fait de déterminer si la
série (2.12) est convergente ou non.

Remarque 2.11. On peut associer la fonction de partition Zg, , a une mesure de Gibbs :
pour une taille de systtme N € Netu € N,

df)?w

N
= CXp (Lt Z ]1{S1—0}> ]I{SN:0} , (2.13)
i=1

ol la mesure de référence dP est la loi d’une marche aléatoire (S,),>¢ issue de 0. De la
méme maniére, on peut associer la fonction de partition grand canonique Z?(A) a une
mesure de Gibbs, ou cette fois la taille du systeme n’est pas fixée

dP?, -
u, —A
W =e "exp <ul:Z1 ]1{31-:0}) Lisy=0

ou m est la mesure de comptage sur N*; le caractere fini de Z~8 5, est ici important. Cette

. 1 I N . .
mesure correspond a considérer la mesure de Gibbs Py, mais ou la taille du systtme N
est aléatoire, de loi PV, (N =n) = (1— e e *1=1) | c’est-a-dire de loi géométrique

de parametre et

Calcul de Z’I(\)] 4 I s’avere que I’on est capable de calculer explicitement la fonction de

partition grand canonique (2.12). On introduit la suite de temps d’arréts : 79 = 0 et de
maniere itérative, pour k > 1

T i = min{n > Te_1,5, = 0}, (2.14)
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qui représentent les temps de retours successifs de la marche aléatoire en 0. On peut
alors décomposer la fonction de partition ZO v Suivant le nombre de retours en 0, en

notant que {Sy =0} =U}_{%x =N}.Ona

= /;1 E [exp <uz:Zl ]1{5,:0}) ]I{Tk:N}} = g eukP(Tk =

car T, = N si et seulement si Sy =0 et Y, I5,—0} = k. En formant la fonction de
partition grand canonique, on obtient

ZOA — Z e ANZ](\)/L[ i
N=1 N=1
L

N

i —ANP ) _ i eukE[e_)mk].

k=1

Comme les (T — Tx—1 )x>1 sont i.i.d. (par la propriété de Markov forte), on en déduit que

Z 3 k M (e%0) 1 pU —AT
ZSA = Z (eME[e—lT1]> — l—e“E[e_lfl] <+ S1e E[e 1] < 1’
| ! e sinon.

Ainsi, comme la fonction A € R, — E[e~*7] est décroissante et continue (avec pour
valeur P(7; < +) en A = 0), on a la caractérisation suivante pour 1’énergie libre :

FO(u) est la solution en A de E[e %] = ¢ (2.15)

si une solution existe et F*(u) = 0 sinon.

Conclusion de la démonstration. 1l reste simplement a démontrer le lien suivant entre la
transformée de Laplace E[e *™] de 7 et U%(A) = ¥°°_y e~ *"p,. Le lemme suivant, com-
biné a (2.15), permet directement de conclure la démonstration de la Proposition 2.10

Lemme 2.12. Soit (S,),>0 une chaine de Markov sur E dénombrable issue de 0 et soit
7, = min{n > 1,5, = 0}. Pour tout A >0, en posant U(A) = Y>> se *"P(S, = 0),

ona
UA)—1

E[e_m‘] = U

Démonstration. On part de la décomposition suivante de la probabilité p,, = P(S, =0) :
n
pourn > 1, DPn = ZP(’Cl =k)pn—k-
k=1

En utilisant que p,, = 1 pour n = 0, on obtient

[ee]

UL)=1+ i e M Z P(Ti =k)ppi=1+ i e MP(ry=k) Y e *Hp, 4,

n=1 k=1 k=1 n=k

ce qui donne U(A) = 1+E [e‘“l] U(A), qui est I’identité voulue. O
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Remarque 2.13. Notons que 1’on peut prendre A = 0 dans le Lemme 2.12 (ou on peut
prendre A | 0), cela montre que

Y P(S.=0)
P(n <o) = I+Y P(S,=0)

Noter que I’on retrouve le fait que P(7; < +o0) = 1, i.e. la chaine de Markov est
récurrente, si et seulement si Y~ P(S, = 0) = 400, i.e. G(0,0) = +oo. Dans le cas
présent, comme P(S, = 0) ~ c;n~'/2, ona ¥ P(S, = 0) = +oo, donc P(7; < +o0).

Cas avec contrainte

Le cas avec contrainte est completement analogue : en considérant la fonction de
partition grand canonique

5+ —AN 5+
Zu,?t = Z e ZN’M,

on obtient de nouveau que F' () =inf{A € R,Z, < +oo}. (La Remarque 2.11 reste

valable dans le cas avec contrainte.)
Pour le calcul de Z;/l’ on introduit les temps d’arréts (’t:,;F )k>0 en posant T(;L =0etde

manicre itérative
7 =min{n > t_;, S, =0and S; >0 forall 5,y < j <n}, (2.16)

avec par convention min() = oo (en particulier T,j = +-o00 51 1:,: | = +0). Avec cette
définition de T,j ,ona

P(‘CTZJ'):P(S]':O, Si>0vVi<i<j-—1)

et on a aussi que ‘L',:r =N sietseulementsi Sy =0,S5; >0Vi< N et Zii] 1{5,:0} =k.
On en déduit que 1’on peut décomposer:Q]i,r N{Sy =0} = Ui_,{r, = N}, donc, de
maniere analogue a ce qu’on a fait pour ZI(\)] ,» On obtient

N
Z =Y “P(z, =N).
k=1

En reprenant le calcul de Z; , on obtient donc

T N f e L et <
Z;C)L = Z (e“E[e_Ml ]) = { 1—e*Ele 1] . ’
k=1 +oo sinon,

de sorte que 1I’on a de nouveau la caractérisation suivante pour 1’énergie libre :
: s _
F¥(u) est la solution en A de Ele™*% | =" (2.17)

si une solution existe et F*(«) = 0 sinon.
Avec la méme démonstration que pour le Lemme 2.12, on obtient la relation suivante

entre la transformée de Laplace E[e_ml+ JetUT(A) =Y ge *"p; ot on rappelle que
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p=P(S,=0,8;>0Vi<n):pourtout A >0, ona
Ut(A)—1
Ut()

Cela conclut la démonstration de la Proposition 2.10.

Efe %] =

Remarque 2.14. Soulignons ici que, de la méme maniere que dans la Remarque 2.13, en
prenant A = 0 on obtient

Z:zo—lpn

1+ Zn 1 P n

En particulier, comme on a p;” ~ con~ 3/2 grace au Théoreme 1.22, on obtient que
=Y ph <Aoo, donc P(7{ < 4o0) =X, /(1+X,) < 1.

P17 < +o0) =

1.1.d. de loi

Exercice 2.2. On con51dere (Sp)n>0 la marche aléatoire d’incréments (X;);>] i
ol (Sg)x>0 est la

donnée par P(X; = £1) = ] et P(X; = 0) = 3 ; autrement dit, S, = S,
marche aléatoire simple.

1.Onnote T_ := min{k > 0,5, = —1} et G(x) = E[x"-] pour x € [0, 1]. Montrer que
G(x) = 3x(142G(x) + G(x)?). En déduire G(x).

2. Montrer que E[e=*%] = le=*(1+ G(e™)). En déduire E[e=*%] puis FO(u).

3. Montrer que Ele A | = 1 le=*(14+1G(e™)). En déduire E[e‘“r] puis FT (u).

2.2.2 Points critiques et comportement critiques

Détermination des points critiques

Commencgons par déterminer les points critiques, grace a la Proposition 2.10, ou les
caractérisations (2.15)-(2.17).

Note. Les fonctions A — E[e*Ml],E[e_MT], resp. A +— U(1),U™ (1) sont strictement
décroissantes et convexes sur R ¢, de limite O, resp. 1, quand A — . De plus, on a

HmE[e "] =P(11 < +o0) =1,  LmU°(A) = +oo,

10 210
limE[e 1] =P(1} < 4+00) <1,  LmU°(A)=14+X, < +o.
lim e "] =P(7] ) lim (4) +

Cas sans contrainte. Représentons graphiquement la caractérisation (2.15) de F¥ (a
gauche) et la caractérisation de la Proposition 2.10 (a droite), en utilisant les propriétés
des fonctions A — E[e *%],U%(1) rappelées plus haut :
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limU%(A) = +oo
B P(T[ < —|—°°) =1 A0

FO(u) FO(u)
Notons que, par les propriétés de la fonction A — Ele _Ml] rappelées plus haut, I’équa-
tion E[e~*%] = ¢~* admet une unique solution dans R* pour tout u tel que e~ € ]0, 1],
c’est-a-dire pour tout u > 0. En utilisant la caractensatlon (2.15), cela montre que
FO(u) > 0 si et seulement si u > 0, autrement dit u® = 0. On aurait pu utiliser la Propo-
sition 2.10, en observant que grﬁce aux propriétés de la fonction A — U°(A) données
plus haut, I’équation U%(1) = 17 — admet une unique solution dans R” pour tout u tel
ﬁ € ]1,00[, c’est-a-dire pour tout u > 0.

que

Cas avec contrainte. Représentons graphiquement la caractérisation (2.17) de F* (a
gauche) et la caractérisation de la Proposition 2.10 (a droite), en utilisant les propriétés

des fonctions A — E[e*Mfr ],UT (1) rappelées plus haut :

+ =lim (A) <+

—)err] —)err] _

Par les propriétés de la fonction A — E[e données plus haut, I’équation E[e
e~ admet une unique solution dans R’ pour tout u tel que e * € ]0,P(7," < 4o0)[,
¢’est-a-dire pour tout u > —logP(7]" < 4-eo). En utilisant la caractérisation (2.17), cela
montre que F*(u) > 0 si et seulement si u > —1ogP(7]" < +o0), autrement dit

ul = —logP(7;" < +o0) > 0.

On aurait aussi pu utiliser la Proposition 2.10, en observant que l’équation U +(),) =
= l,u admet une unique solution dans R pour tout u tel que ;—= € |1,1+ X[, c’est-
1+X, ) 1+Z+ )

Jr

a-dire pour tout # > log(~x—*). On a ainsi ut = log(—~—*) > O (V01r la Remarque 2.14

pour retrouver la valeur donnée plus haut).

Comportement de I’énergie libre pres du point critique

Maintenant que 1’on a 1’expression explicite des points critiques, on peut donner le
comportement de 1’énergie libre au voisinage de u, ", en utilisant la Proposition 2.10.
L’idée est de partir de 1’observation que pour tout u > uo resp. u > u., ona
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U°(FO(u)) = ! UT(F"(u)) = : (2.18)

e’ l—e

On sait que les fonctions u — F*/* (u) sont continues, donc lim,,,, F/* () = 0. On va

donc étudier le comportement de U%* (1) quand A | 0, 2 I’aide du Théoréme 1.22 qui
donne le comportement de p,, p;". On regroupe les résultats dans le lemme suivant.

Lemme 2.15. Quand A | 0, on a les comportement suivant :
UA) ~crv/mA™ Y2, U (0)=UT(A) ~2ev/TAY2.

ou cy,c) sont les constantes apparaissant dans le Théoreme 1.22.

Remarque 2.16. Notons en passant que la formule (2.18) montre que les énergies libres
FO,FT sont analytiques sur ]0, oo, JuS,+oo[ respectivement. En effet, les fonctions
A — U%Q),U™ (L) sont analytiques et bijectives de ]0, +oo[ dans ]0,4-oo[, 0, 1—+uc[
respectivement. Le théoreme des fonctions implicites holomorphes montre alors que les
fonctions inverses de U?, U sont analytiques, ce qui montre la propriété annoncée (en

composant par la fonction analytique u — eu%l).

Grace au Lemme 2.15, en utilisant la relation (2.18), on obtient donc que :
* Dans le cas sans contrainte, quand u | u(c) =0

1 1

~S —

l—e* u’

VT (u) "2 ~ U (FO(u)) =

ce qui donne le Théoréme 2.9, avec la constante co = (c?) ™! = 2672
* Dans le cas avec contrainte, en notant que 1+M+ =U"(0)=1+ZX,, on a quand

ulut
2C2\/EF+(M)1/2NU+(O)_U+(F+(M)) _ 1 o 1 N e_ug- (u_u+)
l—eud  l—e™ (]—e )2 ‘
i donne le Théoreme 2.9, avec la constante ¢, — —L, e _ ZE04Z,)?
ce qui donne le Théoreme 2.9, avec la constante ¢ = - TRy i

Démonstration (Lemme 2.15). Commencons par le cas sans contrainte. D’apres le
Théoreme 1.22, on a ~ cin~1/? avec ¢; = ———. On montre facilement que la
Pn €1 '~ Vano? a

contribution des n petits est négligeable, ce qui permet d’obtenir
Uo(1) = Z e_)‘”pn ~Cq Z nV2eAn
n=0 n=1

Maintenant, on fait apparaitre une somme de Riemann :

Y e A2 Y ) e AV [T e quand 4 L0,
n=1 n=1 0

Comme [y°x~!/2¢~*dx = I"(1/2) = /7, on en conclut que U’(1) ~ ¢1/TA~1/2.
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Pour le cas avec contrainte, on écrit, de manicre analogue au cas précédent (la contri-
bution des n petits est ici aussi négligeable) : comme UT(0) =Y ,p,", ona

oo

Ur0)—Ut(A) =Y (1—e""p; ~0221;;z

n=0 =

n

On écrit alors

—X

Lot iyl i Tl dA L0
)y n3/2 Z 7Ln)3/2N /o x3/2 wand 4 19,

n=1

en utilisant de nouveau une somme de Riemann (noter I’intégrabilité en O et en +oo).
Comme [;° 1 = 1=e Zdx = 24/7, on en déduit que U (0) —UT(A) ~ 2co/TA /2. 0

2.3 Energie libre et transition de phase en dimension d = 2

Contrairement au cas de la dimension d = 1 pour des interfaces discretes, il n’existe pas
de formule pour I’énergie libre dans le cas du GFF. On peut quand méme obtenir des
informations sur la transition de phase par des méthodes plus souples, au moins dans le
cas sans contrainte.

Théoreéme 2.17. En dimension d = 2, on a u® = 0 et u} > 0.
Pour le modele sans contrainte, il existe une constante c telle que

u

Vl1ogl/u

En revanche, pour ce qui est du modéle avec contrainte, le comportement critique
de F™ au voisinage de u} est inconnu.

FO(u) ~ co quand u | 0.

Soulignons que le comportement critique précis de 1’énergie libre FO est annoncé
dans [CM13, Fact 2.4], en citant une “variante de la preuve” de [BVO1, Thm. 2.4] (mais
sans donner la constante) ; je ne crois pas qu’une preuve écrite existe quelque part... On
va démontrer ici, en utilisant une méthode employée dans [GL17], un résultat un peu
moins fort, qui donne un encadrement : quand u | 0

(1+0(1)2 FO(u) < (1+0(1))av/2 ——t

u
< R
2 \/logl/u~ V9og1/u

La borne inférieure montre notamment que F°(u) > 0 pour tout « > 0 (arbitrairement
petit), ce qui montre donc que u > 0.

(2.19)

Le cas avec contraintes est nettement plus difficile : le fait que u;” > 0 est démontré
dans [CVO00] (I’idée de la démonstration est donnée dans [Gia0Ol, VelO6]) et il s’agit
d’un résultat pas évident. Le comportement critique de F' au voisinage de u est
completement ouvert; il n’y a 2 ma connaissance aucun résultat dans cette direction,
méme partiel.
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Démonstration (de (2.19)). Commengons par la borne inférieure. On peut utiliser la
convexité de u — log ZIQ, , pour obtenir I’inégalité suivante :

uzo:uER’[ Z 6;}’

XEAN

d
logZR,’u > u X &—long(\)fju
u

en réutilisant le calcul (2.5). En utilisant le Corollaire 2.8, appelé critere de volume fini,
on obtient que pour tout N > Ny (noter que Ny est minoré par une constante donnée pour
u € [0,3]), ona

1 1
F(u) > 171082, — N4 > s B { y 5;’} N3 (2.20)

XEAN

On va maintenant appliquer cette inégalité avec un N, bien choisi.

Avant cela, estimons la borne inférieure (dans la limite N — oo, car on va choisir N,
tel que lim, ;o N, = +0). On a EY[8¢] = PY(¢y € [—a,a]) et la variable ¢, suit sous
PY, une loi gaussienne centrée de variance 64 (x) := Gy, (x,x). On sait notamment que
on(0) ~ ZlogN, voir la Remarque 1.13, et on peut montrer que max,ea,, On(x) = oy (0)
Ainsi, on obtient pour, x € A(l _n)N>

2a a
P (@, € [—a,a]) > P (on(0)Z € [—a,a]) ~ ~ ,
N((p [ ]) ( N( ) [ ]) \/ﬁGN(O) \/m
d’ou .
—ES [ 5;’} > (1+o0(1)) ? quand N — oo.
Nd N xezA:N V1ogN
Maintenant, en choisissant N, = (1/u)**" dans (2.20), on en déduit que quand u | 0,
au —1/4 1 u
FO(u > (14o0(1 —coNy > (1+o(1 )
(1) > (1+0(1)) o 1+00) g T

Comme 1) est arbitraire, on en déduit la borne inférieure de (2.19).

Note. On pourrait améliorer cette borne inférieure pour obtenir un facteur a/ V2 au
lieu de a/2 : il suffit pour cela de remarquer que le Corollaire 2.8 reste valable en
remplagant ¢coN /4 par cyN ~1/247 pour 1 > 0 arbitraire. Cela permet notamment de
choisir N, = (1/u)*>™™" et de gagner un facteur v/2 dans la borne inférieure de (2.19).
L’Exercice 2.4 ci-dessous améliore encore ce facteur.

Tournons-nous maintenant vers la borne supérieure de (2.19). Commengons par
montrer le fait suivant : pour tout N > 1

1 A A
Fo(u) < —logZn, ou  Zyy,:= supi,u, (2.21)
Nd ) ) g R

le supremum étant pris sur toutes les conditions au bord & : Z¢ — R. En effet, en
découpant Axy en Ay, = Ay + Nv pour v € {0, 114, en appliquant la propriété de
Markov spatiale (en conditionnant par I" = Aoy \ (U, 10,13« An,v)) on obtient, pour toute
condition au bord &,
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& _Ro ¢ 5 (24
Zva=Ba| T1 Za] < @)
On en conclut que e ) longN u < # logZN’u pour tout N > 1, donc

FO(u) = lim ————

I L
Jim iy 108 22w = yatoe

par décroissance de la suite (—(2’<}v)d log ZZ"N,M) >l

Majorons maintenant ZN’M. Pour n’importe quelle condition au bord &, on a

D

'N,u XEAN

ou on a utilisé que # > 0 pour minorer ZI% , = 1. Maintenant, notons que sous P]\g, la

§

variable @, est gaussienne de moyenne m;, et de variance oy (x) = G, (x,x). Ainsi, pour
toute condition au bord &, on a

E5[89 =P (on(x)Z+m € [—a,a]) <P (on(x)Z € [—a,a]) = E}[89],

ol on a utilisé le fait que la densité de la loi AV(0, 1) est croissante sur R_ et décroissante
sur R pour voir que la fonction ¢ — P(Z+¢ € [—b,b]) est maximale en ¢t = 0.
On en déduit que

uN'

)
—long\jW < &N EY { Z 5;’} — logZ§]7M <?

= EN[ y 6“}, (2.22)

XEAN XEAN

ou on a simplement intégré la premiere inégalité entre O et u pour obtenir la seconde.
Comme cette inégalité est valable pour toute condition au bord &, on en conclut que,
pour tout N > 1,

0 1 . eV 11 <
XEAN
De la méme maniere que pour la borne inférieure, on obtient, quand N — oo,

EN[GZA 5| < (1+o ))JISW

Ainsi, en définissant N, par u = b(N,,)~? pour un b > 0, on obtient dans (2.23)
el —1 el —1 au

= (140(1)) :
b Voet b\ [hog(1/u)

Comme b > 0 peut étre choisi arbitrairement proche de 0, cela donne la borne supérieure
de (2.19). O

quand N — oo.

Fo(u) < (1+0(1))
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2.4 Energie libre et transition de phase en dimension d > 3

Dans cette section, on montre le résultat suivant.

Théoreme 2.18. En dimension d > 3, on a ug = u;r = 0. De plus, on a les comporte-

ments asymptotiques suivants : il existent deux constantes cg et c,. telles que,
FO(u) ~ cou,

quand 0 FH(u) = exp (= (1+0(1))ey log (1/u)°).

N\ 7z

Le fait que u = 0 avait déja été observé dans [BDZ00], mais le comportement
critique précis du Théoreme 2.18 a étee montré beaucoup plus récemment, dans [GL18].
On reprend ici les idées de la démonstration de [GL18].

2.4.1 Le cas sans contrainte (pinning)

Commengons par montrer le comportement asymptotique FO(u) ~ cou quand u | 0. La
démonstration montrera que la constante vaut co = P(|Z| < a/+/Gyp), ou Z ~ N(0,1)
et Go = G(0,0) est la fonction de Green en 0 de la marche aléatoire simple sur Z¢. La
stratégie de démonstration est tres similaire au cas de la dimension d = 2.

Borne inférieure. On utilise de nouveau la convexité de u — log ZR, , pour obtenir
1 1 0
—l0gZy > ux ——logZy,| = EN [ 5“]
N4 N9 Ju 40 ! erA

Maintenant, on a EY[6¢] = P(on(x)Z € [—a,a]), ol 63(x) = G, (x,x) est la variance
de ¢, sous PY. Maintenant, on a clairement oy(x) < G(0,0) =: Gy pour tout x € Ay.
Cela montre que

|
FO(u) = lim ]WlogZ]%’u >uxP(y/GoZ € [—a,a]).

N—oo

Borne supérieure. On va de nouveau utiliser 1I’'inégalité (2.21) avec (2.22), qui nous
donne, de la méme maniere que dans (2.23) : pour tout N > 1

FO(u) < o (e 1) EN{ZSC‘}

Nd \€
N XEAN

Cette fois, notons que EY[8¢] = P(on(x)Z € [—a,d]) avec 65 (x) > (14 0(1))Go, uni-
formément pour x € Ay tel que N — |x| — oo. Ainsi, on obtient

Fo(u)§(1+0(1));d(”Nd—1) \/726[ a,al) < (1+o(1))cou,

ou pour la deuxieme inégalité on a appliqué la borne supérieur a un N, € N tel que
lim,, | u(N,)? = 0 (en particulier lim, 10Ny = +o0).
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2.4.2 Le cas avec contrainte (wetting)

On va donner une démonstration complete de la borne inférieure dans le cas avec
contrainte : cela permet notamment de montrer que u,” = 0. La borne supérieure est un
peu plus technique : on donnera les étapes essentielles de la démonstration. Il s’avere

que I’on peut obtenir la valeur précise de la constante, ¢ = 2%02

Borne inférieure

Etape 1. La premiere étape consiste a considérer un modele un peu différent, en rendant
la contrainte de mur dur “moins dure”, c’est-a-dire a rendre le mur perméable, d’une
certaine maniere. Pour K > 0, on pose

ZE,%K = Ef, {exp (u Z ]1{<Pxe[0,a]} —K Z ]l{(Px<0})i| ’

XEAN XEAN

g

et on note P},  la mesure de Gibbs naturellement associée a cette fonction de partition.
Dans ce cas, la surface est simplement pénalisée lorsqu’elle prend des valeurs négatives,
le parametre K gérant I’intensité de la pénalisation. Notons que si on prend K = +-oo,

alors on retrouve Zf,i = Zf\t’, L1.0o- On montre le lemme suivant sur le modele avec mur
perméable.

Lemme 2.19. Si Fg (1) := limy # l0gZy, , x» alors on a I’encadrement :

Fi (1) > Foo(u) = F (1) > Fx(u) —e K.

Démonstration. La borne supérieure est évidente (on a une décroissance en K), donc on
se concentre sur la borne inférieure. Introduisons, pour tout A C Ay, ’événement E4 :=
{@ e RW {x € Ay, <0} = A}, en observant que Ep = Q4. Ainsi, en décomposant
suivant I’ensemble A des points ou @, < 0, on obtient

0 —K|A| g0
Zvux= ¥, ¢ “MEY {eXP (” )3 ]l{(Pxe[Oaa]}) 1EA] :
ACAN XEAN
On va maintenant montrer que, pour tout A C Ay,
By [exp (4 ¥ Tipeoay ) 1| < Zi (2.24)
XEAN
En effet, avec cette inégalité, avec la décomposition précédente, on obtient
0 —K|A —K\N? -
Nk <2 Y, ¢ =2y, (14e5) T <2 exp(e)
ACAN

ol on a utilisé la formule du bindme, puis I'inégalité 1 +x < ¢*. On en conclut que
1% log Z;zu’ x < ﬁ log Z]J\,”u +e K, ce qqi prouve la borne ipférieure voulue.

Il reste a démontrer (2.24). On écrit simplement ce a quoi correspond 1’espérance : en
reprenant la définition de la mesure de Gibbs PY , on obtient
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1 1 _ 0 h
EY [exp (' ¥ Lguetoa ) Lea] = 759 / ¢ Txean Linetoa) e~y g
XEAN ¢ A W[S Ey
On effectue maintenant un changement de variable # — & en posant /i, = —h, pour x € A

et h, = h, pour x ¢ A, de sorte que si i € E, alors i € Ey : le Jacobien du changement
de variable est égal a 1 et on a les inégalités 1 o .1y = Ln,efo.q) € Hy(h) < HY(h)
(on a réduit certains différences i, — hy). Ainsi, on obtient

1 ) -
Ey [exp (u Z ]l{fpr[O,a}})]lEA} = W/ ey Liiena) o~ H () gj, — ZRJL,M:
XEAN N Eg

qui est I’'inégalité voulue. O

Etape 2. Le lemme suivant permet « d’élever » les conditions aux bords.

Lemme 2.20. Pour tout r € R, on a
) 1 0
Fg(u) = &EOWEZ" [logZN,u,K} ;

out P est la mesure en volume infini du GFF avec moyenne (constante égale a) r.

Exercice 2.3. Démontrer le Lemme 2.20. On pourra utiliser le Lemme 2.5 de change-
ment de conditions au bord, ainsi que I’Exercice 1.7.

Etape 3. Grace a I’inégalité de Jensen, on a, pour toute condition au bord ¢,

logZ]?,yu’K =logE} {GXP (” Y Lpepoay —K X ]1{9”x<0})}

XEAN XEAN

> EJ [u Y Ligpecpar—K Y, ]l{¢x<0}}’

XEAN XEAN

Grace a la propriété de Markov spatiale pour la mesure de Gibbs P, on a I’identité
E/, [Ef, [F(@ay)]] = EL[F (@a,)]. Ainsi, en prenant I’espérance sous P., dans I’inégalité
précédente, on obtient

1 1
—EL[logZ) . k] >~ ¥ (uPL(ex € [0,a]) — KPL(: < 0))
N N XEAN

=uP (\/GoZ+r€(0,a]) —KP(\/GoZ+r<0)

pour Z ~ N(0,1), ot on a utilisé que sous P, les ¢, sont de loi N'(r,Gy). Grace aux
Lemmes 2.19 et 2.20, on en conclut que, pour toutr e Ret K >0 :

Fr(u) > Fx(u) —e X > uP(Z+r€[0,b]) —KP(Z+r<0)—e K,

ol on a posé b = a/+/Gy (et on a remplacé r/+/Gy par r).
Conclusion. 1l reste a optimiser sur les choix K et r en fonction de u, b et a faire des
calculs gaussiens. On va prendre

Kzlog(l/u)S, r=zlog (3K /u) = (1+0(1))zlog (1/u),
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qui tendent notamment vers +co quand « | 0. En utilisant que P(Z > t) ~ ﬁe‘tz/ 2
quand ¢ — oo, on obtient
1 1
P(Z+re[0,b]) ~ —m=e "2 P(Z4r<0)~—pm=e 2,
rv2m rv2m
donc quand u est suffisamment petit
1 e—r2/2(uear_2K) > —r2/2

uP(Z+rel0,b])) —KP(Z+r<0)> e "7,

K
2w

rv2m

ou on a utilisé la définition de r pour la derniere égalité.
Avec le choix de r et K plus haut, on obtient donc

F (1) > K 2k _ (o) gylog(1/h) _ —log(1/n)}
2z

Y

qui donne la borne inférieure voulue, le deuxieme terme étant négligeable par rapport
au premier.

Borne supérieure

La borne supérieure est un peu plus technique et est traitée dans la Section 3 de [GL18] :
apres une certaine réduction du probleme, elle repose aussi sur des calculs gaussiens.
On résume ici les €tapes de la démonstration, et on renvoie a [GL18] pour les détails : le
but est simplement de majorer Fx (u) pour K > 0.

Etape 1. On fixe une taille L grande (mais fixée), puis on utilise I’inégalité de Holder pour
se ramener a traiter une fonction de partition ot la somme Y 4, 6 est remplacée par
une somme Y., 4. ~z74 O, ¢’est-a-dire ol les points sont sur une sous-grille espacée de L.
Dans cette étape, a cause de I’'inégalité de Holder, les parametres u, K sont multipliés
par L9,

Etape 2. On utilise la propriété de Markov spatiale pour découpler les points 2 distance L
(en les rendant indépendants conditionnellement a un ensemble donné). On se ramene

alors a estimer
E]qj {GXP (Ld (ul{(pre[O,a]} — K]l{%o<0}))} ,

ou xq est le centre de la boite Ay et ¢ est la condition au bord.

Etape 3. En utilisant que Oy, est de moyenne u,?o et de variance G[% (avec ¢, — Go quand

L — o), on majore le terme précédent en prenant la pire condition au bord possible. On
se ramene a majorer

SupE: [ exp (L (1l (0,74 r<i0) ~ Ko, 74<0)) )|

— E;EE [exp <Ld (el gz 4 refon,7y — K]I{ZJFKO}))] ’

en ayant posé by := a/oy, avec by — a/+/Go.
Etape 4. On fait des calculs gaussiens et on conclut la démonstration.
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2.5 Quelques exercices

Exercice 2.4 (Accrochage du GFF en dimension d = 2). On améliore dans cet exercice
la borne inférieure (2.19), pour obtenir

au

Fo(u) > (14+0(1)) ——m— quand u | 0. (2.25)
log(1/u)
On introduit 5
INu = inf Zf, 0
E74—[-1,1] 7

ol I’infimum est pris sur ’ensemble des conditions au bord a valeurs dans [—1, 1].
1. Montrer que, pour u > 0, pour tout N > 1
y . od £
Zonu> (Znyw)*  inf P el[-1,1],¥xel
N > (Znu) L (pe€[-1,1] )
ou I' = Aoy \ (U,eq0,13¢ An,v) comme au-dessus.

2. En utilisant le Lemme 1.35 (et aussi la Remarque 1.36), montrer qu’il existe une
constante c telle que

1 1 s -1 2
N} logZzNu > logZy,—cN™ (logN)~.

En déduire que, si N est suffisamment grand, la suite

1
<( logZZkNu 3¢ (ZkN)_l(longN)2>

2kN)d k>0

est croissante, puis que FO(u) > #logZN,u —3cN~(logN)2.
3. Montrer que si & est a valeurs dans [—1,1],on a

va (¢, € [~a,a]) >P(on(x)Z € [1—a,1+a)

ot Z ~ N(0,1). En utilisant le fait que max,ea, 07 (x) = (1+0(1))2log N, montrer
que pour tout 11 > 0 fixé, pour N suffisamment grand

¢ a d a
§Zd1nf Ey {x§N6} —mN ViogN'

4. En réutilisant la démonstration de la borne inférieure de (2.19), montrer que pour
tout N suffisamment grand on a
au

FO(“) > (1 _n)\/m

En déduire la borne inférieure (2.25).

—3cN 1 (logN)?,

Exercice 2.5 (Modéele de co-membrane). On considere la mesure suivante, en dimen-
siond > 2:
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dIV,N u (
— = ——¢eX A ) ouA, =1 ,
dPF/)\N ZN,M p Z X {ox>0}

XEAN

et ZN’M est la fonction de partition du modele. Pour A un événement, on note

Znu(A) = E} {eXp( Y A)m]

xEAy
de sorte que IV’N’M(A) = ZNM(A)/ZN’M. On note Q5 := {@y > 0Vx € Ay}.
1. Montrer que pour tout u > 0, e”NdP%N(Q;? ) < Iy < eV,
2. Montrer que P(/)\N(.Q;,“) < ZNM < 1 pour tout u < 0.
3. Conclure que

. 1
F(u) = lim ]vlogZNu max (0, u).

N—roo

4. Soit u # 0 et soit ayy := _|T2¢| log P%N<QI<IF ). Rappeler le comportement de oy, puis

montrer que :
a.Siu <0, alors
ZN,u( Y A> OCN) < et < gz

XEAN

En conclure que lim IV’N’;,( Y A > OCN) =0;
N—yeo XEAN

b. Si u < 0, alors

Vv d o
ZN,h( Z A, < N4 — O‘N) < !N —uoy < e*|u\aNZN’u

XEAN

En conclure que lim IV’NJl( Y A< N9 — aN) =0.
N—roo XEAN



Chapitre 3

Modele d’accrochage désordonné :
premieres propriétés et diagramme de phase

Le modele d’accrochage présenté dans cette partie dérive d’une longue histoire et pos-
sede plusieurs champs d’applications. Il a été€ introduit par Poland et Scheraga [PS70]
pour décrire la transition de dénaturation de I’ADN; il a aussi été étudié par Fi-
sher [Fis84] en tant que modele d’accrochage d’une marche aléatoire sur un mur dur
(modele de wetting introduit dans les chapitres précédents, qui permet par exemple de
modéliser une interface).

FiG. 3.1 — Deux exemples de situations physiques/bio-physiques décrites par le modele d’accrochage :
dénaturation de I’ADN (a gauche) et accrochage d’une protéine sur une cellule (a droite).

3.1 Introduction du modele d’accrochage (pinning)

On va introduire directement le modele dans un cadre désordonné. Les notations vont
étre un peu différentes par rapport aux chapitres précédents (notamment concernant les
parametres du modele), pour coller a la majorité de la littérature.

Soit (S;)i>0 une chaine de Markov sur 74 (pour un d > 1), issue de So = 0; on note P
sa loi. Pour n € N, on considere la trajectoire (i,S;)1<;<n, qui représente un polymere
dirigé. Le polymere interagit avec une ligne de défaut (représentée par N x {0}) lorsqu’il
entre en contact avec elle, c’est-a-dire quand S; = 0. Comme les interactions n’ont lieu
que lorsque S; = 0, on peut considérer directement I’ensemble des temps de retour
T ={i,S; = 0}, qui est ce qu’on appelle un processus de renouvellement : 1y = 0, et
(Tx — Txk—1)x>1 sont des variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans N*. La loi de T = (7 )x>0
sera notre loi de référence, notée P.

On verra aussi T = {7 },>0 comme un ensemble de points de N, appelés points de
renouvellement (représentant les points de contact du polymere avec la ligne de défauts) ;
on notera notamment {n € 7} ’événement que n est un point de renouvellement, c’est-
a-dire qu’il existe un k > 0O tel que 7, = n. On notera,

pourn>1, K(n):=P(ry=n),  K(so)=P(t; = +oo),

que I’on appellera loi inter-arrivée. On dira que le processus de renouvellement 7 est
persistant (ou récurrent) si K(eo) = 0 (en particulier |t| = 4o presque sirement) et
fini (ou transient) si K(e0) > 0 (en particulier || < oo suit une loi géométrique de
parametre K(co)).

61
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3.1.1 Modéele homogene

Le modele homogene consiste a considérer la mesure de Gibbs suivante, analogue
a (2.13) : pour une longueur N > 1 et pour & € R (le parametre d’accrochage), on définit

dPyjs, . 1 Al
dP (T) - ZT,heXP (hizzi]l{ier})]l{Ner}-

Remarque 3.1. Noter que cette définition inclut les modeles d’accrochage d’interface
en dimension d = 1 considérés dans la Section 2.2, a la fois le cas sans contrainte et
avec contrainte : il suffit pour cela de considérer comme processus de renouvellement
sous-jacent le processus 7 défini en (2.14) ou le processus T défini en (2.16).

On va faire I’hypothese suivante concernant le processus de renouvellement : il existe
un o > 0 et une fonction a variations lentes L(-) telle que, pour n > 1 :

K(n) :=P(t; =n) = L(n)n~ 1+ (%)
L(tn)
L(n)
t > 0; un exemple standard est une fonction poly-logarithmique, L(n) ~ c¢(logn)* quand
n — oo, Une référence complete pour les fonctions a variations lentes est [BGT89], un
résumé des propriétés utiles 1 peut étre trouvé dans [Gia07, App. A.4].

L’hypothese (x) est vérifiée par exemple si T = {n, Sz, = 0} ol (S,),>0 est la marche
aléatoire simple sur Z¢ : on a

Une fonction a variation lente L(-) est une fonction qui vérifie lim,_c = 1 pour tout

° o= % et lim, 0 L(n) = ﬁﬁ si d = 1 (voir par exemple [Fel66, Ch. III]);

e ax=0etL(n)~ m sid =2 (cf. [JP72, Thm. 4]);

o a=%—1etlimywL(n)=cysid>3(cf. [DK11, Thm. 4]).

On considérera souvent le cadre un peut plus simple ou la fonction a variation lente
converge vers une constante, ¢’est-a-dire qu’il existe une constante c; telle que

K(n):=P(ti=n) ~cin "% quand n — oo. (%)

3.1.2 Modele désordonné

Pour définir le modele désordonné, on considére une suite @ = (®;);>o de variables
aléatoires 1.1.d., de loi notée PP : les w; représentent les inhomogénéités le long de la
ligne de défaut (ou du polymere) et vont perturber les interactions entre le polymere et
la ligne de défaut, voir la Figure 3.2. On suppose que E[w;] = 0, E[@w?] = 1.

Pour une réalisation donnée de @ (désordre gelé ou trempé) et pour B > 0, h € R, on

définit pour N > 1 la mesure d’accrochage (ou de pinning) Pfjf comme une mesure de

1. On peut notamment montrer les propriétés suivantes :

L(tn)

T = 1 est uniforme en ¢ € [a,b];

* pour tous 0 < a < b < oo, la convergence lim,,_s.

e L(n) =n°") quand n — oo;
e quandx —oo:siy>—1,Y" n"L(n) ~ ﬁ,n””L(x) ssiy< —1, Y, = n"L(n) ~ %nlﬂ’L(x).



3.1 Introduction du modele d’accrochage (pinning) 63

Zd

FiG. 3.2 - La trajectoire du polymere est représentée par la suite (i,S;), qui représente la position du
i-eme monomere. Les interactions ont lieu le long de la ligne de défauts, aux site ou S; revient en 0,
c’est-a-dire aux instants 71, 7,... La ligne de défaut (ou le polymere, ou les deux) est inhomogene,
représentée par des variables aléatoires (®;);>o attachées aux différents sites.

Gibbs par rapport a la loi de référence P :

B,
dPth 7) = 1
R )
dP ZNh

)

exp (Y (h+ Bl ice) ) Tpes). (3.1)
i=1

ou la fonction de partition du modele est donnée par

N

Zf,;lo =E {exp (;(h + Bwi)]l{ier}) ]I{NET}} : (3.2)

La mesure P) B correspond a donner une « récompense » &+ B @; (ot une « pénalité »
selon le signe) si le polymere touche la ligne de défaut au site i. On peut ainsi voir
le modele désordonné comme une perturbation aléatoire du modele d’accrochage
homogene ; notons que si § = 0, on retombe d’ailleurs sur le modele homogene.

Noter que I’on a ajouté dans (3.1)-(3.2) la fonction indicatrice N € 7, forcant le point
final a étre accroché ; cela correspond a avoir une condition au bord nulle. On peut aussi
enlever cette contrainte et considérer le modele libre :

dPy :
4 (0= —ggexp (L0+Bo) ey ) (3.3)
N,h i=1
avec la fonction de partition
N
fo}? —=E [exp(z h+ Bw;) ]l{lef})] (3.4)

i=1

On verra plus loin que ce modele libre a des propriétés proches du modele originel (3.1)-
(3.2), voir notamment la Remarque 3.10.

Remarque 3.2. Une remarque importante est que, par une translation du parametre 4, on
peut toujours se ramener au cas ol K (eo) = 0, ¢’est-a-dire au cas ou 7 est persistent. En
effet, si on pose h = h — logP (7] < +e0), on peut écrire la fonction de partition en la
décomposant suivant le nombre et les instants de renouvellement :
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k.
)3 [T Pk —1;-1)

=11t9p=0<t;<--<t=N j=1

3
k

u : h+Boy; p &l YN (h+Bay)l

Z Z He iR(tj—t;-,)=E oLiz1 (i) U L veny |
k <<ty=N j=1

ZNfz

1ty=0<t;

ol on a posé K (n) := K(n)/P(1) < +oo) =P(17) = n | 7| < +o0), qui est la loi inter-
arrivée d’un processus de renouvellement £. Noter que K vérifie Y, K(n) = 1, c’est-a-
dire K (e0) =0, et que la condition (x) reste vérifiée, en divisant simplement la fonction
a variation lente par P(7] < +o0).

Objectif : comparaison des modeles homogenes et désordonnés

Le but de ce chapitre et du suivant est de comparer les comportements des modeles d’ac-
crochage homogenes et désordonnés. On va chercher a répondre a plusieurs questions :
notamment (dans 1’ordre)
e Peut-on décrire précisément la transition de phase du modele homogene ?
e e modele désordonné possede-t-il lui aussi une transition de phase ?
e Que peut-on dire sur la transition de phase du modele désordonné ? En particulier
o A-t-on un contréle sur le point critique ?
o A-t-on un contrdle sur le comportement au voisinage du point critique ?
o Les caractéristiques de la transition de phase sont-elles différentes que pour le
modele homogene ?

Une question importante est celle de la pertinence du désordre : 1la question est de
savoir si une intensité faible de désordre (représentée dans notre cas par le parametre f3)
modifie le comportement critique du modele.

3.2 Retour sur le modele homogene

Donnons directement les résultats concernant 1’énergie libre, I’existence d’une transition
de phase et le comportement au voisinage du point critique.

Proposition 3.3. L’énergie libre
F(h) = li L e = T e
= 1um = lm
AL 082N p = (M 5 lOBZN

existe, est positive et vérifie F(h) =0 si h < 0. De plus, h— F(h) est croissante et
convexe et en tout point ou F est dérivable, on a

N—boo

0 , 1 ¥ P
%F(h) = lim Ey [X]; ]l{ier}} = Al/l_rgoEN,h []T/; ]l{ier}} .



3.2 Retour sur le modele homogene 65

Cette proposition est I’analogue exact de la Proposition 2.2 et la démonstration est
identique. Notamment, I’existence de I’énergie libre est due a la sur-additivité de log Zy j,
(et au Lemme de Fekete).

Le seul point qui mérite un commentaire est le fait que la limite est la méme si ’on
remplace la fonction de partition Zy ;, par sa version libre ZN,h (pour laquelle on n’a pas
de sur-additivité). On le laisse en exercice, voir ci-dessous.

3.2.1 Transition de phase

La Proposition 3.3 montre que 1’on peut définir le point critique
he:=sup{h €R, F(h) =0} =inf{h € R, F(h) > 0}.

Comme remarqué dans la Section 2.1.2, le point critique 4, marque une transition entre
une phase délocalisée pour h < h. (densité€ asymptotique de contact nulle) et une phase
localisée pour h > h. (densité asymptotique de contact strictement positive).

Exercice 3.1. On suppose que la loi inter-arrivée du processus de renouvellement 7
vérifie (x), ¢’est-a-dire K (n) = P(t; = n) = L(n)n~(1+%),
1. Montrer que ZNJ, =Znp+ chvzl Zy_nP(T1 > k).
2. Montrer qu’il existe une constante C telle que P(7; > k)/P(1; = k) < Ck*T% pour
tout kK > 1 (on pourra utiliser le deuxieme point de la note 1 en bas de page 62),

montrer que N
Znn < Zyn < (14+Ce "N**%)zy,,

3. Conclure que F(h) = limy_,c % log Zy j = limy e ]1\, log Z .
Exercice 3.2. Montrer que 0 < . < —log(sup,~ K(n)).

De maniere analogue a (2.15) (voir aussi la Proposition 2.10 et le Lemme 2.12), on
obtient la caractérisation suivante pour I’énergie libre.

Proposition 3.4. L’énergie libre F(h) est la solution en A de
E [e_Ml} —e "
si une solution existe, et F(h) = 0 sinon.

On en déduit la généralisation suivante du Théoreme 2.9 ; la généralisation est relative
a I’hypothese () sur le processus de renouvellement.

Théoréme 3.5. On a h, = —logP (7] < +0) et le comportement critique suivant :
sous I’hypothése (x) avec o > 0, il existe une fonction L(-) a variation lente telle que,
quand u | 0,

F(he+u) ~ L(1/u)u’ avec v :=max (4,1).
Si a =0, alors F(he +u) = o(u”) quand u |, 0, pour tout p > 0.
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o Simr 1= E[T1 11, 400}] < +o0, alors F(he +u) ~ m%jm)u quand u | 0.
e Sion a (%) avec o € 10,1[, alors F(h. +u) ~ (%)Uaul/“ quand u |, 0.

Soulignons que grace a la Remarque 3.2, on peut toujours se ramener au cas i, = 0,
quitte & changer la loi inter-arrivée K (n) par K(n) = K(n)/P(1) < +o0), ce qui revient
a faire une translation du parametre 4. (Noter que cela correspond a remplacer L(n) par
L(n)/P(1) < 4oo) dans (x) et ¢ par ¢;/P(1] < +0) dans (¥).)

Démonstration. Le fait que h, = —1ogP(7; < +o0) est simplement lié au fait que
limy |oEfe~*7] = P(1; < +o0), de sorte que d’aprés la Proposition 3.4 on a F(h) > 0 si
et seulement si e~ < P(1 < +o0).

Pour le comportement critique, la démonstration est similaire a celle du Théoreme 2.9.
L’idée est d’obtenir le comportement de E[e_)“ ] lorsque A | O et d’utiliser la Proposi-
tion 3.4 pour conclure, en considérant le fait que F(4) | 0 quand 4 | A.. On va montrer
le lemme suivant, en se concentrant sur le cas ou m; < oo et sur le cas ol (k) est vérifié
avec a € |0, 1] ; on laisse les autres cas en exercice (voir plus bas).

Lemme 3.6. Sous [’hypothése (%), il existe une fonction a variation lente L(-) telle
que, quand A | 0,
P(1y < +oo) —E[e™*1] ~ [(1/A)AMiN(®D),

e Lorsque m; < oo, alors on peut prendre L(x) = m.

¢ Si a €0,1[ dans (%), alors on peut prendre L(x)

Avec ce lemme et la Proposition 3.4, en utilisant aussi que e " = P(7] < +o0), comme
F(h) ] 0 quand & | A, on obtient

e e (h — hc) ~ e e _ o — P(Tl < +oo) —E [e_F(h)Tl} ~ Z(l/F(h))F(h)mm(a’l)

quand 4 | h.. En inversant cette relation, on obtient le Théoreme 3.5 (la fonction a
variation lente L(-) est reliée a la fonction L(-) et a I’exposant min(c, 1), voir [BGT89,
Thm. 1.5.13]). En particulier :

e Sim; < 4o, 0na e‘hff(h — h¢) ~ m:F(h), ce qui donne le résultat voulu;
e Si (¥) est vérifié avec o €]0,1[, alors on a e "(h—h.) ~ cle(h)l/“, ce qui
donne le résultat voulu. 0

Démonstration (du Lemme 3.6). On commence par écrire P(7) = +o0) =Y | P(7 =n),
de sorte que

(o]

P(7) < 4w) —E[e*%] = Y (1—e)P(1) =n). (3.5)
n=1
On va se concentrer sur les deux sous-cas mentionnés dans le lemme.
. e M . .
Cas m; < +oo. Notons que pour tout n, la fonction A — 1 T est décroissante (et
1—e M

majorée par n) et limy, | = n : par convergence monotone (ou dominée), on a
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1 o0

lim — < TI < +o)—E _Ml>: P(ty =n)=mq,
lim > (11 ) [e } Zn(l n)=mz
ce qui donne le résultat voulu.

Cas o €0, 1]. On écrit dans ce cas

_ < ] — e = 1—e ™ L(n
P(t1 <o) ~E[e™"] = ) —r—L(n) = A°L(1/4) Z« (An 1+aL(1(/7)L)

n=1

Dans le cas ou lim,_;.. L(x) =cj ona (1(/%) (I+o0(1))cy. I suffit alors d’utiliser la
convergence de la somme de Riemann (puis une intégration par partie)

l—e >l —e L [~ o I'l—o)
E%Zlknuaz/o lta dx:a/ox e “dx= o .

Le cas d’une fonction a variation lente L(-) quelconque est un peu plus technique (voir
[BGTS8Y, Cor. 8.1.7]) : I'idée est que la contribution principale de la somme est pour n
de I’ordre de 1/A (on peut contrbler la somme n < €/A et la somme n > 1/€A), et
que pour ces n < 1/A ona L(n)/L(1/A) — 1, par définition d’une fonction a variation
lente. O

Exercice 3.3 (Cas o = 1 dans le Lemme 3.6). On va se concentrer dans un premier
temps sur le cas ol P(7] = n) ~ c¢yn~2 quand n — oo : en partant de (3.5), on admet que,
quand A L Oon a

A > 1—€_kn
P(Tl <‘|‘°°)—E|:€_ Tl} ~ C1 ZT

1. Montrer que (on omet les parties entieres pour simplifier les notations)

© | _eAn VA5
Y=L (£-322) = 2 (10g(1/2) - §)..

2. Montrer que

l—e An 1/
; =)

[ee]

Z —<Alog (1/A)+1+A.
1/A+

3|>>

—_—

3. En déduire que, quand A | 0,
P(T) < +o0) —E [e7*T] ~ c1Alog(1/A).
En conclure le comportement de F(4) quand % | i, dans ce cas.
On suppose maintenant (x) avec @ =1 : P(T] =n) = L(n)n"? avec ¥, Ei) +oo
(sinon mg; < 4o0). On pose L*(n) =Y} _ 1 qu1 vérifie donc lim,,_,. L*(n) = 0.
4. Montrer que pour tout £ > 0, lim,, e % =log(1/1).

En déduire que lim,,_,., % = +-o0 puis que L*(+) est a variation lente.
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5. Montrer que, quand A | 0, on a P(7] < 4o0) —E [e*“ﬂ ~AL*(1/A).
(On pourra utiliser la troisieme propriété de la note 1 en bas de page 62.) Cela montre
le Lemme 3.6 dans le cas a = 1, avec L = L*.
Exercice 3.4 (Cas o = 0 dans le Lemme 3.6.). On suppose que P(7; =n) = L(n)n"",
(

avec en particulier Y5 | L(n)n~! = P(1] < +00) < +o0. On pose L*(n) = ¥, Tk, qui
vérifie donc lim,,_,.. L*(n) = 0.

1. Comme dans I’exercice précédent, montrer que lim,,_c % +oo et que L*(+) est a

variation lente.

2. Montrer que, quand A | 0, on a P(7] < +e) —E [e‘“l} ~L*(1/).
(On pourra utiliser la troisieme propriété de la note 1 en bas de page 62.) Cela montre
le Lemme 3.6 dans le cas o = 0, avec L = L*.

3.2.2 Propriétés trajectorielles

Pour /4 € R, on introduisons la loi inter-arrivée suivante : pour n > 1
Ki(n) := "K(n)e T (3.6)

On y associe alors un processus de renouvellement (") = (T,Eh)) x>1 de loi notée P, en
posant P (7" = ) = K;,(n). Notons que,

sih>he, Z Ky(n) = "E[e T7] = 1
sih < he, ZKh P(1] < 4o0) <1,

En particulier, si 4 > h, alors le processus de renouvellement T(*) est persistant (ré-
current), alors que si & < h, le processus T est fini (transient). Commengons par la
proposition suivante :

Proposition 3.7. On a Zy ;, = " WNPW(N € M) et on peut décrire la mesure d’ac-
crochage Py j, comme suit :

Py ) =P (.|Neh),

Démonstration. Commencons par montrer le premier point. En décomposant suivant le
nombre et les instants de renouvellement, on a

N

Znp=Y Y HehK —tj1)

k=1ty= O<r1< <tp=N j=

h)N Z Z HKh —tj_1) oF )Np(h)(N c T(h))

=11=0<t; <---<ty=N j=
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ol on a utilisé la définition (3.6) de Kj, (et le fait que TT5_, e FWE~i-1) = (FUIN),
puis la décomposition de I’événement {N € 7"} suivant le nombre et les instants de

renouvellement.
Montrons la caractérisation de Py 5, : pour tous 7o =0 <f; <--- <fy=N,ona

1 k
PNJ, (Tl :tl,...,Tk:Zk) = %ethK(tj—tj_l)
=1

_ HKh tj 1 P(h)(fl:l‘l,...,Tk:tk‘NE’C(h))

pl (N e tlh
ot on a utilisé I'identité Zy ;, = F WV P (N € Tl (avec e FWN = Hk e F(j—1j-1)y
et la définition (3.6) de Kj,. Cela montre que Py (7 = A) = P (¢ = A | N € tl#) )

pour tout A C {0,...,N}, qui est la propriété annoncée.

Les estimées sur la fonction de renouvellement P(") (N € 1) permettent de démontrer
le résultat suivant.

Théoreme 3.8. On a la limite de volume infinie suivante : pour h € R, quand N — oo

Pyu(-) = PW(.|Ne 1) = pt)

Soulignons que cet énoncé cache trois régimes différents :

e Si i > h, alors T est récurrent positif, E [rl(h)]

exponentiellement vite.
e Sih = h,, alors ") est récurrent positif ot récurrent nul, suivant que Y~ nK(n)est
fini ou infini ; noter que Kj,(n) décroit polynomialement, voir (x);

< oo noter que Kj(n) décroit

e Si h < he, alors T") est transient ; noter queK(n) décroit polynomialement, voir ().

Démonstration. Soient 0 < t; < ... <t fixé. Pour N > t;, grace a la Proposition 3.7,
1
PW(N e t(h)

~ PO(N —g € 7))
POV e )
Pour conclure la démonstration, il suffit de montrer que pour tout # € N on a
. PN —reth)
lim
N—seo  Ph) (N € t(h)

qui est I’objet de la section suivante. O

P (¢ =1,..., 5 =1,N € TV)

PN,h(letl,...,Tk:[k) =

P(h) (T] :t1,...,Tk=Tk).

=1, (3.7)
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3.2.3 Quelques propriétés des processus de renouvellement

Donnons maintenant quelques estimées utiles pour des processus de renouvellement.
On se donne un processus de renouvellement T = (7 )x>1, que 1’on suppose apériodique,
pged{n,K(n) > 0} = 1. On étudie alors la fonction de renouvellement u, :=P(n € 7).

Cas récurrent positif : Théoreme de renouvellement. Le théoréme suivant est utile
dans le cas d’un processus de renouvellement récurrent positif, c’est-a-dire lorsque
E[71] < 4eo (et donne un résultat partiel dans les cas récurrent nul ou transient, ou 1’on
a E[1]] = +4o0). Il permet de montrer (3.7) dans le cas 4 > h,, ou dans le cas h = h. avec

Y1 1K (n) < +oo, pour lesquels 7(") est récurrent positif.
Théoréme (de renouvellement). Soit T = (T )x>0 un processus de renouvellement apé-
riodigue. Alors

hmPMET%:E%T (3.8)
n—yoo 1

Démonstration. Donnons une démonstration rapide dans le cas récurrent; il est facile
de voir que dans le cas transient out K(e0) > 0, on a lim,,_,..P(n € 7) = 0.

A tout renouvellement persistant on peut associer une chaine de Markov (S,),>0
sur Z issue de O telle que 7 a la mé€me loi que les temps de retours de la marche en 0,
7 = {n,S, = 0}. 1l suffit pour cela de considérer la chaine de Markov de matrice de
transition Q(0,x) = K(x—1) et Q(x,x — 1) = 1 pour x > 1 (faire un dessin). La chaine
est récurrente si et seulement si P(7) < 4-o0) = 1 et est récurrente positive si et seulement
si E[T]] < oo,

Dans le cas récurrent, on peut facilement calculer les mesures invariantes pour la
chaine de Markov : p(x) = u(0)P(t; > x), qui sont de masse finie si et seulement si
Y.>0P(71 > x) = E[71] < +o0. La chaine étant apériodique, la probabilité P(Nert)=

P(Sy = 0) converge dans le cas récurrent positif vers 7(0) = E[ o]» ou m(x) = %
est I’'unique probabilité invariante. Dans le cas récurrent nul, P(N € 1) = P(Sy = 0)
converge vers 0 = ﬁ O

Cas récurrent nul. Supposons maintenant que P(7; < +e0) = 1 mais que E[1]] = +o,
c’est-a-dire que le processus de renouvellement est récurrent nul. Pour estimer la
fonction de renouvellement u, = P(n € T), on va supposer que la loi inter-arrivée
vérifie (x) avec a € [0, 1]. Le résultat suivant permet de montrer (3.7) dans le cas h = h,
avec Y~ nK(n), ou 7\ est récurrent nul (et K, vérifie (x) avec o € [0, 1)).
Théoréme. Supposons que P(T) < +o0) = 1 et que P(1) = n) vérifie (x) avec o € [0, 1].
Alors, quand n — oo

1

E[Tl]l{rlgn}} st =1 ,
P(n € 1)~ § lrayL(n) a7 sio€]0,1]; (3.9)
WP(TIZI’I) sioe=20.

Le cas @ = 1 est dii a [Eri70], le cas o € (0,1) a [Don97], le cas & = 0 a [Nag12].
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Soulignons que dans le cas o = 1, E[11 17 <,y ] = Yi_; L(Tk) =: L*(n) est une fonction
a variation lente qui vérifie lim,_,. L*(n)/L(n) = 4o, voir I’Exercice 3.3, question 4.

De méme, dans le cas o =0, P(1; > n) = Z,}“’:n@ =: L*(n) est une fonction a
variation lente qui vérifie lim,_,.. L*(n)/L(n) = oo, voir I’Exercice 3.4, question 1.

Cas transient. Supposons maintenant que K (e0) = P(7] = +o0) > 0. Le résultat suivant

permet de montrer (3.7) dans le cas h < h, ou 7(") est transient (Kj, vérifie (x)).

Théoréme. Supposons que K (o) > 0 et que P(t) = n) vérifie (x). Alors, quand n — oo,
1

P(nef)wm

P(T1 :n). (3.10)

Pour une référence, on renvoie a [Gia07, Thm. A.4]. Noter 1’analogie avec le cas
récurrent & = 0 (aussi, ce théoreme admetr une réciproque, voir [AB16, Thm. 1.4]).

Exercice 3.5. On note My := max{t; — T_1, Tk < N} le plus grand “saut” du processus
de renouvellement avant N, c’est-a-dire la taille du plus grand intervalle sans point de
contact. Montrer que :

1. Si h > h,, il existe une constante Cj, > 0 telle que limy_,.. Py 4(My > CjlogN) = 0.

Mieux. Montrer que pour tout € > 0, Py (| L-|> €)= 0quand N — oo,

My
logN — F(h)
2.Si h < he, pour toute suite Cy — o0, on a limy_se Py, (My < N —Cy) = 0.

3.3 Modele désordonné, premieres propriétés

A partie de maintenant et au vu de la Remarque 3.2, on va supposer pour simplifier
quelques énoncés que le renouvellement 7T est persistent, ¢’est-a-dire P(7) < +o) =1,
ce qui implique que le point critique du modele homogene est 4. = 0.

3.3.1 Energie libre

Commencgons par définir et démontrer 1’existence de 1’énergie libre, qui possede une
propriété dite d’auto-moyennisation (self-averaging).

Théoreme 3.9. L’énergie libre est définie comme la limite
- 1 B ,CO
F(B,h) = Al}l_t)l‘!oﬁlogZN’h : (3.11)
Cette limite existe P-p.s. et dans L' (P) et est constante P-p.s. On a de plus

1 1 ﬁ,(ﬂ 1 ﬁaw
F(B,h) :]\III—IEoNE[lOgZN’h} zigi NE[IOgZN,h] :

Remarque 3.10. On peut aussi définir 1’énergie libre comme dans (3.11), en remplagant

la fonction de partition par sa version libre ZIE,Z’, voir (3.4). En effet, il suffit de voir que,
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en adaptant la démonstration de I’Exercice 3.1, on a
Zf’g’ < Zf’fl’ < +Ce_(h+ﬁwN)N2+a)ZI€:Z)’

ce qui permet de conclure que F(f3,/) = limy_,c 1%] long,’ = limy e NElogZﬁ ® La
derniere identit€ du Théoreme 3.9 n’est cependant pas vérifiée pour Zf, ,-Onaen
revanche qu’il existe une constante ¢ > 0 (qui dépend de &, B) telle que pour tout N > 1
logN

N
Avant de montrer le Théoreme 3.9, donnons quelques propriétés importantes.

F(B,h) > ;E[logzﬁ T (3.12)

Proposition 3.11. L’énergie libre vérifie les propriétés suivantes :

(i) pour tous B >0, h € R, on a F(B,h) € [0, 4] ;

(ii) les fonctions h — F(B,h) et B — F(B,h) sont convexes et croissantes.
(iii) la fonction (B,h) — F(B,h) est convexe;

Démonstration (de la Proposition 3.11). Les calculs sont assez similaires a ceux de la
Proposition 2.2, mais donnent des estimées utiles.

(1) Pour la borne inférieure, en introduisant I'indicatrice 1, _y}, on obtient
@0 h
Zyy > e Bovp( = N).

En utilisant la propriété (x) pour P(7; = N), on obtient F(f3,4) > 0. Pour la borne
supérieure, en majorant (h+ B ;)1 eq) par (h+Ba;)™, on obtient

zZy? < EL PO p(y € 7).

En utilisant la lo1 des grands nombres et le fait que limy o ]i\, logP(N € 1) =0, voir la
Section 3.2.3, on obtient F(f,h) < E[(h+ B®;) "] < +oo.
(i1) Posons, pour N > 1,

o 1 o 1 Al
Fy(B,h) = NlogZN:h = NlogE [exp (Z h+ Bw;) ]1{,67})]1{1\;@}}
i=1

(Notons que FQ (B, /) dépend de @ !) Commengons par montrer que, pour tout N > 1 et
toute réalisation de w, les fonctions i +— Fy(B,h) et B — FY (B, ) sont convexes.
En dérivant, on obtient

a [0) ,0
- FR(B.h) = E’3 [Zﬂw}] aﬁFNu% ) = NE’3 [Zwlﬂ{,g}] (3.13)

et

82 ° 1 B.w N 82 o 1 B.w N
ﬂFN(Bah) = NvarNJl [l; ]1{1'@1}} : WFN(ﬁah) = NVaTNﬁ [; (Di]l{ier}] :

qui montre la convexité des deux fonctions.
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La croissance de & — Fy (B, h) se voit directement dans (3.13) (pour tout N > 1, pour
tout @), mais il n’est pas vrai que 8 — Fy (B, h) le soit (par exemple si les N premiers @
sont négatifs). Comme 1’énergie libre est la limite F(f,4) = limy_. E[FY(B,h)], il
suffit de montrer que B — E[Fy(B,h)] est croissante : cette fonction étant convexe
donc il suffit de montrer que sa dérivée en § = 0 est positive ou nulle. Mais comme

Pﬁ,zho’w = Py, ne dépend pas de , on a

o 1 Al
B]E[FN(ﬁ Jh)] P ~EEn L:Zi wi]l{ier}} =0,

N
grace a ’hypothese que w; = 0.
(iii) Pour la convexité de (f3,h) — F(f,h), on va montrer que pour tout N > 1 et toute

h
réalisation de , la fonction (8,4) — Fy(B,h) est convexe. Les mémes calculs que
précédemment donnent

Hess(FY(B,h)) = <C0V/3 o (Za, Zb)>

1<ab<2’
avec 2= Zf-vzl ]l{iefi},Zz = Zf-vzl ;1 (;c7y. Il s’agit d’une matrice définie positive, ce
qui montre la convexité voulue. O

Remarque 3.12. La remarque faite dans la Section 2.1.2, voir (2.7), reste valable ici :
pour tout A tel que la dérivée %F(ﬁ ,h) existe, cette dérivée est la limite de %Fﬁ( B,h)

(et de %E[Fﬁ(ﬁ,h)])a

th(ﬁ,h) = lim — EB " [Zﬂ{zer}} lim _EEB b [Z]l{’@}}

N—oo N N—oo N

Démonstration (du Théoreme 3.9). Une démonstration rapide mais qui utilise une boite
noire consiste a utiliser le théoreme sous-additif ergodique de Kingman [Kin73] (que
I’on peut voir comme une version aléatoire du lemme de Fekete). Ce théoreme est
extrémement utile dans de nombreuses situations, en voici I’énoncé.

On note 6 : RY — RN I’opérateur de translation : si @ = (@;);>1, alors pour k > 0

k
0" 0 = (@i11)iz0,
autrement dit (8*®); = ;4 pour tout i > 0.

Théoréme (sous-additif ergodique). Soit (X,),>0 une suite de fonctions mesurables
de RY dans R. On suppose que pour tous n,m > 1, pour tous @ € RY,

Xpim(0) < X,(0)+X,(0"w).

Alors, si @ = (@;);>0 de loi P sont des varlables aléatoires i.i.d.?, on a la convergence
presque siire lim,_,o 1 X, (®) = inf,>1 LE[X,] > —co P-p.s.

On peut appliquer ce théoreme a la suite —logZﬁ ", qui vérifie les hypotheses de
sous-additivité ergodique : en effet en insérant l’indlcatnce I{ner), on obtient

2. Le résultat reste valable sous une hypothese un peu plus faible d’ergodicité, que tout événement
0-invariant est de P-probabilité O ou 1.
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N+M

N
Zy s 2 E [exp((;+ ;ﬂ) h+ﬁwi)]l{ier}>1{Ner}1{N+Mer}] =2y Zuh

ol on a utilisé la propriété de Markov puis remarqué que Zf.\]: J]r\,]‘il (h+Bawi) ey =

?i ((h+peN (x)i)]l{ N+ier)- Cela montre la sur-additivité (ergodique) de log Z][\},Z) : pour
tous N.M > 1,

oN
s > logZh i +logZy 5 @ (3.14)

On va démontrer ici I’existence de 1’énergie libre par un procédé ad-hoc, qui utilise

logZB’

la sur-additivité de long]’Z) et la “presque” sous-additivité de logZ[3 Ny > en appliquant
plusieurs fois la loi des grands nombres.
Etape 1. Par sur-additivité (3.14) de long,’h , on obtient la sur-additivité de la suite

déterministe (E[log Zﬁ,;’]) ~n>1. Par le lemme de Fekete, on obtient donc 1’existence (et
la caractérisation) de la limite :

1 1
F:= lim NE[logZB’ } = sup NE[long]:ﬂ. (3.15)

N—yeo N—oo

Etape 2. Borne inférieure. On montre maintenant que P-p.s.
1
hmlnf—logZﬁ 0> F, (3.16)
N—o N

ou F est définie dans (3.15).

On se fixe un € > 0 et on considére un Ny = Ny(€) tel que N ]E[logZﬁ(’)f‘;l] >F—¢g,
par définition de F. Ensuite, pour N > 1, on écrit N = myNog +gn, ou 0 < gy < Ny : en
découpant en blocs de taille my et en utilisant la propriété (3.14) de sur-additivité, on
obtient

my— 1
B,o [59 B,6™NN o
logZy') 2 ZE) logZ, ®+lo ogZ, :
]_

. N .. .
On remarque maintenant que les v.a. (log Zf,l]’ve h Ow) j>0 sont 1.i.d. (car dépendant de blocs

de w; différents) : la loi des grands nombres montre que, P-p.s.,

my— 1 mN— .
: B,6/M B.oNog 1 B0
1\1}1_{1;— Jg(’) lomeN, _I%Lw__ JZ’ logZ - NOIE[IogZ } >F—¢.

. . mNNo L 1 .
On peut aussi montrer que le dernier terme log zP A’Ieh ® est négligeable (en exercice) :

1
lim —  max flogZB ,0" Ow‘ =0  P-p.s.
m—eo M ge{0,...,Ng—1} qN-h

On a donc montré que liminfy_,c NlogZB ® > F— ¢, qui donne la borne inférieure
voulue car € > 0 est arbitraire.

Etape 3. Borne supérieure. On montre maintenant que P-p.s. on a
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1
limsup —log Zb'® < F, (3.17)
Noew N ’
ou F est définie dans (3.15).
On montrera plus bas une propriété de “presque” sous-additivité de log Zf,’;f, analogue

a (3.14) : il existe une constante C > 0 telle que, pour tous N.M > 1,

long]fM’h < logZﬁ:Z’ —|—10gZZ€I’zNw +log (1+ Ce~(Pov) min(N,M)**%) . (3.18)

Pour N > 1, en écrivant N = myNy + gy, ou 0 < gy < Ny et en découpant en blocs de
taille my, on obtient en appliquant (3.18) de manicre répétée

o "\ BN p.omvNw o YN
logZy), < 26 logZ, ") +logZ, +B Zo|a)jN0\—i—cleogNo,
j= j=

ot on a aussi utilisé que log(1 +Ce™ " FPOINZT) < B| ;| + clog Ny (pour Ny suffisam-
ment grand, qui dépend uniquement de h).

Comme précédemment, en appliquant la loi des grands nombres, en négligeant le

1 p.6"NMNo
terme Nlong A

suffisamment grand

® (et en notant que limN_m"% = ]\%0), on obtient pour tout Ny

. 1 ﬁ’(x) 1 ﬁaa) B
hmsupﬁlogZNﬁ < ]VE[logZN(),h] +

C
— E||o|| + —1logNy .
msu A N [l ]] N, log

On en déduit la borne supérieure voulue en prenant Ny — oo, voir aussi la définition (3.15)
de F.

Il reste a montrer la “presque” sous-additivité (3.18). En décomposant suivant le
dernier point de renouvellement avant N et le premier point apres N, on a I'identité

B,o B,»,B,6Nw N R B, h+Bay, B0

) _ ) ) ) . +hwy )

INemn =Nl T Z Z Z.n K (b—a)e N M—b >
a=0b=N+1

ol le premier terme est dii a I’événement {N € 7}. De la méme maniére, on a les

décompositions suivantes :

B,® gl B,w h+Bo B.0Nw & h+Baw,~B.6°®
Zyn = Z Zy K(N —a)e NV Zyip = Z K(b—N)e oMb b
a=0 b=N-+1

En combinant ces deux i1dentités, on obtient

N—1 N+M

B.o h B.60bw
Z Z Za,h K(b—a)e +BwaN+M—b,h
a=0b=N+1

K(b—a)
max :
0<a<N<b<N+M K(N —a)K(b—N)
qui donne I’inégalité (3.18) une fois que 1’on aura montré que

K(b—
max (b—a) < Cmin(N,M)*"% .
0<a<N<b<N+M K(N —a)K(b—N)

< ZB0ZBO0 o lrpon)
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Mais cela vient du fait que, grice a (x), on a K(b—a) <cetK(b—-N)> M~ (2+a)

K(N—a)
uniformément en 0 < a < N < b < N+ M; de maniere symétrique %j\% <cet

K(N—a) > N-2+%), 0

3.3.2 Transition de phase

Le fait que h — F(f3,h) soit positive, croissante, convexe montre que 1’on peut définir
le point critique, pour tout 3 > 0 fixé,

he(B) :=inf{h,F(B,h) > 0} = sup{h,F(B,h) =0},

avec par convention sup() = —oo,

Par croissance de 8 — F(B,h), on a la borne inférieure F(fB,h) > F(0,h), donc
he(B) < h.(0) = 0, voir le Théoréme 3.5 (on rappelle que P(7; < +o) =1). On a
aussi la borne supérieure F(,1) < E[(h+ B®;)"], mais qui ne permet pas de déduire
quelque chose sur le point critique (car E[(h+ B@;)™] > 0 pour tout & € R, sauf si @
est a support borné) ; notons cependant que limy,_, . E[(h+ B ;)] =0.

FIG. 3.3 — On a représenté 1’énergie libre & +— F(P, k) en fonction de 2 (a B > 0 fixé) : il s’agit d’une
fonction convexe croissante, positive ou nulle. On a aussi représenté les encadrements F(f3,4) <
E[(h+Bor) ] etF(B,h) = F(0,h).

Au vu de la Remarque 3.12, le point A.(f3) marque une transition de phase entre
une phase localisée (F(,h) > 0, densité positive de contacts) et une phase délocalisée
(F(B,h) =0, densité nulle de contacts) : on notera £, D les régions correspondantes de
I’espace des parametres (f,h) € Ry X R,

L:={(B,h); F(B,h) >0}, D:={(B,h); F(B,h)=0}.

Notons que comme (f3,4) — F(B,h) est convexe, la région délocalisée D est convexe,
c¢’est-a-dire la fonction 8 — h.(f3) est concave.

Existence d’une transition de phase. La proposition suivante montre qu’une hypo-
these est nécessaire pour vraiment avoir une transition de phase, ¢’est-a-dire pour avoir
he(B) > —oo. Sa démonstration est laissée en exercice, voir I’Exercice 3.6.

Proposition 3.13. Si E(eP®) = 400 pour tout B > 0 alors F(B,h) > 0 pour tout
h € R et tout B > 0. En particulier h.() = —eo pour tout 3 > 0.
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Pour avoir une transition de phase, on va donc supposer la chose suivante :
3B €]0,+400] tel que A(B) :=logE[eP?] < 400 VB €]0,B0] . (%)

En effet, si A() < +eo, alors en utilisant I’inégalité de Jensen, on a

N

]E[logZﬁ’ } < logE[Zﬁjm =logE [exp (Z(h—l—k(ﬁ))]l{ief})]l{]ver}} :
i=1

ol on a utilisé le fait que les ; sont i.i.d. et la définition de A (). On reconnait la
fonction de partition homogene de parametre 2+ A (f3) : on en déduit donc que

1 .1
F(B,h) = lim NE[logZﬁ d < Jim —logZy s =F(O,h+A(B)).  (3.19)
Comme F(0,h+A(B)) =0 pour i+ A(B) < h. =0, cela montre que h.(f) > —A(B).

Propriétés trajectorielles. On va maintenant donner quelques propriétés du proces-
sus T sous la mesure d’accrochage P]ﬁ\,”f, suivant que 2 < h(B) ou h > h.(B).

a) Phase localisée h > h.(f3). On a le résultat suivant, di a [GTO06a].

Théoréme. L’énergie libre F(f,h) est infiniment dérivable dans la phase localisée
L={(B,h),F(B,n) > 0}.
En particulier, pour tout 2 > h.(f3), on a asymptotiquement une densité positive de

B.o .
contacts sous PN P

%F(B,h)— lim EB’ {Zﬂ{ler}} = ym EE[S? {Zﬂ{ler}}

N—oo N N—oo N

ou la limite existe [P-p.s. car F est dérivable, voir la Remarque 3.12.

L’article [GTO6a] montre en outre que les corrélations COVE]’Z(]I fiet)> Ly jef}) dé-
croissent exponentiellement vite. Il en est alors déduit [GT06a, Thm. 2.5] que, si My
est la taille de la plus grande excursion du processus de renouvellement, il existe une

constante Cp j, telle que pour tout € > 0 on ait limy Pﬁ ® (‘logN Cp | > 8) =0, en
[P-probabilité. Ce résultat est donc comparable a l’Exercwe 3.5 dans le cas homogene.

b) Phase délocalisée h < h.(f3). On montre le résultat suivant qui montre qu’il y a trés
peu de contacts dans la phase délocalisée.

Proposition 3.14. Si h < h.(B), alors il existe une constante Cy, > 0 telle que
Cy
EED? [ 1 } logN .
Z {IET} (ﬁ) h Og
Démonstration. Par convexité de h — log zb-o N, » en posant u = he(B) — h, on a I'inégalité

N
logZy 7, > logZ4 ) +u RS | Y W iery)
i=1
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ou on a utilisé le calcul (3.13) de la dérivée de logZB . En prenant I’espérance et en
utilisant la derniere identité du Théoreme 3.9 (due a la sur—additivité), on a

E[logZh ] +uEEL [Z ]1{,67}} <E[logZy 5] <F(B.he(B)) =0.
En utilisant la borne inférieure Zf]}? > POVthP(7) = N), on obtient I’inégalité

uEED? [Z 11{@} < —BE[wy] —h—1ogP(t; = N) < || —logP(z; = N)
(noter que i < h.(PB) < 0). D’apres I’hypothese (x) sur P(7; = N), on a le comportement
asymptotique logP(7;) ~ —(1 4 o) logN, ce qui donne I’inégalité voulue. O

Exercice 3.6 (Démonstration de la Proposition 3.13). On définit 7y = 0, puis par
itération Ty := min{i > T;_, @; > 2|g—|}

1. Montrer que pour tout N > 1 on a Z[TBNQ;Z > Hﬁvzl K(T; —T;- 1)e|h‘.

2. Montrer que, P-p.s. F(B,h) > limian_mﬁlogZE (‘;L — hmian_m% ]l\,l gZ?NfZ,
puis que
1
3. En utilisant qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que K(n) > cn~>*% pour tout

n > 1, en déduire que
1
F(p,h) >

=P (o > 2|h|/B) <|h| +logc+ (2+ a)logP (@ > 2|h|/B)) .

(|h] = (24 o) log E(T}) +logc)

4. Monter que si E(eP®) = +-c0 pour tout > 0 alors liminf,_,. —1 logP(@; > 1) =0.
En déduire que pour tout A < 0 il existe un 7 < A tel que

F(B. 1) > 3 |l P(an > 2[hl/B) > 0.

Exercice 3.7. On reprend I’exercice précédent en considérant maintenant le cas parti-
culier ot P(@; > t) ~t~¥ pour un certain y > 1. Etudions le comportement de F(3, /)
quand i — —oo (avec B > 0 fixé). On suppose dans la suite que I’on a & < 0. Changeons
la définition des 7}, : on définit Tp = 0 et pour k > 1 T := min{i > T;_, @; > t}, ol on

aposét:= %'

1. En adaptant les étapes 1.-2. de I’exercice précédent, montrer que

F(B,h) > ﬁ(ﬁi(ﬁwl +h| o >1) +E(logK(T1))) :

(On pourra noter que @7, a la loi de w; conditionnée a w; > ¢.) En déduire que
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F(B,h) > BE((@1 —1)1{p,5r) +P(@1 > 1)E(logK(T1)).
2. Montrer que E((@; — ) 1iw, >t}) ~ ﬁtl_y quand ¢t — 0. En déduire que

B B”

> . L 1—y: . P 1—y oo,
F(B.A) = (1=o(1)E 7 = (1=o(D)-2 7, s
3. Montrer que I'on a F(B,h) <E((Bw; +h)") = BE((@1 —1)1{4,>r). Conclure que
B}/ 1-y .
F(B,h) ~ E|h| , quand h — —oo.

3.4 Quelques propriétés du diagramme de phase

On va montrer dans cette section quelques bornes (inférieures et supérieures) sur la
courbe critique /.(f3). On va supposer dans toute la suite que 1’on a la condition () :
cela implique notamment que 1’on a E[wlz] < o0,

3.4.1 Le désordre facilite I’accrochage

Le théoréme suivant montre notamment que /.(f3) < 0 pour tout § > 0. On interpréte
cela comme le fait que le désordre abaisse le point critique : pour h.(B) < h < 0,
méme si &+ B @; est en moyenne strictement négatif (donc répulsif), on a quand méme
localisation !

Théoréme 3.15. Supposons que E[w;] = 0, E[w?] = 1 et aussi que K(1),K(2) > 0.
Alors pour tout B >0, on a h.(B) < 0. Plus précisément, il existe une constante c
telle que pour tout B > 0,

he(B) < —cIE‘J[log(peﬁw1 +1-p)], avecp:=P(let|2€71)€]0,1].

Soulignons d’emblée que d’apres 1’inégalité de Jensen, on a log( pePor 41— p) >
pBo; si @) # 0, I'inégalité étant stricte car p € ]0,1[ et eP® £ 1. Cela montre que la
borne supérieure est strictement négative pour tout 3 > 1. On peut de méme obtenir des
estimées sur cette borne supérieure quand 8 | 0 ou B 1 +oo (laissées en exercice) :

3pE[0f]B?  quand B 10,

E[log(peﬁwl —|—1—p)] ~ {ﬁE[(Dﬂ quand B 1 oo

Démonstration. La démonstration est présentée dans livre [Gia07] et dans les notes de
cours d’Hubert Lacoin. L’idée essentielle est de considérer des “paires de points™ de
renouvellement et d’observer qu’entre ces points de renouvellement, le désordre effectif
est de moyenne strictement positive.

On considere N pair et pour une réalisation de T donné, on note

In=1In(7T):= {nE{l,...,N—l}impair ,n—1letetn+1 E‘L’},
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qui correspond aux “paires de points” mentionnées ci-dessus, et on notera §; := 1 {ieTy}-
Pour f3,h fixés, on définit le désordre effectif suivant

@; = @;(B,h) :=logE etB o) Lier

5= 1} = log (pe" P 11— p),

2
ot pi=P(1 € 7] 2 € 7) = gz,

i.i.d. et que ’on a E[@;] > ph grice a I’inégalité de Jensen (I’inégalité est stricte car

h+ B w; n’est pas concentré en 0).

] Van\ ] ] ]
T A T T T

voir la Figure 3.4. Notons que les (®;);>; sont

| ¢~

=2

FiG. 3.4 — Conditionnellement a avoir i € Zy, le renouvellement peut soit visiter le point i (¢’est-a-dire
0; = 1, avec probabilité p) et récupérer "B soit ne pas visiter le point i (¢’est-a-dire §; = 0, avec
probabilité 1 — p) et ne rien récupérer.

Lemme 3.16. Pour tout N pair, on a

- N A N
Zyy, =E [CXP <Z(h +B@)(1—6)jieey + ), (f)i5i11{ier}) ]I{NGT}} :
i=1

i=1

Démonstration. Introduisons aussi I’ensemble Jy := {i € {0,...,N},i € t, 5 = 0}. En
conditionnant par Jy,Zy, on obtient

E {ezﬁil(hwwi)]l{,-g}]l (ver) ‘IN, jN} — oLicgy(htBwi)q (ner} E [eZiGIN (h+Bay) ’ IN,W} :

Ensuite, on observe que, conditionnellement a Zy (et Jy), les variables aléatoires
(]l{ief}),-ezN sont indépendantes, de loi de Bernoulli de parametre p (voir la Figure 3.4).
Ainsi, on obtient

E [e):ieIN (h+B i) ey

IN7\7N:| = H <peh+[3wi +1 —p> — eZieIN (f)i.
i€y

L’espérance conditionnelle vaut donc

E [e):évl (h+Ba;)

Ty, jN} _ pLicgy(hBwi)+Liczy @

Hie L ey i]l{Ner}

N

= exp (Z(h-i—ﬁwi)(l —5)1{zer}+2wl )]I{NET}

i=1
En reprenant I’espérance, on obtient la conclusion du lemme. O
Pour conclure la démonstration du théoréme, on utilise la sur-additivité de E[log Zﬁ w]

Comme F(f3,h) = supy>, NE[logZﬁ | d’apres le Théoreme 3.9, on a le critere de
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volume fini :

F(B,h) >0 = il existe un N tel que E[logZB’ ]>0. (3.20)

Pour obtenir une borne inférieure sur Zf, »» on applique I’inégalité€ de Jensen a la proba-
bilité conditionnelle P(- | N € 7) : avec le Lemme 3.16, on obtient
N e TD .

N

N
25w = PN e yexp (B[ Y (h+ Boy)(1 = )1 sery + Y. 081 1cxy
i=1 i=1

En prenant le log puis I’espérance, on obtient

N
EllogZ{;1’] > logP(N € 7) +hE | Y (1= §)1jjexy
i=1

N
N € ’C} +E[&]E [Zsi
i=1

Il reste donc a estimer les différents termes, mais avant cela, faisons quelques ob-
servations. Tout d’abord, on se concentre sur le cas 2 < 0 (car sinon on a la borne
inférieure F(B,h) > F(0,h)). Ainsi, dans le deuxidme terme on peut majorer 1 — & < 1.
De méme, d’aprés la définition de @;, on a @ = h+ log(peP® + (1 — ple ") >
h+1log(peP® 41— p). On en conclut que

E[logZﬁ’w] > logP(N € t) + h(Uy + Uy) +E[log (peP® +1—p) |0y,

ouUy =E [Z 1]1{161'} ’N €1|et Uv=E [Zl 15 ’N € 7|. En utilisant les résultats de
la Section 3.2.3, voir notamment (3.9), on obtient (exercice, on laisse de c6té les cas
o = 1 et oo = 0 pour simplifier) :

Uy iP(i ET)P(N—i€T) {N/E[Tl] si E[11] < +oo

= P(N € 1) caL(N)N* sia€]0,1],

et

Q)

iP i—1€1)PRet)P(N—-i—1€7) P2 DUy,

P(N € 1)
On en conclut que

E[logZﬁh] > logP(N € 1) —|—(1—|—0(1))((1 +p')h+ p'E[log (peﬁw1 +1 —p)})UN,

avec p =P(2 € ). Comme logP(N € 1) = 0(Uy), cela montre que, pourvu que / >

15 PR [log (peP® +1—p)],ona ]E[long,:Z)] > 0 pour N suffisamment grand, ce qui
implique que F(,4) > 0. Cela donne la borne voulue. O

3.4.2 Comparaison avec le modele annealed

Rappelons qu’avec I’hypothese (xx*), on a la borne supérieure (3.19), due a I’'inégalité
de Jensen :

F(B,h) = lim ~E[logZ8:] < lim %logE[Zf]:Z’] —F(0,h+A(B)).

N—oo N N—soo



82 3 Modele d’accrochage désordonné : premieres propriétés et diagramme de phase

La fonction de partition moyennée E[Z h] (ici égale a Zy ;45 (p)) est appelée fonction
de partition recuite (annealed en ang1a1s) elle correspond a prendre 1’espérance du
poids de Gibbs a la fois sur le processus de renouvellement et sur le désordre.

Remarque 3.17. On peut considérer la mesure de Gibbs associée a la fonction de partition
annealed : il s’agit d’'une mesure a la fois sur le renouvellement 7 et le désordre @, avec
pour mesure de référence P QP,

N
—B,ann eXP(Z h+[3wl)]1{l€f})]l{Ner}7
ZNh 1=

avec Zle’znn = ]E[ZZI\SIZ]

Ainsi, on appellera énergie libre annealed 1a limite F*™ (3, h) :=limy e ]l\, loglE [Zf,z)] =
F(0,h+ A(B)) et on notera h2" () = —A(B) le point critique annealed correspondant.
Noter que 1’on a la borne inférieure () > h2"™(B) = —A(B) et qu’on obtient facile-

ment que A(f) ~ SE[w?] B2 quand f3 | 0.
Si I’on suppose que dans (x*), on a

Bo := sup{ﬁ ZO,?L(B)<—|—<>°}, (3.21)
alors il est clair que 1’on a la dichotomie suivante :

(i) Si B < Po, alors k2™ (B) > —oo;
(i) Si B > Po, alors AZ" () = —oo (en réalité, F*""(f3, h) = +oo pour tout i € R).

On retrouve cette dichotomie, avec un critere légerement différent, pour le modele
quenched.

Théoreme 3.18. Soit By défini dans (3.21). Alors on a la dichotomie suivante :

(i) Si B < (1+ a)Po, alors ho(B) > —oo;
(ii) Si B > (1+ a)Po, alors he(B) = —oo.

Démonstration (Sous forme d’exercice). (i) On se fixe B < (14 o)y et on veut montrer

que F(B,h) = 0 pour & suffisamment négatif.

Soit v un réel tel que 1J+a <Y< (1+l§x)[50 noter que ¥ € |0, 1].

1. Montrer que F(f3,4) < limy_,e },LNlogE[(Zﬁ:Z))V].

2. En utilisant le fait que pour tout ensemble de réels positifs ¢; >0ona (Y a;)" <Y (a;)"
si v € (0,1], montrer que

N
Z’Bw Z Z HK ; — 1 YeYh'H’ﬁCOt

0=0<t < <t=Ni=

3. Enintroduisant ¢y := Y~ K(n)" < +oo (car y(1 + «) > 1), en déduire que

Zﬁ 21 < Z Z ﬁ ) A(vB)—logey

=11=0<t1<--<tp=Ni=1
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ot K(-) vérifie Y= K(n) = 1.

4. En déduire que F(B,h) < )l,l:"(yh + YA(B) —logcy), ou F est I’énergie libre d’un
modele d’accrochage homogene avec un renouvellement sous-jacent de loi inter-
arrivée K (-), qui vérifie aussi la condition ().

Conclure.

(ii) Soit B > (14 a)Bo; on se fixe € > O tel que B > (14 o+ €)Pp. On reprend la trame

de I’Exercice 3.6 (et de I’Exercice 3.7) pour montrer que I’on a F(f3,4) > 0 pour tout

h € R. On fixe A = A(B,h) (a choisir plus tard) et on définit 7o = 0 et par itération

T = l’l’lil’l{i > Ti_1,0; > A}.

1. En reprenant les question 1.-2.-3. de I’Exercice 3.7, et en utilisant qu’il existe une
constante c¢ > 0 telle que K (n) > cen™1+1%+€) pour tout n > 1, montrer que

F(B,h) > P(w; > A) <h+[3A+logcg +(1+ 0 +€)logP(ay 2A)> .

2. Montrer que quand A — oo, on a logP(w; > A) ~ —PBoA.
En déduire que pour tout 2 € R, on peut choisir A = A(f,h) > 0 tel que F(f3,h) > 0,
puis conclure. O

Remarque 3.19. La question de savoir si () < —ou h.(f) =—a = (1+ )Py
est ouverte et devrait dépendre de maniere plus fine des lois de 7 et de @. On peut
cependant montrer (exercice ?) que si A(fy) = oo, alors on a h.((1 4+ a)fy) = —oo;
mais la réciproque est fausse.

3.4.3 Résumé du diagramme de phase

() =" 2(8) helB)

FIG. 3.5 - Diagramme de phase : 1a courbe critique 8 — () est concave et sépare la phase localisée £
(c’est-a-dire i > h.(B)) de la phase délocalisée D (c’est-a-dire 7 < h.(f3)). On a aussi résumé les
bornes obtenues : on a —A(B) = h2™(B) < he(B) < —cE[log(peP® +1— p)]; noter que les bornes
inférieures et supérieures sont toutes les deux de ’ordre de B2 quand B | 0. Aussi, —A () “explose”
en Py alors que & (B) “explose” en (1+ o) Po.



Chapitre 4

Pertinence vs. non-pertinence du désordre pour le
modele d’accrochage

La question de I’influence du désordre est un probleme général pour des systemes
physiques : il s’agit de savoir si les caractéristiques du systeme (notamment les propriétés
de la transition de phase) sont impactées par la présence d’inhomogénéités. Autrement
dit, il s’agit de savoir si le systeme est “stable” lorsque 1’on introduit du désordre.

Ce chapitre s’intéresse a cette question dans le cadre du modele d’accrochage, pour
lequel une réponse (presque) complete a €t€ apportée ces dernieres années.

4.1 Préliminaires sur la pertinence/non-pertinence du désordre

On souhaite donc répondre a la question suivante : le modele d’accrochage désordonné
possede-t-il des caractéristiques différentes du modele homogene (ou annealed) ?

4.1.1 Pertinence vs. non-pertinence du désordre et critere de Harris

Considérons un systéme physique homogene, en dimension d > 1 (disons sur Z%), muni
d’un parametre & qui peut varier (la température, un champ extérieur, etc.) et supposons
que le systeme traverse une transition de phase lorsque le parametre £ varie. On se pose
alors la question de I’'influence du désordre sur cette transition de phase, dans les termes
suivants. Soit (@y),.7« des variables aléatoires i.i.d. centrées réduites et soit § > 0
un parametre réglant I’intensité du désordre. On considere alors le systeme précédent
perturbé par le désordre (®,) en modifiant localement le parametre 4 : au site x, le
parameétre est maintenant 4 + 3 @,.

La premiere question a se poser est de savoir si le modele désordonné possede toujours
une transition de phase (ce qui n’est pas nécessairement le cas, comme on 1’a vu). Si
une transition de phase a lieu, a un point critique 4.(f3), on peut alors comparer les
caractéristiques de la transition de phase du modele désordonné (quenched) et celles du
modele annealed (qui est le modele naturel auquel comparer le modele quenched). On
se pose alors la question de la pertinence vs. non-pertinence du désordre :

* Si pour une intensité de désordre suffisamment faible le modele quenched a des
propriétés critiques proches de celles du modele annealed, on dit que le désordre est
non-pertinent (irrelevant disorder) ;

* Si, quelle que soit I’intensité du désordre, le modele quenched a des propriétés
critiques différentes de celles du modele annealed, on dit que le désordre est pertinent
(relevant disorder).

On peut se poser la question de la pertinence du désordre en termes de points critiques ou
en termes de comportement critique de I’énergie libre. Reformulons la pertinence/non-

84
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pertinence du désordre sous cet angle (dans le cadre du modele d’accrochage pour
simplifier) :

* S’il existe B; > O tel que pour tout B € |0, B;[ on ait
he(B) =h""(B) et F(B,he(B)+u)~F"(B,h"(B)+u) quand ulO0,

alors le désordre est dit non-pertinent.
e Si pour tout f >0 on a

he(B) # ™ (B) ou F(B,he(B)+u) £ F™ (B, h™(B) +u) quand u ] 0,

alors le désordre est dit pertinent.

Critere général de Harris. Le physicien A.B. Harris donna dans son article [Har74] des
prédictions générales pour déterminer si le désordre est pertinent ou non. La prédiction
est basée sur I’exposant critique du modéle homogene : si la longueur de corrélation !
& = &(h) du modele homogene posséde un exposant critique v, c’est-a-dire si on a
E(he+u) ~u~" quand u | 0, alors Harris prédit que 1’on devrait avoir

non-pertinence du désordre si v > 2/d,
pertinence du désordre si v < 2/d.

Il s’agit de ce qui est désormais appelé critére de Harris. Noter que le cas v =2/d,
appelé marginal, n’est pas inclus dans la prédiction ; en pratique, il dépend des détails
du modele considéré.

Critere de Harris, cas du modele d’accrochage. Dans le cadre du modele d’accro-
chage, on est dans le cadre d’un systeme de dimension d = 1. De plus, il a ét€ montré
dans [Gi1a08] que pour le modele homogene on a la relation suivante entre la longueur de
corrélation et 1’énergie libre : £(h) = 1/F(h). Ainsi, au vu du Théoréme 3.5, I’exposant
critique de la longueur de corrélation est v := max(é, 1). Le criteére de Harris donne
donc la prédiction suivante pour le modele d’accrochage :

non-pertinence du désordre si @ < 1/2,

. . : (4.1)
pertinence du désordre si @ > 1/2.
Ces dernicres années, le modele d’accrochage a servi de banc d’essai au critere de Harris,
notamment car il possédait les avantages : (i) d’€étre un modele de dimension d = 1
dont la version homogene est tres bien comprise ; (i1) d’avoir une classe de modeles
dépendant d’un parametre o (voir (x)) permettant de couvrir tout le spectre du critere
de Harris, dont le cas marginal o = % (qui contient notamment le modele d’accrochage
de la marche aléatoire simple sur Z).

La prédiction (4.1) a maintenant ét€ completement démontrée dans le cadre du modele
d’accrochage, le cas marginal o = 1/2 ayant aussi été traité. Le but de ce chapitre est
essentiellement de montrer le critere (4.1).

1. Je ne donnerai pas ici de définition précise, mais il s’agit de la longueur ou les corréla-
tions entre les observables du modele se font sentir. De maniére plus ou moins formelle, &(h) =
lim || —y00 — log | Covy,(8y, 8¢) |, ¢’est-a-dire | Covy(8y, Ov)| =~ exp(—|lx —x'|| /& (1))
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4.1.2 Monotonie de la pertinence

Avant de traiter le cas de la pertinence/non-pertinence du désordre, notons que le
désordre est pertinent si et seulement si i.(f3) > h2"™ () pour tout B > 0; rappelons que
I’on a montré I’inégalité h.() > h2"™(f). La proposition suivante montre que 1’écart
entre les points critiques quenched et annealed est monotone en f3.

Proposition 4.1. La fonction B +— h.(B) — h2"™(B) est croissante.

En particulier, il existe un B, = inf{ B, h.(B) > h2"(B)} > 0 tel que les points critiques
sont égaux pour tout < fB. et différents pour tout B > .. On peut voir cela comme une
autre transition de phase, appelée transition de faible désordre (B < B.) a fort désordre
(B > B.). Ainsi, la pertinence du désordre revient simplement a dire que ’ona 3, =0;
autrement dit, on est dans la phase de fort désordre pour tout S > 0.

h B. h
, 6o

BB N he(B) B () he(B)

FiG. 4.1 — La croissance de 8 — h () — h2"™(B) montre 1’égalité des points critiques jusqu’a un
certain f3; : si B. > 0 (a gauche) le désordre est non-pertinent; si B, = 0 (a droite) le désordre est
pertinent.

Démonstration. Pour démontrer la Proposition 4.1, il nous suffit de montrer que, pour
tout u € R, la fonction 8 — F(B,h%"(B) + u) est décroissante. En effet, par définition
du point critique 4.(f) on a

he(B) —he™ (B) = inf {u; F(B,hg"™ +u) > 0},

qui sera alors croissante.
Rappelons que /2™ (B) = —A(B) avec A(B) = logE[eP®]. 1l nous suffit donc de
montrer que, pour tout N € N et tout u € R, la fonction

. ﬂ,(D ﬁ,(D — AL u i_)v 6,'
fu: B E[logZyy ;5] ZNM_W)_E{eZZﬂ +ho—2(B) 5N}

est décroissante (on a posé §; = 1;c71). En dérivant par rapport a 3, on a

d fn [ Y , N - .
O _ gl L g 0 — M (B))8) | ELiwBa—4(5)d s ]
8 ~Elgo -(;( (8)5)] v

i N
pfertaael L (3
- ONu-Ap)
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On va montrer que, pour toute réalisation de 7, ¢’est-a-dire pour tout (&;)1<;<y € {0, 1}V

fixé, on a
N

1 N _ :

* [Zﬁw— ( ) (0= A’(ﬁ))éi)e2f=1<ﬁ“’l W”@] <0. (4.2)
Nu-Ap) =

Pour cela, on remarque que L1 (Bo=A(B))3: gt positive et d’espérance 1 (par rapport

a [E) : on peut donc I'interpréter comme une densité de probabilité. Ainsi, pour T fixé,

on définit la mesure de probabilit€ P}, N g Par sa dérivée de Radon-Nikodym :

dPy, ,
He (Boi=2(P)Ljicz) (4.3)

Il s’agit d’une mesure produit : sous P}, 8 les (®;)1<i<y sont indépendantes, de loi P si
i ¢ Tetdeloi Pg sii€ 7, ouPpg estlaloi de o tiltée de B, ¢’est-a-dire
dPﬁ eﬁwi
— Poi—AB) _ 4.4
dIP) (a)l) € * ( . )

E[efoi]
On peut donc réécrire le terme de gauche de (4.2) sous la forme suivante :

T 1 N o .
i [m(;<w, v (B3)|

On utilise alors I'inégalité de Harris ci-dessous, aussi appelée inégalité FKG (pour
Fortuin—Kasteleyn—Ginibre, dans un cadre plus général).

Théoréme (Inégalité de Harris—FKG). Soient (®;)1<i<p des variables aléatoires réelles
indépendantes (pas nécessairement de méme loi) et soient f,g : R" — R deux fonctions
croissantes (c’est-a-dire croissantes coordonnées par coordonnées). Alors on a

Elf(or,...,00)8(@r,...,0,)] > E[f(or,...,0,)]|E[g(ar,...,0)].
Notons que pour tout f > 0, les fonctions

(oy,..., )n—>Zﬁ

YN (utBao—2(B))S;
Nu—A(B) — E[ 5N}

2

((01,...,(01\7) — . (a)i—ﬂt’([i))&-

sont croissantes. Ainsi, (®y,...,oy) — 1 /Zf]’u a(p) est décroissante et I'inégalité FKG
(’'inégalité est inversée si I’une des fonctions est décroissante) nous montre donc que

T 1 u / T 1 T Al /
N.B [W(;(wi—l (ﬁ))@)] <Eypg [Zﬁw—] N.B L;(wi—l (B))oi| -
Nu—A(B) Nu—A(B)
Il reste & remarquer que dans le cas 6; = Oon a E}, ¥ [( A(
dans le cas & = 1 on a Ef [(0;—A'(B))8] =Eg[a] —A/(B
identité on a utilisé€ la définition (4.4) de Pg pour avoir

B) ] = 0 et aussi que
) = 0. Pour la derniere
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o1 O Y
WEMMB ] = ﬁloglﬁi[el3 J=A(B).

Cela conclut la démonstration de (4.2) et donc de la Proposition 4.1. O

EB [a),] =

Exercice 4.1 (Inégalité de Harris—-FKG). La démonstration se fait par récurrence.

1. Soit n = 1. Soient @y, @] deux copies indépendantes de ;.
Montrer que E[(f (1) —g(@1))(f(w]) —g(®]))] > 0, puis conclure.

2. Soit n > 2. On pose f(w;) =E[f(or,...,a,) | o] et g(@1) =E[g(®y,...,0,) | @].
En appliquant I’inégalité pour n = 1 a f, g, montrer I’étape de récurrence et conclure.

4.2 Martingale et transition de faible a fort désordre

4.2.1 La martingale et sa transition de phase

Pour avoir une indication si les modeles quenched et annealed ont des comportement

proches, une indication est donnée si I’on regarde le systeme guenched au point critique
annealed h2"™(B) = —A(B). On pose

™M=

25 =2 () = | oxp (L (Boi— 1(B))3)] (4.5)

|
—_

i
ou on a considéré ici la fonction de partition du modele libre (sans la contrainte N € 7),
voir (3.4). S1 W, [5 reste proche de E[W, [3] = 1, cela suggere que les modeles quen-

ched et annealed ont des comportement proches (au moins a 42" (f)). Si en revanche
ﬁ tend vers 0, cela signifie que I’espérance E[W\? ﬁ] = 1 est portée par des réalisa-

tions atypiques de 1I’environnement o ; cela suggere que le modeles quenched aura un
comportement différent du modele annealed (au moins a 22" (f3)).

Lemme 4.2. Pour tout B > 0, la suite de variables aléatoires (Wy g)n>0 est une
martingale pour la filtration Fy := o(w;,i < N). Il s’agit d’'une martingale positive,
on peut donc définir la limite presque siire suivante :

Wooﬁ = 1\171_I>IZQWN’B o

Exercice 4.2. Montrer le lemme 4.2.

La question que I’on se pose est maintenant de savoir si cette limite est dégénérée
ou non, c’est-a-dire si W,, g = 0 ou non, ce qui devrait &tre li¢ a la pertinence ou
non-pertinence du désordre. Une remarque importante est la suivante :

I’événement {W,, 3 = 0} appartient  la tribu asymptotique Q = () O,
k>0

ol Q; = o(w;,i > k). En effet, pour tout k > 1, on a les bornes suivantes (exercice) :

P(1 :k)eﬁwk—l(ﬁ) WN "8 <Wwﬁ < eLi- 1/3|“’1|P(k€ )WN kB pour N > k.
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Cela montre que pour tout k > 1, {W,, g = 0} = {limy W]\?i(;; p= 0} € Ok, qui est ce
que I’on devait montrer.

D’apres la loi du 0-1 de Kolmogorov, on a P(W,, g = 0) = 0 ou 1, ce qui pour résumer
donne la dichotomie suivante :

soit Wo5 >0 P-ps.  ~ faible désordre,
soit Wo 3 =0 P-p.s.  ~ fort désordre.

N—poo

lim WN’ﬁ = Wooﬁ avec {

On a de nouveau utilisé la dénomination faible et fort désordre, mais elle a ici un
sens différent de celle introduite dans la Section 4.1.2. On utilise cependant la méme
terminologie car il est conjecturé que les deux notions coincident.

Transition de phase. Le résultat suivant, basé sur une propriété de monotonie de
I’événement {W,, g = 0}, montre qu’il y a une transition de phase entre une phase de
faible désordre et une phase de fort désordre.

Proposition 4.3. I/ existe un ﬁc > 0 tel que

Wop >0 P-ps.  pour < ﬁc,
Wop =0 P-ps. pourf > i

Il est conjecturé que 1’on a Bc = B, ou B, est le point critique pour I’égalité des
points critiques quenched et annealed, voir la Proposition 4.1. Ainsi, les deux notions
de faible désordre (W., g > 0 ou h.(B) = hi"(B)) et de fort désordre (W,, 3 =0 ou
he(B) > h2™(B)) devraient coincider, au moins pour 8 # f,.

On va démontrer plus bas que si W,, g > 0 alors P-p.s. alors () = hZ"(B) (et les
comportements critiques quenched et annealed sont proches), voir le Théoreme 4.9 En
particulier, cela montre que 3. > B..

Démonstration. Le cceur de la démonstration de la Proposition 4.3 repose sur les mémes
outils que celles de la Proposition 4.1, on donne simplement ici les principales €tapes,
sous forme d’exercice. On se fixe y € |0, 1].
1. Montrer que limy . E [( A(;’ﬁ)y] =E[(W.p)"].

En déduire que W,, g = 0 P-p.s. si et seulement si limy_,o E[ (W B)”] =0.

2. Montrer que pour tout N € N, la fonctionf — E [(W,? ﬁ)V] est décroissante.

On pourra dériver puis utiliser I’'inégalité FKG exactement comme dans la démons-
tration de la Proposition 4.1.

3. Conclure. O

4.2.2 Critere pour la transition de phase

On donne ici le résultat principal de cette section, qui permet de déterminer si 1’on a
vraiment une transition de phase, ¢’est-a-dire si B, = 0 ou . > 0. On suppose que le
processus de renouvellement sous-jacent est récurrent et vérifie 1’hypothese (x).
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Théoréme 4.4. On a B. > 0 si et seulement si Y2 o P(n € T)> < oo,
En particulier, B, >0 si o0 < 1/2 et B. =0si o > 1/2.

Pour la deuxieme partie du théoreme, on peut utiliser les estimées (3.9) de la
Section 3.2.3. On en déduit que si E[7]] < 4o (en particulier si @ > 1), alors
P(n € 1) — E[11]7!, ce qui montre que Y'>_ (P(n € 7)? < +oo. Le cas a = 1 tombe
dans le méme cadre, car alors P(n € T) ~ E[71 17, <] est une fonction a variation lente.

Sioae]0,1],alors P(n € 1) ~ caL(n)*ln*(lfa) eton adonc Yo P(n € 7)% < 4o
si et seulement si

[ee]

Z 2n1+2a < e

On retrouve le critere donné plus haut : la somme est finie (donc ﬁ >0)sia<1/2et
elle est infinie (donc BC =0)sia>1/2.

Dans le cas @ = 1/2, on obtient ﬁc > 0 si et seulement si ), L( e < 4o Notons

que dans le cas de la marche aléatoire simple, la fonction a variation lente L(n) converge
vers une constante : cela signifie que la somme est infinie, donc que B, = 0; et cela
suggere que le désordre est pertinent dans ce cas.

Remarque 4.5. Notons que si 7,7’ sont deux copies indépendantes d’un processus de
renouvellement, I’intersection p = TN 7’ est un processus de renouvellement. De plus,
le processus p est transient si et seulement si E[|p|] < +eo; en effet, grace a la propriété
de renouvellement, |p| suit une loi géométrique de paramétre P(p; = +eo) donc p est
transient si et seulement si P(p; = +o0) = E[|p|]~! > 0. Ainsi, p = TN 7’ est transient
si et seulement si

oo [ee]

E[lp)]=Y P(nep)= Y P(ne 1)’ < +e.

n=0 n=0 O

Cas Y (P(n € 7)? < +oo, TN 7' transient.

On doit montrer ici que ﬁc > (. On va en fait donner une borne inférieure sur Bc en
controlant le moment d’ordre deux de W B Notons que I’on peut écrire

(W25)? =E [exp (i(ﬁw,- —A(ﬁ))&-ﬂ E [exp (i(ﬁa» —A(B))(S{)]

i=1
— E®2 [exp(g" (Ba; — (5,-—|—5,~')} ,

ou 7,7’ sont deux copies indépendantes du renouvellement et §; = Lyiceys o/ =1 {ict'}-

En prenant I’espérance, et en notant que E[e(Bei—A(B))(8i+8)] — oA (2B)=24(B))&:5]  op
obtient

N
B[(W5)%) =E°* [exp ((2(2B) ~24(B) ¥ L]
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Par convergence monotone, on a

supE[(W25)%) = E°2 [exp ((2.28) ~24(B)) X 1|

N>1

Comme p = TN 7 est transient, [p| = Y| I jcsney est une variable aléatoire géomé-
trique de parametre p = 1/E[|p|] > 0, ot E[|p|] = £°_,P(n € 7). On obtient donc

;EE[(W]\(;’[;)Z] < oo pour B < B :=sup{B,A(2B) —2A(B) <log (1%5)}.

Notons que 3, > 0 car A(28) —2A(B) ~ B? quand 8 | O et peut notamment &tre rendu
arbitrairement petit.
En conclusion, pour tout § < f3, la martingale (W,? 5 )n>0 est bornée dans L*(PP). Elle

converge alors dans L?, donc dans L', et en particulier E[W,, g] = limy_.. E[W,? ﬁ] =1,
ce qui exclut d’avoir W, g = 0 P-p.s. On a donc montré que si TN 7’ est transient alors
W g >0 P-p.s. pour tout § < 3, ce qui montre que Be> B> 0. 0

Remarque 4.6. Une conséquence des résultats de [AB18] est que ’on a ﬁc > [, pour
tout o < 2/5. Tl est conjecturé que c’est en réalité le cas pour tout o < 1 /2. Cela signifie

qu’il existe un régime B € (B, B.) ol la martingale converge p.s. mais pas dans L?. [

Cas Yo P(n € 7)? = 40, TN 7’ récurrent.

On se fixe § > 0 et on veut montrer que ’on a W, g = 0 p.s.; il nous suffit en fait de
montrer que W7 g 0 en probabilité. On va utiliser la caractérisation suivante de la

convergence en probabilité.

Lemme 4.7. S’il existe une suite (Ay)n>1 d’événements tels que Ay € 6(@;,i < N)
et qui vérifient :

lim P(Ay) =1 et lim E[Wy514,] =0, (4.6)

N—roo N—oo

alors (Wy ﬁ) N>1 converge en probabilité vers 0.

Démonstration. La démonstration est tres simple : pour € > 0, on a
P(Wys > &) <P(AR) +P(Wyplay > €) <PAY) +e 'E[Wyslay],
qui tend vers O quand N — oo, par hypothese. O

Notons que W,? p=0et E[W? B] = 1. On peut donc voir W p comme une densité de

probabilité, et définir By 4 par
dPy g
dP
On possede une interprétation de la loi I@’N’ g : pour tout événement A on a
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N
EDN,B(A):E[ B]lA [ {U (Bay—A ]l{ier}H :E[ 11\7773(14)}’ 4.7)

ou P}, N.B est définie en (4.3). Autrement dit, la loi de (@;)1<;<y sous EDN,B est obtenue de
la maniere suivante : on tire un processus de renouvellement T sous P puis on tilte ensuite
de B les w; pour i € 7. On rappelle que sous P li' les (@;)1<i<y sont indépendants, de

loi Psii¢ tetdeloi Pg sii € 7, voir (4.3)-(4.4); noter que sous ]P’N’ﬁ les @; ne sont
plus indépendants !
Le Lemme 4.7 montre donc que pour obtenir la convergence vers 0 de (W B) N>1s

on doit trouver une suite d’événements (Ay)y>1 qu1 sont typiques sous PP, c’est-a-dire

]\1711’11 P(Ay) = 1, mais deviennent atypiques sous Py B Cest-a-dire hm ]P’N p(An) =0.
%

Autrement dit, on doit montrer que la loi IP)N7 p devient étrangere a la mesure P.
Il reste simplement a bien choisir les événements Ay. On va essentiellement traiter le
cas o > 1 dans (x); on discutera du cas ¢ = % plus bas.

Cas o > % On considere I’événement
N
Ay={Xy<ay}, ou Xy:= Z(Ui:

et ol ay est une suite que I’on va déterminer plus bas, telle que ay > /N.
* limy_P(Ay) = 1. Ce point est facile : comme on a E[Xy] =0 et Var(Xy) = N,
I’'inégalité de Bienaymé—Tchebychev montre que

1 oo
P(A§) < — Var(Xy) == 0,
an
grice au choix ay > v/N.
e limy e I@)N, g(An) = 1. Notons que, au vu de I'interprétation de I@’N, g>ona

Py p(An) =E [P} s (Xv < an)]

(4.8)
<E [P} p(Xy < an) i, jxy)2a}] +P (BY p[Xn] < 2av)

Pour le premier terme, on a, pour une réalisation de 7 fixée,
1
B (XN < )L, 2y < B p (X — 5 g X0] < —an) < - Var o (X).

o .
avec, par indépendance des (@;)1<;j<y sous PY s

N
VarNﬁ Xy) = ZVarNﬁ w;) Z (Var(e;) 1 ;¢ + Varg (@)1 jeqy) < max(1, GB)

Comme ay >> v/N, on obtient que le premier terme dans la borne supérieure de (4.8)
tend vers O quand N — oo.
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Il reste le dernier terme de (4.8). Comme Eg[w;] = A'(f8), on a pour une réalisation
de 7 fixé, ]E]T\, [Xy] = A'(B) XY, & et on doit estimer la probabilité

<Z5 < )’/ aN) <P(’L'kN >N) ou ky:= U,%B)ajﬂ.

Il reste a effectuer le choix de ay (donc de ky) pour que cette probabilité tende vers 0,
en s’assurant que ay > /N (ce qui est équivalent 2 A’(B)ky > v/N).

Si E[71] < +oo. Alors la loi des grands nombres montre que limy_s. P(7, > N) =0 si

(B)
E[7]”

=

ky < ¢N avec ¢ < 1/E[ty]. Il nous suffit donc de prendre ay = ¢’N avec ¢ =

vérifie bien ay > v/N.
Si E[11] = 4o, @ > % On peut majorer la probabilité en utilisant un argument de
troncation puis I’inégalité de Markov (qui s’avere optimal) :

qui

N

kn
P(TkN>N)§P(3i§kN7Tl Ti— 1>N)+P(Z( — Ti- 1)]1{7 —Ti- 1<N}>N)
i=1

k
<kyP(1i >N)+ NNE[TI]I{T1<N}] ;

ou pour la deuxieme inégalité on a utilisé la sous-additivité et I’inégalité de Markov.
Maintenant, si & < 1, grice a (x) on a P(7) > N) ~ coq L(N)N~% et aussi E[71 1 7 <py] ~
coL(N)N'=%, donc

P(t, >N) < ckyL(N)N~*. (4.9)
11 suffit donc de choisir ky < L(N)~IN% avec A'(B)ky > +/N, ce qui est toujours
possible si & > 7. Si @ = 1, on obtient une borne supérieure P(ty, > N) < ckyL*(N)N~!
pour une fonction a variations lente L*(-), et il suffit de choisir N < ky < L(N)~'N.

Cas a = % Dans le cas o = %, le choix d’événement Ay ci-dessus ne fonctionne pas
(sauf si L(N) — +o0). Introduisons les notations

u(n):=P(net) et  Ry:= iu(i)z

de sorte que I’hypothese du Théoreme 4.4 est que limy_; Ry = +o0. On définit alors
I’événement N
Ay = {XN §aN} ou Xy:= Zu(i)wi,
i=1
avec ay < v/ Ry.

* limy_,P(Ay) = 1. La encore, ce point est facile : comme on a E[Xy] = 0 et
Var(Xy) = N Y u(i)*> = Ry, donc I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev montre que
P(Ay) < & RN — 0.

N

o limy_00 Py p(An) = 1. De mani¢re analogue a (4.8), on a

]P)N[S(AN) <E [IP)N l}(XN < aN)]l{Er {XN]>2CZN}:| +P (Elﬁb\-],ﬁ [XN] < 261]\]) ,
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et le premier terme tend vers O pour les mémes raisons que précédemment, car pour
toute réalisation de 7 fixée on a Var}, 8 (Xy) < max(1, GI%)RN.

En posant Yy = YN( ) := Y  u(i)&;, il ne reste qu’a montrer que la derniére probabi-
lité, qui est P(Yy < 77757 ( BYAN an ), tend vers 0. Cela découle de la convergence en probabilité

suivante

1 1 &
—Yy=—) u(i)6 = 1 quand N — oo.
Ry RNt 1

Comme on a clairement E[Yy| = Ry, cette convergence en probabilité découle du fait que
Var(Yy) = 0(R%) quand N — oo, qui est donc 1’unique chose qui nous reste & montrer.

Faisons le calcul de Var(Yy) :

N N

Var(Yy) = Zu )% Var (8 2; ';lu(i)u(j)(E[Sié‘j] —E[8]E[6)])
< RN+2;u(i)2 L ul)li =9 —u()).

Notons que grice a (3.9) on a u(n) ~ L(n)~'n~'/2. Ainsi, on obtient u(j— i) /u(j) —
quand j — +ooavec (j—i)/j— 1; autrement dit, pour tout € > 0 il existe un C¢ tel que
u(j—i)—u(j) < eu(j) pour tout j > Cgi. On en déduit que

N N Cei
Var(Yy) <Ry+2e) u(i)? Y u +2Z u Z (J)u(j—1)
i=1 j=Cei j=i+l
, /i 1 (Cil)l // N
gi:IL(l)3l3/2 io1 Lk )kl/z zzl

ol on a utilisé I’équivalent de u(n) (avec les propriétés des fonctions a variations lentes

dans la note de bas de page 62). Il reste maintenant a utiliser le fait que #]\7)2 = o(Ry)

quand N — oo, voir [BGT89, Prop. 1.5.9a] (ou procéder comme dans la question 4 de

I’Exercice 3.3), pour avoir que le dernier terme est majoré par Zl 1 LE’;") 0(R12\,), en

utilisant aussi que (R;);>0 est croissant donc R; < Ry. Comme € > 0 est arbitraire, cela
montre que Var(Yy) = o(R%), comme annoncé. O

Remarque 4.8 (Désordre intermédiaire). La démonstration précédente fonctionne méme
si le parametre B dépend de N et tend vers 0. On laisse le soin d’adapter la preuve
ci-dessus, en suivant notamment la dépendance de ay en f (noter que A'(B) ~ B quand
B 1 0). On peut obtenir les résultats suivants (on omet le cas & = 1 pour simplifier) : si

(By)n>1 est tel que

limy 0 By v/ N = o0 sio>1,
limy e BVL(N)NZ ™% = 400 siae]l 1],
limy_eo ﬁN\/ N = +oo Sl o0 = %,

alors (W,? ﬂN) ~n>0 converge vers 0 en probabilité.
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. . . A 1
Il s’avere que, dans le cas o € ]%, 1[, si I’on choisit By = BL(N)"'N*"2 =0, la
fonction de partition (W, ﬁN) N>0 converge en loi vers une variable aléatoire W_ p non-

dégénérée, c’est-a-dire non nulle (comme dans le cas ou B > 0) et non égale a 1 (comme
dans le cas = 0). Il s’agit d’un régime dit de désordre intermédiaire, qui a été beaucoup

étudié ces dernieres années, a commencer par [CSZ17a]. On dit que ﬁL(N ) "IN a=3 egt
une fenétre critique, en quelque sort ou a vraiment lieu la transition entre faible et fort
désordre.

Le cas marginal o = % est beaucoup plus difficile et il n’y a que tres peu de résul-
tats pour la limite de désordre intermédiaire dans e cadre du modele d’accrochage,
voir [CSZ17b]. Au vu de résultats récents dans un contexte similaire, on peut s’ attendre
a ce qu’il faille zoomer autour de \/LRiN pour observer un régime de désordre intermé-

diaire, c’est-a-dire prendre By — \/LRiN = O(RLN) O

4.3 Non-pertinence du désordre

On va montrer dans cette section le résultat suivant (dont la démonstration est empruntée
a [Lac10]), qui montre que dans le régime de faible désordre, les points critiques
quenched et annealed sont égaux et les comportements critiques sont proches.

Théoreme 4.9. Soit > 0 tel que W p = limy e W]\‘;’ﬁ > 0 p.s. Alorsona h.(B) =
B (B) et F(B,he(B) + 1) = uwa () quand u | 0.

Combiné avec le Théoreme 4.4 (et la Proposition 4.3), un corollaire immédiat est le
suivant.

Corollaire 4.10. Si Y P(n € 7)? < +oo (en particulier si o < 1/2), alors le
désordre est non-pertinent.

En effet, B, > 0 et pour tout B < B. on a h(B) = h*™(B) (autrement dit B, > f3.) et
F(B.he(B)+u) =F"(B,ng™ (B) +u)"**) quand u | 0.

La démonstration du Théoreme 4.9 est basée sur le lemme suivant, qui montre que
s W“’B > 0 p.s., la mesure d’accrochage libre Pﬁ, ann () € “est-a-dire sans la contrainte
{N € 7} voir (3.3), est “proche” de la mesure de référence P, dans le sens ou les
événements qui sont typiques sous P le sont aussi sous Pf, han (B)+

Lemme 4.11. Soit (Ay)nN>0 une suite d’événements avec Ay € o(tN[0,N]) telle que
limy_,. P(Ax) = 1. Alors si W:j’ﬁ > 0 p.s., on a aussi

lim Pﬁ’ham(ﬁ)(AN) =1 dans L' (P).

N—o0
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Démonstration. On va travailler avec le complémentaire de Ay. Soit € > 0 arbitraire.
Alors

E[Pg Z)ann(ﬁ)(Afv)] S IED( I\C;ZB < 8) +]E|:P][3, fann(ﬂ)(Afv)ﬂ{Wﬁfgzg}] .

Pour le deuxi¢me terme, on utilise que W,? Np = Zf] zfmn B) est la fonction de partition
libre, on obtient
po I 3
PNhann([})(AN)]l{Ww >e} = W—(" [GXP(Z ﬁ(DI )]IAC}]I{W“’ >e}

N, i=1
<t [ew (Y (B0 M .

En prenant I’espérance, comme E[eﬂ @~A(B)] =1, on en déduit que
E[PRpun ) (AN)] SP(Wig <€) + & P(AG).

En prenant la limite quand N — eo, 1a borne supérieure converge vers P(W,, g < €), qui
peut étre rendue arbitrairement petite en prenant € | 0, par hypothese. O

Démonstration (du Théoréeme 4.9). Soit u > 0. Rappelons que I’on a d’apres le Théo-
reme 3.9 et la Remarque 3.10, il existe une constante ¢ (= ¢;, g) telle que 1’énergie libre
vérifie
logN

N

N,h2™(B)+u
pour tout N > 1. Maintenant, par convexité, on a

F(B,h2"™(B)+u) > ]lVIE[logZﬁ o |—c

N
5,0 5,0 =p.0
logZN (B = logZy; Jann () UEN jann [Z 5,1 :

donc en utilisant la borne long, Z:mn([s) >logP(t; > N) > —c'logN, on obtient

F(B.H™(B)+u) > —E[Eﬁi;nn [i H ol

=1

Considérons la suite d’événements Ay := { ¥ & > ky}, ol ky est un entier a
déterminer; on va appliquer le Lemme 4.11. On a comme dans (4.9) (qui reste valable
pour tout & € ]0,1[) :

P(A%) = P(, > N) < CkyL(N)N™“.

Cela montre qu’il suffit de choisir ky < L(N)~'N%, par exemple ky = N*~" pour un
n > 0 (arbitraire), pour avoir que limy_,. P(Ay) = 1. En utilisant le Lemme 4.11, on
obtient donc que pour N suffisamment grand,

1
|:E]€fgann [26:” 2 kNE[Pf]hann(B)(AN)} Ek

On en conclut que pour tout N suffisamment grand
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F(B,H™(B) + 1) > %v(ukN—clogN) |

: 1 : :
On peut maintenant prendre N = N,, := u~ @ pour obtenir que pour u suffisamment petit
(c’est-a-dire pour N, suffisamment grand), en se rappelant du choix ky = N*~", on a

ul/a

F(B, k™™ (B) +u) > (Lt_n/a—c/log(l/u)) > Cu(l—n)/cx’

ol on a utilisé que log(1) = o(u= /%) quand u | 0.
Comme 7 est arbitraire, cela montre que F(B,72"™(B) +u) > uato(l) quand u | 0;
cela montre notament que A.(f8) > h2"(B), donc qu’il y a égalité des points critiques.

Comme on sait que F(B,12"™(B) +u) < F*™(B,h2"(B) +u) =F(0,u) = uato), cela
conclut la démonstration du comportement critique. O

4.4 Inégalité de lissage et pertinence du désordre

Dans cette section, on va montrer le résultat suivant, tiré de [GT06b] (voir [CdH13] pour
I’énoncé général ci-dessous). Il montre que la transition de phase du modele désordonné
est au moins d’ordre 2.

Théoreme 4.12. Pour tout 3 > 0, il existe une constante Cg > 0 telle que

F(B,he(B)+u) < Cp u? pour u € ]0,1].

Comme on a F" (B, h.(B) +u) = F(0,u) = u’+°() quand u | 0 avec v = max(2, 1)
(voir le Théoréme 3.5) un corollaire immédiat est le suivant.

Corollaire 4.13. Si o > 1/2, le désordre est pertinent, en terme de comportements
critiques.

En effet, pour tout B > 0, F(B,he(B) +u) = O(u?) < u’*r°) = Fa(B h.(B) + u)
quand u | O.

Démonstration. On va se concentrer sur le cas ol @; ~ N (0, 1), qui permet de simplifier
certains arguments.

L’idée de la démonstration est en réalité d’obtenir une borne inférieure sur I’énergie
libre, plus précisément de comparer F(f3,h) et F(3,h+ u). On va montrer la borne
inférieure suivante : pour tout 3, A, il existe Cg tel que pour tout u € J0, 1],

F(ﬁah) ZKﬁ,h,u(F(ﬁah+u)_Cﬁ u2) ) (410)
pour un Kg ,, > 0. En prenant & = h.(f), le terme de gauche est nul, ce qui montre
bien F(B,h+u) < Cgu?.

Démontrons (4.10) pour un u fixé tel que A+ u > h.(B) (sinon il n’y a rien a dé-
montrer). On se fixe € > 0 suffisamment petit pour que (1 — &)F(B,h+u) > F(B,h) et
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pour £ grand (fixé, dont le choix en fonction de &, 8,4 sera donné plus bas) on introduit
I’événement

1
A = {a) : Z1ogz£;;*’ > (1 —s)F(ﬁ,h+u)}.
Notons que cet événement ne dépend que du bloc (wy,. .., wy).

Soulignons que comme P-p.s. on a lim/_,c. longf =F(B,h) <F(B,h+u),’événe-
ment Ay est atypique, dans le sens ou limy_,..P(.47) = 0. On dira qu’un environnement
o € Ay est favorable, dans le sens ol I’énergie libre Fy’ := 1 logZQ ,’f) y est strictement
plus grand que sa valeur typique F(f3,4); on dira aussi que le bloc (@,...,@y) est
favorable.

On considere maintenant I’ensemble des blocs d’environnement favorables dans © :
on note Z les indices de ces blocs (on exclut le premier pour simplifier les notations qui
suivent), _

I:={i>1,60cA}.
L’événement A, étant atypique, les blocs favorables sont rares. On va minorer la fonction
de partition en utilisant une stratégie pour I’environnement, dite stratégie des régions
rares, qui consiste a visiter tous les blocs favorables et a ne visiter que ceux-la.

Notons Z = {ix }x>1 avec i; < ip < --- les indices des blocs favorables. Alors, en ne
gardant que les trajectoires de T qui visitent exclusivement les m premieres régions rares,
on obtient la borne inférieure suivante (voir la Figure 4.2) :

m

, . ; ,OiK!
zﬁm‘j%h > HP(T] = (i —ig-1 — O ZP @.11)

ol on a utilisé la convention P(7; = 0) = 1 dans le cas ol iy = i + 1.

m:4m:8i3:9 \:16m20
: ! % ¥ ! ! % + ¥ ! ! ! ! ! ¥ ¥ ! !

} } } ¥ — N
o ¢ 2¢ -- -0 200 214

FiG. 4.2 — Représentation de la stratégie des régions rares. Ici, on considere les trajectoires qui visitent
exactement les m = 5 premiers blocs favorables; il s’agit de trajectoires de longueur (i, +1)¢. A

’intérieur des régions rares, on obtient %logZE ,’lelw > (1—¢€)F(B,h+u), par définition de Ay.

Maintenant, par définition de Ay, a I'intérieur d’un bloc favorable, c¢’est-a-dire pour
icZ,ona %longflw > (1 —¢€)F(B,h+u). Ainsi, en prenant le log dans I’inégalité

précédente et en divisant par (i,, + 1)¢, on obtient

1 .o
(im + 1)1 logZ: 1y
1 m
y B 1 )
_im+1((1 F (Bt )+ Y 1ogP (B = (ie— ks 1))

Prenons maintenant la limite quand m — oo. On a clairement que i,, — +oo, donc le
membre de gauche tend vers F(f3,4). Observons maintenant que les (ix — ix_1)x>1 sont



4.4 Inégalité de lissage et pertinence du désordre 99

i.i.d. de loi géométrique de parameétre p, := IP(Ay); cela se voit en effet en définissant
(ix)r>1 de maniere itérative, iy = min{i > i;_1, 0w € A,} (par convention ig = 0), et
en notant que les blocs 6% (or,...,0y) sont indépendants car disjoints. Par la loi des
grands nombres on a donc +i,, = E[i1] = (p¢) ! p.s., ce qui permet de conclure que

m

(1) 2 pe((1— )F (B, h-+w) + B [logP(m = (i1~ 1)0)]),

ou on a aussi utilisé la loi des grands nombres pour (logP (7] = (ix —ix—1 — 1)€))i>1-
Maintenant, il faut estimer le dernier terme. Si ¢ est suffisamment grand, on a par
hypothese () que P(t) = if) > (i¢)~(17%+€) pour tout i > 1 : on en déduit que
10gP(’L'1 = (i1 — l)f) > —(1 +a —f—S) log((il — 1)6)]1{1'122}7
de sorte que

EllogP(t = (it = 1)0)] > —(1+a+€)P(i1 > 2)E[log(i1£)],

en utilisant aussi le fait que, conditionnellement a i1 > 2, i} — 1 suit une loi géométrique
de parametre py (donc a la méme loi que i1). En appliquant I’inégalité de Jensen, on
obtient E[log(i1¢)] < logE[i1] +1log/ avec E[i;] = (p¢) ', de sorte que

log/

F(B.h) > pe((1 —8)F(B,h+u)—|—(1+a+£)%logm—c7> |

Il reste a estimer la probabilité p, = P(Ay). On va montrer le lemme suivant.

Lemme 4.14. Si les (o;);>1 sont de loi N'(0,1), on a

1 1
liminf 7 log B(Af) > —571”
En utilisant ce lemme, on obtient que pour ¢ suffisamment grand
l+o+e¢ log/
F(B,h) > pe((1-&)F(B,h+u) - % 220

Quitte a prendre ¢ encore plus grand pour que le dernier terme soit négligeable, on a
obtenu

1+ a+2e
F(,Bah) > p€<<1 _S)F(ﬁah+u) — 2—[),2 uz) ,
ce qui donne (4.10) avec Cg = % et Kg j.u = Pe- 0

Notons que dans le cas d’un désordre gaussien ®; ~ N(0,1), on a identifié la
constante Cﬁ dans le Théoreme 4.12 : € > 0 étant arbitraire dans la démonstration
précédente, on a obtenu, pour tout u € |0, 1],

1+a
2B%

F(B,he(B)+u) <Cg u? avec Cp:=
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Il s’avere que cette constante est optimale : dans le cas général, [CdH13] montre que
PonaF(B,hc(B)+u) < (1+0(1))Cp u* quand u | 0, avec une constante Cg qui vérifie

Cp ~ 1;7‘; quand 3 | 0.

Démonstration (du Lemme 4.14). La démonstration repose sur 1’inégalité d’entropie du
Lemme 1.29 : on a I’inégalité

— B(A;) > B(Ar)exp (- m(wm B)+e ).

Choisissons P = P, 1a loi de (@; +u/B, ..., +u/B), de sorte que ’on a

P(A,) = <glogZﬁw_(1—£)F(ﬁ,h+u)>:IP’<£10nghafr (1-&)F(B,h+u)).,

< “1s 2 ﬁ,w+u/ﬁ ﬁ)
ou on a utilisé que Z€ h Zg h—|—u

F(B,h+u)>0,on obtient limy_,.. P(Ay) = 1.
On en conclut que

T 1 .o
Ainsi, comme zlong heu Converge P-p.s. vers

1 | . -
liminf— log py > — liminf - H(B, | P) = —H(P; | P),

ol on a utilisé que la densité de P, par rapport & P est un produit.
Si on note P, il reste a calculer I’entropie relative de IP par rapport a IP (pour a = u/f3).

Pour des variables gaussiennes, on a ‘g%’ (o) = 1™ 2@ donc
dP, 1 1
H(P, | P) = llog d]P’] =aE,[m] — iaz = Eaz.
Cela montre que 7 (P | P) = £(u/B)?, ce qui conclut la démonstration. O

4.5 Moments fractionnaires et déplacement du point critique



Références

[AB16]

[AB18]

[AD99]

K. S. Alexander and Q. Berger. Local limit theorems and renewal theory
with no moments. Electronic Journal of Probability, 21 :18 pp., 2016.

K. S. Alexander and Q. Berger. Pinning of a renewal on a quenched renewal.
Electronic Journal of Probability, 23 :1-48, 2018.

L. Alili and R. Doney. Wiener—hopf factorization revisited and some appli-
cations. Stochastics and Stochastic Reports, 66(1-2) :87-102, 1999.

[AHPS21] M. Aizenman, M. Harel, R. Peled, and J. Shapiro. Depinning in integer-

[BDGO1]

[BDZ95]

[BDZ00]

[BGT8I]

[BP21]

[BVO1]

[CdH13]

[CM13]

[CSZ17a]

[CSZ17b]

restricted gaussian fields and BKT phases of two-component spin models.
arXiv :2110.09498 [math.PR], 2021.

E. Bolthausen, J.-D. Deuschel, and G. Giacomin. Entropic repulsion and
the maximum of the two-dimensional harmonic. The Annals of Probability,
29(4) :1670-1692, 2001.

E. Bolthausen, J.-D. Deuschel, and O. Zeitouni. Entropic repulsion of the
lattice free field. Communications in mathematical physics, 170 :417-443,
1995.

E. Bolthausen, J. D. Deuschel, and O. Zeitouni. Absence of a wetting
transition for a pinned harmonic crystal in dimensions three and larger.
Journal of Mathematical Physics, 41(3) :1211-1223, 2000.

N. H. Bingham, C. M. Goldie, and J. L. Teugels. Regular variation, vo-
lume 27. Cambridge university press, 1989.

N. Berestycki and E. Powell. Gaussian free field, liouville quantum gravity
and gaussian multiplicative chaos. Lecture notes, 2021.

E. Bolthausen and Y. Velenik. Critical behavior of massless free field at

depinning transition. Communications in Mathematical Physics, 223 :161-
203, 2001.

F. Caravenna and F. den Hollander. A general smoothing inequality for
disordered polymers. Electron. Commun. Probab., 18 :1-15, 2013.

L. Coquille and P. MitoS. A note on the discrete gaussian free field with di-
sordered pinning on f d g > 2. Stochastic Processes and their Applications,
123(9) :3542-3559, 2013.

F. Caravenna, R. Sun, and N. Zygouras. Polynomial chaos and scaling
limits of disordered systems. Journal of the European Mathematical Society,
19 :1-65, 2017.

F. Caravenna, R. Sun, and N. Zygouras. Universality in marginally relevant
disordered systems. The Annals of Applied Probability, 27(5) :3050-3112,
2017.

101



102

[CVO00]

[Dar23]

[DDG13]

[DGI99]

[DKI11]

[Don97]

[Eri70]

[Fel66]

[Fis84]

[FS81]

[FunO5]

[FV17]

[Gi1a0l]

[G1a07]
[G1a08]

[Giall]

[GL17]

[GL18]

Références

P. Caputo and Y. Velenik. A note on wetting transition for gradient fields.
Stochastic processes and their applications, 87(1) :107-113, 2000.

P. Dario. Upper bounds on the fluctuations of a class of degenerate convex
V ¢-interface models. arXiv :2302.00547, 2023.

A. Dembo, J. Ding, and F. Gao. Persistence of iterated partial sums. Annales
de ’IHP Probabilités et statistiques, 49(3) :873-884, 2013.

J.-D. Deuschel and G. Giacomin. Entropic repulsion for the free field : Path-
wise characterization in d > 3. Communications in mathematical physics,
206(2) :447-462, 1999.

R. A. Doney and D. A. Korshunov. Local asymptotics for the time of first
return to the origin of transient random walk. Statistics & Probability Letters,
81(9) :1419-1424, 2011.

R. A. Doney. One-sided local large deviation and renewal theorems in the
case of infinite mean. Probability Theory and Related Fields, 107(4) :451-
465, 1997.

K. B. Erickson. Strong renewal theorems with infinite mean. Transactions
of the American Mathematical Society, 151(1) :263-291, 1970.

W. Feller. An Introduction to Probability Theory and its Applications, Vol. I.
John Wiley & Sons. Inc., New York-London-Sydney, 1966.

M. E. Fisher. Walks, walls, wetting, and melting. Journal of Statistical
Physics, 34(5-6) :667-729, 1984.
J. Frohlich and T. Spencer. The kosterlitz-thouless transition in two-

dimensional abelian spin systems and the coulomb gas. Communications in
Mathematical Physics, 81(4) :527-602, 1981.

T. Funaki. Stochastic interface models. Lectures on probability theory and
statistics, 1869 :103-274, 2005.

S. Friedli and Y. Velenik. Statistical Mechanics of Lattice Systems : A
Concrete Mathematical Introduction. Cambridge University Press, 2017.

G. Giacomin. Aspects of statistical mechanics of random surfaces. Notes of
lectures given at IHP, fall, 2001.

G. Giacomin. Random polymer models. Imperial College Press, 2007.

G. Giacomin. Renewal convergence rates and correlation decay for homoge-
neous pinning models. Elec. Jour. Probab., 13 :513-529, 2008.

G. Giacomin. Disorder and Critical Phenomena Through Basic Probability
Models : Ecole d’Eté de Probabilités de Saint-Flour XL-2010. Springer,
2011.

G. Giacomin and H. Lacoin. Pinning and disorder relevance for the lat-
tice gaussian free field. Journal of the European Mathematical Society,
20(1) :199-257, 2017.

G. Giacomin and H. Lacoin. Disorder and wetting transition : the pinned har-
monic crystal in dimension three or larger. The Annals of Applied Probability,
28(1) :577-606, 2018.



Références

[GTO6a]

[GTO6D]

[Har74]
[IP72]

[Kin73]
[Lac10]
[Law13]
[LL10]

[Nagl2]

[PS70]

[Vel06]

103

G. Giacomin and F. L. Toninelli. The localized phase of disordered copoly-
mers with adsorption. CALEA Lat. Am. J. Probab. Math. Stat., 1 :149-180,
2006.

G. Giacomin and F. L. Toninelli. Smoothing effect of quenched disorder on
polymer depinning transitions. Communications in mathematical physics,

266 :1-16, 2006.

A. B. Harris. Effect of random defects on the critical behaviour of ising
models. Journal of Physics C : Solid State Physics, 7(9) :1671, 1974.

N. C. Jain and W. E. Pruitt. The range of random walk. Proc. Sixth Berkeley
Symp. on Math. Statist. and Probab., pages 31-50, 1972.

J. F. C. Kingman. Subadditive ergodic theory. The Annals of Probability,
1(6) :883-899, 1973.

H. Lacoin. The martingale approach to disorder irrelevance for pinning
models. Electron. Commun. Probab., 15 :418-427, 2010.

G. F. Lawler. Intersections of random walks. Springer Science & Business
Media, 2013.

G. F. Lawler and V. Limic. Random walk : a modern introduction, volume
123. Cambridge University Press, 2010.

S. V. Nagaev. The renewal theorem in the absence of power moments.
Theory of Probability & Its Applications, 56(1) :166—175, 2012.

D. Poland and H. A. Scheraga. Theory of helix-coil transitions in bio-
polymers : statistical mechanical theory of order-disorder transitions in
biological macromolecules. Academic Press, 1970.

Y. Velenik. Localization and delocalization of random interfaces. Probability
Surveys, 3 :112 — 169, 2006.



	Modèles effectifs d'interfaces
	Modèles d'interfaces sans contrainte
	Définitions et notations
	Le cas de la dimension d=1
	Mesures de Gibbs et propriétés de Markov spatiale

	Le champ libre gaussien sur Z d
	Structure de covariance
	Localisation/délocalisation et limite de volume infini

	Contrainte de mur dur et répulsion entropique
	Le cas de la dimension d=1
	Le cas du GFF en dimension d3
	Le cas du GFF en dimension d=2

	Quelques exercices

	Modèles d'accrochage (pinning et wetting)
	Introduction du modèle et premières propriétés
	Énergie libre et premières propriétés
	Transition de phase
	Existence de l'énergie libre

	Énergie libre et transition de phase dimension d=1
	Calcul de l'énergie libre (formule implicite)
	Points critiques et comportement critiques

	Énergie libre et transition de phase en dimension d=2
	Énergie libre et transition de phase en dimension d3
	Le cas sans contrainte (pinning)
	Le cas avec contrainte (wetting)

	Quelques exercices

	Modèle d'accrochage désordonné: premières propriétés et diagramme de phase
	Introduction du modèle d'accrochage (pinning)
	Modèle homogène
	Modèle désordonné

	Retour sur le modèle homogène
	Transition de phase
	Propriétés trajectorielles
	Quelques propriétés des processus de renouvellement

	Modèle désordonné, premières propriétés
	Énergie libre
	Transition de phase

	Quelques propriétés du diagramme de phase
	Le désordre facilite l'accrochage
	Comparaison avec le modèle annealed
	Résumé du diagramme de phase


	Pertinence vs. non-pertinence du désordre pour le modèle d'accrochage
	Préliminaires sur la pertinence/non-pertinence du désordre
	Pertinence vs. non-pertinence du désordre et critère de Harris
	Monotonie de la pertinence

	Martingale et transition de faible à fort désordre
	La martingale et sa transition de phase
	Critère pour la transition de phase

	Non-pertinence du désordre
	Inégalité de lissage et pertinence du désordre
	Moments fractionnaires et déplacement du point critique

	Références

