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Premiére partie

— Intégration —






Chapitre 1
Préliminaires

On introduit ici quelques notations pratiques et notamment celle de R, et on revoit deux notions qui joueront
un role central dans la suite : la dénombrabilité et la sommabilité. On rappelle ensuite quelques intégrales
ou sommes usuelles. On donne enfin la définition ds limites inférieure et supérieure.

1.1 Notations

1.1.1 Ensembles

Soit E un ensemble.

e Si A est une partie de E (c’est-a-dire A C E), on note A° = E'\ A le complémentaire de A.

e On note P(F) 'ensemble des parties de E.

e Sila famille (A;);cr de parties de E est disjointe (c’est-a-dire que A; N A; = () pour tous i # j dans I), on
peut noter |_| A; leur réunion (la forme “carrée” rappelle que les A; sont disjoints).

iel

e Si la suite (A, )nen de parties de E est croissante (c’est-a-dire que A,, C A,4+1 pour tout n € N), on peut

noter UT Ay, leur réunion (la fleche rappelle que la suite est croissante).
neN
e Si la suite (Ay)nen de parties de E est décroissante (c’est-a-dire que A, 1 C A, pour tout n € N), on peut

noter ﬂl A, leur intersection (la fleche rappelle que la suite est décroissante).
neN
e Si A est une partie de E, on note 14 : E — {0,1} sa fonction indicatrice :

1 sixzé€ A,

pour z € F 1A(w):{0 SrdA

On utilisera parfois une extension de cette notation : 1p vaudra 1 si la propriété P est vraie, et 0 sinon. Par
exemple, pour tous réels x et y, 1(;50) = 1jo,00[(), Ou encore 1.,y =1 si 2 <y et = 0 sinon.

1.1.2 Droite réelle achevée R

On note R = RU {—o00, + o}, oil +00 et —oo sont deux points que 1'on ajoute a R.

Ordre. On étend l'ordre de R a R par —oco < 2 < +00 pour tout # € R. Ainsi, 400 est un majorant de tous
les réels, et —oo est un minorant de tous les réels. De I'existence des bornes inférieures et supérieures sur
R on déduit leur existence sur R : pour A C R non vide, sup A est le plus petit majorant de A dans R, et inf A

est son plus grand minorant. On ajoutera la convention sup) = —oo et inf ) = +oo.
Disposant d’un ordre sur R, on peut considérer, pour x € R, les intervalles

[, + 00] = |z, + o0] U{+oo} = {y eR|y >z},

[—OO,:L‘] Z]—OO“%}U{—OO} :{y€§|y§x},

de méme pour ]z, + 0o] et ]—0o0,z[. On a aussi [—00, + 0o] = R, et on constate que cela est cohérent avec les
notations usuelles comme

[z,+o[={yeR|z <y< oo}, ou ]-oo,+oo[={y€ER| —oo<y<ox}=R.



Toutefois, dans R, on appelle intervalles ouverts les intervalles de la forme {z € R|a <z < b}, {x e R|z > a}
et {x € R|xz < a}, ou a,b € R, c’est-a-dire I'intervalle R, les intervalles de la forme |a,b] avec a,b € R, et les
intervalles de la forme ]z, + oc] ou de la forme [—oo,z].

Limites. Avec cette notion généralisée d’intervalle, on peut généraliser la définition de limite de suite : pour
toute suite (2, )n>0 dans R, et pour £ € R, on dit que (x,),, converge vers ¢ dans R si : pour tout intervalle

ouvert I de R contenant ¢, il existe un rang ng tel que, pour tout n > ng, z, € I.
Si la suite (), est & valeurs dans R, cette définition redonne les notions usuelles de limite :

e 1, — { € R si et seulement si, pour tous a,b avec a < ¢ < b, il existe ng tel que, pour n > ng, a < z, < b;
e 1, — +00 si et seulement si, pour tout a, il existe ng tel que, pour n > ng, =, > a;

e 1, — —oo si et seulement si, pour tout a, il existe ng tel que, pour n > ng, z, < a.

e Si une suite réelle (z,,),en est croissante, on peut noter limt,, 2,, sa limite (dans R = RU {400, — 00}).

e Si une suite réelle (,,)nen est décroissante, on peut noter lim],, r,, sa limite (dans R = RU {+o00, — co}).

On peut noter que cette notion de convergence est donnée aussi par la distance
d(zy) =1f(y) — f(2)],

ott la fonction f : R — [a,b] est une bijection croissante (exemple : f = arctan étendue & R par arctan(—oo) = -5
s
3)

et arctan(—oo) =

On peut vérifier que 'espace R est compact : toute suite dans R admet une sous-suite qui converge! On se
rappelle en effet que toute suite réelle bornée (c.-a-d. contenue dans un segment [—a,a]) admet une sous-suite
convergente (théoréme de Bolzano-Weierstrass) et on remarque que toute suite non bornée admet une sous-suite
qui diverge vers 400 ou —oo, donc converge aussi dans R.

Opérations. On étend aussi les opérations d’addition et de multiplication a R de facon naturelle, & I'exception
de 0- %00 et (+00) + (—0o0) qui ne sont pas définies.

1.2 Dénombrabilité

Définition. Un ensemble E est dénombrable si E = () ou s’il existe une application ¢ : N — E surjective,
c’est-a-dire que

E=¢(N) = {p(n)[n e N} = {p(0),p(1)(2),.. .}.

Autrement dit, F est dénombrable si on peut énumérer ses éléments, c’est-a-dire en faire une liste (éventuelle-
ment vide, finie ou infinie).

Exemples.

e les ensembles finis sont dénombrables (si E = {x1,...,2,}, on a E = ¢(N) pour ¢ : N — FE définie par
o(i) =x; si1 <i<netp()=ax, pour tout i > n). On notera |E| = Card(E) le nombre d’éléments de E.

e N est évidemment dénombrable : N = {0,1,2,3,...}.

Ex. 1.1. Montrer que si E est un ensemble dénombrable, alors F est soit fini (ou vide), soit en bijection avec N.

Autres exemples.

o Z est dénombrable : par exemple, Z = {0,1, — 1,2, — 2,3, — 3,...}, ol on alterne entiers positifs et négatifs
par ordre croissant de valeur absolue.

e NxN = {(m,n)|m € N;n € N} est dénombrable : par exemple, NxN={(0,0),(1,0),(0,1),(2,0),(1,1),(0,2), ...},
ol on énumeére les couples dont la somme vaut 0, puis 1, puis 2, etc. (& chaque fois, il y en a un nombre fini).

e Q est dénombrable : par exemple, (quitte & répéter certains rationnels plusieurs fois)
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ol on énumeére les fractions dont la somme des valeurs absolues du numérateur et du dénominateur vaut 0,
puis 1, puis 2, etc. (il y en a un nombre fini pour une somme donnée), en alternant positifs et négatifs.



o R n’est pas dénombrable : on peut le démontrer a I'aide de l’argument de la diagonale de Cantor.

11 suffit de montrer que [0,1] n’est pas dénombrable (ceci est justifié par la propriété a) suivante). Supposons,
par I’absurde, que ce soit le cas : on aurait [0,1] = ¢(N) = {¢(0),¢(1), ...} pour une fonction ¢ : N — [0,1]. Mais
alors on peut facilement donner un réel z € [0,1] différent de ¢(n) pour tout n € N : il suffit que pour tout n, la
n-éme décimale de z soit choisie différente de la n-éme décimale de ¢(n), et différente de 0 et 9 (cette précision
évite que z soit un nombre décimal et ait une écriture non unique : 0,4999... = 0,5000...). On obtient donc
une contradiction avec le fait que la suite précédente énumeére tous les éléments de [0,1], d’ou il résulte que [0,1]
n’est pas dénombrable.

Propriétés. a) Si E C F et F' est dénombrable, alors E est dénombrable aussi.

b) Si E et F sont dénombrables, alors E x F' sont dénombrables.

¢) Si, pour tout n € N, E,, est dénombrable, alors U FE,, est dénombrable.
neN

Démonstration. a) Si E ou F est vide, c’est vrai. Sinon, on choisit 2o € E, et ¢ telle que F' = p(N). Alors
E =4(N) on ¢(n) = p(n) si o(n) € E et ¢(n) = o si p(n) ¢ E, ce qui montre que E est dénombrable.

b) On a vu que N x N est dénombrable : il existe ¢ : N — N x N telle que N x N = ¢(N). Si E ou F est vide,
E x F aussi, donc est dénombrable. Sinon, il existe g et ¢ telles que E = ¢r(N) et F' = pp(N). On a alors
E x F = ¢(N) on

bk (p(e1(R)pr(pa(K)))
en notant p(k) = (¢1(k),pp2(k)) € NxN. En effet, pour tous x € E et y € F, il existe m,n tels que x = pg(m) et
y = ¢r(n), et il existe k tel que p(k) = (m,n), d'ou (z,y) = (pr(m),er(n)) = (pe(p1(k)).pr(p2(k))) = (k).
¢) On utilise & nouveau la fonction ¢ ci-dessus, telle que N x N = ¢(N). On peut supposer que FE,, # @ pour

tout n car les ensembles vides ne modifient pas la réunion. Pour tout n € N, il existe alors v, : N — E,, telle
que E, =1¥,(N). Et on a J,, E, = £(N), ot

§ k= by, (k) (p2(K)).

En effet, pour tout « € |J,, En, il existe n tel que = € E,,, donc il existe m tel que z = 9, (m), et il existe k tel
que (n,m) = p(k), don x = (k). O

Ex. 1.2. Les ensembles suivants sont-ils dénombrables ?

1. Q[X], ensemble des polyndmes a coefficients rationnels

2.R\ Q, ensemble des nombres irrationnels

3.{0,1}N, ensemble des suites infinies de 0 et de 1 (Indication : si on pouvait énumérer toutes ces suites, on
pourrait énumérer tous les développements en base 2 des réels dans [0,1]...)

4.P(N), ensemble des parties de N (Indication : associer a chaque partie A C N la suite (1{ca})neN € {0,1}N)
5. Psinic(N), ensemble des parties finies de N.

1.3 Sommabilité (de réels positifs)

On peut définir la somme de n’importe quelle famille de réels positifs, quitte a donner la valeur 400 :

Définition. Pour tout ensemble I (dénombrable ou non), et toute famille (o;);er de réels positifs, la
somme de la famille (o;);er est donnée par

Zai: sup .Zai € [0, + o0l
icl JCl, fini e

Lorsque ), a; < 00, on dit que (a;)icr est sommable.

Si I = N, et plus généralement si I est dénombrable, on peut vérifier que

Zai = lim? Z ;,

icl N0 e,

ot (I,)n>1 est n’importe quelle suite croissante de parties finies de I telle que UT I, =1

n
L’hypothése de dénombrabilité de I est en fait essentiellement vérifiée pour toutes les familles sommables :



Proposition 1.1. Soit I un ensemble. S’il existe une famille (a;)ier de réels > 0 telle que ), a; < oo,
alors I est dénombrable.

Démonstration. Supposons S = Y, ;a; < oco. Pour tout n > 0, Iensemble A, = {i € I|a; > 2} contient
au plus n éléments (car S > 3 .., «; > Card(A,) - S/n), donc en particulier est fini, donc dénombrable, or
I = U, en- An si bien que la conclusion vient de la propriété c). O

1.4 Rappels sur l'intégrabilité de fonctions positives usuelles

On utilise ici la définition vue en L1-L2 ou CPGE de lintégrale de fonctions continues (par morceauz) sur un
segment, pour revoir certaines intégrales usuelles et des critéres d’intégrabilité. Comme dans le cas des sommes,
on suppose les fonctions positives, ce qui permet de définir leur intégrale sur un intervalle ouvert méme si elle
diverge :

Définition. Soit a € R et b € [a, + o0]. Soit f : [a,b]— R4 une fonction continue par morceauz, positive.
Alors la fonction x — far f(®)dt est croissante sur [a,b], en raison de la positivité de f, et en particulier,
lim,,_,;- ff f(t)dt existe dans [0,00] : on appelle l'intégrale de f sur [a,b]. Ainsi,

f(@®)dt = lim f(#)dt = sup f()dt € [0, + o0].
[a,b] ztb” Ja z€a,b[ J[a,z[

Lorsque f[a b f(®)dt < oo, on dit que f est intégrable sur [a,b[.

Symeétriquement, pour f :]a,b] — R4 continue par morceaux, on définit f]a p (D)t = limg f; F(6)de.
Enfin, pour f : ]a,b] — R continue par morceaux, on définit f]a o f(B)dt = f]a d f(t)dt—i—f[&b[ f(t)dt ou ¢ € Ja,b|
est arbitraire (la somme ne dépend pas du choix de ¢, par la relation de Chasles). Notons que cette intégrale
vaut +0o dés qu’au moins un des deux termes vaut +oo.

Ex. 1.3. Pour a € R, la fonction ¢ — - est-elle intégrable sur [1, 4+ oo[? Sur ]0,1] ? Sur ]0, + oo ?

dt

P

Ex. 1.4. Pour a € R, la famille (n%) est-elle sommable ? Utiliser une comparaison avec ffo

n>1
Ex. 1.5. Pour A € R, la fonction ¢ ~— e est-elle intégrable sur [0, + co[?

Ex. 1.6. La fonction z — — In(z) est-elle intégrable sur ]0,1] ?

Proposition 1.2. Soit f,g deuz fonctions continues par morceauzx, positives sur [a,b] (ot b € RU {400} ).
a) Si0< f<g etg est intégrable sur [a,b], alors [ aussi, et f[a b fdt < f[a b[g(t)dt.
b) Si f(t) ~ g(t), alors f est intégrable sur [a,b] si et seulement si g est intégrable sur [a,b[. De plus,

t—b
T x
st elles me sont pas intégrables, alors / ft)de " / g(t)dt (et tend vers oo),
a =07 Ja
et si elles sont intégrables, alors f@®dt ~ / g(t)dt (et tend vers 0).
[0 w07 [ bl

Notons que b) est conséquence de a) : si f et g sont équivalentes au voisinage de b a gauche, alors on a un
encadrement cf < g < Cf pour des constantes ¢,C' > 0, au voisinage de b a gauche, ce qui permet d’utiliser a).
De plus ¢ et C peuvent étre choisies aussi proches de 1 que souhaité, avec 0 < ¢ < 1 < C, d’ou les équivalents.

Ex. 1.7. Ecrire formellement la démonstration des deux derniers équivalents.

Ex. 1.8. Déterminer si les intégrales suivantes (de fonctions continues, positives) sont finies ou infinies :

dt te—Vt 1 dt
/ s / L 5 dt, / cos? — dt, / .
10,00 € — 1 0,00f 1+ 1 o1t CRIR RV
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1.5 Limite inférieure, limite supérieure

Les limites inférieure et supérieure d’une suite de réels sont des outils pratiques pour étudier le comportement
asymptotique d’une suite, convergente ou non.

Définition. Soit (x,,)nen une suite de nombres réels. La limite inférieure de la suite (x,,), est
liminf x,, = sup(inf x;) = lim?(inf 2;) €R
n " np<k2n k) nT(kzn k)
et la limite supérieure de la suite (x,,), est

limsup x,, = inf(sup mk) = limi(sup xk) €R.
n n k>n n  k>n

On rappelle qu'une valeur d’adhérence d’une suite réelle (z,), est la limite dans R d’une sous-suite
convergente (Zy(n))n-

Proposition 1.3. Pour toutes suites réelles (x,)n €t (Yn)n, on a les propriétés suivantes :

a) liminf, x, est la plus petite valeur d’adhérence de la suite (), : il existe une sous-suite (Tp(n))n qui
converge vers liminf,, x,, et si une sous-suite (Tyn))n admet une limite £ € R, alors liminf,, z,, < /.
limsup,, 2, est la plus grande valeur d’adhérence de la suite (xy,)n : il existe une sous-suite (Ty(n))n qui
converge vers limsup,, &,,, et si une sous-suite (Ty(n))n admet une limite £ € R, alors £ < limsup x,.

b) liminf, 2, < limsup,, =,

¢) limsup,, (—z,) = —liminf, =,

d) (zn)n converge si et seulement si liminf,, x, = limsup,, z,, et dans ce cas

lim z,, = liminf x,, = limsup x,,.
n n n

e) S’il existe un rang & partir duquel on a x, < y,, alors on peut “passer a la liminf et limsup” :

lim sup x,, < limsupy,, et liminf z,, < liminf y,,.
n n n n

f) S’il existe une infinité d’entiers n tels que x, < yn, alors

liminf x,, < lim sup y,.
w n

Démonstration. On montre juste a). On raisonne pour liminf, le cas de limsup se traitant symétriquement. Si
(Zy(n))n est une sous-suite admettant une limite £ € R alors pour tout n, on a clairement Tp(n) = infp>pm) Tk
d’ot, en passant a la limite, ¢ > liminf,, z,,. Construisons maintenant une sous-suite de (x,,), qui converge vers
liminf,, z,.

e Si la suite (z,,)n, n’est pas minorée, alors infy>, xx = —oo pour tout n, donc liminf, z,, = —oo; et il existe
bien une sous-suite de (x,), qui converge vers —oo : définir Ty(0) = To puis, pour tout n, on peut par exemple
choisir p(n +1) > @(n) tel que Ty 41) < —n.

e Supposons maintenant (x,,), minorée, d’on infy>, x; € R pour tout n. On choisit ¢(0) = 0 puis, pour tout
n, on choisit p(n + 1) > ¢(n) tel que Ty,mq1) < infi>ym) T + 27" (c’est possible par définition de la borne
inférieure). Alors, pour tout n, x,(,41) est encadré entre infy>,n) Tx et infy>gm) Tx + 277, et ces deux suites
convergent vers liminf, x, € ]—o0, + o], donc (. 41y — liminf,, z;,. O

Ex. 1.9. Soit (), une suite réelle. Montrer que, pour tout réel a, on a liminf, x,, < a si et seulement si il
existe § > 0 tel que, pour une infinité d’entiers n € N, x,, < a — J; et que liminf, x,, > a si et seulement si il
existe & > 0 tel que, pour tout n a partir d’'un certain rang, z,, > a + 9.

11
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Chapitre 2

Espace mesurés

On définit ici les composants qui nous serviront de cadre pour la théorie de l'intégration.

2.1 Tribus et ensembles mesurables

Définition (Tribu). Soit E un ensemble. Une tribu (ou o-algébre) sur E est un ensemble A de parties
de E qui vérifie
(i) De A;
(ii) si A€ A, alors A° € A (stabilité par passage au complémentaire)
(iii) si (An)neN est une suite de parties dans A, alors U A, € A; (stabilité par union dénombrable)
neN
Le couple (E,A) est appelé espace mesurable. Une partie A € A est dite mesurable.

Les conséquences suivantes sont aussi importantes que la définition :

Propriétés. a) F€ A;
b) si A1,..., A, € A, alors AyU---UA, € A;
c) st Ay,..., Ap € A, alors A;N---NA, € A;

d) si (An)nen est une suite de parties dans A, ﬂ A, € A; (stabilité par intersection dénombrable)
neN

e) si ABe Aet AC B, alors B\ A€ A.

Démonstration. a) résulte de (i) et (i4) car E = (°. b) résulte de (i) et (ii1) en prenant A; = @ pour tout
(&

k > n. d) résulte de (i) et (4i7) car UA" = (ﬂ(A”)C) . ¢) résulte de d) en prenant Ax = F pour tout k > n.

e) résulte de (i7) et d) car B\ A= BN A°. O

paragraph™*Attention. Si (A;);es est une famille de parties mesurables, alors les ensembles | J;.; A; et ();c; As
sont mesurables & condition que I soit dénombrable (car on peut écrire I = {i,|n € N} et donc |J; 4; =
U,, Ai,,) ; mais si I n’est pas dénombrable, alors ce n’est pas toujours vrai.

Exemples.
e P(E) est la tribu discréte sur E.
e {(,E} est la tribu grossiére sur E.

Définition-Proposition. Soit C un ensemble de parties de E. Il existe une plus petite tribu qui contient C.
On la note o(C), et on Uappelle la tribu engendrée par C.

Démonstration. On vérifie que U'intersection d’une famille de tribus est une tribu (exercice). Notamment, I'in-
tersection de toutes les tribus sur F contenant C est une tribu, et c’est la plus petite : elle est incluse dans toute
tribu contenant C. O

Ex. 2.1. Si A C E, montrer que la tribu engendrée par {A} est {(,4,A°,E}.
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Définition (Tribu borélienne). Sur R?, la tribu borélienne est la tribu engendrée par les sous-ensembles
ouverts. On la note B(R?). Ses éléments sont les ensembles boréliens.

Ex. 2.2. Soit O un ouvert de R%. Montrer que, pour tout x € O, il existe un pavé fermé P = [a1,b1] % - - - X [ag,bq]
avec a,by, .. .,aq,bq € Q, inclus dans O, et contenant . En déduire que O est I'union d’une famille dénombrable
de pavés fermés. Conclure que B(R?) est engendré par les pavés fermés de R?.

Ainsi, tout ensemble construit & partir d’intervalles & ’aide des opérations de passage au complémentaire,
d’union dénombrable et d’intersection dénombrable, est un borélien de R. En pratique, tous les sous-ensembles
de R que 'on manipule sont obtenus ainsi et sont donc boréliens. (Mais attention, il existe quand méme des
ensembles non boréliens!)

2.2 Mesures

Soit (E,.A) un espace mesurable.

Définition (Mesure). Une mesure sur (E,A) est une application p: A — [0, + oo] telle que
(i) p(®) =0

(ii) pour toute suite (Ayp)nen de parties mesurables disjointes, u( |_| An> = Z w(Ay). (o-additivité)
neN neN
Le triplet (E,A,u) est appelé espace mesuré, et u(E) est la masse totale de .
On dit que p est finie si u(E) < 0o, et que p1 est une mesure de probabilité si u(E) = 1.

Les conséquences suivantes sont aussi importantes que la définition :

Propriétés. a) Si Ay,...,A, € A sont disjoints, alors p(A; U---UA,) = p(A1) + -+ n(Ay).
b) Si ABe Aet AC B, alors u(A) < u(B) et, si u(A) < 0o, alors u(B\ A) = u(B) — u(A).
¢) Pour tous A,B € A, et u(AN B) < oo, alors p(AU B) = u(A) + u(B) — (AN B).

d) Continuité croissante ou par 'intérieur :
Si (Ay)n est une suite croissante de parties mesurables, alors /‘(UT An> = limt pu(4,).

e) Continuité décroissante ou par ’extérieur :
Si (Ap)n est une suite décroissante de parties mesurables, et u(Ag) < 0o, alors ,u(ﬂl An) = lim| u(Ap)
n

f) Sous-additivité : Pour toute suite (Ay), de parties mesurables, u( U An) < Z w(Ay).
neN neN

Démonstration. a) résulte de (i) et (i) en prenant Ay =0 si k > n.

b) On a la réunion disjointe B = AU (B \ A) donc par a) u(B) = p(A) + u(B\ A) > pu(A) car p est a valeurs
positives. Si u(A) < oo, on peut retrancher cette quantité a chaque membre de I’égalité précédente pour obtenir
la formule.

¢) On ala réunion disjointe AUB = AU(B\(ANB)) donc u(AUB) = u(A)+p(B\(ANB)) et si u(ANB) < o0,
la formule se déduit alors de b).

d) Pour tout n, A, C A,41 donc par b) p(A,) < p(An+1) : lasuite (u(A4,))n est croissante. On pose Cp = Ay
et, pour tout n > 1, C,, = A, \ A,,_1 € A de sorte que, pour tout n, A, = Col---UC,, et donc | J,, 4, = | ],, Cn-

Alors
M(LnJAn> = u<|7|0n> = %:u(Cn) = lingi:Ou(Cn) = lir]gTu< |i| Cn) =l u(Aw).

n=0

e) En notant B, = Ay \ Ay, alors la suite (B,,), est croissante et |J, B, = Ao \ [),, An, ce qui permet de
déduire e) de d) a l’aide de b) vu que pour tout n, A, C Ay donc pu(A4,) < pu(A4p) < oco.

f) On pose Cy = A et, pour tout n > 1, C,, = A, N (AgU---UA,_1)¢ € A, de sorte que les ensembles C,
sont disjoints et, pour tout n, AgU---UA, =CoU---UC, donc |J,, An =], Cn. Alors

u<UAn) =" WG,
mais C,, C A,, donc p(Cp) < pu(A,), ce qui donne 'inégalité attendue. O
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On peut généraliser la propriété ¢) au cas de trois ensembles mesurables A,B,C € A. En effet, en appliquant
la propriété c) plusieurs fois, on obtient :

w(AUBUC) = u(AUB) + u(C) — w((AUB)NC) = p(AUB) + u(C) — (AN C)UJ (BN C))
= p(A) + p(B) + pu(C) = (AN B) = p(ANC) = (BN C) + n(ANBNC).

On peut encore généraliser cette identité au cas de n ensembles mesurables.

Proposition 2.1 (Principe d’inclusion-exclusion). Pour tous Aj,...,A, € A, on a
(Ua) =S ¥ u(na).
i=1 k=1 Ic{1,...n},|I|=k i€l
Exemples.

e Soit E un ensemble. Sur (E,P(F)), la mesure de comptage pp est définie par :

Card(A) si A est fini

our tout A C E, A) =
P ue(4) {oo si A est infini.

Ainsi, « up place un poids 1 en chaque point de E ».
e Soit (E,A) un espace mesurable, et € E. La mesure de Dirac en z est la mesure ¢, définie par :

1 sizeA
tout A€ A, 6.(A) = —1a(2).
pour tou (A) {O SiodA A(z)

Ainsi, « 0, place un poids 1 au point x »
® Si (fn)n>0 est une suite de mesures sur (E,A) et (ap)n>0 une suite de réels positifs, alors on peut définir la
mesure /L =y o Qpily Par’

pour tout A € A, u(A) = Z Qi pin (A).
n>0

En particulier, si (2,)n>0 est une suite de points de E, on peut considérer p = ano an by, qui, pour tout n,
« place un poids «,, en x, ». Une telle mesure est appelée une mesure discréte.

Mesure de Lebesgue sur R?. Le résultat suivant introduit un exemple fondamental :

Définition-Théoréme (Mesure de Lebesgue). I existe une unique mesure \g sur (R*,B(R?)) telle que,
pour tout pavé fermé [aq,b1] X -+ X [ag,b4],

)\d([al,bl} X oo X [ad,bd}) = |bl — al\ s ‘bd — ad|.

On lappelle mesure de Lebesgue sur RY.

Démonstration. Un peu longue : voir les références mentionnées en tout début de poly. O

e sur R, la mesure A\ = \; vérifie A([a,b]) = b — a pour tout segment [a,b] avec a < b. Cette mesure correspond
donc & la longueur sur R. Le théoréme signifie que ’on peut définir la longueur de n’importe quel borélien, et
qu’elle vérifie la condition (i7).

e sur R?, la mesure \y vérifie Aa([a,b] x [c,d]) = (b — a)(d — ¢) pour tout rectangle [a,b] X [c,d] avec a < b et
¢ < d. Cette mesure correspond donc & I’aire sur R2.

e sur R3, la mesure A3 correspond de méme au volume.

Ex. 2.3. On considére la mesure p := A + p1z, ol pz est la mesure de comptage sur Z. Déterminer mu([a,b])
pour tous réels a < b.

Propriétés. La mesure de Lebesque \g sur R est
a) invariante par translation : pour tout A € B(R?) et a € R%,

Aala+ A) = Ai(A), ot a+A={a+uz|zxec A}.

1. Le fait que p est bien une mesure nécessite un échange de sommations, qui sera justifié plus tard.
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b) homogéne de degré d : pour tout A € B(RY) et t € R,

Na(tA) = [t|4Ng(A),  ou tA={tx|xzc A}.

Vu l'unicité dans la définition de Ay, il suffit en effet de vérifier ces propriétés lorsque A est un pavé. Plus
généralement, pour montrer que deux mesures sur R? sont égales, il suffit de comparer leurs valeurs sur les
paveés :

Proposition 2.2. Soit u,v deur mesures sur (R*,B(R%)). Si, pour tout pavé fermé P, u(P) = v(P) < oo,
alors | = v.

Démonstration. Résultat admis. Pour plus d’informations, voir les références mentionnées en début de poly;
l'outil clé est le lemme de classe monotone. O

Quelques définitions supplémentaires.

Définition. Soit p1 une mesure sur (E,A).

e Si Ac A esttel que u(A) =0, on dit que A est négligeable.
On peut préciser « p-négligeable », ou « négligeable pour p », si la mesure p n’est pas claire d’aprés le contexte.

e Si une propriété P(x) est vraie pour tout x € A ot u(A€) =0, on dit que P(x) est vraie pour presque
tout z, ou encore que P est vraie presque partout.

On peut préciser « p-presque partout », si la mesure u n’est pas claire d’apres le contexte.

Sans précision, sur R?, « presque tout » /« presque partout » fait référence a la mesure de Lebesgue \g.

Ex. 2.4 — Important. 1.Montrer que, si A et B sont négligeables (pour une mesure p), alors AU B est
négligeable. Généraliser ceci a une suite (A, ),en d’ensembles négligeables.

2. En déduire que si deux propriétés P et () sont vraies presque partout, alors la propriété « P et @ » est vraie
presque partout. De méme, montrer que si pour tout n € N une propriété P, est vraie presque partout, alors la
propriété « pour tout n, P, » est vraie presque partout.

Ex. 2.5. Donner un exemple d’une famille (non-dénombrable) (A;);c; d’ensembles négligeables de R telle que
Uier Ai ne lest pas.

Définition. Soit i une mesure sur (R, B(R%)). Le support de p est l’ensemble

Supp(p) = {x € R*|Ve > 0, u(B(z.e)) > 0}.

On peut aussi vérifier que support de y est le plus petit fermé de R? dont le complémentaire est p-négligeable :
c’est le plus petit fermé qui « porte toute la masse » de p.

Ex. 2.6. Déterminer le support des mesures suivantes sur R :

So, A Y G, > biym-

neN neN*

Définition. Soit u une mesure sur (E,A), et B € A un ensemble mesurable. La restriction de la mesure
p a B est la mesure g sur (E,A) définie par :

pour tout A € A, wB(A) = u(ANB).
La restriction de la tribu A a B est la tribu Ajg sur B définie par : (de fagon équivalente)

Ap={ANB|Ac A} ={Ac A|AC B}.

On vérifie en effet facilement que pp est une mesure sur (E£,A), et que A|p est une tribu sur B. Il apparait
donc que pp, restreinte a A‘B, est aussi une mesure sur (B,A|B). Ainsi, (B,A|B,,u|B) est un espace mesuré. Par
exemple, on pourra considérer I'espace ([0,1],B(R)|j0,1],[0,1]), qui est de masse finie (égale a 1).

Ex. 2.7. 1.Déterminer le support de la mesure 4 = (A2)|p sur R?, ot D est le disque unité fermé.
2. A-t-on Supp((X2)x) = K pour tout fermé K ? (Penser a K tel que Ay(K) =0.)
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2.3 Fonctions mesurables

Les démonstrations de cette partie se trouvent dans les différentes références mentionnées en début de poly.

Définition (Fonction mesurable). Soient (E,A) et (F,B) des espaces mesurables. Une application f : E —
F est mesurable si

pour tout B € B, fYB)={xcE|f(x)e B} c A

Proposition 2.3. e Les fonctions indicatrices 14 ot A € A sont mesurables.

e Les fonctions continues f : R* — RY sont mesurables (pour les tribus boréliennes).

On considérera souvent des fonctions f sur (E,.A) a valeurs dans R = RU {—o0, + 00}, c’est-a-dire que I'on
pourra avoir f(z) = 400 ou f(x) = —oo pour certains ¥ € E. La tribu B(R) est formée des boréliens de R et de
tous les ensembles de la forme BU{+o0}, BU{—00} et BU{+00,—0}, pour B € B(R). Dire que f est mesurable
signifie alors que, pour tout B € B(R), f~1(B) € A, et aussi que f~!({+o0}) € Aet f1({—c}) € A

Propriétés. Si f,g : E — R sont mesurables, et si (fn)n est une suite de fonctions mesurables de E
dans R, alors

a) la valeur absolue |f| est mesurable ;
b) la somme f + g, le produit fg sont mesurables ;
c) les fonctions sup,, f,, et inf, f, (@ valeurs dans R) sont mesurables ;

d) les fonctions liminf,, f, et limsup,, f, (@ valeurs dans R) sont mesurables ;

e) silimy, o0 fn(z) = h(z) € R pour tout x € E, alors h est mesurable.

Un rappel sur liminf et limsup se trouve page 11.

Ainsi, toute fonction de R? dans R obtenue par ces opérations a partir de fonctions continues et de fonctions
indicatrices de boréliens est mesurable. En pratique, toutes les fonctions que ’on manipule sont obtenues ainsi
et sont donc mesurables pour les tribus boréliennes. De méme pour les fonctions de R? dans RY car :

Proposition 2.4. Une fonction f : R* — R? est mesurable si et seulement si ses composantes le sont.

Une fonction mesurable de E vers F' peut se voir comme une fagon de « transporter la masse » de F vers F.
Elle définit donc une nouvelle mesure sur F', appelée mesure image.

Définition (Mesure image). Soit ¢ : (E,A) — (F,B) une application mesurable, et p une mesure sur
(E,A). La mesure image de p par o est la mesure v = p,u sur F donnée par :

pour tout B € B, v(B) = . u(B) = u(gp_l(B)).

Ex. 2.8. Entre les espaces E = {—2,—1,0,+1} et F = N, munis des tribus discrétes, on considére ’application
¢ : E — F définie par ¢(n) = n? pour tout n € E. Quelle est 'image par ¢ de la mesure de comptage sur E ?

Ex. 2.9. 1.Quelle est la mesure image de la mesure de Lebesgue par 'application partie entiére 7

2. Quelle est la mesure image de la mesure de Lebesgue par 'application valeur absolue ?

3. Quelle est la mesure image de la mesure de Lebesgue par 1’application  + 23 ? (On se contentera de calculer
la mesure du segment [a,b], pour tous réels a < b, ce qui suffit & caractériser la mesure.)
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Chapitre 3

Intégration par rapport a une mesure

Dans tout ce chapitre, on se donne un espace mesuré (E,A,u).

On souhaite définir I'intégrale / fdu d’'une fonction mesurable f sur 'espace E, par rapport a la mesure .
E

e Dans un premier temps, par analogie avec la notion de sommabilité (Chapitre 1), cela sera possible dés que f
est a valeurs positives, auquel cas on définit [ » fdp € [0,00], mais on dira que f est intégrable par rapport
a u seulement si cette intégrale est finie.

e Dans un second temps, lorsque f prend des valeurs de signe quelconque, ou méme & valeurs dans R? (ou C),
on pourra définir [ f du a condition que |f| (ou ||f||, dans R?) soit intégrable, & 1’aide d'une construction qui se
base sur le cas positif.

3.1 Intégrale de fonctions mesurables positives

Définition. Une fonction étagée sur (E,A) est une fonction mesurable g : (E,A) — (R,B(R)) qui ne
prend qu’un nombre fini de valeurs. Autrement dit, il existe n > 0, aq,...,a, € R* distincts (les valeurs
non nulles) et Ay, ...,A, € A disjoints tels que

o six €Ay

n
pour tout x € R, g(z) = ZailAi (x) =
i=1 a, six €A,

0 sinon.

Si g est a valeurs positives (c.-a-d. si oy, ..., > 0), on définit l'intégrale de g par rapport & p par :

/gdu = aiu(4;) € [0, + ool.
=1

En particulier,

/ 1adp = p(A).

NB. Une fonction en escalier sur R est une fonction étagée pour laquelle les ensembles Ay, ... A, sont des
intervalles. Remarquons qu’il y a des fonctions étagées qui ne sont pas en escalier, par exemple g = 1q.

Pour le calcul de 'intégrale, on n’a en fait pas besoin de supposer les «; distincts et les A; disjoints :

Proposition 3.1. Pour tous az,...,0, € [0,00[ et Ay, ..., A, € A, la fonction g =" | a;1a, est étagée,

et
[oau=3 am(a,) € o)
=L,

avec la convention que si o; =0 et p(A;) = oo, alors a;u(4;) = 0.

Démonstration. Vu sa définition, g est mesurable, et toute valeur de g est une somme d’éléments parmi
i, ... ,0n, donc il n’y a qu'un nombre fini de valeurs possibles. Ainsi, g est étagée. En définissant, pour tout
Ic{l,....,n}, Ar = N;er AiNNgr A5, les ensembles A; sont disjoints, et A; = (J;5; Ay pour i =1,...,n donc
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on a, en utilisant 'additivité de u, en intervertissant les sommes, puis en regroupant les indices I selon la valeur
(notée s) de > . s,

ZZ:;O%M(AJ = zn:az‘ A= > (Z Ozi> w(Ap)

i=1  I>i Ic{1,...,n} ‘i€l
= Y s > pAn= Y sulg'{s}).
s€g(E)\{0} IC{l,.,n}: s€g(E)\{0}
iel X¥i=S
On en déduit le résultat car le membre de droite est par définition [ gdu. O

Propriétés. Soit g,h des fonctions étagées positives.
a) Pour tous réels a,b > 0, [(ag+bh)du =a [ gdu+ b [ hdpu.
b) Sig <h, alors [gdp < [ hdpu.

Démonstration. Sig =73, ;14 et h =7 3;1p avec (4;); disjoints et (B;); disjoints, alors en introduisant
v J J ¥

les ensembles A;; = A;N By, la fonction af +bh prend la valeur acy; +b0; sur A;;, ce qui permet d’obtenir a) (on

pourrait aussi utiliser la proposition précédente) ; et sur A;; la fonction g vaut «; et h vaut §; donc, si A;; # 0,

a; < B, ce qui permet d’obtenir b) en sommant. O

Définition (Intégrale d’une fonction positive). Soit f : E — [0, + o] une fonction mesurable positive.
L’intégrale de f par rapport a u est

/fdu: sup /hduE[O,—&—oo].

h étagée,
0<h<f

On utilise aussi les notations suivantes : [ fdu = [ f(z)du(z) = [ f(z)p(dz) et on peut spécifier [

Comme le montreront les propriétés a) et b) ci-dessous, signalons déja a titre d’exemple que la fonction
[ = ooly vérifie [ fdp = 0 si p(A) =0, et [ fdu = oo si u(A) > 0. Ainsi, la définition dans le cas étagé
s’étend au cas ol certains a; sont +0o, avec a;u(A;) = 0si a; = 0o et p(4;) =0, et a;pu(A;) = 0o si ; = 0o et

Propriétés. Soit f,g des fonctions mesurables positives.
a) Si f <g, alors [ fdu < [ gdp.
b) Si f =0 presque partout (pour la mesure i), alors [ fdu = 0.

Démonstration. Si f < g, alors toute fonction étagée h telle que 0 < h < f vérifie aussi 0 < h < g, d’ou a) (le
sup qui définit 'intégrale de g porte sur un ensemble plus grand, donc est plus grand).

Si f = 0 presque partout, et 0 < h < f est étagée, on a h = ), a;14, (avec A; disjoints) et, si a; > 0, on
a, pour z € A4;, f(x) > h(z) = a; > 0, donc 4; C {z € R|f(x) # 0} dou pu(A4;) < u({f # 0}) = 0 et donc
wu(A;) = 0; on déduit que [hdp =", a;u(A4;) = 0. D’ou b). O

Théoréme 3.1 (Théoréme de convergence monotone (TCM)). Soit (f,)n une suite croissante de fonc-
tions mesurables positives. Alors

/ lim? £, dju = lim? / Fodp.

Démonstration. On note f = limt,, f,, qui est une fonction mesurable positive.

187 inégalité. Pour tout n, fn < fny1, Ao [ fudp < [ fry1dp. Ainsi, la suite ([ fodp)  est croissante et
donc converge (dans R). De méme, pour tout n, f, < f, d’ot [ fodu < [ fu, et en passant a la limite on a

it / fud < / fdu.
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2°me inégalité. Soit h une fonction étagée telle que 0 < h < f et soit € > 0 arbitraire. Pour tout = € E, si
h(z) > 0, on a limt,, f,(z) = f(z) > h(z) > (1 —e)h(x) donc il existe n (grand) tel que f,(z) > (1 —e)h(z);
et si h(z) = 0 alors f,,(z) = 0 pour tout n donc évidemment f,(x) > (1 — £)h(x). Autrement dit,

E= UT E,, ou E,={zx € E|fu(x)>(1—-¢)h(x)} € A

Par définition de E,, on a pour tout z € E,, f.(z) > (1 — ¢)h(z). Par conséquent, comme f,, > 0, on a
fn > (1 —€)hlg,. Comme h est étagée, elle s'écrit h = >, ., a;jla,, si bien que hlp, = > ., ®ila,nEg,
est étagée elle aussi et T T

/fndu > /(1 —e)hlg, du=(1—¢) Z%‘M(Ai NEy,).

i=1
Soit 1 < i < r. La suite (A; N E,), est croissante (car (E,), est croissante) et sa réunion est A; (car la réunion
des E, est E) donc limt,, u(4; N E,) = u(A;). En passant a la limite dans l'inégalité précédente, on a donc

it [ o> (1=2) D a4 = (1<) [ han

Comme ¢ > 0 est arbitraire, ceci donne

lim? / fudp > / hd.

Et ceci vaut pour toute fonction h étagée telle que 0 < h < f, donc on a finalement

tirt / fudu > / fdu,

ce qui conclut la preuve. O

Par le TCM, pour calculer | fdu, on peut considérer lim?, [ f,du pour n’importe quelle suite croissante
(fn)n de fonctions mesurables positives qui converge vers f. Par exemple une suite de fonctions étagées :

Lemme. Si f est mesurable positive, alors il existe une suite croissante (f,)n de fonctions étagées positives qui
converge vers f.

Démonstration. Définissons, pour tout n, f,,(z) = 5= 2" min{f(z),n}|, ce qui revient & poser

- 271,
n2"—1 k
fn = Z 2711”*1([2%,’“;3[)+”1f*1([n,+oo[)'
k=0

Sur cette derniére écriture, il est manifeste que f,, est étagée car, f étant mesurable, les ensembles f~! ([%,% b

et f~1([n,+o0|) sont mesurables. De plus, pour tout z € E, pour tout n > f(z),ona f,(x) < f(z) < fu(z)+27",
d’ott la convergence de f, vers f. Enfin, le choix d’une subdivision dyadique, c’est-a-dire en intervalles de la

forme [QL,ICQ+1 [, assure que, pour tout n, f, < fni1. En effet, les réels 2% appartenant & l’ensemble qui définit
fn(z) appartiennent aussi a Uensemble qui définit f,,+1(z) car 2& = 22% O

Ceci permet d’étendre certaines propriétés de I'intégrale des fonctions étagées a l'intégrale de fonction me-
surables positives quelconques. C’est une méthode illustrée par la propriété suivante, et que ’on retrouvera a
de nombreuses reprises.

Propriété (Linéarité). Pour f,g mesurables positives, et a,b réels positifs,

/(af+bg)du:a/fd,u+b/gdu.

Démonstration. Le lemme fournit des suites croissantes (f,)n et (gn)n de fonctions étagées positives qui
convergent vers f et g. Pour tout n, par les propriétés de I'intégrale des fonctions étagées positives,

[t v vgdu=a [ s [ gun,

ce qui donne ’égalité annoncée en passant & la limite grace au TCM. O]

Gréace a cette linéarité, le théoréme de convergence monotone admet une réécriture en termes de séries :
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Corollaire 3.2 (Théoréme de convergence monotone pour les séries positives). Si (f,)n>0 est une suite
de fonctions mesurables positives, alors

J(ErJu-5

Démonstration. On applique le TCM a la suite des sommes partielles S,, = 22:0 fx >0, qui est croissante (car
fn > 0) et converge vers S =3 77 o fr. On a ainsi

/Sdu: limT/Snd,u.

Or, par la propriété de linéarité précédente,

o0

/Sndu: / (éh)du ki)/fkdu R kZ /fkdu

=0"

d’out la conclusion. O

Proposition 3.3 (Inégalité de Markov). Pour toute fonction mesurable positive f et tout réel a > 0,

u({x € E| f(z) Za}) < %/fdu-

Démonstration. L’ensemble A = {z € E| f(x) > a} vérifie f > aly (pour z € A, f(z) > a = ala(z), et pour
x ¢ A, f(r) >0 =ala(x)). Par suite, en intégrant,

/ fdp > / aladp = ap(A),

ce qui donne l'inégalité. O

Corollaire 3.4. Soit f,g des fonctions mesurables positives.

a) Si /fd,u < 00, alors f < oo presque partout.

b) /fd,u =0 si et seulement si f =0 presque partout.

c) Si f =g presque partout, alors /fdu = /gd,u.

Démonstration. a) On suppose [ fdu < co. Pour tout n, on note A, = {z € E|f(z) > n}, et Axg =
{z € E|f(x) = oo}. Pour tout n, on a Ay, C A, donc 0 < u(Asx) < u(A,), or par l'inégalité de Markov
w(Ay) < %f fdu, qui tend vers 0 quand n — oo (vu que l'intégrale est supposée finie). On en conclut donc que
1(As) = 0, ce qu’il fallait démontrer.

b) On suppose [ fdu = 0. Pour tout n > 1, on note 4, = {z € E|f(z) > 1} et A = {z € E| f(z) > 0}.
La suite (Ay)n est croissante, et A = UTn Ap. On a donc pu(Ax) = limt, p(A4,). Or l'inégalité de Markov
donne p(A,) <n [ fdu =0 quel que soit n, d’ott (As) = 0, c’est-a-dire que f = 0 presque partout (pour ).
La réciproque a déja été vue.

¢) On suppose f = g presque partout. En particulier, la fonction h = max(f,g) — min(f,g) est nulle presque
partout et positive (ce qui n’est peut-étre pas le cas de f — g), donc [ hdu = 0. En appliquant la propriété
de linéarité a max(f,g) = min(f,g) + h, on a alors [‘max(f,g)dpu = [ min(f,g)du. Or min(f,g) < f < max(f,g)
et de méme pour g; en passant aux intégrales, on voit que [ fdu et [ gdu sont encadrées par [min(f,g)du et
J max(f,g)dp qui sont égales, donc en particulier [ fdu = [ gdp. O

Théoréme 3.2 (Lemme de Fatou). Soit (f)n>0 une suite de fonction mesurables positives. Alors on a

/(liminf fn)d,u < liminf/fnd,u.
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Démonstration. On a, par le TCM,
/hmnlnf frndp = /lniﬁ 21212 frdp = hgﬁ/égi frdp.

Or, pour tout n et m > n, infy>, fi < fim, donc [infy>, frdp < [ frndu, dou [infys, frdp <infp,>, [ fmdp.
En passant a la limite,

lim?t / inf frdu < limf inf / fmdp = lim inf / Tndu,
n >n n m2>n n

ce qui donne le résultat. O

Contre-exemples. Voici trois exemples de suites (f,), telles que lim,, o f, = 0 mais lim, f fndp #0
(on a méme [ fy,du =1 pour tout n). On utilise £ = R, muni de la mesure de Lebesgue p = A;.

« bosse voyageuse » : f, = 1, nq1

« concentration en 0 » : f, = 2nl_1 1

n’'n

« écrasement » : f, = 5=1[_, ..

3.2 Intégrale de fonctions a valeurs dans R

Définition (Fonction intégrable). Soit f : E — R une fonction mesurable. f est intégrable par rapport
a p (ou p-intégrable) si

/\fldu<00-

On note LY(E,A,n) (ou LY(E,u), voire LY(E) ou méme L' si le contexte précise (E,A,u)) lespace des
fonctions intégrables par rapport a p.

Pour une fonction f : E — R mesurable, on définit f{ = max(0,f) et f— = max(0, — f) les parties positive
et négative de f. Noter que fi,f_ sont toutes les deux des fonctions mesurables positives et que f = fi — f_

et |[fl=f++[f-

Définition (Intégrale d’une fonction de signe quelconque). Si f € LY(E,A,u) est une fonction intégrable

par rapport & p, on définit
[ tan= [ fean [ raner,

Noter que l'on a |f| = fy + f- > f-, ce qui justifie que [ f_du < oo et donne un sens & la soustraction
ci-dessus. De méme, [ fidu < oo donc [ fdu est bien réel.

/Afdu=/f1Adu

I'intégrale de f sur A par rapport a u, lorsqu’elle a un sens, c’est-a-dire si f14 est positive ou intégrable.
Ceci a d’ailleurs un sens méme si f n’est pas définie hors de A (car 14 vaut alors 0). On dit que f est intégrable

sur Asi [, |fldu < oo.
[ fau] < [ 171

b) L’ensemble des fonctions intégrables L1(E,A,u) est un espace vectoriel, et f /fd,u est linéaire.

Notation. Pour A € A, on note

Propriétés. a) Pour toute f € LY(E,Au),

¢) Pour f,g € LY(E,Au), si f <g, alors /fd,u < /gdu.

d) Pour f,g € LY(E,A,u), si f = g presque partout, alors /fd,u = /gdu.

Démonstration. a) Ona f= fy — f_ et |f| = f+ + f—, donc par inégalité triangulaire,

[ rau] =| [ fan= [rau] <| [ fran]+ | [ 1au] = [ eans [ ran

Par linéarité de 1'intégrale pour les fonctions positives, on a donc ‘ J fd/i! = [(f++ fo)dp = [|f|dp.
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b) On le laisse en exercice (décomposer en parties positives et négatives).

¢)Onag=f+(g—f)etg—f>0donc [(g— f)du>0et [gdu= [ fdu+ [(g— f)du> [ fdpu.

d) Si f = g presque partout, alors fi = g4 presque partout et f_ = g_ presque partout (la ou f et g sont
égales, leurs parties positives et négatives le sont aussi), donc [ fidp = [ g4dp, de méme pour f_ et g_ d’ou
[ fdp = [ gdp. O

Théoréme 3.5 (Théoréme de convergence dominée (TCD)). Soit (fn)n une suite de fonctions mesurables
E — R, et f une fonction mesurable E — R. On suppose :

(i) (convergence) La limite im,,_,, f,(x) = f(x) existe pour p-presque tout x € E ;

(i) (domination) Il existe une fonction ¢ : E — Ry mesurable telle que [ @dp < oo et
pour tout n, pour p-presque tout x € E, |fn(x)| < o(x).

Alors, pour tout n, f, € LY(E,Au), f € LY(E,Au),

lim /fndu:/fdu et lim /|fn—f|dM:0.
n—oo n—oo

Démonstration. Le fait que les f, et f soient intégrables vient des inégalités |f,| < o et, a la limite, |f| < .
Elles sont vraies presque partout, dont [ |f,|du < [ ¢du < oo et de méme pour f.

Pour simplifier, supposons (i) et (i7) vrais partout. Les fonctions ¢ — f,, et ¢ + f,, sont positives. On peut
leur appliquer le lemme de Fatou. Pour ¢ — f, :

/limninf(go — fa)du < limninf/(go — fa)du (%)

Or liminfn (¢ — f,) = ¢ — f donc
[imint(e— fudi= [ oan [ fan

liminf/(<p — fo)dp = /gpd,u — limsup/fndu.

Ainsi, (%) donne limsup,, [ f,du < [ f, et les mémes arguments pour ¢ + f,, donnent liminf,, [ f,dp > [ fdu.
Au final,

Et aussi

/ fdu < limint / Fudjs < limsup / fudp < / fdu,
ce qui montre que tous les termes sont égaux, et en particulier lim,, o [ fodp est égal & [ fdpu. O

On peut alors donner une formule « concréte » de calcul de f fdu par approximation, qui correspond a la
définition évoquée lors de la présentation du cours :
Lemme (Approximation d’une intégrale par subdivisions verticales). Soit f une fonction intégrable. Pour toute

suite de subdivisions éﬁ’” < e < é%l()n) de R telle que max; <j< n(n) (Egi)l —Egn)) —0et éﬁ”) — —00, EE\T,L()”) — +o0,
on a

/ fap =1tim 3 (16 64D
i=1

Démonstration. Concentrons-nous sur le cas ol f est positive et prenons n grand de sorte que 65") < 0. Il s’agit
de montrer que [ fdu =lim, [ f,du, ot on a défini les fonctions étagées

£ sily < f(x) < £ oul<i< N(n)
n T E (M1 n) H(n =< v 1
foiw 2ot )0, @) {0 si f(z) > 03 -

Pour tout « € E on a, pour tout n assez grand on a f(z) < 65\7()71) (par la deuxiéme condition sur la subdivision)

et il existe donc i tel que f,(z) = Egm < f(z) < él(j_)l (rappelons que Eg") < 0). On en déduit que

0< fl@) = fale) < 7 = €7 < max(() = 47) 2= 0

(par la premiére condition) ce qui montre que (f,), converge vers f. Il reste & prouver une domination.

Sif(x) < K%l()n), on a par définition f,(z) < f(z). Et si f(x) > 65\7()”), alors fp(x) = 0 < f(x). Ainsi, pour
tout n, 0 < f,(x) < f(x). Or on a supposé f intégrable, donc on peut appliquer le TCD a la suite (f,)n,

dominée par ¢ = f. O
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3.3 Intégrale de fonctions a valeurs dans R? ou C

On peut aussi définir 'intégrale de fonctions a valeurs dans R? (ou C) : il suffit d’intégrer coordonnée par
coordonnée (sous réserve d’intégrabilité). Les résultats des sections précédentes restent alors vrais avec les
deéfinitions suivantes (en particulier linéarité et TCD).

Définition (sur RY). Soit f: E — R une fonction mesurable. On dit que f est intégrable par rapport
posi [|Iflldu < oo, o || - || est une norme quelconque sur RE. On pose alors

[ gau=( [ s, [ guin)

ot f1,...,fq sont les composantes de [ : pour tout x € E, f(x) = (fi(x),...,fa(x)).

Définition (sur C). Soit f : E — C une fonction mesurable. On dit que f est intégrable par rapport
si [|fldp < oo, ot |- | est le module dans C. On pose alors

/fdu:/éRe(f)du—s—i/Sm(f)du.

ou Re(f) et Im(f) sont les parties réelle et imaginaire de f. Autrement dit, si [ |f|du < oo,

%e(/fdu) :/%e(f)du el %m(/fdu) :/%m(f)du.

o0
Ex. 3.1. Soit A > 0. Calculer / e Msintdt. On pourra écrire sint = Sm(e™).
0

3.4 Exemples principaux

3.4.1 Intégrale par rapport & une mesure discréte

Rappelons la définition de la mesure de Dirac en x, notée d, : pour A € A, 6,(A) = 14(x).

Proposition 3.6. Soit f : E — R une fonction et soit x € R. Alors f est intégrable par rapport a 0, et

[ #a6. = f(@).

Démonstration. On a f = f(x)1,} d,-presque partout, car ces fonctions coincident en x, et d,({z}¢) = 0. Donc
leurs intégrales sont égales :

/ fdo, = / @)1 yd6, = F(2)8,({x}) = f(z)

(par la définition de l'intégrale d’une fonction étagée). O

Proposition 3.7. Soit (x,,),>0 une suite E et (ay,)n>0 des réels positifs. On pose p = Z an0y, -
n>0
Si f: E — Ry est une fonction positive, on a

[ =Y ant(ea) € 0.4 o).

n>0

Si f: E — Ry est de signe quelconque, f est intégrable par rapport a p si et seulement siy ", an|f(2,)] < 0o

et dans ce cas
/fdu = Zanf(mn) €eR.

n>0

Ainsi, si i est la mesure de comptage sur E, c’est-a-dire pp = >  pds etsi f: E— Ry, ona

[ fane =3 5@

zeE
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Démonstration. Soit f mesurable positive. Posons g = f1p ot F = {z,, |n € N}. Alors f = g presque partout
pour la mesure . En effet, f = g sur F, et u(F°) = 0. On a donc [ fdu = [ gdu. Or on a g = lim?,, g,, o
n =2 neof(Tk)1{z,} donc, par TCM,

[ ot =timt [ g =t 3 faut(an)) = 3 Flaar.
" " k=0 k=0

d’oti 'égalité annoncée. Si f est de signe quelconque et intégrable, on applique ce qui précéde & f; et f_ pour

obtenir le résultat. O
Ex. 3.2. En appliquant le TCM, déterminer la limite de la suite de terme général I, = ; m

Corollaire 3.8 (Echange de sommations). Soit (@, n)mnen une famille de réels.

a) Si, pour tous mn € N, @y, ,, > 0, alors Z (Z am,n) = Z ( Z am,n) € [0, + o0].

meN neN neN  meN
b) SzZZ\amn|<oo alorsZ(Zamn)ZZ(Zam,n>ER.
meEN neN meN neN neN meN

Démonstration. a) En notant py la mesure de comptage sur N, on obtient par la proposition précédente

Z (Z “m»n> Z / A nd N (n /N ( Z am,n) dun(n) = Z ( Z am77l),

meN *neN meN meN neN NmeN

ol I’égalité du milieu est justifiée par le théoréme de convergence monotone pour les séries a termes positifs.

b) Sous I’hypothése du corollaire, pour tout n € N, la série ) a,,, converge absolument, et on a

/medw =3 Pl = 5 Yl < 0

M

ou la derniére égalité vient de a). Or la suite (Syr)p>0 définie par Syr(n) = >,

Qm,n, converge vers S(n) =
- M . L S

Y meN @mon, et verifie [Syr(n)| < 3700 lamnl < D, en [@m,n| qui est intégrable par ce qui précéde. Donc le

théoréme de convergence dominée donne

/SMd/LN Moo / Z A, ndMN Zzamn

meN

Vu que [Sydun =, 27]\:{:0 Ay, = Z%:o > @m.n (échange avec une somme finie, simple a justifier par

récurrence), la série ) (ZneN amm,) converge et a pour somme la limite précédente, ce qui conclut. O
Ex. 3.3. Calculer Z Z 1
n=1k= 1 k + 2)"]{;'

On peut ainsi enfin prouver qu'une somme infinie de mesures est une mesure, ce qui avait été admis précé-
demment. Remarquons que la preuve du corollaire précédent n'utilise que la mesure de comptage sur N, dont on
sait déja qu’elle est une mesure, donc l’argument n’est pas circulaire.

Corollaire 3.9 (Somme infinie de mesures). Soit (fn)n>0 une famille de mesures sur (E,A).
a) La somme ju =Y < ln est une mesure ;

b) Soit f: E — R une fonction mesurable. Si f est positive, alors
[ =3 [ san elo.+ o0,
n>0
Pour f de signe quelconque, f est intégrable par rapport & pu si et seulement siy_ [ |f|du, < oo, et dans

ce cas (-3 frim e

n>0
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3.4.2 Intégrale par rapport a4 la mesure de Lebesgue (et intégrale de Riemann)

On note A = A1 la mesure de Lebesgue sur R.

Rappel. Soit a < b. Une fonction f : [a,b] — R est intégrable au sens de Riemann si, pour tout £ > 0,
il existe des fonctions en escalier ¢ et v sur [a,b] telles que ¢ < f < 1) et f:w(t) — (t))dt < €, ou 'intégrale
de la fonction en escalier ¥ — ¢ est définie de maniére élémentaire (comme pour les fonctions étagées avec la
mesure de Lebesgue : si o = >, a1}, 4, [ alors f; p(t)dt = Y, ai(zi41 — ;). Et dans ce cas on note

b b
/ ft)dt = sup / p(t)dt = inf / W(t)
a ¢ en escalier, Jq P en escaher

p<f

Théoréme 3.10. Si f est intégrable au sens de Riemann sur [a,b], alors f est intégrable par rapport a la

mesure de Lebesque A sur [ab], et
b
fdx = / ft)de
[a,b] a

Démonstration. Comme A(]z;,21+1]) = @it1 — x; (et A({z;}) = 0), la formule est vraie pour les fonctions en
escalier (en comparant a la formule pour l'intégrale des fonctions étagées).

Soit f une fonction intégrable au sens de Riemann. Les fonctions g = sup{¢ en escalier| ¢ < f} et h =
inf{¢) en escalier | f < 1} sont mesurables, g < f < h et [(h — g)du = 0 donc g = h p-presque partout. Ceci
implique que f est mesurable, si on considére que les sous-ensembles des ensembles négligeables sont mesurables
(on parle de tribu complétée) ; pour ce cours, on négligera cette subtilité et on prétendra f mesurable.

Soit € > 0. Il existe p,1) en escalier telles que ¢ < f < ¥ et ff(z/) — ) < ¢ (ou lintégrale est au sens de
Riemann ou de Lebesgue, par ce qui précéde) En particulier f est bornée donc intégrable sur [a,b]. On a (par les

propriétés de U'intégrale de Riemann) f e(t)dt < f fydt < f ¥ (t)dt et aussi (par les propriétés de U'intégrale
de Lebesgue) f[ p A <f[ g fdx < f wd)\

Or f; p(t)dt = f[a ] wdA car ¢ est en escaher7 et de méme pour 1. Ainsi les deux intégrales de f appartiennent

‘/abf(t)dt/[a’b] fd)\‘ <e.

Ceci vaut pour tout € > 0, d’out la conclusion. O

au méme intervalle de largeur < ¢, donc

Notation. Par suite, si I est un intervalle, pour f : I — R mesurable positive, ou intégrable par rapport a A,

on pourra noter
[ 1= [ rwae= [ rax

méme si f n’est pas intégrable au sens de Riemann, sans confusion possible. On utilisera aussi la notation usuelle
suivante : si a < b, et si f : [a,b] = R est mesurable positive, ou intégrable par rapport a A,

b a
Wﬁ®&=]mﬁ®&=éf@&=—lfwﬁ

On évitera par contre en général d’utiliser cette notation pour des intégrales par rapport & une mesure quel-
conque, afin d’éviter des ambiguités (voir notamment I’exercice suivant).

Ex. 3.4. Soit g = XA+ puz, ol uz est la mesure de comptage sur Z. Que vaut f[oﬂ fdu? Et f]o yfdu?

On peut donc, pour des intégrales au sens de Riemann, appliquer les théorémes qu’on a vu jusqu’ici (conver-
gence monotone, dominée, Fatou, etc.), en plus des propriétés déja connues, telles les suivantes, que 'on redé-
montre pour rappel.

Proposition 3.11 (Théoréme fondamental de 'analyse).

a) Soit f : [a,b] — R une fonction continue. La fonction F : x s [ f(t)dt est dérivable sur [a,b], et sa
dérivée est F' = f. C’est l'unique fonction dérivable sur [a,b] nulle en a et dont la dérivée est f.
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b) Soit F : [a,b] — R une fonction de classe Ct. On a

/ " F(t)dt = F(b) — Fla).

Notons que la derniére formule reste valide si a > b avec la convention rappelée plus haut : f: =— f:

Démonstration. a) Soit z € [a,b]. Pour tout h > 0 tel que x+h € [a,b], on a F(x+h) — F(z) = f;+h fy)dy —
J2 F)dy = [T Fy)dy et aussi f(z) = § [T f(x)dy, don

F(x+h)— F(x

)
)

2 [T v s <2 [T 1w - e

Soit € > 0. Par continuité de f en z, il existe § > 0 tel que pour tout y € [x,z + d], |f(y) — f(x)| < e. Ainsi,

pour tout 0 < h < 4,
< E/ edy =e.

Ceci montre, si @ # b, que F est dérivable a droite en z, de dérivée f(z). On procéde de méme pour la dérivée
& gauche en partant de F(z) — F(z —h) = [* , f.

On a bien str F(a) = 0 et on vient de montrer F/ = f. Montrons l'unicité. Soient F,G deux telles fonctions
et posons H =G — F. On a donc H(a) =0 et H = 0. L’inégalité des accroissements finis implique alors que,
pour tout = € [a,b], |H(z)| = |H(x) — H(a)| < |z —a|maxp, 5 |[H'| =0, donc H = 0 sur [a,b], c’est-a-dire G = F.

b) Par I'unicité prouvée en a), on a nécessairement F(z) — F(a) = [ F’(t)dt pour tout « € [a,b] (les membres
de gauche et de droite définissent des fonctions nulles en a et de dérivée F'). En particulier, le cas x = b donne
la formule annoncée. O

‘F(m—&-h)—F(x) @)

h

Corollaire 3.12 (Intégration par parties (IPP) et changement de variable).
a) (Intégration par parties) Pour toutes fonctions u,v : [a,b] — R de classe C*,

b b
/ o' (t)v(t)dt = u(b)v(b) — u(a)v(a) — / w(t)v' (t)de.

b) (Changement de variable sur R) Pour toute fonction continue f : I — R, et toute fonction ¢ : [a,b] — I
de classe C*,

»(b) b
/ fmmz/fwwwww
w(a) a

Démonstration. a) Par le théoréme fondamental de ’analyse appliqué a F' = uv,

b b b

b
u(b)v(b) — u(a)v(a) :/ (uv)’(t)dt:/ (M(t)v(t)—ﬁ—u(t)v’(t)dt):/ u’(t)v(t)dt+/ w(t)v'(t)dt.

a a a

b) Notons F' une primitive de f, c’est-a-dire que F’ = f (Uexistence de F résulte de la proposition précédente).
Par dérivation des fonctions composées, on a (Fop)'(y) = ¢’ (y)F'(v(y)) = ¢'(y) f(¢(y)), d’ot par la proposition
précédente pour les fonctions F puis F o ¢ : (remarquons que 'on peut avoir ¢(a) > ¢(b))

»(b) b b
/ f(t)dt = F(p(b)) — F(e(a)) :/ (F o) (y)dy :/ )¢’ (y)dy. O

(a) a

Rappelons que 'on définit aussi I'intégrale de Riemann sur un intervalle quelconque par passage a la limite
dans les bornes d’intégration, lorsque la limite existe. Si la fonction est intégrable alors on retrouve aussi
l'intégrale de Lebesgue. On écrit seulement ’énoncé pour les intervalles [a, + co[ mais le résultat est général :

Proposition 3.13. Soit f : [a, + co[— R une fonction mesurable et 1 une mesure sur R.
Si f est positive,

/ fdp = limt fdu.
[a,+o00]

b—+00 J[a,b]

Si f est intégrable par rapport a p, alors la limite précédente reste vraie.
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Démonstration. Dans le cas positif, c’est une conséquence du TCM : on a f[a,b] fdu= [ g pdp, or b= fligy
est croissante et converge vers flj, ;o[ en +oo. Pour f intégrable, c’est une conséquence du TCD avec la
domination |f1(g )| < [f|1[a,+occ[, intégrable par hypothése. O

Ex. 3.5. Dire si les fonctions suivantes sont intégrables sur |0, + oo[, |1, + oo[ ou ]0,1[ par rapport & la mesure

de Lebesgue : t — 1, t —~ e (ota €R), t— t7% (ou a € R), t — Int, t — sint, t — e

o g=t/n > nsin(t)
Ex. 3.6. Déterminer les limites lim dt et lim — "2 dt.
nooo Jo 1+t n—oo o  t(1+ t?)

3.5 Mesures a densité

On vérifie facilement avec le TCM que, si f est positive, I'application v : A — [, fdu = [ fladp est une
mesure, d’ou la définition :

Définition (Mesure & densité). Soit f une fonction mesurable E — [0, + 00| et u une mesure sur E. On
définit la mesure v := f - u (on notera aussi dv = fdu) en posant

pour tout A € A, v(A) = / fdp = /flAd,u.
A

Cette mesure v = f - i est appelée mesure de densité f par rapport a p est la mesure f - p.

Ex. 3.7. Soit (a)n>0 une suite de réels positifs, et (z,)nen une suite de points de E. On considére la mesure
discréte pp = >0° ) a0y, . Montrer que, pour toute fonction f : E — [0,00], la mesure f - est la mesure discréte
sur E donnée par f-pu =" f(zn)andy

n

Ainsi, toute mesure & densité par rapport 4 une mesure discréte reste discréte; par contre, la définition de
mesures & densité par rapport a la mesure de Lebesgue fournit de nombreuses nouvelles mesures intéressantes.

Ex. 3.8. On considére la fonction f : 2 — 2%1_; 1)(z) sur R, et la mesure v = f - X. Calculer v(] — c0,z]) pour
tout = € R. Que vaut v({z}), pour tout z € R?

La formule suivante donne une intuition de ce qu’est la densité par rapport a la mesure de Lebesgue Ay (dans
le cas ou la densité est réguliére).

Ex. 3.9. Soit f une fonction continue sur R?, a valeurs dans R et soit v = f - A\y. Montrer que

d _ o M(B(ze))
pour tout x € R?, flx) = 61&& N(B(z.2)

o B(z,£) est la boule de rayon e centrée en z. Ainsi, sur R, on a f(z) = lim o 5-v(Jz — £,2 + £).

Proposition 3.14 (Intégrale par rapport & une mesure a densité). Soit f une fonction mesurable E —
[0, + o0] et soit p une mesure sur E. Soit v = f - u la mesure de densité f par rapport & p.

a) Pour toute fonction mesurable g : E — [0, 4+ o], on a

[ ot = [oran= [ g s@auto).

b) Une fonction g : E — R est intégrable par rapport & f - si et seulement si fg est intégrable par rapport
a i et, dans ce cas,
[otv= [ aau= [ g@)r@duta).

Ceci justifie la notation v = f - pu = f(z)du(z) ou dv = fdu. Pour la mesure de Lebesgue, vu le lien avec
I'intégrale de Riemann, on notera aussi f(z)dx pour f - A. Par extension, vu que 1 -y = u, on pourra parfois
noter du(x) pour désigner la mesure p, et donc da pour désigner la mesure de Lebesgue A (ou \g).

Ex. 3.10. Pour la mesure v de l'exercice 3.8, calculer [ ﬁdy(x) et [ 1dv(z); on justifiera que le manque de

définition de x — % en 0 n’empéche pas de bien définir son intégrale.
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3.6 Intégrales dépendant d’un paramétre

Dans cette partie, on considére une famille (f(¢,)):es de fonctions, indexée par un intervalle réel I : plutét qu’une
suite, il s’agit d'un « continuum » de fonctions, que I'on peut aussi voir comme une fonction f: I x E — R.

Exemple. On peut interpréter la famille de fonctions (f(t,))ier, définies sur R par f(t,-) : @ — e "1 (),
comme une fonction f : Ry x R =R, c’est-a-dire f : (t,x) — e "1y ().

Lorsque les fonctions f(t,-) sont intégrables, on peut considérer la fonction

Fitrr FO) = [ f(tdn= [ Fitadnto).

s

que Pon appelle une intégrale & parameétre car elle dépend du réel ¢ (appelé parameétre). Le théoréme de
convergence dominée permet alors d’obtenir facilement des résultats de régularité sur F.

Théoréme 3.15 (Convergence dominée/Passage a la limite sous 'intégrale). Soit f : (t,x) — f(t,x) une
fonction mesurable de I x E dans Re ou C (pour I un intervalle de R). Soit o un élément de I ou une de
ses bornes (dans R) et soit g : x — g(x) une fonction mesurable de E dans R? ou C. On suppose que :

e (limite par rapport au parameétre) pour p-presque tout x € E, tlg% ftx)=g(z);

e (domination) il existe une fonction ¢ : E — Ry mesurable telle que [ ¢dp < oo et, pour tout t € I,
pour p-presque tout T € E, !f(t,x)’ < p(x).

Alors les intégrales suivantes sont bien définies et

i [ f(to)dutz) = [ g(o)dnto).

t—a

Démonstration. L’existence des intégrales résulte de la domination (en passant a la limite, on voit que la limite
est dominée par ¢ elle aussi). Pour prouver l'interversion entre limite et intégrale, on se raméne au TCD a ’aide
de la caractérisation des limites par les suites : rappelons que pour une fonction f : I — R, f(t) converge vers
¢ quand t — « si et seulement si, pour toute suite (), dans I qui converge vers «, la suite (f(¢,)), converge
vers £. Soit donc (t,), une suite qui converge vers «. Les hypothéses du théoréme permettent d’appliquer le
TCD a la suite des fonctions f, :  — f,(z) = f(tn,x), dominée par ¢, pour conclure que

tim [ f(ta)dn(o) = [ 1w f(t,0)dp(o).

D’aprés la caractérisation des limites par les suites, ceci donne le théoréme. O

) . > tsin(§)

Ex. 3.11. On définit la fonction I : ¢t — I(t) = —
o z(l+a?)

Justifier que I est définie sur cet intervalle et déterminer ses limites quand ¢t — oo et t — 0.

dz sur ]0, + oof.

— 1+t
Ex. 3.12. On considére la fonction S : ¢t — E T—;Q sur )0, + oo .
n
n=1

Justifier que S est définie sur cet intervalle et déterminer sa limite quand ¢t — co. Et quand ¢ — 0T ?

Continuité des intégrales a paramétre

Théoréme 3.16 (Continuité sous lintégrale). Soit f : (t,x) — f(t,x) une fonction mesurable de I x E
dans R% ou C (pour I un intervalle de R). On suppose que :

e (continuité par rapport au paramétre) pour u-presque tout x € E, t — f(t,x) est continue sur I ;

e (domination) il existe une fonction ¢ : E — Ry mesurable telle que [ @ dpu < oo et, pour tout t € I,
pour p-presque tout x € E,

pour p-presque tout © € E, !f(t,x)’ < p(x).

Alors la fonction F :t — F(t) = /f(t,a:) du(x) est bien définie pour tout t € I et est continue sur I.
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Démonstration. Ce théoréme est une conséquence directe du théoréme précédent. En effet, soit @ € I. Les
hypothéses du théoréme précédent sont vérifiées car pour u-presque tout x € E, f(t,x) converge vers f(a,x)
quand t — o« d’aprés la continuité. Le théoréme précédent donne donc

i F(6) = [ (Jim f00))dn(e) = [ Flaw)de = Fla)

ce qui montre que F' est continue en a. L]

Ex. 3.13. 1.Montrer que la fonction I de Iexercice 3.11 est continue sur |0, 4+ oo .
2. Montrer que la fonction S de lexercice 3.12 est continue sur [a, + oo, pour tout a > 0. En déduire que S est
continue sur ]0, 4 oo .

Ex. 3.14. Soit (ay), une suite de réels telle que > |a,| < co. On considére la fonction F' : R — R définie par
F(z) =>,°, ansin(nz). Démontrer que F est continue sur R.

Ex. 3.15. On considére la fonction F : z +— F(z) = [;° el_:t dt. Démontrer que F' est continue sur |0, + oo .

Peut-on trouver une domination valable pour tout x > 02 Commencer par montrer que F est continue sur
[a, + ool ot a > 0 est fizé.

Dérivabilité des intégrales a paramétre

Théoréme 3.17 (Dérivation sous l'intégrale). Soit f : (t,x) + f(t,z) une fonction de I x E dans R? ou C
(pour I un intervalle de R). On suppose que :

o (existence de l’intégrale) pour toutt € I, x — f(t,x) est intégrable ;

e (dérivabilité par rapport au paramétre) pour p-presque tout x € E, t — f(t,z) est dérivable sur I,
de dérivée notée %t ;

o (domination de la dérivée) il existe une fonction ¢ : E — Ry mesurable telle que [@du < oo et,
pour toutt € I, .

pour pi-presque tout x € E, 5t (t,z)| < p(z).

Alors la fonction F : t — F(t /f (t,x) du(x) est dérivable sur I et

pour tout t € I, F'(t) = /%(t,w) du(z).

F(t)—F(a

Démonstration. Soit o € I. 1l faut montrer que lim; o ———— f %{ t,z)du(x). Or par linéarité

F(t) S t,x flaz)
d
P— / 4 (),
et 'hypothése de dérivabilité donne, pour u-presque tout x,
t —_
lim flta) - flaz) _ g(a,x).

t—or t—« ot

La domination nécessaire pour appliquer le TCD (avec parameétre réel) est donnée par I'inégalité des accroisse-
ments finis et la troisiéme hypothése : pour tout ¢ € I, pour presque tout = € F,

f(tx) — flaz) of
< <
‘ — < 5w 5 = (ua)| < o(z),
et [ @dp < co. On peut donc échanger limite et intégrale et conclure que F est dérivable en o O

Remarque. Side plus la fonction t — f +(t,r) est continue pour presque tout z, alors le théoréme de continuité
montre que F’ est continue, et donc que F est de classe C! sur 1.

Remarque. Pour montrer que F est de classe C2, C3, ..., on peut appliquer le théoréme plusieurs fois. Pour
montrer que F' est de classe C°°, on peut montrer par récurrence que F' est de classe C™ pour tout n.

Ex. 3.16. 1.Montrer que la fonction F' de I'exercice 3.15 est dérivable sur ]0, + oo[ et donner une expression
de sa dérivée (sous forme d’intégrale).

2. Vérifier que F est solution de I’équation différentielle ¢/ = y — %

3. Montrer que F est de classe C* sur |0, + oo[ et donner une expression de ses dérivées successives.
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Donnons un exemple de fonction définie par une intégrale a paramétre qui jouera un role dans de nombreux
autres cours :

Définition (Transformée de Fourier). Soit f : R — C une fonction mesurable, intégrable par rapport & la
mesure de Lebesque. La transformée de Fourier de f est la fonction Ff = f: R — C définie par :

pour tout £ € R, f(ﬁ) = /f(t)efitgdt.

Notons que f est bien définie car [1f(t)e=|dt = [|f(t)|dt < oo, par intégrabilité de f.
Ex. 3.17. Calculer la transformée de Fourier de la fonction f : R — R définie par f(z) = e~ 17l

Ex. 3.18. Montrer les propriétés suivantes :
1. La fonction f est continue sur R;
2.Si [¢|f(¢)|dt < oo, alors f est de classe C! et (f)/(f) =

3.Si f est de classe C! et f’ est intégrable, alors (f')(€)

~

—ig(§), ot gt tf(1);
i€ f(€) pour tout £ € R. (Intégrer par parties.)

3.7 Espaces de fonctions intégrables

Soit (E,A,u) un espace mesuré. On rappelle la définition de l'espace (vectoriel) des fonctions intégrables
LYE,Ap) = {f : E — R mesurable ’ /|f|d/¢ < oo},

et on peut définir de méme L& (F,A,p) pour les fonctions a valeurs dans C. Plus généralement, si p > 0, on note
LP(E,Ap) = {f : E — R mesurable ‘ /|f|pd,u < oo}.

Comme pour £!, on abrége souvent en £P(E) si la mesure est donnée par le contexte. En particulier, on notera
systématiquement £P(R?) = LP(R? B(R%),\y).

Remarque. On peut aussi considérer le cas “p = o0”, qui correspond a
L*®(E,Ap) = {f : E — R mesurable |il existe C' > 0 tel que |f(z)| < C pour p-presque tout x € E} ,

I’espace des fonctions « bornées presque partout » sur E.

On va se concentrer plus bas sur les cas p = 1 et p = 2, qui sont les plus importants.

Identifier les fonctions égales presque partout. Rappelons qu’avoir [|f|dp = 0 implique que f = 0
p-presque partout, mais pas forcément que f = 0! (Par exemple, f(x) = sin(27z)e~1*! est d’intégrale nulle par
rapport a la mesure pz de comptage sur Z.) Pour contourner ce « probléme », on peut identifier les fonctions
égales p-presque partout. Ceci meéne a la définition suivante :

Définition. On note f ~ g si f = g presque partout. Alors, la relation f ~ g est une relation d’équivalence,
et on définit LP(E,A,u) = LP(E,A,u)/~.

Autrement dit, on obtient LP(FE,A,u) en identifiant entre elles les fonctions égales u-presque partout (les
éléments de LP(E,A,u) ne sont pas vraiment des fonctions mais des classes de fonctions égales entre elles p-
presque partout). Par exemple, I’élément 0 € LP(E,A,u) est la classe des fonctions nulles presque partout : si
f =0 p-presque partout, dans L? on identifiera f a la fonction nulle (méme si f n’est pas la fonction nulle).

Puisque deux fonctions égales presque partout ont la méme intégrale, on pourra sans ambiguité noter [ fdu
pour f € L'(E,A,u) pour désigner l'intégrale de n’importe quelle fonction dans la classe f, et ainsi procéder
comme si les éléments de LP(E,A,u) étaient des fonctions, c’est-a-dire que l'on pourra confondre un élément
de LP (une classe de fonctions) et I'un quelconque de ses représentants (I'une de ces fonctions), a ceci prés que
si f,g € LP(E,A,u) sont égales presque partout, alors f = ¢ par définition.
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3.7.1 Espace L'(E,A,u)
Pour f € L'(E,A,u), on note

11 =/|f\du.

On déduit des propriétés de I'intégrale que || - ||; est une norme sur L'(E,A,u). En effet :
e pour tout A € R, pour tout f € LY(E), [[Aflli = M| fll1;

e pour tous f,9 € L'(E), If +gllh < [+ llgllx;

e pour tout f € LY(E), ||f||1 = 0 si et seulement si f =0 € L(E) (noter qu’ici on a utilisé le fait que dans L!
on a identifi¢ la fonction nulle y-presque partout a 0 € L1).

Si une suite (f,), dans L'(E,A,u) converge vers f € L'(E,Au) pour la norme || - |1, c’est-a-dire si
lim, o0 || fn — fll1 = 0, on notera f, % f, ou plus simplement f, —> I
n—

Théoréme 3.18. L’application f — ||f]|1 est une norme sur L*(E,A,u). De plus, muni de cette norme,
Iespace vectoriel L'(E,A,u) est complet.

On rappelle qu’un espace est complet si toute suite de Cauchy dans cet espace converge : si (fn)n est une suite
de fonctions dans L' telle que sup,sq || fa4p — fulli —— 0, alors il existe f € L' telle que || fn — flls —— 0.
= n— 00 n—oo

On rappelle aussi qu’un espace vectoriel normé complet sur R ou C est appelé espace de Banach.

On donne quelques résultats utiles de densité :

Proposition 3.19. a) Les fonctions étagées intégrables sont denses dans L*(E,A,u).
b) Les fonctions en escalier sont denses dans L*(R).

¢) Les fonctions de classe C* a support compact sont denses dans L*(RY).

Ex. 3.19. (Lemme de Lebesque) Montrer que, pour toute f € L'(R),
/f(x) sin(tz)dz = 0.
On utilisera au choix la densité dans L*(R) des fonctions en escalier ou de classe C*° & support compact.

3.7.2 Espace L?(E,A,u)
Pour f € L?(E,A,u), on note

1/2
11 = f1r2an)

Plus généralement, si f,g € £2(E,A ,u) la fonction fg est intégrable puisque |fg| < LA Hal™
s’obtient en développant (|f| — |g[)? > 0), et on note

° +|g‘ (cette inégalité

(f.9)= /fg dus,

qui s’avére étre un produit scalaire sur L(E,A,u).
En effet, on montre facilement que (-,-) est bilinéaire symétrique positive : pour tous f,g,h € L*(E,A,pu), et
tout A € R,

(Af+gh) = Xfh)+(gh),  (f.9)=(g.f), et (f.f)=Ifl2=0.
De plus, ||f|l2 = 0 implique f = 0 € L?(E,A,u), donc (-,-) est définie positive sur L?(E, A,u) ; noter qu’on a ici
de nouveau utilisé le fait que dans L? on a identifié la fonction nulle p-presque partout a 0 € L2,

Théoréme 3.20. Sur l’espace L?(E,A,u), Uapplication (f,g) — {(f,g) est un produit scalaire associé a la
norme f + || fll2. De plus, muni de ce produit scalaire, ’espace vectoriel L?(E,A,u) est complet.

On rappelle qu’un espace vectoriel normé complet (espace de Banach) dont la norme découle d’un produit scalaire
I £Il = (f,f)}/? est appelé espace de Hilbert.

Signalons I'expression que prend l'inégalité de Cauchy-Schwarz : pour toutes fonctions f,g € L?(E),

— ([ foan)" < [ £ [ =113 1913.

Les résultats de densité donnés pour L' sont aussi valables pour L? :
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Proposition 3.21. a) Les fonctions étagées intégrables sont denses dans L*(E,A,u).
b) Les fonctions en escalier sont denses dans L*(R).

¢) Les fonctions de classe C*® & support compact sont denses dans L?(R%).

La remarque suivante sera trés utile en probabilités :

Proposition 3.22. Soit u une mesure sur E de masse finie, u(E) < co. Alors f € L*(E) = f € L'(E).

Démonstration. Soit f € L*(E). 1l faut montrer que [ |f|du < co. On peut utiliser 'inégalité de Cauchy-Schwarz

avec g =1: ,
( / Ifldu> < [1sPau [ 170 = 1513 (E)

et le dernier terme est fini car f € L?(E) et u(E) < oo par hypothése. O

Ex. 3.20. On munit R de la mesure de Lebesgue. Donner un exemple de fonction f telle que

1.0n a f € L'(R) mais f ¢ L*(R).

2.0n a f € L*(R) mais f ¢ L*(R).

Ex. 3.21. (Espaces ¢?) On définit 7 = LP(N,P(N),un), ol un est la mesure de comptage sur N. C’est donc
Pespace des fonctions a : N — R, autrement dit des suites (a,)nen & valeurs réelles, telles que

Z lan|? < oo.
neN

1. Quels sont les ensembles négligeables pour un? En déduire qu’il n’y a pas besoin de passer par ’étape
“identification des fonctions égales presque partout”, autrement dit que LP = ¢P.
2. Montrer que ¢! C /2 et, plus généralement, que /7 C £9si 0 < p < q.
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Chapitre 4

Intégration sur un espace produit,
changement de variables

Dans tout le chapitre, (F,A,u) et (F,B,v) désignent deux espaces mesurés. On supposera que u et v
sont o-finies : il existe une suite croissante (E,,), de parties mesurables de E telle que

E= UT E, et pour tout n, p(E,) < oo,

et de méme pour (F,B,v).

Pour une fonction f : E x F — R, on peut considérer la double intégration [, ( [, f(z,y)dv(y))du(z). On
va montrer que ’on peut voir cette double intégration comme une simple intégration sur ’espace E x F. Ce
point de vue aura ’avantage de mettre en évidence la symétrie des roles de E et F', et donc de montrer que ’on
peut intervertir 'ordre entre les intégrales précédentes. Il fournit de plus une fagon de construire une mesure sur
I'espace E x F, qui permettrait de construire la mesure de Lebesgue sur R? & partir de la mesure de Lebesgue
sur R (en partant du fait que 1’aire d’un rectangle est le produit des longueurs de ses cotés), et qui jouera aussi
un réle important dans la notion d’indépendance en probabilités.

4.1 Produit d’espaces mesurés et mesure produit

On souhaite faire de E x F' = {(z,y) |z € E,y € F} un espace mesuré, c’est-a-dire le munir d’une tribu et d’une
mesure, déduites de celles de E et F'.

Définition (Tribu produit). La tribu produit de A et B est la tribu A ® B engendrée par les ensembles
A X B (appelés pavés) o A€ A et BeB :

AwB=o({AxB|A€cA BeB}).

Dans le cas des boréliens de R?, cette opération redonne les tribus déja connues :

Proposition 4.1. Pour tous d.d’, B(R?) @ B(RY) = B(Rt?').

Par suite, B(R?) = B(R) ® - -- ® B(R) = B(R)® en définissant par récurrence une tribu produit de d tribus.
Pour tout ensemble C' C E x F, on définit ses « tranches » : pour tout x € F,

Co={yeF|(zy)eC}CF

pour tout y € F,
CY={rxeFE|(zxy)eC} CE.

On peut vérifier que, si C € A ® B, alors les tranches sont mesurables (dans les espaces respectifs).

Définition-Théoréme (Mesure produit). Il existe une unique mesure m sur (E x F, A® B) telle que
VAe A VBeB, m(A x B) = p(A)v(B),

(avec ici 0o -0 =0-00 =0). La mesure m est appelée mesure produit de pu par v, notée m = pQ v.
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De plus, pour tout C € A® B,

(mone) = [

E

mmwm:/mmmw»

F

L’existence vient de la derniére formule, qui décrit une intégration « par tranches » : la mesure de C' est
I'intégrale des mesures de ses tranches, horizontales ou verticales. Dans le cas de la mesure de Lebesgue sur R?,
le produit redonne les mesures déja connues :

Proposition 4.2. Pour tous d,d', A\g @ Agr = Agaa -

Par suite, en notant A = Aj,ona Ag = A®---® A = A®?, en définissant par récurrence le produit de d mesures.

Ex. 4.1. Soit f : R — R une fonction mesurable positive. Démontrer que l’aire de la partie de R? comprise
entre ’axe des abscisses et le graphe de f est égale a 'intégrale de f par rapport & la mesure de Lebesgue :

Af@mm:Ax«mmeRﬂOSySfun»

Plus généralement, pour toute fonction f : E — R, mesurable, justifier que pour toute mesure p sur F,
[ H@aua) = (10 N (za) € R0 < y < f@))).

Ex. 4.2. En écrivant A\3 = Ay ® A1, calculer le volume d'un céne plein C, dans R3, de sommet O = (0,0,0) et
de base A x {h} ot A € B(R?) et h > 0 (h est donc la hauteur du cone) :

C={@y:) eR|0<z<het (ry) € A].

4.2 Théorémes de Fubini

Les propriétés de la mesure produit se transférent aisément aux propriétés de l'intégrale et permettent de
résoudre la question initiale.

Théoréme 4.3 (Fubini-Tonelli). Pour toute fonction mesurable positive f : E x F — [0, 4+ oo],

[ tawen = [ ([ fanwe))aw = [ ([ e o).

Démonstration. La formule est vraiesi f = 1¢ ou C € AR B : ¢’est le théoréme précédent. Par suite, la linéarité
de I'intégrale montre qu’elle est vraie pour toute fonction étagée positive. Finalement, si f est mesurable positive,
la formule s’obtient avec plusieurs applications du TCM en écrivant f comme limite croissante d’une suite (f,,),
de fonctions étagées positives (sur E x F'). L’autre égalité s’obtient de méme en échangeant 'ordre d’intégration.

Pour les détails, on renvoie a 'une des références mentionnée en début de poly. O

En conséquence de ce théoréme, lorsque f est mesurable positive, on pourra noter

/E/Ff(af»y)dV(y)du(x)Z/Efodudv,

c’est-a-dire sans les parenthéses . Ceci justifie la notation dudr pour la mesure produit d(u ® v).

Ex. 4.3. On définit la fonction T : a — [;° t*~Te~dt. Soit a > 0. En écrivant que t* = [~ au® " 1g<y<pdu
dans la définition de I'(a + 1) (et en le justifiant), utiliser le théoréme de Fubini-Tonelli pour démontrer que
I'(a+1) = al(a).

En appliquant le théoréme de Fubini-Tonelli a (z,y) — f(x)g(y), on a le résultat suivant :

Proposition 4.4 (Produit de mesures a densité). Soit f : E — Ry et g : F — Ry mesurables. Alors, la
mesure produit de la mesure f - u de densité f par rapport p avec la mesure g - v de densité g par rapport
a v est la mesure de densité f ® g par rapport & p v, ou (f ® g)(z,y) = f(x)g(y). Autrement dit

(frwe@grv=(Ff®g9) (Lov).
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On peut aussi écrire la conclusion de la proposition sous la forme naturelle suivante :

(f(@)du(z)) (9(y)dv(y)) = f(z)g(y)dp(z)dv(y).
Dans le cas de R? avec la mesure de Lebesgue, la mesure produit des mesures f(x)dz et g(y)dy est donc
naturellement f(z)g(y)dzdy.

On peut aussi traiter le cas d’une fonction f de signe quelconque (comme d’habitude, en écrivant f = f,—f_).
On obtient le résultat suivant :

Théoréme 4.5 (Fubini-Lebesgue). Pour toute fonction mesurable f sur E x F a valeurs dans R? ou C,
telle que

LMFUmynau®wuw><m,

L”ﬂmmm®www=é(Lfmwwwﬁmw=ﬁ(éjmmwu0w@.

Remarque. Par le théoréme de Fubini-Tonelli, la condition équivaut a

/E (/F|f($,y)|dl/(il/)>dﬂ(w) <oo ou ,/Jyr(/]g‘f(x’y)‘du(m)>dy(y) < o0,

Ex. 4.4. 1.Justifier que lintégrale F(z) = [;° sinlt) o~t7 ¢ est bien définie.

2. En écrivant % = fooo e~ "du, mettre F(z) sous la forme d’une intégrale double, et justifier I'interversion des
intégrales en utilisant le théoréme précédent.

3. En déduire la valeur de F'(x). On pourra faire appel  I’Ezercice 3.1.

on a

4.3 Changements de variables

4.3.1 Mesure image et formule de transfert

Soit ¢ : (E,A) — (F,B) une application mesurable et p une mesure sur (E,4). On rappelle la définition suivante :

Définition (Mesure image). La mesure image de p par ¢ est la mesure p,p sur F' donnée par :

pour tout B € B, @ p(B) = (e~ (B)).

Théoréme 4.6 (Théoréme de transfert). Soit ¢ : (E,A) — (F,B) une application mesurable et p une
mesure sur (E,A).

a) Pour toute fonction mesurable positive f : F — [0, + o0],
[ 1w = [ 1e@)duta).
F E

b) Pour toute fonction mesurable f sur F a valeurs dans R? ou C, f est intégrable par rapport a p.ju si
et seulement si f o @ est intégrable par rapport a p et, dans ce cas,

/f@a%mwz/fwmmmw
F E

Ce théoréme est une formule de changement de variable : elle énonce que si, dans une intégrale en la variable z,
on pose y = ¢(x), alors on remplace la mesure du(z) par la mesure d(p.u)(y). Cette formule n’est pas utile en
pratique si on ne connait pas la mesure image @, u. On va cependant voir que ’on peut la calculer lorsque pu est
la mesure de Lebesgue et ¢ est réguliére. De plus, on utilisera trés souvent cette formule en probabilités car on
supposera justement que la mesure image est connue (ce sera la loi d’une variable aléatoire).

Démonstration. a) La formule est vraie si f = 1p ot B € B : c’est exactement la définition de @, u. Par
suite, la linéarité de I'intégrale montre qu’elle est vraie pour toute fonction étagée positive. Finalement, si f est
mesurable positive, alors f = lim?,, f,, pour une suite croissante (f,), de fonctions étagées positives (sur F),
ce qui donne f o ¢ = limfT,, f,, o ¢ et donc, en appliquant le TCM, la formule pour la fonction f, fournit a la
limite la formule pour f.
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b) Pour f a valeurs réelles de signe quelconque, appliquer le a) a |f| donne

1710 = [ 17 el

ce qui montre que f est intégrable par rapport & . si et seulement si f o ¢ est intégrable par rapport a u.
Supposons que c’est le cas. On a par définition de 'intégrale puis par a)

[ e = [ redtoan - [ £dton D [0 [(ooitn= [((r = f00du= [(Fop)dn
Pour f a valeurs dans R? ou C, on applique ce qui précéde & chaque composante. O

4.3.2 Changements de variables dans R?

Changement de variable par une application linéaire

Proposition 4.7. Soit M une application linéaire R? — R?. On a, pour B € B(R?),
Ai(M(B)) = | det M| Xq(B).

Autrement dit, st M est inversible,
1

Mg = ———\a.
¢ | det M| ¢

En particulier, pour B = [0,1]¢, cela donne l'interprétation suivante du déterminant de M : c’est le volume du
parallélépipéde engendré par les vecteurs colonnes de M.

Cette proposition permet de faire des changements de variables linéaires : si f : R — R est positive, ou
intégrable par rapport & Ay, le théoréme de transfert donne

1

= Tt M| e f(y)dy.

)= [ F@A3LA) )

Ex. 4.5. 1.Montrer que si f : R> = R est positive ou intégrable, Jre [+ y,x —y)dady = %fRQ f(s,t)dsdt.

2. En utilisant ce changement de variable, calculer I'intégrale sur R? de la fonction f(z,y) = (x2—y2)_21{x21+|y‘}.

Pour montrer la proposition, on aura besoin dans la suite du résultat suivant, qui est intéressant en soi :

Lemme. Si p est une mesure sur (RY,B(RY)) invariante par translation (c’est-a-dire p(a + A) = u(A) pour
tous A € B(RY) et a € R?) et telle que p([0,1]%) < oo, alors il existe une constante C > 0 telle que = C)y.

Démonstration. On écrit la preuve pour R?, mais le principe est général. Par un résultat (admis) du premier
chapitre, il suffit de montrer que, pour tout pavé fermé P de R?, u(P) = C)o(P) ce qui, par I'invariance par
translation, se raméne & montrer que, pour tous a,b > 0,

1([0,a] x [0,b]) = Cab.

Posons C' = pu([0,1[?) (qui est fini par hypothése). Pour tout n > 1, le carré semi-ouvert [0,1[? est 1'union
disjointe de n? carrés semi-ouverts disjoints de coté %, qui ont tous la méme mesure pour p du fait de 1'hy-
pothése d’invariance par translation, donc cette mesure est ;1,([0,%[2) = % Alors pour tous entiers 4,7 > 0,
u([O,é[x[O,%[) = ij& = CL1, en décomposant de méme ce rectangle en ij carrés semi-ouverts disjoints de
coté =.

n

Soit ensuite a,b > 0. Pour tout n, on a I'encadrement [0,a,[x[0,b,[ C [0,a] x [0,b] C [0,a, + 2[x[0,b, + 1],
ol a, = % et b, = LZ—H (approximations de a et b de la forme %, par en-dessous) d’ou, par monotonie des
mesures,

1 1
Canby, < p([0,a] x [0,b]) < C’(an + 7) (bn + f) .
n n
Cela donne 'égalité annoncée en passant a la limite, car a,, — a et b, — b. O
Démonstration de la Proposition 4.7. Si M n’est pas inversible, I'image de M est incluse dans un hyperplan H ;
or les hyperplans ont une mesure nulle pour \g, donc A\g(M(B)) < A\g(H) = 0 pour tout B € B(R?). Puisque
det M = 0 dans ce cas, la formule est vraie.

Supposons M inversible. Alors Aps @ A — Apr(A) = A\g(M(A)) est une mesure sur R? (c’est la mesure image

(M~1),\q), qui est invariante par translation (par linéarité de M et invariance par translation de \g). De plus,
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A ([0,1]%) < oo puisque M ([0,1]¢) est borné. En vertu du lemme précédent, A\y; est multiple de la mesure de
Lebesgue et il existe donc une constante Cp; > 0 telle que, pour tout A € B(R?), \g(M(A)) = CyAa(A4). Vu
que A\g([0,1]%) = 1, on a Cyr = Apr([0,1]%).

Commengons par voir que Cjy = 1 si M est orthogonale (‘MM = I;). En effet, dans ce cas M et M1
préservent les distances, donc M préserve les boules centrées en 0 : si B est la boule de rayon 1, alors M (B) = B,
d’ott Ag(B) = CprAg(B). Comme A\;(B) > 0 on conclut que Cpy = 1 si M est orthogonale.

Ensuite, montrons que Cy; = det M si M est diagonale. Si les coefficients diagonaux sont aq,...,aq, alors
M([0,1]%) = [0,a1] x [0,as] x --- x [0,aq] donc Car = Apr([0,1]%) = |a1|- - - |ag| = |det M.

De fagon générale, si M est inversible, on va utiliser le fait que, pour toutes applications linéaires M et M’,

Cumr = CuChypr.

En effet, pour A= [O,l]d, C]V[]M’ = /\d(MM/(A)) = )\d(M(M/(A))) = OMAd(M/(A)) = OMCJM//\d(A) =
CprChyr. 1l existe une matrice orthogonale O et une matrice symétrique S telles que M = OS (c’est la décom-
position polaire : si S est une racine carrée symétrique de la matrice symétrique définie positive M M, on vérifie
que O = MS~! est orthogonale). Ainsi, on a Cpy = CoCs = Cs : comme det M = det S, on s’est ramené a
montré Cs = det S dans le cas d’une matrice symétrique.

On peut alors diagonaliser S en base orthonormale : il existe P orthogonale et D diagonale telles que
S = PDP~!. Ainsi,

Cs =CpCpCp-1 =Cp =detD,

par le cas des matrices orthogonales et diagonales. Comme det Sz = det D, cela conclut la démonstration. [

Changement de variable par un C!'-difféomorphismes

On a vu que l'image de Ay par une application linéaire bijective M est |dT1M|>‘d' Dans le cas de 'image par
une application non linéaire ¢, on peut néanmoins vouloir appliquer localement le cas linéaire. En effet, une
application ¢ : U — D (ou U et D sont des ouverts de R?) est différentiable si, prés de chaque point € U,
elle peut s’approcher par une application linéaire dy, appelée sa différentielle :

ez +h) = e(@) +de.(h) + o (h]).

L’application linéaire dy, a pour matrice la matrice jacobienne de ¢ = (p;)i<i<q en « :

_ (9
Jacy(z) = ( ol <x>) s

et son déterminant est le jacobien de ¢ en z :

Jo(z) = det (Jacy(2)).

D’aprés le cas linéaire, on s’attend a ce que 'image de \; par ¢ soit, au voisinage de y = ¢(x), proche de
m)\d = [J,-1(y)|Aa (& condition que J,(x) # 0). Puisque le facteur |J,-1(y)| dépend du point y prés duquel
on considére la mesure, cela suggére que la mesure image est (partout) la mesure a densité |J,-1(2)|dAq(2).

Ceci est justifié si ¢ : U — D est un C'-diffeomorphisme, c’est-a-dire que ¢ est de classe C!, bijective, et
que ¢! est aussi de classe C! (la derniére condition revient aussi a dire que Ji,(z) # 0 pour tout z € U) :

Théoréme 4.8 (Changement de variable dans R?). Soit U,D des ouverts de R%. Soit f : D — R mesurable,
et ¢ : U — D un C'-difféomorphisme.
a) La mesure image de A\q par ¢ est la mesure de densité |J,-1| par rapport a Ag :

ox(Aa)jv = |Jp-1] - (M) D,

(Ici (Ma)|p est la restriction de \g a D, puisque @ n’est définie que sur D.)

b) En particulier, si f est positive, alors

/D fly)dy = /U Flo@) @) | dz et /U f(p()) dz = /D F )| ()] dy.

c) Si f est intégrable sur D, alors u — f(p(u))|J,(u)| est intégrable sur U et la premiére égalité est
vérifice. De méme, si fop est intégrable sur U, alors y — f(y)|J,-1(y)| est intégrable sur D et la deuwieme
égalité est vérifiée.
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Ex. 4.6. On rappelle la définition de la fonction I" : a — fooo 2% le~%dz sur )0, + oo[. Pour a,b > 0, écrire
le produit I'(a)I'(b) comme une intégrale sur |0, + oo[? en les variables = et y, et effectuer le changement de
variables = uv, y = u(1 — v). En déduire que

I'(a)T'(b) =T'(a+ b)B(a,b)
ol B(a,b) est la fonction Béta d’Euler B(a,b) = fol 0?11 — )P~ 1dw.

Ex. 4.7. Soit a,b > 1. Calculer l'aire de l'ouvert D délimité par les courbes d’équation y = az, y = z/a,
y=>b/x et y =1/(bx) et contenant le point (1,1). On posera © = u/v et y = uv.
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Deuxiéme partie

—  Probabilités —
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Chapitre 5

Fondements des probabilités

L’objectif de ce chapitre est de constater que la théorie de I'intégration développée dans la premiére partie du
cours fournit un cadre rigoureux pour les probabilités. La théorie sera donc la méme, mais l'interprétation en
est différente : on cherche a fournir un modéle mathématique pour une « expérience aléatoire ». Une premiére
partie va donc consister a relire les résultats de théorie de 'intégration en ayant en téte cette intuition. Ceci va
de pair avec un nouveau vocabulaire, que I’on va commencer par introduire.

5.1 Espaces de probabilités

Définition (Espace de probabilités). Un espace de probabilités (ou espace probabilisé) est un espace
mesuré (2, A,P) ot la mesure P a pour masse totale 1 :

P(Q) = 1.

e On appelle P une probabilité, ou une mesure de probabilité.

o L’ensemble Q) est parfois appelé 'univers, ou l’espace des éventualités.

o Les parties mesurables A € A sont appelés des événements.

Un événement est presque sdr si P(A) = 1; on dit aussi que A est réalisé presque sdrement (p.s.).

Une interprétation en est la suivante :
e () représente ensemble de toutes les éventualités possibles dans Pexpérience aléatoire considérée (on parle
aussi de 'ensemble des réalisations possibles du hasard).
o A est 'ensemble des « événements », c’est-a-dire des ensembles d’éventualités dont on peut évaluer la pro-
babilité.
e Pour A € A, P(A) représente la probabilité d’occurrence de I'événement A. On peut s’en faire diverses
intuitions, qui pourront étre justifiées par la théorie qui va suivre :
o un point de vue a priori, ou par exemple des considérations de symétrie ou un calcul lié aux propriétés
physiques de l'expérience permettent de justifier la répartition des probabilités (par exemple, pour un dé
équilibré, 'occurrence de chaque face devrait avoir méme probabilité, donc 1/6);
o un point de vue a posteriori, ou P(A) est vu comme la fréquence asymptotique de réalisation de I’événement
A si on répéte Pexpérience un grand nombre de fois (par exemple, si on tire le méme dé un grand nombre
de fois, on observe que chaque face apparait en moyenne approximativement lors de 1/6 des tirages).
On pourra appliquer toutes les propriétés des mesures, comme la o-additivité, la continuité croissante ou dé-
croissante, la sous-additivité, le principe d’inclusion-exclusion : on renvoie a la Section 2.2 (en prenant u = P).

Remarque. Malgré 'importance théorique de ’espace de probabilités (£2,.4,P), on verra dans la suite qu’une
particularité fondamentale de la théorie des probabilités est qu’il ne sera souvent pas nécessaire de spécifier
I’espace de probabilités car on ne le verra qu’a travers les variables aléatoires.

Dans toute la suite, on se donne un espace de probabilités (2,4,P).
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5.2 Variables aléatoires

Définition (Variable aléatoire). Une variable aléatoire (v.a.) est une application mesurable X : Q@ — E,
ot (E,E) est un espace mesurable.

On précisera parfois variable aléatoire & valeurs dans E, et on parle de variable aléatoire réelle si
Despace d’arrivée est (R,B(R)).

La définition suivante est fondamentale.

Définition (Loi d’une variable aléatoire). La loi d’une variable aléatoire X : Q@ — E est la mesure image
de P par X. C’est donc la mesure de probabilité Px sur (E,£) donnée par

Px(B)=P(X'(B)) =P({w e Q| X(w) € B})  pour B €E.

On dit que X suit la loi p (et on abrége parfois X ~ p) si la loi de X est p.

Notation pratique. On utilisera en général la notation {X € B} = X ~!(B), de sorte que la définition s’écrit

Px(B)=P(X € B).

De méme, on écrira par exemple, pour une variable aléatoire réelle X, {f(X) >0} = {w € Q| f(X(w)) > 0}.

Proposition 5.1. Si p est une mesure de probabilité sur un ensemble (E,E), il existe un espace de proba-
bilités (Q,A,P) et une variable aléatoire X : Q — E dont la loi est p.

Démonstration. Le plus simple est de choisir (Q2,4,P) = (E,&,u), et X = Idg. Clest ce qu’on appelle I’espace
canonique. O]

NB. En raison de ce résultat, toute mesure de probabilité peut étre vue comme la loi d’une certaine variable
aléatoire et on aura donc tendance a utiliser le mot « loi » pour parler d’une mesure de probabilité, sans qu’elle
soit nécessairement associée a une variable aléatoire particuliére.

Deux familles de lois méritent une attention particuliére : les lois dites discrétes et continues. Attention, ce
ne sont que des cas particuliers et de nombreuses lois ne sont ni discrétes ni continues.

5.2.1 Variables aléatoires discrétes

Définition (v.a. discréte). Une variable aléatoire X : Q — E est discréte s’il existe un ensemble dénom-
brable D C E tel que, presque strement, X € D.
Par abus de language, on dira que X est a valeurs dans D.

Cette définition dépend seulement de la loi de X, et revient & dire que Px est une mesure discréte. En effet,
pour tout B € &,

Px(B)=P(X € B)=P({X e BND}U{X € BND}) =P(X € BND)+P(X € BND°)
et P(X € BN D) < P(X € D¢) = 0 donc
PX(B)P(XeBmD)P( L] {Xac}) > P(X =u),
zeBND rxeBND

c’est-a-dire que
Px = sz5z7 oll p, = P(X =) pour z € D.
x€D

Remarque. Si X est une variable discréte, se donner la loi de X revient donc a se donner les valeurs p, =
P(X = z) pour € D, dont la somme vaut 1 :

1=P(XeD)=> P(X=2)=> p.

xeD zeD

Ex. 5.1. On lance deux dés a six faces. Donner la loi de la somme des deux résultats.
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Définition (Lois discrétes usuelles I).
e Si E est un ensemble, et © € E, la lot de Dirac en x est la loi d’une variable aléatoire X a valeurs
dans E telle que
P(X=2x)=1.
On dit que X est constante (p.s.). Ce n’est donc pas une variable « aléatoire » mais plutot « déterministe ».

e Si E est un ensemble fini, de cardinal |E| = n, la loi uniforme sur E est la loi d’une variable
aléatoire X a valeurs dans E telle que

pour tout T € F, P(X =2x)=
C’est un choix naturel dans les situations ot les différentes issues de l’expérience jouent des rdles symé-

triques.

e La loi de Bernoulli de paramétre p € [0,1] est la loi (notée B(p)) d’une variable aléatoire X a
valeurs dans {0,1} telle que

P(X=1)=p, PX=0)=1-p

On peut voir X comme le résultat du lancer d’une piéce biaisée ayant probabilité p de tomber sur pile.

5.2.2 Variables aléatoires continues (ou a densité).

Définition (v.a. a densité). Une variable aléatoire X a valeurs dans R? est continue, ou @ densité, si sa
loi admet une densité f par rapport a la mesure de Lebesgue. La fonction f est appelée la densité de X.
Autrement dit, X a pour densité f si la fonction f est mesurable positive et vérifie, pour tout A € B(R?),

Px(A)=P(X € A)= /Af(x)dx = /1A(;v)f(x)dx,

et donc en particulier [ f(x)dz =P(X € R?) =1

Ainsi, une fonction mesurable f : R? — R est une densité si et seulement si f est positive et [ f(z)dz = 1.

Propriétés. Si X est une variable aléatoire de densité f, alors
a) pour tout x € R, P(X = x) = 0. Autrement dit, pour tout x € R, presque sirement, X # x.
b) presque siirement, X € {x € R?| f(x) > 0}.

¢) si X a aussi pour densité g, alors f = g presque partout.

Démonstration. a) On a A\g({r}) =0, donc f1g,) = 0 presque partout, d’ou

P(X=2)= ft)dt = /f(t)l{x}(t)dt =0.
{z}
b) Si f est nulle sur B € B(R?) (autrement dit, f(z) = 0 pour tout « € B), alors P(X € B) = [, f(t)dt =0
donc p.s., X € B°. Le résultat correspond au cas ot B = {x € R?| f(x ) = 0}, car f est évidemment nulle sur B.
¢) L’ensemble B = {x € R?| f(x) > g(z)} vérifie P(X € B) = [1p(z)f(x)dz = [15(z)g(z)dz d’ot

0= / 15(2)(f(2) — g(2))da.

or la fonction dans 'intégrale est positive, donc elle est nulle presque partout. Comme 15(z)(f(z) — g(z)) > 0
si x € B, on en déduit que Ay(B) = 0. On a donc f(x) < g(z) pour presque tout . De méme par symétrie
g(x) < f(x) pour presque tout x, donc f = g presque partout. O

Définition (Lois & densité usuelles).

e La loi uniforme sur [a,b] (ot a < b) est la loi (notée U([a,b])) de densité

1

flz) = ml[a,b] ().

(Si X suit la loi uniforme sur [a,b], alors X € [a,b] p.s.)
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e Plus généralement, si A € B(R?) est tel que 0 < M\g(A) < oo, la loi uniforme sur A est la loi

(notée U(A)) de densité
1

~ Ma(4)
(Si X suit la loi uniforme sur A, alors X € A p.s.)
e La loi exponentielle de parameétre sur \ €10, + oo[ est la loi (notée E(N)) de densité

f(z) =Xe M1g, ().

f(x) La(z).

(St X suit la loi exponentielle de paramétre X > 0, alors X >0 p.s.)

e La loi normale (ou gaussienne) de moyenne m € R et de variance o €0, + oo est la loi
(notée N'(m,0?)) de densité
fla) = e
€Tr) = e 20
V2ro?

L appellation est justifiée en vérifiant que m est la moyenne et o® la variance de cette loi (voir plus loin).
2
1 %5

La loi N'(0,1), appelée loi normale standard, a donc pour densité T3¢ 7,

Ex. 5.2. Soit » > 0. On considére Z une variable aléatoire de loi uniforme dans le disque D de centre (0,0) et
de rayon r dans R%. On note R la distance entre (0,0) et Z.

b
2t
1. Montrer que, pour tous a,b tels que 0 < a < b <7, P(R € [a,b]) = / —dt.
o T

2t
2. En déduire que R suit la loi de densité f :t — f(t) = — 1, (t).

r
Ex. 5.3. Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0,1]. On pose X = max(U,3).

1. Calculer P(X = %), et en déduire que X n’a pas de densité.
2. Justifier que X n’est pas discréte.

5.3 Espérance

Définition (Espérance). Soit X une variable aléatoire réelle. Son espérance est son intégrale :

E[X] = /QX(w)dP(w),

ce qui, en tant qu’intégrale d’une fonction mesurable, est bien défini dans les deux cas suivants :
e si X >0 (et dans ce cas E[X] € [0,00])
e si X est intégrable, c’est-a-dire E[|X|] = [|X|dP < .

On a en particulier, si B € A

siBe A E[lp) = P(B).

De méme, pour toute constante ¢ € R, E[c] = c.

Remarque. Les variables aléatoires bornées sont intégrables : si | X| < M p.s., alors E[|X|] < E[M] = M < cc.

Interprétation de D’espérance. L’espérance E[X] est la moyenne de la variable aléatoire X : c’est une
généralisation d’un barycentre & coeflicients positifs car c’est une « somme » (intégrale) des valeurs de X
pondérées par la probabilité P, et P attribue des poids positifs et de masse totale égale & 1. Ainsi, I’espérance
renseigne sur 'ordre de grandeur des valeurs prises par X.

Une autre interprétation est la suivante : si X est le gain & un jeu de hasard, alors E[X] est le prix que
le casino doit faire payer au joueur pour rendre le jeu équitable : supposons que le joueur rejoue indéfiniment
au méme jeu (de fagon indépendante), alors si le prix a payer était plus grand que E[X], la fortune du joueur
tendrait vers —oo (il serait donc ruiné au bout d’un certain temps), tandis que pour un prix plus petit, sa fortune
tendrait vers +o0o (et c’est le casino qui serait ruiné, en imaginant que le joueur a pu emprunter temporairement
de quoi couvrir ses pertes éventuelles). Ceci sera justifié par la loi des grands nombres. De fagon plus courante,
I'espérance sert donc aussi & calculer des prix d’actifs financiers.

Un théoréme important qui permet de faire la plupart des calculs d’espérance est le théoréme de transfert
(voir page p.37), qui s’écrit dans le cadre des espaces de probabilités comme suit :
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Proposition 5.2 (Théoréme de transfert). Soit X une variable aléatoire a valeurs dans (E,E) et ¢ une
fonction mesurable E — R telle que E[o(X)] est bien définie. Alors

E[p(X)] = /E AP,

Ceci montre que l'espérance de toute fonction d’une variable aléatoire X ne dépend que de la loi Px de X, et
non de la fagon exacte donc X est définie comme fonction sur €.

e Si X est discréte a valeurs dans F, on a, par le théoréme de transfert, pour toute fonction ¢ : ' — R positive
(ou telle que ¢(X) est intégrable),

Elp(X)] = ) ¢(@)P(X = 2).

el

e Si X est continue sur R?, de densité f, le théoréme de transfert donne, pour toute fonction ¢ : R — R
positive (ou telle que p(X) est intégrable),

E[p(X)] = / o(z)f(z)dz.

Rd

Ex. 5.4. Etudier la bonne définition des espérances suivantes et les calculer si elles ont un sens :
1. E[X], ot X suit la loi uniforme sur {1,2,...,6} : P(X =k) = ¢ pour k=1,...,6;

2.E[X] et E[X?] ot, pour des réels a < b, X suit la loi uniforme sur [a,b], de densité ﬁl[a,b] ;

3.E[X] ou X suit la loi de Cauchy, de densité x — m ;

4.E[sX] ot s € R et, pour un réel A\ > 0, X suit la loi de Poisson de paramétre A : X est & valeurs dans N et
pour tout n € N, P(X =n) =e 2",

n! ?

5.E[X] ot X = max(U,3) et U suit la loi uniforme sur [0,1].

Tous les résultats vus pour les intégrales sont toujours valables. Ecrivons-en quelques-uns & titre d’exemple :

Proposition 5.3 (Inégalité de Markov). Soit X une variable aléatoire réelle positive. Pour tout a > 0,

E[X]

P(X >a) <

Corollaire 5.4. Soit X une variable aléatoire réelle positive.
e si E[X] < 00, alors X < co presque strement. (Attention, la réciproque est fausse!)

e Si E[X] =0, alors X = 0 presque sdrement.

Proposition 5.5 (Convergence monotone). Soit (X,,)n>0 une suite de variables aléatoires positives.
e (TCM) Sila suite (X,,)n est croissante et converge vers X, alors lim,1 E[X,] = E[X].

o (TCM pour les séries) On a E{ZX,I} = ZE[Xn]
n>0 n>0

Ex. 5.5. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans [0, + oo[. Pour tout n € N, on définit X,, = min(n,X).
Montrer que lim,,—,« E[X,,] = E[X].

Proposition 5.6 (Convergence dominée). Soit (X,,)n>0 une suite de variables aléatoires réelles, et X une
variable aléatoire réelle. Silim,, ., X, = X p.s. et s’il existe Z intégrable telle que | X,| < Z p.s., alors

lim E[X,] = E[X].

n— oo

Ex. 5.6. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R, intégrable. Pour tout n € N, on définit X;,, = X1 x|<pn}-
Montrer que lim,,—, - E[X,,] = E[X].

On pourra utiliser les théorémes de Fubini ou encore les théorémes pour les intégrales (espérances) a parameétre.

Ex. 5.7. Soit X une variable aléatoire réelle, et posons F(t) = E[e~*X]]

1. Montrer que F' est bien définie, continue et dérivable sur R.
2. Déterminer la limite de F'(t) quand ¢ — oo.

pour ¢t € R;.
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5.4 Variance

On définit aussi les espaces L'(Q,A,P) et L?(Q,A,P), abrégés en L' et L2, les espaces des v.a. réelles respecti-
vement intégrables et de carré intégrable. Rappelons que :

e Si XY € L? alors XY € L' (car [XY]| < 3(X?2+Y?).

e L’application qui & X,Y € L? associe (X,Y) = E[XY] définit un produit scalaire. En particulier, I'inégalité
de Cauchy—Schwarz s’écrit E[XY]? < E[X?]E[Y?].

e Si X € L? alors X € L' (grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz, E[|X|] < E[|X|?]'/?E[1]'/? = E[X?]'/2).
Autrement dit, les v.a. de carré intégrable sont intégrables.

Définition (Variance). Soit X une variable aléatoire de carré intégrable. La variance de X est le réel
positif

Var(X) = E[(X - E[X])Q]
L’écart-type de X est le réel positif

o0(X) = +/Var(X).

La variance de X est la moyenne du carré de I’écart entre X et sa moyenne. C’est donc une mesure de la
« dispersion » de la loi de X autour de son espérance E[X], de méme que 'écart-type. L’écart-type de X a
l'intérét d’étre homogene a X, c’est le point a) ci-dessous :

Propriétés. Soit X une variable aléatoire réelle, de carré intégrable.
a) pour tout réel a, Var(aX) = a? Var(X) et o(aX) = |a|X.
b) Var(X) = E[X?] — E[X]%

Ex. 5.8. Soit X une v.a. de la loi uniforme sur [a,b], pour des réels a < b. Calculer Var(X).

Ex. 5.9. Soit X une variable aléatoire de carré intégrable.

1. Montrer que Z = X{;&[)X] est centrée (E[Z] = 0) et standardisée (Var(Z) = 1).

2.Sim € Ret o €]0,00 sont tels que =™ est centrée et standardisée, montrer que E[X] = m et Var(X) = 2.
3.Si X suit la loi N'(m,0?), montrer que =™ ~ A(0,1). Calculer I'espérance et la variance de la loi N'(0,1) et

en déduire celles de X.

Proposition 5.7 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev). Soit X est une variable aléatoire de carré inté-

grable. Alors, pour tout a > 0
Var(X)
——

P(|X —E[X]| > a) < =

Démonstration. Pour tout a > 0, on a, pour tout w € Q, | X (w)—E[X]| > asi et seulement si | X (w)—E[X]|? > a?,
donc
(X — BIX]| > a} = {|IX ~ E[X]? > a*)

et par conséquent
P(IX — E[X]| > a) = P(IX — E[X] > o).

Or, en appliquant 'inégalité de Markov & la variable aléatoire positive (X — E[X])2, on a
1
P(IX — BIX)? > a?) < —B[1X — E[X]P"].
a

La conclusion vient de la définition de la variance. O

Ex. 5.10. Si X est une variable aléatoire de carré intégrable, et o > 1, montrer que I'inégalité de Tchebychev
s’écrit aussi sous la forme suivante :

P(IX ~BIX]| > a0 (X)) <

et en déduire deux intervalles (non aléatoires) contenant X avec probabilité au moins 75 %, et au moins 99 %.

48



5.5 Vecteurs aléatoires de R?

Une variable aléatoire X a valeurs dans R? est aussi appelée vecteur aléatoire.

Définition (Loi jointe et lois marginales). Soit X = (Xq,. ..

e La loi de X est appelée la lot jointe de X1, ...

,X4) un vecteur aléatoire.

e Les lois marginales de X sont : la loi de X1, la lot de Xo,. .., la loi de Xg.
X4

Attention!

Il ne suffit pas de connaitre les lois marginales pour connaitre la loi jointe.

Ex. 5.11. Soient deux variables aléatoires Y et Z indépendantes et de loi £(A). On définit les couples (X1,X3) =
(Y,Z) et (X1,X5) = (Y,Y). Vérifier qu'’ils ont mémes lois marginales mais qu’ils n’ont pas la méme loi jointe.

Dans le cas de variables aléatoires discrétes ou a densité, on peut déduire les lois marginales & partir des lois

jointes (mais pas l'inverse).

Va,; € E;,
T1€E;

Proposition 5.8. Soit X = (X1, ...,X4) une variable aléatoire discréte & valeurs dans E = E1 X -+ - X Ey.
Alors les lois marginales sont données, pouri=1,..

P(Xi=zi)= ) - 3, oo Y PX = (a1,

z;—1€E;—1Ti+1€E; 11

.,d, par

axd)) .

Ta€E,

Par exemple, si (X,Y) est une variable aléatoire discréte a valeurs dans E x F, les lois marginales de X et YV

sont données par

pour xz € F,
yeF

P(X =2) =Y P(X)Y)=(zy)),

P(Y =y) =Y P((X)Y)=(xy)).

rel

pour y € F,

Proposition 5.9. Soit X = (X1, .
Alors Xq,...,Xq ont aussi des densités fi,...

firxi = filzs) =

Rd—1

f(.T,l,...

..,X4) une variable aléatoire continue & valeurs dans R? de densité f.
,fa, données, pour i =1,....,d, par

,l‘d)d$1 cee dl‘i_ldl‘H_l cee dl‘d.

Par exemple, si (X,Y) dans R? a pour densité J(xy), alors X et Y ont pour densités

Fxiaes fx(o) = /R S @y et fy iy frly) = /R Foxy (@),

Ex. 5.12. Soit Z = (X,Y) une variable aléatoire de loi uniforme sur le disque unité D = {(z,y) |22 +y* < 1}.

Déterminer les lois marginales de X et Y.

Interprétations probabilistes

Le tableau suivant résume les correspondances entre la théorie de I'intégration et les probabilités :

Intégration ‘ Probabilités

espace mesuré (E,A,pu)

point z € F

espace F

partie mesurable A € A
fonction mesurable f : £ — F
AUB

ANB

A et B disjoints (AN B = ()
complémentaire A = E \ A
AcCB

mesure f

A€ est négligeable (u(A€) = 0)
presque partout, ... (en abrégé, p.p.)
mesure image de p par f
intégrale [, fdu

espace de probabilités (£2,.4,P)
éventualité, réalisation w € )
univers, ensemble des éventualités ()
événement A € A

variable aléatoire X : Q@ — F

AouB

Aet B

A et B incompatibles

négation A° = Q\ A (aussi noté A)
A implique B

probabilité P

A est presque str (P(A) =1)
presque siirement, ... (en abrégé, p.s.)
loi de X (mesure image de P par X)
espérance (moyenne) E[X] = [, XdP
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Chapitre 6

Indépendance

Dans ce chapitre, on introduit la notion d’indépendance d’événements et d’indépendance de variables aléatoires.

6.1 Probabilité conditionnelle et indépendance d’événements

6.1.1 Probabilité conditionnelle

Définition (Probabilité conditionelle d’événement). Si A,B € A sont deux événements, avec P(B) > 0,
la probabilité de A sachant B est
P(ANB)

P(B)

C’est la probabilité que A se réalise si on a l'information que B est réalisé.

P(A|B) =

Ex. 6.1. Mon voisin a deux enfants. Si on apprend que I'un est un garcon, quelle est la probabilité que ’autre
est une fille ?

On note que P\ : A+ P(A | B) est une probabilité sur (£2,4) : c’est la mesure de densité Pl(%) par rapport

a P. On peut donc considérer I’espérance par rapport a cette probabilité et elle est donnée, pour toute variable
aléatoire X positive (ou intégrable), par

E[X15]
P(B)

E[X|B] = Ejz[X] = /QXdP‘B = P(lB)/XlgdP =

Proposition 6.1. Soit (B,,)i1<n<n une suite (avec N € N ou N = oo) d’événements qui partitionne €,
c’est-a-dire telle que
0= |_| B,.

1<n<N
Pour tout événement A, et toute variable aléatoire X positive ou intégrable,

a) (Formule des probabilités totales)

N N N N
P(A)=> P(ANB,) =) P(B.)P(A|B,) et E[X]=) E[X1p]=> P(B.)E[X|B,]
n=1 n=1 n=1 n=1

b) (Formule de Bayes) pour tout 1 <n < N,

_ P(Bu)P(A| By)
Sai P(BWP(A | By)

P(B, | A)

Démonstration. a) La premiére formule se déduit du fait que A = ], (AN By), et la deuxiéme vient de
X =Y, X1g,. A noter que si N = oo, la deuxiéme formule requiert le TCM (si X > 0) ou le TCD (si X est
intégrable, avec domination par |X|).

b) La formule de Bayes se déduit directement de P(B,, | A) = P(g(”Am)A), en utilisant ensuite P(B,, N A)

P(B,)P(A | B,) pour le numérateur et a) pour le dénominateur.

oo
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Ex. 6.2. Un laboratoire pharmaceutique a mis au point un test capable de détecter la présence d’une maladie
qui touche en moyenne 1 personne sur 1000. Ce test n’est pas infaillible : si le patient est malade, le test est
positif avec probabilité 99 %, et si le patient est sain, le test est négatif avec probabilité 99,8 %.

On effectue le test sur un patient choisi au hasard. Il est positif. Quelle est la probabilité que le patient soit
malade 7 Commenter.

6.1.2 Evénements indépendants

Définition (Pour 2 événements). Deux événements A,B sont indépendants si P(AN B) = P(A)P(B).

Si P(B) > 0, ceci revient donc & P(A | B) = P(A) : savoir que B est réalisé n’affecte pas la probabilité que A
soit réalisé ou non. Cela correspond bien au sens courant d’« indépendance ». On généralise la définition a n
événements :

Définition (Pour n événements). Les événements A1, ..., A, sont (mutuellement) indépendants si

pour tous i; < -+ <ig, P(A;; N---NA;)=P(A;) --P(A;).

Autrement dit, pour vérifier que A,B,C' sont indépendants, il faut vérifier que 'on a P(AN BN C) =
P(A)P(B)P(C) mais aussi que P(ANB) = P(A)P(B), P(ANC) = P(A)P(C), P(BNC) = P(B)P(C). Attention,
il ne suffit pas de vérifier la premiére égalité, ou les trois suivantes.

Ex. 6.3. On considére un lancer de deux piéces équilibrées. Montrer que les événements A =« la 1™ piéce
tombe sur pile », B =« la 2° piéce tombe sur pile » et C' =« les deux piéces tombent du méme codté » sont
indépendants 2 & 2, mais pas mutuellement indépendants.

6.2 Indépendance de variables aléatoires

Définition (Indépendance de v.a.). Les variables aléatoires X1, ..., Xy, o valeurs dans (E1,E1),...,(En,En)
sont indépendantes si

pour tous By € €1,...,B, € &, P({X1 eEBi}n---N{X, € Bn}) =P(X; € By)---P(X, € By).

Intuitivement, Xi,...,X,, sont indépendantes si la connaissance de certaines d’entre elles n’apporte aucune
information sur les autres : cela correspond encore a la notion intuitive d’« indépendance ».

Ex. 6.4. (Paradoze des anniversaires) On se donne Xji,...,X,, des v.a. de loi uniforme sur {1,...,365},
qui représentent les dates d’anniversaire de n personnes ; on suppose qu’elles sont mutuellement indépendantes.
Quelle est la probabilité qu’au moins 2 personnes aient leur anniversaire le méme jour 7 En donner une minoration
en utilisant 'inégalité 1 — x < e~ pour x € R. L’évaluer pour n = 23.

Définition (Loi binomiale). La loi binomiale de paramétres n € N et p € [0,1] est la loi (notée B(n,p))
d’une variable aléatoire X a valeurs dans {0,1,...,n} telle que

pour k=0,...n, P(X = k) - (n)pk(l — p)n—k-

Une interprétation importante est la suivante : la loi B(n,p) est la loi du nombre de piles obtenus en n lancers
indépendants d’une piéce de monnaie qui tombe sur pile avec probabilité p :

Proposition 6.2. Soit n € N et p € [0,1]. Si X1,...,X,, sont des variables aléatoires indépendantes, de

loi B(p), alors leur somme
S=Xi+ - +X,

suit la loi binomiale de parametres n et p. Remarquons que S est le nombre de k € {1,... n} tel que X = 1.
Démonstration. On note tout d’abord que, comme Xi,...,X, sont a valeurs dans {0,1}, leur somme S est a
valeurs dans {0, ...,n}. Soit k € {0,...,n}. On décompose selon les valeurs de Xi,...,X, : on a

{S=k}= L] Xi=di,... Xn=in}

i15eeyin€{0,1}:
i1+ i =k
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et cette union est finie (donc dénombrable) et disjointe donc

P(S=k) = Z P(X) =i1,...,X, =in).
i1,..,4,€{0,1}:
i1t =k

Pour tous 41, ... ,i, € {0,1} tels que i + --- + i, = k, par indépendance des X;,...,X,, on a

P(X) =i1,....Xp =ip) = p*(1—p)"F.

Par ailleurs, le nombre de n-uplets (i1,...,i,) tels que iy + --- + 4, = k est égal au nombre de parties a k
éléments d’un ensemble qui en posséde n (car il suffit de choisir quels indices valent 1), c.-a-d. (Z) Donc
P(S =k)= (})p*(1 — p)"~* comme annonce. O

Définition (Loi de Poisson). La loi de Poisson de paramétre )\ €0,+ oo | est la loi (notée P(N\)) d’une
vartable aléatoire X a valeurs dans N telle que

X

pour tout k € N, P(X=k)=e R

Cette loi apparait souvent comme loi d’un nombre d’événements « rares » qui se produisent parmi une « longue »
suite de tirages indépendants. Un énoncé plus précis est le suivant, qui résulte d’un calcul simple :

Proposition 6.3. Soit (p,)n>1 une suite de réels dans [0,1] telle que lim,_,oo np, = X > 0. Supposons
que, pour tout n, Sy, suive la loi B(n,p,), alors
)\k
lim P(S, =k) =e

n— oo

)\k
Ex. 6.5. Démontrer la proposition précédente, c’est-a-dire : pour tout £k € N, lim <Z> pk(l —p)”_k =e M.

6.2.1 Indépendance et loi produit

La définition d’indépendance rappelle la mesure produit. En notant P(x, . x.) la loi (jointe) du vecteur
(X4,...,X,), la définition d’indépendance de variables aléatoires nous dit en effet que les v.a. Xy,...,X,, sont
indépendantes si pour tous By € &1,...,B, € &,

Pix,,..x,)(B1 X - x By) =Px,(B1)---Px, (Bn) =Px, ® - @Px, (B x -+ x By).

Ceci nous donne le résultat suivant :

Théoréme 6.4 (Indépendance et loi produit). Les variables aléatoires X1, ...,X, sont indépendantes si
et seulement si la loi jointe du vecteur (X1,...,X,) est le produit des lois marginales de Xy, ..., X, :

P(x,,..x,) =Px; ®--®Px,.

On a alors, pour toute fonction f mesurable positive ou telle que f(X1,...,X,,) est intégrable,

E[f(X1,....Xn)] :/~-~/f(x1,...,xn)dPX1(x1)-~-dPXn(:vn),

ot lordre d’intégration est quelconque. En particulier, pour toutes fonctions f1,...,f, mesurables positives
ou telles que f1(X1),...,fn(X,) sont intégrables,

E[fl(Xl) T fn(Xn)] = E[fl(Xl)] e E[fn(Xn)]

Démonstration. Le premier point vient de I'identité au dessus du théoréme. Le second point est la traduction
directe des théorémes de Fubini (Fubini—Tonelli dans le cas positif, Fubini-Lebesgue dans le cas intégrable). La
derniére formule est simplement le deuxiéme point appliqué au cas particulier f(x1,...,z,) = fi(x1) - fo(zs)
dans ce cas, la formule se simplifie & I'aide de la linéarité de I'intégrale. O

On en déduit le résultat suivant pour les vecteurs aléatoires a densité.
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Proposition 6.5. Soient X1,...,Xy des variables aléatoires réelles.

a) Supposons que pour tout i = 1,....d, la v.a. X; ait pour densité f; et que les v.a. X1,..., X4 soient
indépendantes. Alors (X1,...,Xq) est un vecteur aléatoire & densité, de densité donnée par la fonction

[z, ..xq) = fi(zr) - fa(za).

b) Inversement, supposons que (X1,...,X4) soit un vecteur aléatoire a densité, dont la densité s’écrit sous
la forme
f(l'h v ,.Tn) = 91(1'1) o 'gd(ﬂfd) .

Alors les v.a. Xq,...,X, sont des v.a. a densité indépendantes, et pour i = 1,....d, la densité de X; est

proportionnelle a g; et est donc
1

firxz— fi(z) = W%(m)
R k2

6.2.2 Covariance

Définition (Covariance). Soient XY deux variables aléatoires réelles de carré intégrable La covariance
de X etY est
Cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])].

Proposition 6.6. a) Pour toute variable aléatoire X, Cov(X,X) = Var(X).
b) Pour toutes variables aléatoires X et'Y de carré intégrable, Cov(X,)Y) = E[XY] — E[X]E[Y].

¢) Pour toutes variables aléatoires X1, ..., X, de carré intégrable,

Var(X; + -+ X,) = ZVar(Xi) +2 Z Cov(X;,X;).
=1

1<i<j<n

Démonstration. a) est immédiat, et b) s’obtient en développant le produit et en utilisant la linéarité de lespé-
rance. Pour ¢), méme principe :

n 7

Var(X; + -+ X,) :ERXEX_E{;XDQ] :E{( / (Xi_E[Xi])z]

i= =1

=B[ Y (X%-EX)E, -E[X)| = 3 Cov(x.X))

1<ij<n 1<ij<n

=> Cov(X;,X;)+2 Y Cov(X;,X;)
=1

1<i<j<n

(par la symétrie Cov(X;,X;) = Cov(X;,X;)), d’ot la formule. O

Covariance et indépendances. Une conséquence du théoréme p.53 plus haut, liant indépendance et loi
produit est que si X et Y sont indépendantes et positives (ou intégrables), alors E[XY] = E[X]E[Y]. Autrement
dit, si deux v.a. X)Y de carré intégrable sont indépendantes, alors Cov(X)Y) = 0.

Ex. 6.6 — La réciproque est fausse. Soient U,V deux variables aléatoires de carré intégrable, indépendantes
et de méme loi. On pose X =U +V et Y = U — V. Montrer que Cov(X,Y) = 0, mais qu’en général X et Y ne
sont pas indépendantes (prendre par exemple U,V de loi B(p)).

On a alors la conséquence suivante du point c) de la proposition précédente :

Corollaire 6.7. Si Xi,...,X,, sont des variables aléatoires réelles, de carrés intégrables et (deux a deuz)
indépendantes, alors

Var(X; + -+ X,,) = Var(Xy) + - - - + Var(X,,).

Ex. 6.7. Calculer l'espérance et la variance de la loi binomiale B(n,p).
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6.3 Propriétés de I'indépendance

Commengons par élargir la notion d’indépendance & une famille infinie.

Définition (Indépendance d’une famille infinie). On dit qu’une famille infinie d’événements ou de variables
aléatoires est indépendante si toute sous-famille finie est indépendante.

Remarque. La définition de 'indépendance de variables aléatoires peut aussi s’introduire en définissant la
notion plus fondamentale d’indépendance d’une famille de tribus, qui sera utile en Probabilités 2. C’est en
réalité cette notion qui permet de démontrer les propriétés suivantes.

On donne deux opérations générales qui préservent I'indépendance a partir d’une premiére famille de variables
indépendantes :

Propriétés. Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes.

a) (Indépendance par fonction mesurable) Pour toutes fonctions mesurables (fn)n>1, les variables
aléatoires (fn(Xn))n>1 sont indépendantes.

b) (Indépendance par paquets) Soit (i, ),>1 une suite strictement croissante d’indices entiers et soient

Yi=(X1,.... X)), Ya=(Xiy41, - Xiy)y oo, Yo = (X, 14155 Xn), - -

Alors les variables (Y,,)n>1 sont indépendantes.

Le point b) montre que si on regroupe Xi,...,X, en paquets disjoints, ces paquets sont indépendants.
Combiné avec le point a), cela montre que toutes les familles de v.a. définies comme fonctions qui dépendent de
paquets disjoints sont indépendantes : si XY, Z.T sont indépendantes et & valeurs réelles, alors X + Z et YT
sont indépendantes, de méme que %, Y? et \/@ , par exemple.

L’indépendance entre événements et entre variables aléatoires sont liées :

Proposition 6.8. Une famille (A,)n>1 d’événements est indépendante si et seulement si leurs fonctions
indicatrices (14, )n>1 forment une famille indépendante.

Les opérations sur les ensembles correspondant a des opérations sur les fonctions indicatrices (Lac = 1 — 14,
lang = 1alp et 1aup =14+ 1p —141p), les propriétés précédentes s’adaptent donc aux événements : si
A,B,C,D sont des événements indépendants, alors A°NB et CUD sont indépendants, de méme que A°U(BND*®)
et C, par exemple.

Donnons pour finir une derniére variable aléatoire importante, dont 'interprétation repose sur la notion de
suite (infinie) d’événements indépendants.

Définition (Loi géométrique). La loi géométrique de parameétre p €)0,1] est la loi (notée G(p)) d’une
variable aléatoire X a valeurs dans N* telle que

pour tout k € N*| P(X=Fk)=(1- p)k_lp.

Pour p =1, on interpréte ceci comme P(X =1) = 1.

Une interprétation importante de la loi G(p) est comme étant la loi de I'instant ou 1’on obtient pile pour la
premiére fois dans une suite de lancers indépendants d’une piéce qui a probabilité p de tomber sur pile : c’est la
loi du « temps de premier succés » dans une suite d’expériences indépendantes ayant chacune pour probabilité
de succes p. Ceci s’exprime par la proposition suivante.

Proposition 6.9. Soit p €]0,1],. Si (X,,)p>1 sont des variables aléatoires indépendantes toutes de loi B(p),

alors la variable aléatoire
N =min{n > 1| X, =1}

est finie presque sirement, et suit la loi géométrique de parameétre p.

Démonstration. Vérifions d’abord N < oo p.s., c’est-a-dire que p.s., il existe n > 1 tel que X,, = 1. La suite
d’événements A,, = {X; =0,...,X,, = 0} est décroissante, donc

lim| P(A,) = P(ﬂlAn).
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Or P(4,) = (1 —p)» = 0 car 1 —p < 1 vu ’hypothése, et (), A, = {Vn > 1, X,, = 0} = {N = oo}, donc
légalité précédente donne P(N = 0o) =0, c.-a-d. P(N < o0) = 1.

Ainsi, N prend ses valeurs dans N* et, pour tout k > 1,on a {N =k} ={X; =0,..., X1 =0, X = 1}.
Ainsi, par indépendance des X1,..., X, on a

P(N = k) = P(X; = 0) -+ P(Xx_1 = 0)P(X = 1) = (1 — p)*Ip,
ce qui conclut. On aurait aussi pu déduire P(IV < 0o) =1 & partir du calcul de P(NV = k), car

P(N<oo)=P<|_|{N:k}):ZP(N:k):Zu—p)k’—lp:1)p=1. O
k=1 k=1

k=1

Ex. 6.8 — Absence de mémoire. Soit X une v.a. de loi G(p) pour p €]0,1].
1. Montrer que pour tout k¥ € N, P(X > k) = (1 — p)*.
2. En déduire que pour tous k.l € Nona P(X >k +/¢| X > k) = P(X > {). Interpréter.

Récapitulatif de lois importantes

Variables aléatoires discrétes importantes

P(X =k) E(X) Var(X)
ik=1
Bernoulli p € [0,1] {f , z L 07 D p(1 —p)

Binomiale  n € N*, p € [0,1]. <Z> PP —p)"F ke {01,...n} np np(l —p)

)\k
Poisson A €10,00] e_Aﬁ, keN A A
1 1-—
Géométrique p €]0,1] p(1—p)*~1 ke N* - 2p
p p
1 m-+1 m?—1
if 1,... — 1,...
Uniforme {1,...,m} — ke{l,...,m} 5 13

Variables aléatoires & densité importantes

densité fx(x) E(X) Var(X)

Uniforme [a,b] ﬁl]a,b[(x) a —2&— b %
Exponentielle A €]0,00] )\e*)“"”lR+ (x) % %
Normale m € R, o €]0,00] ! 67<12_:21)2 m o2
V2?2
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Chapitre 7

Caractériser une loi

On sera souvent amené a déterminer la loi d’une variable aléatoire. Une premiére approche, qui découle de la
définition, consistera & utiliser 'une des équivalences données par la proposition suivante :

Proposition 7.1. Soit X et Y des v.a. & valeurs dans R%. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) X etY ont méme loi;
(ii) pour toute partie A € B(R?), P(X € A) =P(Y € A);
(iii) pour tout pavé fermé A de R4, P(X € A) =P(Y € A);
(iv) pour toute fonction mesurable positive f : RT — Ry, E[f(X)] = E[f(Y)];
(v) pour toute fonction C* a& support compact f, E[f(X)] = E[f(Y)].

Souvent, on utilisera plutdt le calcul d’'une fonction associée & X et qui caractérise sa loi : fonction de
répartition, fonction génératrice ou fonction caractéristique. Passons en revue ces différentes méthodes.

7.1 Fonction de répartition (variables aléatoires réelles)

Définition (Fonction de répartition). Soit X une variable aléatoire réelle. Sa fonction de répartition
est la fonction
[0,1]

FX : R
' t Fx(t) = P(X < t).

_)
|_>

On constate que Fx ne dépend que de la loi de X : Fx(t) = Px(]—00,t]), donc on pourra dire aussi que Fx
est la fonction de répartition de la loi de X.

Théoréme 7.2 (La fonction de répartition caractérise la loi). La loi d’une variable aléatoire réelle X est
déterminée par sa fonction de répartition : si Fx(t) = Fy (t) pour tout t € R, alors X et Y ont méme loi.

Proposition 7.3. a) Fx est croissante, continue & droite, et lim Fx(t) =0, lim Fx(t)=1.
t——o0 t——+o0

b) Toute fonction qui vérifie les propriétés de a) est la fonction de répartition d’une loi de probabilité
sur R.

Propriété. Pour toutt € R, la limite de Fx ent & gauche est Fx(t7) = P(X < t). Ainsi, Fx est continue
ent si et seulement si P(X =t) = 0.

Les cas des variables discrétes et continues sont particuliérement importants (mais ce ne sont pas les seuls!).

Proposition 7.4 (Cas discret). Si X est une variable aléatoire discréte, Fx est une fonction constante

entre les €léments de
E={reR|P(X =zx) > 0},

et telle que le saut en x € E a pour hauteur P(X = x).
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Proposition 7.5 (Cas a densité). Si X est une variable aléatoire de densité fx, on a

Fx(z) = [ et

Ainsi, si fx est continue par morceauz, Fx est la primitive de fx nulle en —oo ; de plus, on a la dérivée
(Fx)'(z) = fx(x) pour tout x ot fx est continue. Inversement, si Fx est continue sur R, et de classe C!
par morceaux, alors X admet pour densité fx = F

Ex. 7.1. Déterminer et représenter la fonction de répartition des variables aléatoires suivantes :
1. X, de loi uniforme sur {1,2,...,6};

2. X = max(U,1/2), ou U est de loi uniforme sur [0,1].

3. X = max(U,V), ou U,V sont indépendantes et de loi uniforme sur [0,1].

7.2 Fonction génératrice (variables aléatoires entiéres)

Définition (Fonction génératrice). Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N. La fonction généra-
trice de X est la fonction

Gx : s+ Gx(s) =E[s*] =Y s"P(X =n),
n=0

Notons tout de suite que Gx est au moins définie sur [—1,1], en effet c’est une série entiére et comme la
somme Y > P(X =n) =1 converge, Gx(1) et Gx(—1) convergent absolument. Ainsi le rayon de convergence
est supérieur ou égal a 1.

Théoréme 7.6 (La fonction génératrice caractérise la loi). La loi d’une variable aléatoire X a valeur
dans N est déterminée par sa fonction génératrice : si pour deuz variables X et Y a valeurs dans N on a
Gx(s) = Gy (s) pour tout s €]—1,1[, alors X et Y ont méme loi.

Démonstration. Comme le rayon de convergence de Gx et Gy est > 1, on peut dériver terme a terme sur |—1,1]

(on peut aussi appliquer le théoréme de dérivation sous l'intégrale pour le justifier) : pour tout s €]—1,1], pour
tout k> 0,

- k!

G()?)(s) = Z nn—1)---(n—k+1)s"*P(X =n) =kIP(X = k) + —sP(X =1) +

K
k = P(X=2)+--

as

d’ou Gg’;)(O) = kIP(X = k) et de méme pour Y. Comme Gx et Gy sont égales sur |—1,1[, leurs dérivées
successives en 0 sont les mémes d’ou, pour tout k, P(X = k) = P(Y = k), ce qui implique que X et Y ont
méme loi (puisqu’elles sont a valeurs dans N). O

On peut remarquer que la dérivée G’y est croissante sur [0,1], donc admet toujours une limite en 1 par la
gauche (dans R), méme si Gx n’est pas dérivable en 1. On la note G (17) = limg+1 G'x (s) € [0,00], et il S’avere
qu’elle est égale a ’espérance de X :

Proposition 7.7. On a G'x(17) = E[X] € [0,00]. Plus généralement, la dérivée k-éme de Gx vérifie

G'(17) =lm GY(s) = E[X(X — 1) (X ~ k+1)] € [0,00].

Démonstration. Comme observé précédemment, on peut dériver terme & terme sur |—1,1] : pour tout s €]—1,1],
oo
k=1

Or, presque strement, s +— XSX_ll{X21} est croissante, positive, et converge vers X quand s — 1. Par le
théoréme de convergence monotone, on en déduit la proposition. (Formellement, il faut appliquer le théoréme
a une suite; pour cela, comme la croissance de G’ assure que sa limite en 17 existe, c’est aussi la limite de
G'x(sn) ot s, =1 — L et on peut alors raisonner sur la suite Z, = XsX '1{y>1} comme précédemment).

Le cas de la dérivée k-éme est identique. O
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Ex. 7.2. Soit X une v.a. de loi G(p) pour p €]0,1].
1. Calculer la fonction génératrice Gx. Quel est son rayon de convergence ?
2. Calculer G et G%. En déduire E[X] et Var(X).

Proposition 7.8. Soit X1,...,X,, des variables aléatoires a valeurs dans N indépendantes. Alors, pour
tout s € [-1,1], on a Gx,+..+x,(s) = Gx,(s) - - Gx, (s).

Démonstration. On a, pour tout s,
Gx,tix,(s) = BlsXT 5] = Bls¥1 ... s%] = E[s*] ... E[s*"] = Gx,(s)--- Gx, (5). O

Ex. 7.3. Soit XY deux variables aléatoires indépendantes, de lois P(\) et P(u).
1. Calculer la fonction génératrice de X et Y. Retrouver la valeur de E[X].
2.En déduire laloide Z =X +Y

7.3 Meéthode de la fonction test (variables & densité)

Une méthode générale pour déterminer une densité est d’utiliser le théoréme de transfert (qui correspond au
point (iv) de la Proposition 7.1 en début de chapitre) :

Proposition 7.9 (Méthode de la fonction test). Une variable aléatoire X & valeurs dans R? est a densité
et de densité f si et seulement si pour toute fonction h : R — R, mesurable positive (appelée fonction
test), on a la formule de transfert E[h(X)] = [ h(z)f(z)dz.

La méthode de la fonction test se déroule de la maniére suivante :
1) On se donne une fonction test i : R — Ry mesurable positive quelconque ;
2) Apres des manipulations, on écrit E[h(Y)] sous la forme [ h(y)f(y)dy, pour une fonction f & déterminer;

3) On conclut grace a la méthode de la fonction test que f = fy est la densité de la variable aléatoire Y.

Exemple. Si X est une v.a. réelle continue de densité f alors pour a > 0 et b € R, on peut déterminer la
densité de Y = aX + b. En effet, on peut utiliser le théoréme de transfert pour X, pour écrire

+oo
E[h(Y)] = E[h(aX + b)] = / h(az + b)f(z)dz .
En utilisant le changement de variable y = ax + b (z = %, dz = 1dy), on en conclut que

+oo _ “+o0
E[h(Y)] = / mw) L rE =0 = / hy) fy (y)dy.,

o a o

avec fy(y) = %f(yT_b) Ainsi, la méthode de la fonction test montre que Y = aX + b a pour densité %f(yT_b)

Ex. 7.4. Soit A\,a > 0. Montrer que si X suit la loi £()\), alors e™*¥ suit la loi ¢([0,1]).

Image d’un vecteur aléatoire a4 densité par un C!-difféomorphisme. Si X = (Xi,...,X;) est un
vecteur aléatoire de densité f, et si presque strement X € U, ot U est un ouvert de R, alors pour tout
Cl-difféomorphisme ¢ : U — D (ot D est un ouvert de RY) la variable aléatoire (Y7, ...,Yy) = ¢(X1,...,X4)
admet une densité. C’est une conséquence du Théoréme 4.8 de changement de variable et de la Proposition 7.9

ci-dessus. On calcule la densité avec la méthode de la fonction test : pour toute fonction mesurable positive
h:R? — R, en appliquant le théoréme de transfert a la fonction h o ¢ on obtient

E[h(Y1,....Ys)] = E[h(e(Xy,...,.X4))] = / ho(z, ... ,xq)) f(x1, ... ,xq)dey - - - dag

U
= /D h<y1a s ’yd)f((lo_l(yla s 7yd))|J¢71(y17 e 7yd>|dyl e dyd ’

a l'aide du théoréme de changement de variable pour la derniére égalité. Ainsi, la méthode de la fonction test
mountre que (Y7,...,Yy) a pour densité

(W1, ya) = Flo  Ws - wa) =1 (s wa) 1o (1, - - ya)) -

(C’est bien une densité : cette fonction est positive et son intégrale vaut 1, prendre par exemple h = 1 ci-dessus.)

La formule n’est pas a retenir, il vaut mieux faire le calcul a chaque fois (ce qui réduit le risque d’erreur).
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Ex. 7.5. Pour ¢ > 0, on note «(c¢) la loi gamma de paramétre ¢, qui a pour densité

oz folo) = e e, (@)

Soit a,b > 0 et X,Y deux variables aléatoires indépendantes de lois y(a) et v(b). On pose U = XLJFY etV =X+Y.
1. Calculer la loi du couple (U,V).
2. Les variables aléatoires U et V sont-elles indépendantes 7 Quelles sont leurs lois ?

7.4 Fonction caractéristique (variables aléatoires a valeurs dans R?)

Définition (Fonction caractéristique). Soit X wune variable aléatoire @ valeurs dans R?. La fonction
caractéristique de X est la fonction

(O3 R — C
t = ®x(t) = E[e"X],

ot - désigne le produit scalaire usuel de R? (ou le produit usuel sid =1) et i> = —1.

Comme | X| =1 et E[1] = 1 < oo, la fonction ¢ + X est intégrable par rapport a P. Ainsi, ®x est bien
définie sur R? et vérifie d’ailleurs |®x (¢)| < 1 par inégalité triangulaire.

Remarque. Si X est une variable réelle de pour densité f, alors pour tout ¢ € R,

B (t) = / it f(z)dz .

Ainsi, ®x est la (conjuguée de la) transformée de Fourier de f (voir la définition p.32).

Théoréme 7.10 (La fonction caractéristique caractérise la loi). La loi d’un vecteur aléatoire X a valeur
dans R? est déterminé pas sa fonction caractéristique : si pour deux variables X et Y a valeurs dans R% on
a ®x(t) = Oy (t) pour toutt € R, alors X et Y ont méme loi.

Les propriétés suivantes s’obtiennent via les théorémes de continuité et dérivation sous l'intégrale.

Proposition 7.11. Soit X une variable aléatoire réelle.
a) La fonction ®x est continue sur R et ®x(0) = 1.
b) Si X est intégrable, alors ®x est de classe C' sur R et ®(0) = i E[X].

¢) De maniére générale, si E[|X|™] < oo, alors ®x est de classe C™ sur R et q)‘()?)(O) = i"E[X™].

M

x

Ex. 7.6. Soit Z une variable aléatoire de loi N(0,1), c’est-a-dire de densité = — \/%e_?.
1. Justifier que @ est dérivable et donner une expression intégrale de @', (¢).

2. En intégrant par parties, montrer que ®z est solution de ’équation différentielle vy = —ty.
3. En déduire la fonction @z, puis la fonction caractéristique d'une variable X de loi N'(m,o?).

Proposition 7.12. Soit X1,...,X,, des variables aléatoires indépendantes & valeurs dans R%, alors

pour tout t € RY, Dy, y.yx, (t)=Px, () - Px, (1)

Démonstration. On a, pour tout ¢ € R%, en utilisant I’indépendance des X,

(I)X1+-~+Xn (t) _ E[eit(X1+~~+Xn)] — E[eitXl . eitX,,L] — E[eitXl] L E[eitX"] _ (I)Xl (t) L (I)X (t) O

n

Ex. 7.7. Soit X,Y deux variables aléatoires indépendantes, de lois respectives N (mx,0%) et N(my,0%).
Déterminer la loi de Z = X + Y a ’aide des fonctions caractéristiques.
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Chapitre 8

Suites de variables aléatoires

Au terme du chapitre précédent, on dispose de toutes les notions fondamentales pour définir et étudier des
questions de probabilités. L’objectif de ce chapitre est maintenant d’en faire usage pour aboutir aux deux
principaux théorémes de la théorie des probabilités : la loi des grands nombres et le théoréme central limite. Ces
deux résultats portent sur le comportement asymptotique de suites de variables aléatoires. On commence donc
par introduire divers outils et définitions, notamment des notions de convergence pour les suites de variables
aléatoires, dont 'intérét va bien au-dela des théorémes qui sont le but principal de ce chapitre.

8.1 Suites d’événements : deux outils

8.1.1 Intersection dénombrable d’événements presque sirs

Lemme. Si (4;)ics est une famille d’événements presque sirs, c’est-a-dire que P(A;) = 1 pour tout i € I, et
st I est dénombrable, alors ﬂiel A; est presque sar.

Démonstration. En effet le complémentaire de [;c; A; est [J;c;(A:)¢ et, comme I est dénombrable, par sous-
additivité,
P( U(Ai)c) <Y PAy) =o. O
i€l i€l

Ainsi, une intersection dénombrable d’événements presque siirs est presque siire. Ceci peut se voir comme un
échange de quantificateurs : si, pour tout i € I, p.s. A; a lieu, et que I est dénombrable, alors p.s., pour tout
iel, A; alieu.

8.1.2 Lemme de Borel-Cantelli

On considére (A,),>1 une suite d’événements et on note N = Y .14, , qui est le nombre d’événements
A, qui se réalisent (& valeurs dans N U {+oo}). -

Théoréme 8.1 (Lemme de Borel-Cantelli). Soit (A,,)n>1 une suite d’événements.

a) On suppose que ZP(An) < 0o. Alors

n>1

P.S. NzZlAn<+oo,
n>1

c’est-a-dire : p.s. il 'y a qu’un nombre fini d’événements A, qui se réalisent.

b) On suppose que les événements (A,), sont (deux a deux) indépendants et que Z P(4,) = cc.
n>1
Alors
p.S. N:ZlAn:—Foo,
n>1

c’est-a-dire : p.s. il y a une infinité d’événements A,, qui se réalisent.

Remarque. On peut écrire 'événement { N = oo} formellement de la maniére suivante :

{N = oo} = {il existe une infinité d’indices n tels que A, se réalise} = ﬂ U Ay .
n>1k>n
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Cet événement est noté limsup,, A, :=(),,>; Up>, Ax (voir 'analogie avec la limsup d’une suite réelle p.11).
De maniére analogue, on définit 'événement liminf, A, = J, >, N>, Ax qui correspond a I'événement « &
partir d’un certain rang, A,, se réalise ».

Démonstration. a) Par le théoréme de convergence monotone pour les séries positives, on a
E[N] =) E[la,]=) P(4n),
n>1 n>1

donc si ), P(A,) < oo, alors E[N] < 0o, d’ott N < 00 p.s., comme annonceé.

b) Rappelons que {N = o0} = ﬂln Ug>n Ak, ot la premiére intersection est décroissante : on a donc
P(N = o0) = P(ﬂl U Ak) - hmw( U Ak).
n k>n " k>n
Montrons maintenant une propriété utile :

Lemme. Pour toute suite (Ap)n>1 d’événements indépendants, P(ﬂn21 A,) = [L.50 P(42).

Démonstration. Pour tout m > 1, on note By, = Ay N---N A,,. Alors la suite (B,,)m>1 est décroissante, donc

lim} P(By) = P(ﬂl Bm) - P( N An).
m—roo m>1 n>1

Or, vu l'indépendance des A,,, P(B,,) = P(A41)---P(Am), qui tend vers [], -, P(4,) quand m — oo, d’ou le
résultat. B O

En utilisant le lemme (pour la suite (Af)g>n), on obtient

P(U4) =1-P( ) =1-TT P4 =1- I (1= P(4n).

k>n k>n k>n k>n

—x

Ainsi, grace a I'inégalité 1 —xz <e

0< [ (@ -PAn) < [] e P = e Zuzn PAD — g,
k>n k>n

,on a

car la série diverge. On en déduit que P(U,,, Ax) =1, donc P(N = co0) = 1, comme annoncé. O

Remarque. On a dans tous les cas E[N] = >"°° | P(A,,), mais dans le cas ot E[N] = +oc on ne peut pas en

déduire directement que N = 0o p.s. : I'hypothése d’indépendance est cruciale !

Ex. 8.1. (Démonstration alternative de b)) On note N = 22:1 14, et my = Zﬁzl P(Ar) = E[Ng]; on
suppose que limg_, o, my = 400.

1. Calculer Var(Ny) et montrer que Var(Ny) < my.

2. Montrer que P(N < my) < P(Ny, < Limy) < 4/my,. (Utiliser Uinégalité de Bienaymé-Tchebychev.)

3. Montrer que P(N < 400) = limg o P(IV < %mk) et conclure.

Ex. 8.2. Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, de loi B(p), ot p €]0,1].

1. Montrer que la suite contient presque stirement une infinité de 1.

2. Montrer que la suite contient presque stirement une infinité de fois la séquence “01”.

3. Montrer que la suite contient presque stirement une infinité de fois n’importe quelle séquence finie.

8.2 A propos des suites infinies de variables aléatoires

Si X1,Xs, ... sont des variables aléatoires réelles alors pour tout d > 1, (X7,Xa,...,Xy4) est une variable aléatoire
4 valeurs dans R? (dont la loi jointe décrit notamment les dépendances possibles entre X, ...,X4). Pour voir
(Xn)n>1 comme une « suite aléatoire », c’est a-dire comme une variable aléatoire a valeurs dans RN il faut
munir l'espace E = RN des suites réelles d’une tribu appropriée.

Définition (Tribu cylindrique). La tribu produit infini, aussi appelée tribu cylindrique, sur E = RN
est la tribu
B=BR)*N =5(C)

ot C est l’ensemble des « cylindres », c’est-a-dire des événements qui ne dépendent que d’un mombre fini
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de coordonnées :
C=J{Box - x By xRV|By,....B, € BR)}.
n>0

On peut vérifier alors que (X,,),>1 est une variable aléatoire a valeurs dans (E,B) si et seulement si, pour
tout n > 1, X,, est une variable aléatoire réelle.

En conséquence de la définition de B, pour décrire la loi de la suite (X, )n,>1, il suffit de donner la loi de
(X1,...,X,) pour tout n > 1. En particulier, si la suite (X,),>1 est indépendante, alors (par définition) les
variables aléatoires X1, ...,X, sont indépendantes pour tout n, donc la loi du vecteur (Xi,...,X,) est la loi
produit des lois de X7,...,X,, de sorte que la loi de la suite (X,,),>1 ne dépend que des lois de X3, de X3,
etc.; c’est la loi « produit infini » de ces lois.

Notons que l'on n’a pas justifié rigoureusement ’existence de cette loi produit infini, et donc de suites de
variables aléatoires indépendantes ayant des lois prescrites. Faisons-le dans le cas particulier important d’une
suite infinie de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0,1] (ce cas permettrait d’ailleurs d’obtenir
un cas plus général).

Proposition 8.2. Il existe un espace de probabilités (Q,A,P) sur lequel sont définies des variables aléatoires
indépendantes (X, )n>1, toutes de loi U([0,1]).

La démonstration de cette proposition est fortement basée sur le lemme suivant, qui construit déja une suite
infinie de tirages & pile ou face équilibrés indépendants.

Lemme. a) Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0,1]. On note X1,Xa,... les chiffres (bits) de
son développement en base 2 : X; € {0,1} et

& X,
U=0XX; =) .

n=1

(%)

(Autrement dit, X,, = |2"U| —2[2"71U|.) Alors les variables aléatoires (X, )n>1, sont indépendantes et suivent
toutes la loi B(3).

b) Inversement, pour une telle suite (X,)n>1, la variable aléatoire U définie par (%) suit la loi uniforme
sur [0,1].

Démonstration. Soit N € N*. Pour tous ¢1,...,ex € {0,1}, on a

P(Xi=e1,.... Xy =en)=P(U € [z,z+27V]),
oz =N ¢,27" Cette probabilité vaut donc Jiwwro-~( Lo (t)dt = 27N, En sommant sur les 2V~ choix
possibles de €1, ...,enx_1, on obtient, pour ey € {0,1},

1
P(XN = EN) = 2N_12_N = 5,

ce qui montre que Xy suit la loi de Bernoulli de paramétre 1/2. Par le méme argument, il en va de méme de
X1,...,XN-1. On a donc, pour tous £1,...,ex € {0,1},

P(X;=¢1,... Xy =en) =2V =P(X; =&1) - P(Xy =¢n),

ce qui montre que X1,...,Xy sont indépendantes. Ceci est vrai pour tout N, d’ou la conclusion.
La seconde partie résulte de la premiére vu que U s’exprime en fonction de la suite (X,,), dont on a décrit
la loi. O

Démonstration de la Proposition 8.2. Le lemme permet de définir une suite infinie (X,,),>1 de variables aléa-
toires indépendantes de loi B(3). On peut utiliser cette suite pour définir une suite infinie (¥;,),>1 de variables
aléatoires indépendantes de loi ([0,1]). En effet, il suffit d’utiliser le fait que N* et N* x N* sont en bijection I'un
avec l'autre (par dénombrabilité) : on peut donc ré-indexer la suite (X, )nen+ en (Xi ;) j)enxn+- En posant
Y; = Y o2, 27X, ;, on obtient que Y; ~ U([0,1]) par la proposition précédente et les variables (Y;);>1 sont
indépendantes grace a l'indépendance par paquets. O

Notation. Signalons l'abréviation courante suivante : « (X,,)n,>0 est une suite de v.a. i.i.d. » signifie que
(Xn)n>0 est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (c’est-a-dire qu’elles
suivent toutes la méme loi).
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8.3 Convergence d’une suite de variables aléatoires
Dans cette section, on considére une suite (X, ),>1 de variables aléatoires réelles et X une variable aléatoire

réelle, définies sur le méme espace de probabilités (Q2,4,P). Les définitions suivantes s’étendent aisément
au cas de vecteurs aléatoires.

8.3.1 Convergence en probabilité

Définition. La suite (X,,),>1 converge vers X en probabilité, ce que l’on note aussi X, RN X, si

pour tout § > 0, P(|X, — X| > 0) === 0.

Notons que la limite est unique (a égalité presque siire prés) :

Propriété. Si X, P X et X, 2 X', alors X = X' p.s.

Ex. 8.3. Montrer que X, L5 X si et seulement si lim,, 00 E[| X, — X| A 1] =0, oit Ay = min(z,y).

Donnons un exemple fondamental, qui illustre également 1'utilisation de I'inégalité de Tchebychev.

Proposition 8.3 (Loi faible des grands nombres L?). Soit (X,)n,>1 une suite de variables aléatoires
indépendantes et de méme loi, de carré intégrable (c’est-a-dire que E[(X,,)?] < c0). Alors on a la convergence

en probabilité suivante :

X4+ X,
A1t T An i)E[Xl].
n

NB. Comme les variables aléatoires X1,Xs, ..., ont méme loi, elles ont méme espérance : E[X;] = E[X3] = - -,
et de méme E[(X1)?] = E[(X2)?] = - --

Démonstration. Notons X, = +(X; + -+ + X,,). Cette variable aléatoire vérifie

B[X,] = (B[X] + - + BIX,]) = - (BIX)] + - + B[X]) = E[Xi]
et
Var(X,,) = % Var(X: 4+ -+ X,,) = %(Var(Xl) + -+ Var(X,))

car Xq,...,X, sont indépendantes. Comme Xi,...,X,, ont méme loi, cela donne

Var(X,,) = %(Var(Xl) o Var(Xy)) = %Var(Xl).

Soit § > 0. L’inégalité de Tchebychev fournit donc ici

— Var(X,,) ~ Var(Xy) noeo

P(| X — EIX1]| > ) = P(|X — B[X,] > 6) < = = =500 0, O

Supposons que (X;,),>1 soit une suite de v.a. i.i.d. de loi B(3) (c’est-a-dire une suite de tirages & pile ou
face indépendants, équilibrés). Alors X; est bornée, donc de carré intégrable, et la proposition donne
X144+ X, i)E[Xl] _ 1
n 2
Or les X; valent 0 ou 1, donc X; + --- 4+ X, est aussi le nombre d’indices entre 1 et n pour lesquels X; = 1,
de sorte que % est la proportion de tirages parmi Xi,...,X,, qui valent 1 (ou encore le nombre de
« piles »). On a donc obtenu que quand le nombre de tirages tend vers 400, la probabilité que la proportion de
piles s’écarte de % de plus que § converge vers 0. C’est une premiére forme de la loi des grands nombres, dite
faible car la convergence a lieu en probabilité. Elle n’assure cependant pas que, pour chaque suite de tirages, on
observe une convergence des proportions vers % ; ce serait une « convergence presque sire ».

8.3.2 Convergence presque sire

Ce qui suit n’est pas une définition a proprement parler mais plutdt une redite; on [’écrit ainsi pour la mettre
en paralléle avec les autres modes de convergence.
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A eps . ” . p.s. E
Définition. La suite (X,),>1 converge vers X presque strement, noté X, — X, si, presque
strement, (Xy)n>0 converge vers X, c’est-a-dire si

P( lim X, =X) =1.

n—oo

Autrement dit (X,,),>1 converge vers X p.s. s'il existe un événement ' C Q tel que P(2') = 1 et, pour
toute réalisation w € ', la suite réelle (X, (w)),>0 converge vers X (w).

Proposition 8.4. On a X, 225 X siet seulement si

pour tout § > 0 lim P(sup|X, — X|>§) =P(|X, — X| >4 infiniment souvent) = 0.

Démonstration. Notons tout d’abord que {sup;s, [Xx — X| > 6} = >, {|Xk — X[ > 6} de sorte qu'on a la
limite (décroissante) suivante : B

lim P(21>12|Xk—X| >6) :P< ﬂ U | X — X| >5) =P(|X,, — X| > ¢ une infinité de fois) .

n—00
n>1k>n

Supposons X,, 225 X et fixons § > 0. On a p.s. | X, — X| < 6 pour n grand, donc I’événement contraire,
« pour tout n, il existe k > n tel que | X — X| > 0 », est négligeable :

ozp(ﬂ U\Xk—X|>6),
n>1k>n

ce qui montre la premiére implication.
Montrons la réciproque : supposons que pour tout § > 0 on ait P( MNis1 Uksn [Xe—X| > 5) = 0, c’est-a-dire,

en passant au complémentaire, P( U1 Nisp [ X — X| > 5) = 1. Alors, en prenant 6 € Q on en déduit (par
intersection dénombrable d’événements presque sfirs)

1:P( ﬂ Uﬂ|kaX|§5>:P(V5>0,5€Q,ona|anX|§5apartird’uncertainrang).
6>0,0eQn>1k>n

On en conclut bien que X,, 22 X. O

Corollaire 8.5. a) Si X, RSN X, alors X, x, X ;

b) Si ZP(|Xn - X|> 5) < oo pour tout & > 0, alors X,, 225 X ;
n>0

c) Si X, L4 X, alors il eziste une sous-suite (Xo(k))k qui converge vers X p.s.

Démonstration. On va utiliser la proposition précédente.

a) Comme supys,, | X — X| < [X,, — X[, on a donc P(|X,, — X[ > §) < P(supy>,, [Xx — X| > ). Ainsi, le
terme de droite tend vers 0 si X,, 22 X et donc on a bien X, I x.

b) Le lemme de Borel-Cantelli montre que, pour tout § > 0, P( | X, — X| > ¢ une infinité de fois) = 0. La
proposition précédente montre que X,, = X.

¢) Si X,, — X en probabilité, on peut construire la suite nj par récurrence de telle sorte que, pour tout k,
Ng+t1 > N et

P<|X - X|> %H) < 9= (k+1),

NE+41

Alors, pour tout § > 0,

S P(Xn, —X[>6) <57+ Y P(X, —X[>0) <0 ) P(IXp, — X[ >3) <5+ 27F <o,
k E>6-1 k k

donc le b) s’applique a la suite (X, )x>1, qui converge donc p.s. vers X. O
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Théoréme 8.6 (Loi forte des grands nombres). Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépen-
dantes et de méme loi, intégrables (c’est-a-dire telles que E[|X;|] < 00). Alors on a

}H-+~-~+aXn Pp.S.

n

E[X4].

Démonstration. On peut supposer dans la démonstration que E[X;] = 0 (car ensuite, on peut écrire X, =
(X,, — E[X1]) + E[X;] pour s’y ramener). Dans le cas particulier ou les variables sont dans L* (c’est-a-dire
E[(X1)*] < o), qui couvre le cas borné (tirages a pile-ou-face, sondages, etc.), on peut donner une preuve trés
courte qui s’apparente a celle de la loi faible des grands nombres L2.

Notons S,, = X1 + - - -+ X,,. En développant (S,,)* puis en regroupant les termes du type E[X;(X; X, X;)] =
E[XG|E[X; X X)) = 0, E[(X3)"] = E[(X1)], E[(X:)*(X;)*] = E[(X,)*|E[(X;)?] = E[(X1)?]*, on obtient

E[(Sn)‘*]:E[ > XinXle}: > EXiX; X X)]

1<i,j,k,l<n 1<i,j,k,l<n

= 3n(n— DE[(X1)*]* + nE[(X1)'] ~ 3n’E[(X))?]”.

n—oo
Ainsi (par le TCM pour les séries positives),
Sn\1 E[(Sn)]
B[S ()] = S HH <,
n>1 n>1

Sn

4 o 4 .
et par conséquent (7) < 00 p.s. Ainsi, p.s. le terme général (Sn’;) tend vers 0 et lim,, 57" =0 p.s., ce

que 'on voulait démontrer. O

Pour des tirages a pile ou face, ce résultat traduit 'observation : pour (presque) toute suite de tirages, la
proportion de piles converge vers % Plus généralement, si la probabilité de pile est p, la proportion de piles
converge vers p. Ceci justifie Uinterprétation de la probabilité P(A) a posteriori comme fréquence d’occurrence
de I'événement A si on répéte I'expérience de fagon indépendante un grand nombre de fois.

8.3.3 Convergences L' et L2

On peut aussi définir pour les variables aléatoires les normes L' et L? et donc les convergences associées :

n—oo

1
Définition. La suite (X,),>1 converge vers X dans L', noté X, LyX, s 1 Xn — X1
c’est-a-dire si

0,

n—oo

E[|X, - X|] 2= 0.
n—oo

2
La suite (X,),>1 converge vers X dans L?, noté X, L, X, si || X, — X2 —— 0, c’est-a-dire si

E[|X, - X|*] === 0.

p
Noter que pour avoir une convergence X, o x (p =1 ou p = 2), les variables aléatoires X,, et X doivent étre
dans LP. On a aussi la propriété suivante de convergence des espérances. Attention, la réciproque est fausse !

Propriétés. o Si X, L, X, alors lim, - E[X,,] = E[X].

e Si X, L5 X, alors limy,_y o E[(Xn)?] = E[X?).

Démonstration. Pour le premier point, on a simplement |[E[X,,] — E[X]| = |E[X,, — X]| < E[|X,, — X|] === 0.

Pour le deuxiéme point, on peut observer que pour n’importe quelle norme |||z| — |ly||| < ||z — y|| (cela
découle de 'inégalité triangulaire). Ainsi, cela montre que si || X, |2 ——— || X||2, d’out le résultat en passant au
carré. L

o . L? L
Proposition 8.7. Si X,, — X, alors X,, — X.
Démonstration. Par I'inégalité de Cauchy—Schwarz pour les variables | X, — X| et 1,
I1X, = Xl = E[[X,, — X|] < E[| X, — XP]V2E[L]Y2 = ||X, — X2,

d’olt le résultat en prenant n — oco. O
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Proposition 8.8. Si X,, ox (ot p=1 ou2), alors X, L x.

Démonstration. En effet, pour tout § > 0,
E[| Xy — XP] nooo
or

En revanche, aucune implication n’existe en général entre convergence presque stire et la convergence L' ou
convergence L2, comme le montrent les exercices suivant.

P(|X, — X| > 6) =P(|X, — X|? > ") < 0. O

Ex. 8.4. Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0,1]. On pose X,, = nly<1y.

1. Montrer que X, 2250.
2. Montrer que X,, ne converge pas dans L' vers 0.

Ex. 8.5. Soit (X,),>1 une suite de v.a. indépendante, ot X,, ~ B(%)

2
1. Montrer que X, L.
2. Montrer que (X,,),>0 ne converge pas p.s. vers 0.

On a par contre la propriété suivante qui résulte directement du TCD.

n—oo

1
Proposition 8.9. a) Si X, —— X p.s., et si |X,| < Z pour tout n, ot E[Z] < oo, alors X, L x.

n—oo

2
b) Si X, —— X p.s., et si|X,| < Z pour tout n, ot E[Z?] < oo, alors X, L x.

8.4 Convergence en loi

8.4.1 Définition et propriétés

. . . . d .
Définition. La suite (X,,)n,>1 converge vers X en loi (ou en distribution), noté X, (~)+ X, si

Yo :R — R continue bornée lim E[p(X,)] = E[p(X)].

n—roo

Remarque. Notons que la variable aléatoire X pourrait étre remplacée par n’importe quelle variable aléatoire
ayant la méme loi : la variable aléatoire limite n’est pas unique, mais sa loi est unique. C’est pourquoi on peut

d d
aussi dire que X,, converge en loi vers la loi u, noté X, Q wsi X, Q X ou X suit la loi p.

De plus, on note que cette convergence ne dépend que de la loi de X,, pour chaque n, et non pas de la loi
jointe de (X,,),>0 : il s’agit en fait de la convergence de la loi de X, vers la loi de X. En cela, cette convergence
est différente des précédentes.

Remarque. Le fait que ¢ soit continue bornée est essentiel dans la définition. D’une part, la continuité
assure que la convergence en loi est compatible avec la convergence de suites réelles (si z,, — = et ¢ n’est pas
continue en x on n’aura pas ¢(z,) — ¢(x)). D’autre part, la bornitude de ¢ assure que les espérances E[p(X,,)],
E[¢(X)] sont bien définies. En particulier, la convergence en loi n’implique pas la convergence E[X,,] — E[X]!

On dispose de nombreuses maniéres souvent plus pratiques de démontrer une convergence en loi.

Théoréme 8.10. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) (X,)n converge vers X en loi.
n—o0

(ii) pour toute fonction ¢ : R — R continue bornée, E[p(X,)] —— E[p(X)].

n—o0

(iii) pour toute fonction ¢ : R — R continue a support compact, E[p(X,,)] —— E[p(X)].
(iv) en tout point t € R ow la fonction de répartition Fx est continue (c’est-a-dire tel que P(X =1t) =0),

n— oo

FXn(t) —_— Fx(t).

n—oo

(v) pour tout réel t, Dx (t) —— Px(t).

Le point (iv) s’avére notamment utile quand X,, est définie comme min ou max de v.a. indépendantes.
L’équivalence de (v) avec (i) est un théoréme important (et difficile) appelée théoréme de Lévy Le point (v)
s’avére notamment utile notamment quand X,, est définie comme somme de v.a. indépendantes.

La convergence en loi est plus faible que toutes les autres, en effet (rappelons que la convergences p.s. et la
convergence L! impliquent toutes les deux la convergence en probabilité) :
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Proposition 8.11. a) Si X, L X, alors X, ﬂ) X.

d
b) Dans le cas ot X est constante égale a c € R, X, e équivaut a X, —(—)—> c.

On laisse la démonstration en exercice. Signalons un cas particulier :

d
Proposition 8.12. Si les v.a. X,, sont a valeurs dans Z, alors X, Q) X si et seulement si

VzeZ P(X,=z) 2 P(X =uz).

Remarque. Par cette proposition, la propriété citée lors de la définition de la loi de Poisson p. 53 peut se voir

. . . . N — d
comme une convergence en loi : si X, suit la loi B(n,p,) ot np, 272 X > 0, alors X, (A)% PA).
Le schéma suivant résume les implications entre les modes de convergence :

le long d'une sous-suite

e

X, — X

Y

X, 5 x

P

si X est constante

Y
e
l
b

2
X, 2 x

4
&

8.4.2 Théoréme central limite
On rappelle que la loi normale N'(m,0?), de moyenne m et de variance o2, a pour fonction caractéristique
(I)(t) _ eitm7t202/2

En particulier, la loi N'(0,102) a pour fonction caractéristique ¢ — e t/2,

Théoréme 8.13 (Théoréme central limite). Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes
et de méme loi, de carré intégrable. On note m = E[X] et 0® = Var(X;). Alors on a

X4+ +X,—
1oF \—;ﬁ nm ﬁ)—)N(O,Uz).

NB. Le cas particulier 02 = 0 correspond au cas ol presque stirement X,, = m (variables “aléatoires” constantes)
et est donc sans intérét (on pose N'(0,0) = dp). On suppose dorénavant o > 0.

Autres formulations possibles. Signalons une autre écriture de cet énoncé :

Xi 4+ X,
n

\/ﬁ( —m> 9 N(0,02).

De plus, si Z suit la loi N'(0,1) alors 02 suit la loi N'(0,02), de sorte que I'on peut aussi écrire ces énoncés
sous la forme

X L X X +--+ X,
LE T A T @D pr1) et ‘/ﬁ<1++—m)ﬂn\/(o,1).

ng’2 g n

Ceci montre que '« erreur » dans la loi des grands nombres est de ’ordre de ﬁ et qu’elle est approximativement
distribuée selon une loi normale.
On peut aussi en donner une expression plus élémentaire, a 1’aide de I’équivalence (iv) du Théoréme 8.10 :

X N X'n, — s 00 b . dt
pour tous a < b, P (a <z to nm < b> - / o—t/2_ 44
Vno? a Vor

(On peut appliquer (iv) en tout ¢ € R car la loi normale a une fonction de répartition continue.)
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Démonstration. On utilise I’équivalence (v) (théoréme de Lévy) du Théoréme 8.10. Remarquons d’abord que,
quitte a remplacer X,, par X,, — E[X,,], on peut supposer que m = E[X,] = 0. On a, pour tout n,

L X1+ +Xn X L X Xy X L XM
Bx,rix, () =E [e“il v } - {e”ﬁ ~~eltﬁ} - {etf] .E [e”ﬁ} - [e”wﬂ
T
car Xq,...,X, sont indépendantes et de méme loi. On en déduit donc que

t n
Q)M(t) = q)Xl (ﬁ) .

Notons maintenant (voir Section 7.4) que, si E[(X1)?] < oo, alors ®x, a un développement limité & I'ordre 2

en 0 donné par
: £ 2 2 t?o? 2
Dy, (t) =1+ itE[Xq] — EE[(XI) ]+o(t*)=1- 5 + o(t?)

_t

N 0, on a donc, pour tout réel ¢,

t t202 1
(D —_— :1—7 —_
= (\/ﬁ) 2n o (”) ’
et par suite

252 1\ \" 252 1 252
(I)X1+\v/-v§+x" (t) = (1 - % + on (n>> = exp <nln <1 - % +on (n))) = exp (—20 —|—0n(1)> ,

autrement dit

(vu que E[X;] = 0). Comme

nvoo 1o
P xitgxn () —— exp (-2) =®z(1),

n

ot Z suit la loi AN(0,02). Vu P'équivalence (v), il en résulte que = converge en loi vers Z, ce que 'on

voulait démontrer. O

X1+ 4X
N
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