Initiation aux preuves formelles : Sujet 0

INITIATION AUX PREUVES FORMELLES : SUJET 0
novembre 2024 — Serguei Lenglet et Pierre Rousselin

Ce document, non contractuel a pour but de vous faire travailler une épreuve dont le format et, dans
une moindre mesure, le contenu devrait étre proche de celui du partiel sur papier.

Exercice 1 : Effet des tactiques sur un état de preuve

1. rewrite ou apply ? On rappelle les 4 résultats suivants sur les nombres réels :

Rplus_eq_compat_1 : forall r rl r2 :
Rplus_eq_compat_r : forall r rl r2 :

R, r1 =r2 >r +rl =1 + 1r2
r2 + r

Rplus_eq reg 1 : forall rrl r2 : R, r+rl =1 +r2 ->r1rl =12

Rplus_eq_reg r : forall r r1 r2 : R, rl + r

r2 +r —>rl =r2

Dans chacun des contextes suivants, dire I'effet de la tactique donnée; si la tactique peut fonctionner
en donnant plus d’arguments, les donner et dire comment 1’état de la preuve est transformé.

a) x : R
H:x+x=x

(CRVARD
x =0
apply (Rplus_eq_reg_1l x).

b) x : R

H:x+x=x

a/1n
x =0
rewrite (Rplus_eq_reg_1l x).
C) X,y : R
H:x=y

1/ 0
X + y =X + x
apply Rplus_eq_compat_1.

d) x : R

H:x+x=x+0

1/ 1
x =0

apply Rplus_eq_reg_ 1 in H.

. On travaille maintenant sur les nat, et les tactiques simpl et discriminate. On rappelle la définition

de 'addition sur les entiers naturels :

Fixpoint add n m =
match n with

| 0 =>m
| Sp=>8S (add p m)
end.

Dans chacun des cas suivants dire 'effet de la tactique donnée sur I'état de preuve donné. En cas

d’erreur, expliquer cette erreur.

a) n : nat

H:n =42
(CRVARD)
2 +n =44
simpl.
b) n : nat
H:n =42
1/ 0
n+ 2 =44
simpl.
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c)

4)

e)

n : nat
H:S8(Sn) =1
a1/ 1D
42 = 43
discriminate H.
n : nat
H: Sn=1
1/ 1D
42 = 43
discriminate H.
n : nat
H:3+n=20
1/ 0

42 = 43

discriminate H.

Correction de 1’exercice 1 :

l.a)

Le type de (Rplus_eq_reg_1 x) est forall r1 r2 : R, x + rl = x + r2 -> rl = r2. Avec
apply, le but est unifié avec la conclusion r1 = r2, donc r1 prend la valeur x et r2 prend la valeur
0. C’est donc l'implication x + x = x + 0 => x = 0 qui est appliquée au but, lequel devient
x +x=x+ 0.

Avec rewrite (Rplus_eq_reg_1l x), Coq cherche & réécrire r1 en r2, mais ceux-ci sont restés
inconnus et Coq n’a aucun moyen de les deviner. Préciser rewrite (Rplus_eq_reg_l x x 0)
permet de réécrire avec la régle x = 0 a condition que x + x = x + 0 soit vrai. On aura donc
deux sous-buts, le premier est la preuve que 0 = 0, le second cellede x + x = x + 0.

Avec apply Rplus_eq_compat_1l, Coq cherche a unifier r + r1 = r + r2 avecx + y = x + X,
ce qui fait que r prend la valeur x, r1 prend la valeur y et r2 prend la valeur x. C’est donc
Iimplicationy = x -> x + y = x + x qui s’applique au but, lequel devient y = x.

Cette fois I'unification a lieu dans ’hypothese H avec la prémisse de 'implication

forall r r1 r2, r + r1l = r + r2 -> r1 = r2. On unifie donc r + rl = r + r2, ce qui fait
que r prend la valeur x, r1 aussi et r2 prend la valeur 0. L’hypothese H devient donc x = 0.

L’addition est définie par récurrence sur son opérande de gauche, Ici on a 2 +n = S(S0) +n =
S(S0+4+n) =S(S(0+n)) =5(Sn). Donc simpl réduit le but en S (8 n) = 42.
En revanche, simpl n’a aucun effet sur ce but, aucune regle de réduction ne s’applique.

discriminate H permet de passer de S(Sn) = S0 & Sn = 0 qui est contradictoire, la preuve est
terminée (on a prouvé False).

discriminate H provoque une erreur (not a discriminable equality) car n pourrait valoir 0.

discriminate H va d’abord provoquer la réduction de I'addition en S (S (S n)) = 0 puis prou-
ver False.

Exercice 2 : Prouvable ou non ?

Pour chacun des états de preuve suivant, dire s’ils sont prouvables ou non. Dans le cas ou il sont
prouvables donner une preuve en Coq, dans le cas ot il ne sont pas prouvable, donner un contre-exemple,
c’est-a-dire des propositions ou des valeurs de variables rendant vrai le contexte mais pas le but. Pour
prouver les lemmes prouvables, vous pouvez utiliser n’importe quel lemme donné a la fin du sujet (ou
d’autres, en demandant aux enseignants si c’est d’accord).
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1. A, B, C : Prop

HL : A \/ B A, B : Prop
H2 : A > C H1 : B
1/ 1 H2 : A -> ~ B
[¢ H3 : A
(CRVARD)
2. n : nat n = 492
H: exists k : nat, n =k + k + k + k
a7/ 4. 1/ 1

exists q : nat, n = 2 % q ~ (forall n : nat, exists k : nat, n = 2 * k)

—_——— ok ———

Correction de 1’exercice 2 :

1. Ce n’est pas prouvable. Par exemple A = False, B = True et C = False, on a bien A \/ B et
A -> C. Mais le but est False.

2. C’est prouvable. En voici une preuve en Coq :
destruct H as [k Hk].
exists (k + k).
rewrite mul_add_distr_1.
rewrite mul_succ_1l, mul_1_1, add_assoc.
exact Hk.

3. C’est prouvable. En voici une preuve en Coq :
exfalso. apply H2.
- exact H3.
- exact H1.

4. C’est prouvable. En voici une preuve en Coq :
specialize (H 1) as [k Hk].
destruct k as [| k'].
- discriminate Hk.
- rewrite mul_succ_r, add_comm in Hk. discriminate Hk.

—_— %k ———

Exercice 3 : La pouissance !
On définit 'opération puissance sur les entiers naturels de la facon suivante.

Fixpoint pow n m :=
match m with
0=>1(xn ~0=1%)
| 8m') =>n*pownm' (xn =~ (m+ 1) =n%* (n "~ m *)
end.

Notation "n ~ m" := (pow m m).

1. Donner les différentes étapes de calcul pour évaluer 5 = 2 et 10 ~ 0 (on évaluera directement les
multiplications & la fin du calcul).

2. Dans cette partie, vous pourrez utiliser les résultats suivants :
add_comm : forall nm : nat, n + m =m + n
add_assoc : forallnmp : nat, n + (m+p) =n +m + p
add_O_r : foralln : nat, n + 0 = n
add_succ_r : forallnm : nat, n + Sm =S (n + m)
mul 1 r : forall n : nat, n * 1 = n
mul_assoc : forallnmp : nat, n * (m * p) =n *m * p
mul_comm : forall nm : nat, n * m = m * n
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Donner des preuves en Coq des résultats suivants :
a) Lemma pow_2_square (n : nat) : n ~ 2 =n * n.
b) Lemma pow_1_1 (m : nat) : 1 "~ m = 1.

c) Lemma pow_add_r (mn k : nat) :m ~ (n+ k) = (m "~ n) * (m~ k).

Correction de 1’exercice 3 :

Fixpoint pow n m :=
match m with
0=>1(xn ~0=1%)
| Sm') =>n*xpownm' (*n =~ (m+ 1) =n* (n "~ m *)
end.

Notation "n =~ m" := (pow n m).
Lemma pow_2_square (n : mat) : n = 2 =n * n.
Proof.
simpl. rewrite mul_1_r. reflexivity.
Qed.
Lemma pow_1_1 (m : nat) : 1 " m = 1.
Proof.

induction m as [| m' IH].

- simpl. reflexivity.

- simpl. rewrite IH, add_O_r. reflexivity.
Qed.
Lemma pow_add_r (mn k : nat) :m ~ (n+ k) = (m " n) * (m ~ k).
Proof.

induction n as [| n IH].

- simpl. rewrite add_O_r.

reflexivity.

- simpl. rewrite IH. rewrite mul_assoc. reflexivity.

Qed.

—_— %k ———

Exercice 4 : Ordre sur les réels et preuve mathématique détaillée

1. On démontre ici le théoréme suivant : pour tous réels rq, ro, 3 et 74, si 11 < rq et r3 < ry, alors
L +1r3 <71 +ry.

On suppose connus seulement les résultats suivants :

Rlt_trans : forall r1 r2 r3 : R, r1 <r2 > r2<r3 ->rl < 1r3

Rplus_lt_compat_1 : forall r rl r2, r1 < r2 ->r + rl <r + r2

Rplus_lt_compat_r : forall r r1 r2, r1 < r2 ->rl + r <r2 +r

Rplus_comm : forall rl r2, r1 + r2 = r2 + ril

Annoter la preuve suivante pour y faire apparaitre les applications et réécritures permettant de
justifier chaque étape.

Démonstration. Soient r1, ro, T3 et r4 quatre réels. On suppose que 11 < 719 et rg < ry. Or,

T1 < T r3 < T4
3 3
ri+rs < Tro+r3 = ro+1r3 < To+7T4
U
r+rys < ro+4ry. O

2. Ecrire la preuve en Coq du lemme suivant :
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Lemma Rplus_lt_compat
forall r1 r2 r3r4 : R, (r1 < r2) -> (r3 <rd) -> (rl + r3 < r2 + r4).

3. Ecrire la preuve mathématique trés détaillée du résultat suivant : la fonction qui & un réel associe
son opposé est strictement décroissante sur R. Vous pourrez supposés connus, en plus des lemmes
précédents, les résultats suivants :

Rplus_opp_1l : forall r : R, - r + r =0

Rplus_assoc : forall rl r2 r3 : R, r1l + r2 + r3 = r1 + (r2 + r3)

Rplus_opp_r : forall r : R, r + - =0

Rplus_0_1 : forall r : R, O + r =
Rplus_O_r : forall r : R, r + 0 =

H KR K

4. Ecrire la preuve en Coq du lemme :
Lemma Ropp_lt_contravar : forall rl r2 : R, r2 < rl -> - rl1 < - r2.

—_—— ok ———

Correction de 1’exercice 4 :
1. Corrigé en TD

2. intros rl r2 r3 r4 H1 H2.
apply (Rplus_lt_compat_r r3) in H1.
apply (Rplus_lt_compat_l r2) in H2.
apply (Rlt_tramns _ (r2 + r3)).
exact H1.
exact H2.

3. Corrigé en TD

4. intros rl r2 H.
apply (Rplus_lt_compat_l (-r2)) in H.
rewrite Rplus_opp_l in H.
apply (Rplus_lt_compat_r (-rl)) in H.
rewrite Rplus_assoc, Rplus_opp_r, Rplus_O_1 in H.
rewrite Rplus_O_r in H.
exact H.

—_— ok ———

Exercice 5 : Deux sens de « suite croissante »
Definition croissante (Un : nat -> R) := forall n, Unn <= Un (S n).

On veut prouver le lemme suivant.

Lemma croissante_croissante (Un : nat -> R) : croissante Un —>
forall nm, (n <= m)%nat -> (Unn <= Un m).
1. Ecrire soigneusement la démonstration mathématique par récurrence sur m.

2. Ecrire la preuve en Coq. La correction utilise les lemmes Nat.le_0_r, Nat.le_succ_r, Rle_refl et
Rle_trans.

Correction de 1’exercice 5 :
1. Démonstration. Soit u, une suite croissante et n un entier fixé. On raisonne par récurrence sur m.

— Supposons que m = 0 et n < 0. On a alors n = 0 car n est un entier naturel et il reste & montrer
ug < ug, qui est évident.
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— Supposons que m = m’ + 1, o m’ satisfait ’hypothese :
n<m = u, < Up.

Supposons que n < m/+1. On a alors soit n = m’+1, auquel cas il reste & prouver Uy, 11 < U1
qui est évident ; soit n < m/.
Dans ce dernier cas, I’hypothése de récurrence, puis la croissance de la suite (u,) donnent :

Up, S Uy S U/ 41+ D

2. Lemma croissante_croissante (Un : nat -> R) : croissante Un ->
forall nm, (n <= m))nat -> (Un n <= Un m).
Proof.
intros Hu n m Hm.
induction m as [| m IH].
- apply Nat.le_O_r in Hm. rewrite Hm. exact (Rle_refl _).
- apply Nat.le_succ_r in Hm.
destruct Hm as [Hml | Hm2].
+ apply IH in Hml.
specialize (Hu m).
apply (Rle_trans _ (Un m)).
* exact Hml.
* exact Hu.
+ rewrite Hm2. exact (Rle_refl _).
Qed.

Liste de lemmes utilisés pour préparer ce sujet

add_O_r : forall m : nat, (n + O)%nat = n

add_assoc : forall nmp : nat, (n + (m + p))/nat = (n + m + p)/nat
add_comm : forall mm : nat, (n + m)/nat = (m + n)’%nat

le_O_r : forall n : nat, (n <= 0)%nat <-> n = O%nat

le_succ_r : forall nm : nat, (n <= S m)}nat <-> (n <= m)%nat \/ n =S m
mul_1_1 : forall n : mnat, (1 * n)nat
mul_1 r : forall n : nat, (n * 1)%nat = n

mul_add_distr_1 : forall nm p : nat, (n * (m + p))/nat = (n * m + n * p)’nat
mul_assoc : forall nm p : nat, (n * (m * p))/nat = (n * m * p)Jnat
mul_succ_l : forall nm : nat, (S n * m)/nat = (n * m + m)’nat

mul_succ_r : forall nm : nat, (n * S m)%nat = (n * m + n)’nat

Rle_refl : forall r : R, r <= r

Rle_trans : forall rl r2 r3 : R, rl <= r2 -> r2 <=1r3 -> rl <= r3

Rplus_0_1 : forallr : R, O + r =r

Rplus_O_r : forallr : R, r + 0 = r

Rplus_assoc : forall rl r2 r3 : R, rl + r2 + r3 = r1 + (r2 + r3)
Rplus_eq_compat_1 : forall rrl1 r2 : R, r1 =r2 ->r + rl =r + r2
Rplus_eq_reg 1 : forall rrl r2 : R, r +rl =1 + r2 ->rl =12
Rplus_lt_compat_1 : forall r r1 r2 : R, r1 <r2 ->r + rl <r + 12
Rplus_lt_compat_r : forall rrl r2 : R, r1 <r2 ->rl + r <r2 +r
Rplus_opp_1l : forall r : R, - r + r =0

n
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