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Introduction a la Théorie ergodique

Durée: 3 heures

Les documents sont interdits.

Rigidité des systemes dynamiques

On note D 'ensemble des suites d’entiers strictement croissantes.
On dit qu'un systeme (X, A, u, T') est rigide si il existe {ny}, .y € D telle que pour tout A dans A:

I (A N T*"’“A) koo 1 (A),

quand k tend vers +oco. On dira qu'un systéme est {ny }-rigide si la suite {ny},y assure la rigidité

du systeme.

1

Généralités

1. Soit (X, A, u,T) un systeme dynamique et {ng},y € D.

Soit A € A. Montrer que pt(ANT ™" A) =00 1 (A) si et seulement si pp (AAT ™ A) —f 00 0.

En effet, on écrit:
I (A A T*”’“A) = (A u T*""‘A) — i (A N T*”kA)
(A) + u (T_”’“A) — I (A N T_"’“A) — i (A N T_"’“A)
(A) 4+ p(A) —u (A N~ A) — I (A n T_""A)
(,u (A) —p (A N T_""‘A))

2. Montrer que Agy,, v :={A €A, p(ANT " A) =k 400 pt(A)} est une sous-tribu T-invariante de A

(i.e. un facteur).

p(X)=p(XNX)=p(XNT ™ X)donc X € A, 3

Stabilité par passage au complémentaire:

Ona ANT ™A =A°NA (T A)° = A° AT ™ A¢ doncsi A € Agn,y alors A° € Ay, 3.
Stabilité par intersection dénombrable:

On commence par I'intersection de deux éléments A et B de Ay, }:

On utilise le fait que lcap = |1c — 1p] et U'inégalité triangulaire:

Lanyar-me(anB) = |1anB = Lp-n(anm)|
= [1alp — Lp-ng glp—ni gl
= 1alg = 1p-ngalp + 1p-nyalp — Ip—nk alp-ni gl
<1p[la=1p-meal + 1p-meallp = lp-ni gl
<la=1lp-meal+ 1 = 1p-nipl



Ainsi en intégrant:
p(ANB)AT ™ (ANB) < u(AAT ™ A) +u(BAT " B)

Donc si A et B sont dans Ay, alors AN B aussi.
Une récurrence immédiate donne la stabilité par intersection finie.

Soit maintenant (A, ),y une suite d’éléments de Ay, }, Posons B, := Nj_ Ay et montrons que
A= NpenAy est aussi dans Ay, y.

On écrit:

Lapnr-nea = |1A - lT*"kA|
= |1A —1p, +1B, — 1T’"an + 1T’"an - 1T’"R:A‘
<|1a—1g,|+ 1B, = lp-mcp, | + [1p-n 5, — lp-nk 4l
=|1a—1p,|+ 1, = lp-ncp,| +[1a —1p,| o TT

D’ou, en intégrant et en utilisant 'invariance de u par T7*:
1 (A A T*"’“A) <2u(AABp)+pu (Bn VANV AR Bn)
Et donc, comme B,, € Ay, par stabilité de Ay, par intersection finie, on a:

limsupp (AAT ™ A) <2u(AA B,)

k—o0

Enfin, comme B, décroit vers A et que p est une mesure de probabilité, on a p(AA B,) =
w(AUB,) —u(ANB,) = u(B,) — 1 (A) = 0 quand n tend vers l'infini. On en déduit donc que
w(AAT ™ A) — 0 quand k tend vers l'infini.

Pour finir, montrons que la tribu Ay, ; est invariante par 7. En effet pour tout A € Ay, }, comme
T commute avec ses puissances:

p(TPANT ™ (T7PA)) = p (TPANTH (T A))
=pu (T~ (ANT " A))
=pn(ANT " A)
koo 4 (A) = p (T A)
et donc T7'A € Ay, y, on procéderait de méme avec T—1, ainsi T~ ' Ay, } = Afy,}, ¢’est donc un
facteur.
. Soit (H, (-,-)) un espace de Hilbert, U un opérateur unitaire et {ny}, .y € D.
Soit h € H, montrer que les assertions suivantes sont équivalentes:
(a) U™ h converge fortement vers h

(b) U™ h converge faiblement vers h
(¢) (h,U™h) =k oo {(h,h) .
On a les implications évidentes a = b = ¢. Supposons alors que (h, U™ h) —;_o (h, h).
On calcule:
|U™h — h||*> = (U™h — h,U™h — h)
= (U™ h, U™ h) — (U™ h, h) — (h, U™ R) + (h, h)
=2 (h, h) — (h, U™ hy — (h, U™ h)

—k—o0 0

Et donc ¢ = a.



4. On définit Hy (n,y) = {h € H,(h,U"h) =} (h,h)}. Montrer que H(y ¢y, }) est un sous-espace
vectoriel fermé de H, invariant par U.

H v {n,) est non-vide car il contient 0. C’est manifestement un sous-espace vectoriel de H d’apres
la question précédente. Montrons qu’il est fermé.

Soit hy, € H(y,{n,}) convergeant fortement vers h € H. Alors

JU™h — Bl = U™ h = U™ By + U™ by, — by + By — b
< U™ b= U | 4 U i — ]|+ [ B
= 2 [lhn — Bl + U™ By ]

Donc limsupy,_, o |[U™h — h|| < 2||h, — k|| car [[U™ hy, — hy|| = ko0 0 encore d’apres la question
précédente. On fait ensuite tendre n vers I'infini pour en déduire que U™*h tend fortement vers h.
Ainsi h € H(U,{nk})

Il reste a vérifier l'invariance de H(y, (n,}) par U. Cela découle du fait que, pour tout k£ > 0, U et
U™ commutent et donc, pour tout h € H:

(Uh,U™ (Uh)) = (Uh,U (U™ h))
= (h, U™ )
hsoo (o h) = (Uh, UR)

Enfin, on procede de méme avec UL,

5. On note L? (Ay,,1) le sous-espace de L? (1) des (classes d’équivalence de) fonctions f € L? (1) qui
sont Ay, }-mesurables.

Montrer que L (Agn,}) = L? (1) 0y {ne})-

Pour tout A € Ay, 3, on a

(14, Upni1a) = p (ANT ™ A) —p00 p(A) = (14,14)

et comme tout élément de L2 (A{nk}) est limite de combinaisons linéaires d’indicatrices de la forme
14 pour A € Ay, , alors L? (Ag,,;) C L? (1) {ne})> €ar ce dernier est fermé.

Réciproquement, soit f € L2 (u) (Up{ny})> ON doit montrer que f (ou plutdt, un représentant de f
pour I'égalité u-p.p.) est mesurable par rapport a Ay, 1. Il est suffisant de montrer que pour toute
boule ouverte de C, f~1 (B) € Afn,} ce qui signifie exactement que 1p o f € L? (u)(UT (e}

On va d’abord voir que pour toute fonction G, continue a support compact de C - R, Go f €
L? (u)(UT) {ny}) €0 montrant que Upns Go f converge faiblement vers Go f quand k tend vers l'infini.

Comme la boule fortement fermée de L? (1), centrée en 0 et de rayon ||G|| est faiblement com-
pacte et qu’elle contient tous les termes de la suite, il suffira de montrer que toute sous-suite de
{Urn G o f},,cn Possede une sous-suite convergeant faiblement vers G o f.

Soit donc une sous-suite {Upny'G o f}, cy de {Urn G o f}, . Comme {Upny f}) oy converge dans
L? (n) vers f, il existe une sous-suite {Ugpny f}ren convergeant vers f p-p.p., mais alors, par
continuité de G, pour p-presque tout @ € X, Upn,»Go f (x) = Go f (T™"x) converge vers Go f (x),
olt encore |Upny G o f (z) — G o f ()] —k—eo 0.

Or |UpnyvGo f —Go f\Q <4 ||G||iC et on peut appliquer le Théoréeme de convergence dominée pour
conclure que {UrpnyG o f}, . converge fortement et donc faiblement vers G o f. Ainsi G o f €
L? () e g



Enfin, il est facile de vérifier que si B est une boule ouverte de C, alors 1p est la limite simple
croissante de fonctions {G,, }, oy continues positives & support dans B.

On a ainsi que 1p o f est la limite croissante de {G,, o f}, . Par convergence dominée de nouveau,
on en déduit que {Gy o f}, oy converge vers 1 o f dans L? (). Du fait que L? (M)(UT,{nk}) est
fermé et que pour tout n € N, G,, o f € L? (“)(UT,{nk})’ on en déduit que 1o f € L? (“)(UT,{nk})'

2 Mesure de Dirichlet

. Soit o une mesure finie sur (|—m, 7], B (]—m, 7])). On dit que o est une mesure de Dirichlet s’il existe
une suite {ny}, .y € D telle que

0 (nk) —~k—oo 0 (0).
Comme précédemment, on dira que o est {ny}-Dirichlet si la convergence a lieu.

Montrer que si o est {ny}-Dirichlet et que p < o, alors p est aussi {ny }-Dirichlet.

On remarque d’abord le fait général suivant: si H est un espace de Hilbert et U un opérateur
unitaire agissant sur H. Alors h € H vérifie

(h,U™h) =00 (h,h)

si et seulement si sa mesure spectrale est {ny }-Dirichlet car (h, U™ h) = &}, (ng) et (h, h) = 75, (0).
Ainsi, Hy (n,y) = {h € H, o1, est {n}-Dirichlet}.
On considere maintenant une mesure o {ny }-Dirichlet, H := L? (¢) et U = V, 'opérateur unitaire

h + e"h vu en cours. Par construction, la mesure spectrale de la fonction constante égale & 1 est
o, en effet:

(1,V"1) = e~ Mg (dt)

]_7"777]
=0 (n)

De plus chaque itéré V™1 = e, n € Z, a la méme mesure spectrale o et appartient donc a
L? (@) (v, {ny}) car o est {ng}-Dirichlet. Or les vecteurs {em'}nez forment une partie totale de
L? (o). Ainsi, comme L? (0) (v, {ny}) st fermé, on a:

L? (0)(V,{nk}) =L (o).
Soit maintenant p < o, d’apres un résultat du cours, il existe h € L? (o) admettant p pour mesure
spectrale et donc p est {ny}-Dirichlet.

. Montrer qu’une mesure finie sur (|—m, 7], B (]—m,7])), de Dirichlet, est singuliére par rapport a une
mesure de Rajchmann sur (|—m, 7|, B (]—m, x])).

Soit {1}y € D, 0 une mesure {ny }-Dirichlet et p une mesure de Rajchmann sur (]—, 7], B (]—m,7])).
Supposons o [ p. Alors il existe une mesure v non nulle telle que v < o et v < p. Ainsi on a,
d’apres la question précédente

¥ (nk) —k—o0 7 (0)

et aussi d’apres le théoreme de Riemann-Lebesgue généralisé
¥ (n) = n—oo 0.

On en déduit que 4 (0) = 0 ce qui signifie que « est la mesure nulle d’olt une contradiction. o et p
sont donc bien singulieres.



8.

10.

11.

Mountrer qu'un systeme (X, A, u, T) est {ny}-rigide si et seulement si n’importe quel représentant
o du type spectral maximal est une mesure {ny }-Dirichlet.

Soit opr un représentant du type spectral maximal de (X, A, u, T') qu’on suppose {ny }-rigide.

D’apreés ce qu'on a montré plus haut L? (1) = L? (1), () = 1.f € L? (1) , 0y est {ny.}-Dirichlet}.
Or on sait que pour n’importe quel représentant o,; du type spectral maximal, on peut trouver un
vecteur h € L? (1) admettant oy pour mesure sepctrale. Donc oy est {ny }-Dirichlet.

Réciproquement supposons que o est ng-Dirichlet. Comme pour tout f € L2 (u), o5 < o,
d’apres la question précédente, on a bien que oy est ng-Dirichlet. En prenant n’importe quel A €
A, o1, est donc ng-Dirichlet ce qui signifie exactement que p(ANT ™™ A) — oo p(A). Ainsi
(X, A, u, T) est ng-rigide.

3 Theéorie ergodique des systemes dynamiques rigides

La rigidité entraine-t-elle 'ergodicité ?

Non ! 11 suffit de prendre X = {0,1}, A = {0, X,{0},{1}}, p:= 260+ 361 et T = Id...

Montrer qu’une rotation d’angle « ¢ 27Q est rigide.

On considere ici (X, A, u,T) = (J]—m, 7], B, A\, Ra) ot R, () =x+a mod .27 avec o € R et A est
la mesure de Lebesgue normalisée sur |—, 7).

On sait que les nombres na  mod .27, n € N forment une partie dense de |-, 7]. Ainsi, on construit
facilement une suite {n; } sen € D telle que nga — koo 0 mod .27. Vérifions que le systéme est alors
{ng }-rigide. D’apres les questions précédentes, il suffit de montrer L? N U ) = L% (\).

On a Ugrie™™ = e %™ d’ou
o

<ein~’ URZ" ein~> _ <ein-, einnkaein~>
— einnkoz <ein-,ein->

— koo <em', em'> .

Ainsi, pour tout n € Z, '™ € L? (N (Un e}y OF les e forment une base orthonormale de L? ()),
ainsi L2 (N W i) = L? (\), le systéme est bien {ny }-rigide.

Montrer que le fait d’étre {ny }-rigide est hérité par tous les facteurs.

C’est évident quand on considere la caractérisation des facteurs comme sous-tribus invariantes.

Sinon, si (Y, B, v, S) est un facteur de (X, A, p, T') & travers une application ¢ et que ce dernier est
{ny }-rigide, alors, pour tout B € B:

v(BNS™™B) =pu(e ' (BNS " B))
=u(e™' BNy~ (ST B))
=p(e ' BNT ™™ (¢7'B))
— koo 1t (97" B) = v (B)

et donc (Y, B, v, S) est bien {ny }-rigide.



12.

13.

14.

Montrer qu'un couplage entre deux systemes rigides pour la méme suite est encore rigide pour cette
meéme suite.

Soient (X, A, u,T) et (Y,B,v,S) deux systémes {ny}-rigides et (X x Y, A® B,m,T x S) un cou-
plage entre les deux.

Remarquons que, pour tout A € A, on a

m(AxY AT xS ™ AxY) =m(AxYNT " Ax §"Y)
m(AxYNT ™AXY)

m ((ANT " A) x Y)

— j(ANT " A)

— koo H(A)=m(AXY)

Ainsi, en notant, comme dans la question 1,
(A® B, = {P cA®Bm (P N(T x §)~ ™ P) oo m(P)} :

on voit que (A ® B) (ne} contient la tribu horizontale A x Y, et on montre de la méme facon qu’elle
contient la tribu verticale X x B, or la tribu engendrée par A x Y et X x B n’est autre que A ® B,
ainsi (A® B)y,,, = A® B et donc le couplage est {ny}-rigide.

Un systeme (X, A, u,T) est dit modérément mélangeant si son seul facteur rigide est le facteur
trivial {X,0} (mod. 0). Montrer que le mélange modéré entraine le mélange faible.

Soit (X, A, u, T) un systeme dynamique. Supposons que son type spectral maximal oy réduit
posséde un atome en un point 6 que l'on écrit e'®, avec a € |—m, 7). Alors on a §y < opy.

Deux cas se présentent:

-si a € 2mQ, alors on a déja vu dans la preuve de la rigidité d’une rotation irrationnelle que dy était
une mesure de Dirichlet.

-si a € 27Q, alors, en écrivant a = 2’%, avec p dans Z et ¢ dans N (et ¢ > 2), on voit alors que,

d’une part, la suite {q"“‘l}neN € D et que, d’autre part:

< s n41

0 (qn+1) —e " i 2 ] 5;9 (0),
et donc, la encore, dy est une mesure de Dirichlet (toutes les rotations sont rigides, rationnelles ou
irrationnelles...).

Ainsi, dans les deux cas, le vecteur propre associé a cette valeur propre est mesurable par rapport au
facteur rigide correspondant, et ce dernier est non-trivial puisque ce vecteur propre est non-constant
(car dans L3 (11)). Ceci empéche le mélange modéré.

Ainsi, le type spectral maximal réduit d’un systéme modérément mélangeant est continu, ce qui
entraine le mélange faible.

Montrer que les systemes rigides sont disjoints des systemes modérément mélangeants.

Soit donc (X, A, p, T) un systéme modérément mélangeant et (Y, B, v, S) un systeme {ny }-rigide et
(X xY,A® B,m,T x S) un couplage entre les deux. On a vu qu’on pouvait toujours associer de
maniére uniquement déterminée un opérateur de Markov ® de L? (v) dans L? (1) tel que pour tout
AcAet Be B:

m(Ax B) = /X1A<I>(13)du.
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16.

17.

On a vu aussi que si f € L2 (v), alors la mesure spectrale de ® (f) vérifie op(f) < 0y. Mais alors,
d’apres ce qu'on a vu, comme pour tout B € B, 01, est une mesure {ny }-Dirichlet, og(1,) aussi.
Ceci implique que ® (1) est mesurable par rapport au facteur rigide Ay, de (X, A, p, T') qui n’est
autre que le facteur trivial mod. 0. Ainsi ® (1p) est constant u-p.p. et donc égal & [, @ (1) du =
Jy 1pdv = v (B) p-p.p..

Ainsi

m (A x B) /1A<I>
X

/1AV

w(A)v

|
—~ ™

m est donc la mesure produit et ce quel que soit le couplage, les systémes sont donc disjoints.

En déduire que les systemes mélangeants sont disjoints des systemes rigides.

On peut utiliser le résultat sur la singularité des mesures de Dirichlet et des mesures de Rajchmann
comme au dessus. On peut aussi montrer qu'un systéeme mélangeant est modérément mélangeant:

Soit donc (X, A, u, T') un systeme mélangeant. Supposons qu'il existe {ng}, .y € D et A € A tel
que
p(ANT ™ A) =4 p(A).

Alors comme par ailleurs
p(ANT™A) oo 1 (A)?

On en déduit p(A) = 0 ou 1. Ainsi le seul facteur rigide est le facteur trivial.

4 Construction d’une mesure de Dirichlet continue

On se donne des variables indépendantes {Xk},€>1 définies sur un méme espace de probabilité
(Q, F,P) ou X}, suit la loi de de Bernoulli b( ) (ie. P X =1] = P[X, =0] =

On forme ensuite Z := Y, - 3¢ X

k+1° k+1 k+1’ k—i—l)

Montrer que Z est P-presque stirement finie.

Ona0< Q%X E < 2% P-presque stirement. Z est donc finie, P-presque stirement.

Montrer que la loi de Z est continue.

Formons l’espace ({O7 1}N* , (BA0, 1}) , ®@k>1b (ki %)) et Papplication ¢ : {0, 1}N* — [0,1],
avec

2 ({Ek}k21> = Z ik

En considérant I’ensemble N = Un>1 Ni>n {€x = 1} qui est de mesure nulle pour ®y>1b (k+1’ ki_l)
on a bien une bijection entre {0, 1} \N et [0, 1] puisque {e},~, n’est autre que le développement

dyadique de ), %ek. Or ®k>1b (kL_H, k%_l) est une mesure non atomique, en effet:

D1 PXe =1 =21y %_H = +o00 donc, d’apres le lemme de Borel-Cantelli pour des événements
indépendants, P [lim supy>1 { Xk = 1}] =1 ce qui signifie que pour presque tout w € €, la suite



18.

{Xk (W)}, possede une infinité de 1. Or la probabilité d'une telle suite sous ®x>1b (kiﬂ, %_H)
est nulle puisque la probabilité d’avoir un 1 a la place k > 1 est égale a T}H koo 0.

On peut raisonner encore plus simplement comme I’a fait 'un d’entre vous en remarquant que, si
N*
{ar}ty>, € {0,1}

]P)[Xl :al,...,Xn :an,...} = lim ]P[Xl :al,...,Xn:an]
n—oo
n
=[P Xk = axl
k=1
<[[Pxx=0]
k=1
Sk 1
= H —_— = _>’ILOO 0.
P Ek+1 n+1
Enfin, la loi de Z est aussi non atomique puisque c’est la mesure image de ®p>1b (kL_H, k%_l) par

la bijection évoquée plus haut.

On veut former une mesure de probabilité sur (|—m, 7], B (]—m, 7])), pour ce faire on définit v comme
étant la loi de 77 et U la loi de —nZ, et enfin on forme o = v * .

Calculer E [e”Z] pour tout t € R, puis & (n), pour tout n € Z.

: it K L X K it X, K 1 it
o K21, BB ] ST B[] T (1 (1),
Comme Z;f:o #Xk converge P-p.s. vers Z, alors la convergence a aussi lieu en loi et donc les
it Qikxk}

fonctions caractéristiques convergent, c’est a dire, pour tout t € R, E [e converge vers

E [¢"#]. Donc le produit Hle E {eiz%xk} converge vers E [e*Z].

D’ou
E[e?] =[] (1 _ k%l (1 e))

k>1

(En fait, le produit converge absolument puisque ‘—ﬁ_l (1 - eiﬁ) ‘ = %4-1 ’sin (Q,C%) ‘ < %)

On a maintenant

la convergence du produit infini ayant lieu pour les mémes raisons que précédemment.
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20.

Montrer que la suite {2"}, ., fait de o une mesure de Dirichlet.

On a

=1 (1 e (o0 (55))
kZ];‘[rl (1 - 4(k+kl)2 (SmQ <2n2+;7r)>> '

On veut montrer que 7 (2") —,,00 0 (0) = 1, cela revient donc & montrer que

n+1
Z In|1-— 4% <si1r12 <2 = 7T>> —n—soo 0.
ko1 (k+1) 2

Or, pour x > 0 assez petit, 0 < —In (1 — z) < 2z.

On cherche alors & montrer que

k Lo (2" in
Z W S 27]9 —n—o0 0.

k>n+1
On a
k 2n+1 k 22n+2 2
> o ()= 2w ()
g (B41) ka1 (B+1)
1 22n+27r2

= Z n ( 92k >
k>n+1
22n+2,n_2 1
T 2 o

k>n+1

22n+2,n_2 1 B 47.(.2

Pour finir, construire un systeme dynamique faiblement mélangeant et rigide.

La mesure o construite précédemment est symétrique, on peut donc s’en servir pour construire
. . . . z N
le processus stationnaire Gaussien associé vu en cours, (RZ,B (]R)® ,m, S’) ou, en prenant f :=
mn o —
{#n}, ez = w0, le processus {f o T"}, _, est Gaussien et 0y = 0.
Comme o est continue (car c’est le produit de convolution de deux mesures continues), on sait déja
que le systeéme est faiblement mélangeant. Il reste & montrer qu’il est rigide. D’apres les résultats

de la premiere section, pour tout n € Z, f o T™ est mesurable par rapport a (B (R)®Z){ y mais
271,

la plus petite tribu qui contient les f o T™, n € Z, n’est autre que B (R)®Z, par définition. Ainsi

(B (R)®Z> oy B (R)®” ce qui signifie que le systeme est {2"}-rigide.

On peut aussi montrer que le type spectral maximal du sytéme est une mesure {2"}-Dirichlet, en



effet, le type spectral maximal du systeme est (la classe d’équivalence de) dg + ;4 %a*k, d’on

1 1,

k>1 E>1
— 02"
1
k>1
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