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Introduction

La cohomologie galoisienne est l’étude systématique des groupes de Galois absolus
des corps, non pas de manière isolée, mais à travers leurs actions sur des structures
algébriques. Depuis les travaux de Hilbert, Noether, et plus tard Artin, Serre et Tate,
parmi beaucoup d’autres, il est devenu clair que la cohomologie galoisienne est le langage
naturel pour étudier les complexités de l’arithmétique des corps à travers leurs groupes
de Galois absolus et leurs invariants : le groupe de Brauer, le groupe de Witt, la K-théorie
de Milnor, la cohomologie non abélienne, ...

Dans ce texte, je décris mes contributions principales à la cohomologie galoisienne des
corps arbitraires.

– Le Chapitre 1 résume une série de travaux en commun avec Alexander Merkur-
jev sur la conjecture d’annulation de Massey, formulée par Mináč–Tân, et sur la
question de non-formalité de Positselski.

– Le Chapitre 2 décrit la résolution du problème de relèvement pour les représenta-
tions galoisiennes, menée en collaboration avec Alexander Merkurjev.

– Le Chapitre 3 est consacré au cas constant de la conjecture de Grothendieck–Serre,
résolu en collaboration avec Alexis Bouthier et Kęstutis Česnavičius.

– Le Chapitre 4 présente le premier exemple d’une classe de Brauer qui ne peut
être déployée par aucune courbe de genre 1, obtenu en collaboration avec Zinovy
Reichstein.

Ce mémoire ne vise pas à présenter l’ensemble de mes travaux, mais à dégager une
ligne directrice centrée sur la cohomologie galoisienne. J’ai donc laissé de côté plusieurs
de mes travaux sur les cycles algébriques ou la cohomologie non ramifiée, qui explorent
des directions intéressantes mais ne s’inscrivent pas dans un programme continu et unifié
comparable à celui exposé ici.

Notations

Pour tout groupe profini Γ, tout Γ-module discret M , c’est-à-dire tout Γ-module
continu muni de la topologie discrète, et tout entier i ≥ 0, on note H i(Γ,M) le i-ème
groupe de cohomologie (continue) de Γ à coefficients dans M .

Soient F un corps, Fs ⊂ F une clôture séparable et une clôture algébrique de F , et
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ΓF := Gal(Fs/F ) le groupe de Galois absolu de F . On écrit F× pour le groupe des unités
dans F . Pour tout ΓF -module discret M , on pose H i(F,M) := H i(ΓF ,M). On note Br(F )
le groupe de Brauer de F . Si E est une F -algèbre étale, on note encore Br(E) le groupe
de Brauer de E. Pour tout entier n ≥ 1 inversible dans F , on note µn ⊂ F×

s le ΓF -module
des racines n-ièmes de l’unité.

Soient p un nombre premier et ζ ∈ F une racine primitive p-ième de l’unité (donc
car(F ) ̸= p). Pour tous a, b ∈ F×, on définit (a, b)p ∈ Br(F ) comme la classe de Brauer de
l’algèbre cyclique de degré p sur F engendrée par deux variables u, v modulo les relations
up = a, vp = b et uv = ζvu. Pour tout a ∈ F×, on note χa ∈ H1(F,Z/pZ) le caractère
continu χa : ΓF → Z/pZ correspondant à a via la théorie de Kummer : pour tout σ ∈ ΓF

on a σ(a1/p) = ζχa(σ) · a1/p, où a1/p ∈ F×
s est une racine p-ième de a. L’homomorphisme

χa dépend du choix de ζ mais pas du choix de a1/p. Pour tous a1, . . . , an ∈ F×, on pose

Fa1,...,an
:= F [x1, . . . , xn]/(xp

1 − a1, . . . , x
p
n − an).

C’est une (Z/pZ)n-algèbre galoisienne sur F , qui est un corps si les aiF
×p sont Fp-

linéairement indépendants dans F×/F×p.
Un F -groupe est un schéma en groupes localement de type fini sur F . Pour un F -

groupe G et un F -schéma X, on note H1(X,G) l’ensemble pointé des classes d’isomorphie
des G-torseurs fppf sur X. Si A est un groupe abélien ou un F -groupe commutatif, et
n ≥ 0 est un entier, A[n] est par définition le sous-groupe de n-torsion de A.

On rappelle qu’un entier n est dit positif si n ≥ 0 et strictement positif si n > 0.

2



1. Produits de Massey
en cohomologie galoisienne

Soit A un anneau différentiel gradué, c’est-à-dire une Z≥0-graduation A = ⊕i≥0A
i

munie d’une différentielle ∂ de degré 1 satisfaisant la règle de Leibniz. La cohomologie
H∗(A) hérite alors une structure d’anneau gradué, dont la multiplication est appelée le
cup-produit et se note ∪. Outre ce produit binaire, H∗(A) possède des opérations d’ordre
supérieur, les produits de Massey n-uples (n ≥ 2).

Dans ce texte, nous ne considérerons que les produits de Massey d’éléments de degré
1. Étant donnés n ≥ 2 éléments a1, . . . , an ∈ H1(A), le produit de Massey ⟨a1, . . . , an⟩
est, par définition, un certain sous-ensemble de H2(A). Pour n = 2, on retrouve le cup-
produit : ⟨a1, a2⟩ = {a1 ∪ a2}. On dit qu’un produit de Massey est défini s’il est non vide,
et qu’il s’annule s’il contient 0. Nous n’aurons pas recours à la définition générale et nous
nous limiterons à en donner une dans le cas de la cohomologie des groupes.

Pour tout n ≥ 3 et tous a1, . . . , an ∈ H1(A), on a les implications suivantes :

⟨a1, . . . , an⟩ s’annule =⇒ ⟨a1, . . . , an⟩ est défini =⇒ ai ∪ ai+1 = 0 (1 ≤ i ≤ n− 1). (1.1)

Lorsque n = 3, la deuxième implication dans (1.1) est une équivalence : un produit de
Massey triple ⟨a1, a2, a3⟩ est défini si et seulement si a1 ∪ a2 = a2 ∪ a3 = 0. En général,
aucune autre implication ne peut être inversée.

L’anneau gradué A est dit formel s’il existe un anneau différentiel gradué B et des
quasi-isomorphismes d’anneaux différentiels gradués

A B H∗(A),∼∼

où H∗(A) est vu comme anneau différentiel gradué avec différentielle ∂ = 0. Si A est
formel, toutes les implications de (1.1) sont des équivalences. En gros, on peut dire que
les produits de Massey mesurent l’information sur A qui est perdue lors du passage à
H∗(A).

Soit Γ un groupe profini, soit p un nombre premier, et écrivons C∗(Γ,Z/pZ) pour
l’anneau différentiel gradué des cochaînes continues inhomogènes de Γ à coefficients dans
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Z/pZ. Les produits de Massey d’éléments de degré 1 admettent une description de nature
groupique, due à Dwyer [Dwy75], que nous rappelons maintenant. Pour tout entier n ≥ 2,
nous notons Un+1 le groupe des matrices unitriangulaires supérieures dans GLn+1(Z/pZ),
qui est un p-sous-groupe de Sylow de GLn+1(Z/pZ). Son centre Zn+1 ∼= Z/pZ est constitué
des matrices dans Un+1 dont les coefficients sont nuls partout sauf pour la diagonale et
éventuellement pour le coefficient (1, n+ 1). Nous définissons le groupe quotient Un+1 :=
Un+1 /Zn+1, dont les éléments peuvent être visualisés comme des matrices unitriangulaires
supérieures avec le coefficient (1, n+ 1) supprimé. On obtient une suite exacte centrale :

1 Z/pZ Un+1 Un+1 1. (1.2)

On note ∆: H1(F,Un+1) → H2(F,Z/pZ) l’application en cohomologie non abélienne
induite par (1.2). De plus, il existe un diagramme d’homomorphismes surjectifs

Un+1 Un+1 (Z/pZ)n,

la surjection de droite étant la projection sur les coefficients de la première diagonale
supérieure.

Soient maintenant χ1, . . . , χn des éléments de H1(Γ,Z/pZ) = Homcont(Γ,Z/pZ). Ces
caractères définissent un homomorphisme χ = (χ1, . . . , χn) : Γ→ (Z/pZ)n. Dwyer [Dwy75]
a montré que, à signe près, le produit de Massey ⟨χ1, . . . , χn⟩ coïncide avec l’ensemble des
∆([ρ]) ∈ H2(F,Z/pZ), où ρ : Γ→ Un+1 parcourt les relèvements de χ et [ρ] ∈ H1(F,Un+1)
est la classe de ρ. En particulier, le produit de Massey ⟨χ1, . . . , χn⟩

– est défini si et seulement si l’homomorphisme χ peut être relevé en un homomor-
phisme continu ρ : Γ→ Un+1, et

– s’annule si et seulement si χ peut être relevé en un homomorphisme continu ρ : Γ→
Un+1.

Mináč–Tân [MT17] ont conjecturé que la réciproque de la première implication dans (1.1)
devrait toujours être vraie lorsque Γ est le groupe de Galois absolu d’un corps.

Conjecture 1.1 (Mináč–Tân). Pour tout corps F , tout nombre premier p, et tout entier
n ≥ 3, si le produit de Massey ⟨χ1, . . . , χn⟩ ⊂ H2(F,Z/pZ) est défini pour des caractères
χ1, . . . , χn ∈ H1(F,Z/pZ), alors il s’annule.

Si H2(F,Z/pZ) = 0, ce qui est le cas par exemple si car(F ) = p, la conjecture 1.1
est immédiate. On peut donc supposer car(F ) ̸= p. Supposons de plus que F contient
une racine primitive p-ième de l’unité ζ (le cas plus important pour nous étant p = 2 et
ζ = −1). Alors tout u ∈ F× détermine un caractère χu ∈ H1(F,Z/pZ) (cf. Notations).
Pour tous a1, . . . , an ∈ F×, on écrira ⟨a1, . . . , an⟩ pour le produit de Massey ⟨χa1 , . . . , χan⟩.

La conjecture 1.1 est connue sous le nom de conjecture d’annulation de Massey. Elle a
été inspirée par un théorème de Hopkins–Wickelgren [HW15], qui ont montré que pour les
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corps de nombres, tous les produits de Massey triples modulo 2 qui sont définis s’annulent.
La conjecture 1.1 est en partie motivée par le théorème d’isomorphisme connu sous le nom
« norme-résidu » (la conjecture de Bloch–Kato), prouvé par Voevodsky et Rost [Voe03,
Voe11, Wei09] : pour tout premier p inversible dans F , l’application

⊕i≥0K
M
i (F )/p ⊕i≥0H

i(F, µ⊗i
p ) {a1, . . . , ai} 7→ (a1, . . . , ai)p

∼

est un isomorphisme, où KM
∗ (F ) est la K-théorie de Milnor de F et, pour tout entier i > 0

et tous a1, . . . , ai ∈ F×, on note {a1, . . . , ai} ∈ KM
i (F )/p et (a1, . . . , ai)p ∈ H i(F, µ⊗i

p )
les symboles correspondants. En particulier, lorsque F contient une racine primitive p-
ième de l’unité, l’anneau gradué H∗(F,Z/pZ) est quadratique : il est engendré par des
éléments de degré 1 avec relations de degré deux (les relations de Steinberg). En d’autres
termes, le cup-produit sur H∗(F,Z/pZ) est particulièrement simple. La conjecture 1.1
prédit que les produits de Massey d’éléments de degré 1 dans H∗(F,Z/pZ) sont également
particulièrement simples.

Une deuxième motivation pour la conjecture 1.1 est le problème de Galois inverse
profini : comment caractériser les groupes de Galois absolus parmi les groupes profinis ?
Par exemple, grâce à Artin–Schreier [Art24, AS27], nous savons que tout sous-groupe
fini non trivial d’un groupe de Galois absolu est cyclique d’ordre 2. Le théorème d’iso-
morphisme norme-résidu impose une forte restriction sur la cohomologie d’un groupe de
Galois absolu ; si la conjecture 1.1 était vraie, elle imposerait une autre forte restriction.

La conjecture 1.1 est maintenant connue pour n = 3, pour tous les corps et tous
les nombres premiers, grâce aux travaux de Efrat, Matzri, Mináč et Tân [Mat18, EM17,
MT16]. La conjecture est également connue pour les corps de nombres pour tout n et p :
ceci a été prouvé par Harpaz–Wittenberg [HW23] en utilisant des méthodes spécifiques
aux corps de nombres (principe local-global, obstruction de Brauer–Manin) qui ne sont
pas disponibles sur un corps arbitraire.

Comme nous l’avons déjà mentionné, les produits de Massey détectent la non-formalité
des anneaux différentiels gradués. Positselski [Pos17] a posé la question suivante.

Question 1.2 (Positselski). Soit p un nombre premier. Existe-t-il un corps F contenant
toutes les racines primitives p-ièmes de l’unité tel que C∗(ΓF ,Z/pZ) ne soit pas formel ?

Positselski a démontré que C∗(ΓF ,Z/pZ) n’est pas formel pour certains corps locaux
de caractéristique différente de p. Harpaz–Wittenberg ont démontré que C∗(ΓQ,Z/2Z)
n’est pas formel.

Dans une série de quatre articles, tous en collaboration avec Alexander Merkurjev
[22, 26, 29, 30] :

– nous prouvons la conjecture 1.1 pour les produits de Massey quadruples modulo 2,
– nous étudions si les cas connus de la conjecture 1.1 découlent du théorème 90 de

Hilbert, en un sens précis, et
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– nous montrons, en utilisant les produits de Massey, que la question 1.2 a une
réponse négative pour tous les nombres premiers p.

1.1 Un nouveau cas de la conjecture d’annulation de
Massey

Théorème 1.3 ([26]). La conjecture d’annulation de Massey est vraie pour n = 4 et
p = 2. Autrement dit, pour tout corps F et tous caractères χ1, χ2, χ3, χ4 ∈ H1(F,Z/2Z),
si le produit de Massey ⟨χ1, χ2, χ3, χ4⟩ ⊂ H2(F,Z/2Z) est défini, alors il s’annule.

Pour la preuve du théorème 1.3, on peut supposer car(F ) ̸= 2. Avec les notations
introduites avant, il suffit donc de montrer que pour tous a, b, c, d ∈ F×, le produit de
Massey ⟨a, b, c, d⟩ ⊂ H2(F,Z/2Z) s’annule dès qu’il est défini. Le point de départ de la
démonstration est la proposition suivante, qui caractérise les propriétés « ⟨a, b, c, d⟩ s’an-
nule » et « ⟨a, b, c, d⟩ est défini » en utilisant le groupe de Brauer de Fa,d (cf. Notations).
La partie (1) se trouve essentiellement dans l’article de Guillot–Mináč–Topaz–Wittenberg
[GMT18].

Proposition 1.4 (Guillot–Mináč–Topaz–Wittenberg). Supposons car(F ) ̸= 2, et soient
a, b, c, d ∈ F×.

1. Le produit de Massey ⟨a, b, c, d⟩ s’annule si et seulement s’il existe α ∈ F×
a et

δ ∈ F×
d tels que Na(α) = b et Nd(δ) = c dans F×/F×2, et (α, δ)2 = 0 dans

Br(Fa,d)[2].

2. Le produit de Massey ⟨a, b, c, d⟩ est défini si et seulement s’il existe α ∈ F×
a et

δ ∈ F×
d tels que Na(α) = b et Nd(δ) = c dans F×/F×2, et (α, δ)2 appartient à

l’image de l’application de restriction Br(F )[2]→ Br(Fa,d)[2].

Ici et dans le reste de cette section, pour tout u ∈ F×, on note Nu : F×
u → F× et

Nu : Br(Fu) → Br(F ) les applications norme. Étant donnés α ∈ F×
a et δ ∈ F×

d comme
dans la proposition 1.4(1), nous remplaçons α par αx et δ par δy, pour des x, y ∈ F×

convenables, de sorte que (αx, δy)2 = 0 dans Br(Fa,d)[2]. Nous y parvenons en deux étapes,
qui peuvent être résumées comme suit.

– Réduction au cas dégénéré a = d, en remplaçant α par αx, pour un certain x ∈ F×,
et δ ∈ F×

d par un ν ∈ F×
a approprié.

– Résolution du cas dégénéré a = d, en remplaçant δ par δy, pour un certain y ∈ F×.
Voici les versions précises des deux étapes.

Proposition 1.5. Supposons car(F ) ̸= 2. Soient a, c, d ∈ F×, soit α ∈ F×
a , soit δ ∈ F×

d

tel que Nd(δ) = c dans F× et (α, δ)2 est dans l’image de l’application de restriction
Br(F )[2] → Br(Fa,d)[2]. Supposons que c n’est pas un carré dans F×. Alors il existe
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x ∈ F× et ν ∈ F×
a tels que (αx, δ)2 = (αx, ν)2 dans Br(Fa,d)[2] et (αx, ν)2 est dans

l’image de la restriction Br(F )[2]→ Br(Fa)[2].

Proposition 1.6. Supposons car(F ) ̸= 2. Soit a ∈ F× et soient π, µ ∈ F×
a tels que

Na((π, µ)2) = 0 dans Br(F ). Alors il existe y ∈ F× tel que (π, µy)2 = 0 dans Br(Fa).

La preuve de la proposition 1.5 utilise un argument de spécialisation délicat qui occupe
la majeure partie de [26]. La proposition 1.6 suffit déjà à prouver la conjecture 1.1 pour
tous les produits de Massey « dégénérés », c’est-à-dire les produits de Massey modulo 2 de
la forme ⟨a, b, c, a⟩. C’est l’un des théorèmes principaux de [22]. La preuve de la proposition
1.6 utilise la théorie des formes d’Albert associées aux algèbres de biquaternions.

Étant données les propositions 1.4, 1.5 et 1.6, on peut achever la preuve du théorème
1.3 comme suit. Le cas où c est un carré dans F n’est pas difficile et est traité séparément.
À partir de maintenant, nous supposons que c n’est pas un carré dans F . Comme ⟨a, b, c, d⟩
est défini, la proposition 1.4(2) fournit α ∈ F×

a , δ ∈ F×
d tels que Na(α) = b et Nd(δ) = c

dans F×/F×2 et (α, δ)2 ∈ Im(Br(F )[2] → Br(Fa,d)[2]). La proposition 1.5 donne x ∈ F×

et ν ∈ F×
a tels que

(αx, δ)2 = (αx, ν)2 dans Br(Fa,d)[2], Na((αx, ν)2) = 0 dans Br(F )[2].

Si l’on pose π = αx et µ = ν, alors Na((π, µ)2) = 0. La proposition 1.6 donne alors y ∈ F×

tel que
(αx, νy)2 = 0 dans Br(Fa)[2].

On obtient la chaîne d’égalités suivante dans Br(Fa,d)[2] :

(αx, δy)2 = (αx, δ)2 + (αx, y)2 = (αx, ν)2 + (αx, y)2 = (αx, νy)2 = 0.

Par la proposition 1.4(1), le produit de Massey ⟨a, b, c, d⟩ s’annule, comme voulu. Ceci
achève notre esquisse de preuve du théorème 1.3.

On conclut cette section avec un résultat plus précis pour les produits de Massey
modulo 2 de la forme ⟨bc, b, c, bc⟩.

Théorème 1.7 ([22]). Soit p = 2, soit F un corps de caractéristique différente de 2,
et soient a, b, c, d ∈ F× tels que ad et abc soient des carrés dans F . Alors les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. le produit de Massey ⟨a, b, c, d⟩ est défini,

2. le produit de Massey ⟨a, b, c, d⟩ s’annule,

3. (b, c)2 = 0 dans Br(F ) et −1 ∈ F× appartient à l’image de la norme F×
b,c → F×.

En particulier, si F contient une racine 8-ième de l’unité, le produit de Massey
⟨bc, b, c, bc⟩ s’annule si et seulement si (b, c)2 = 0. Comme application du théorème 1.7, le
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produit de Massey ⟨34, 17, 2, 34⟩ dans H2(Q,Z/2Z) n’est pas défini, bien que les produits
de Massey ⟨34, 17, 2⟩ et ⟨17, 2, 34⟩ s’annulent. Cet exemple numérique est dû à Harpaz
et Wittenberg [GMT18, Appendix], et fut notre motivation initiale pour considérer des
produits de Massey arbitraires de la forme ⟨bc, b, c, bc⟩. En fait, nous avons d’abord prouvé
le théorème 1.7, puis nous l’avons généralisé aux produits de Massey ⟨a, b, c, d⟩ avec a = d

(en utilisant la proposition 1.6), et enfin nous avons prouvé le théorème 1.3.

1.2 Produits de Massey et théorème 90 de Hilbert

Le théorème 90 de Hilbert est omniprésent en cohomologie galoisienne, et il est souvent
le cas qu’il est le seul ingrédient non trivial dans une démonstration. Il est naturel de se
demander si les cas connus de la conjecture 1.1 « découlent du théorème 90 de Hilbert ».
Voici une façon de rendre la question précise.

Soit p un nombre premier. Un groupe profini p-orienté est un couple (Γ, θ), où Γ
est un groupe profini et θ : Γ → Z×

p est un caractère continu. Nous notons Zp(1) le Γ-
module continu Zp sur lequel Γ agit via θ, et nous posons Z/pnZ(1) := Zp(1)/pn pour
tout entier positif n. Nous disons que (Γ, θ) satisfait le théorème 90 de Hilbert formel
si pour tout sous-groupe ouvert (équivalemment, pour tout sous-groupe fermé) U ⊂ Γ,
et tout n ≥ 1, l’application naturelle H1(U,Z/pnZ(1)) → H1(U,Z/pZ(1)) est surjective.
Si F est un corps de caractéristique différente de p et θcyc,p : ΓF → Z×

p est la p-partie
du caractère cyclotomique de ΓF , par le théorème 90 de Hilbert (théorie de Kummer) le
couple (ΓF , θcyc,p) est un groupe profini p-orienté qui satisfait le théorème 90 de Hilbert
formel. Dans ce cas, Z/pnZ(1) = µpn pour tout entier positif n.

Les cas connus de la conjecture 1.1 peuvent-ils être généralisés aux groupes profinis
p-orientés satisfaisant le théorème 90 de Hilbert formel ? Dans [29], nous prouvons que
c’est le cas pour n = 3, ainsi que pour n = 4 dans le cas dégénéré χ1 = χ4.

Théorème 1.8 ([29]). Soit p un nombre premier et soit (Γ, θ) un groupe profini p-orienté
satisfaisant le théorème 90 de Hilbert formel. Pour tout χ1, χ2, χ3 ∈ H1(Γ,Z/pZ), les
assertions suivantes sont équivalentes :

– ⟨χ1, χ2, χ3⟩ s’annule,
– ⟨χ1, χ2, χ3⟩ est défini, et
– χ1 ∪ χ2 = χ2 ∪ χ3 = 0.

Théorème 1.9 ([29]). Soit (Γ, θ) un groupe profini 2-orienté satisfaisant le théorème 90
de Hilbert formel. Pour tout χ1, χ2, χ3 ∈ H1(Γ,Z/2Z), si le produit de Massey modulo 2
⟨χ1, χ2, χ3, χ1⟩ est défini, alors il s’annule.

Pour les preuves de ces théorèmes, le point clé est la construction, pour tout groupe
profini p-orienté (Γ, θ) satisfaisant le théorème 90 de Hilbert formel, d’un module de Hilbert
90. Par définition, c’est un Γ-module discret M tel que :
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– M est p-divisible,
– le sous-Γ-module de torsion p-primaire de M est isomorphe à Qp/Zp(1), et
– H1(U,M) = 0 pour tout sous-groupe ouvert U ⊂ Γ.

Ici Qp/Zp(1) est la limite directe des Z/pnZ(1) lorsque n → ∞. Par exemple, pour tout
corps F de caractéristique différente de p, le ΓF -module F×

s est un module de Hilbert 90
pour (ΓF , θcyc,p).

Théorème 1.10 ([29]). Un groupe profini p-orienté (Γ, θ) satisfait le théorème 90 de
Hilbert formel si et seulement s’il admet un module de Hilbert 90.

On esquisse la preuve du théorème 1.10. Si M est un module de Hilbert 90 pour (Γ, θ),
la suite exacte courte

0 Z/pZ(1) M M 0×p

montre que (Γ, θ) satisfait le théorème 90 de Hilbert formel. Inversement, si M satisfait
le théorème 90 de Hilbert formel, soit

X := HomZ(Q, Z1(Γ,Qp/Zp(1))),

où Z1(Γ,Qp/Zp(1)) est le groupe des 1-cocycles inhomogènes de Γ à valeurs dans Qp/Zp(1).
Pour tout x ∈ X, soit ux un symbole formel, et posons QΓ := ⊕

x∈X Qux.
Nous définissons maintenant un Γ-module discret MΓ. En tant que groupe abélien

MΓ := Qp/Zp(1)⊕QΓ.

Le groupe Γ agit sur MΓ de la manière suivante : pour tous s ∈ Qp/Zp(1), x ∈ X, q ∈ Q
et g ∈ Γ,

g(s, qux) := (θ(g)s+ x(q)(g), qux).

Il n’est pas difficile de vérifier qu’il s’agit bien d’une action discrète de Γ. Le Γ-module
MΓ est une extension de QΓ (avec action banale) par Qp/Zp(1). Le module de Hilbert 90
M est assemblé à partir des U -modules MU , où U parcourt l’ensemble des sous-groupes
ouverts de Γ. L’hypothèse que (Γ, θ) satisfait le théorème 90 de Hilbert formel est utilisée
de façon cruciale pour montrer H1(U,M) = 0 pour tout sous-groupe ouvert U de Γ.

Comme autre application du théorème 1.10, pour tout couple (G, θ) satisfaisant la
condition de Hilbert 90 formel, si χ : G→ Z/pZ est un caractère et H = Ker(χ), alors la
suite

H1(H,Z/pZ) Cor−−→ H1(G,Z/pZ) ∪χ−→ H2(G,Z/pZ) Res−−→ H2(H,Z/pZ)

est exacte. Cette suite est classique si G est le groupe de Galois absolu d’un corps de
caractéristique différente de p.
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1.3 La question de Positselski sur la non-formalité
de la cohomologie galoisienne

Nous répondons par la négative à la question 1.2 de Positselski pour tout premier p.

Théorème 1.11 ([30]). Soit p un nombre premier. Pour tout corps F de caractéristique
différente de p, il existe une extension de corps L/F telle que l’anneau différentiel gradué
C∗(ΓL,Z/pZ) ne soit pas formel.

Nous avions prouvé le cas p = 2 du théorème 1.11 précédemment, dans [22]. Pour
la preuve, rappelons d’abord que les implications de (1.1) peuvent être inversées lorsque
l’anneau gradué différentiel A est formel. Ainsi, pour prouver le théorème 1.11, il suffit de
construire un corps L contenant F et des caractères χ1, χ2, χ3, χ4 dans H1(L,Z/pZ) tels
que χ1 ∪ χ2 = χ2 ∪ χ3 = χ3 ∪ χ4 = 0 dans H2(L,Z/pZ), mais pour lesquels le produit de
Massey ⟨χ1, χ2, χ3, χ4⟩ n’est pas défini. Dans une terminologie courante dans la littérature,
cela signifie montrer que L ne satisfait pas la conjecture d’annulation de Massey forte.

Notre exemple est construit comme suit. On peut supposer que F contient une racine
primitive p-ième de l’unité ζ. On pose F ′ := F (x, y), où x et y sont des variables indé-
pendantes sur F , et on note L le corps de fonctions de la variété de Severi–Brauer X
sur F ′ correspondant à l’algèbre à division cyclique (x, y)p de degré p sur F ′. En posant
a = 1 − x, b = x, c = y et d = 1 − y, on a (a, b)p = (c, d)p = 0 dans Br(F ′), donc dans
Br(L), et par un résultat bien connu (b, c)p = 0 dans Br(L). Il faut montrer que le produit
de Massey ⟨a, b, c, d⟩ ⊂ H2(L,Z/pZ) n’est pas défini. Nous y parvenons comme suit.

– Nous construisons une « variété générique » Ew/L pour le problème. Plus préci-
sément, on construit un F ′-tore T et un T -torseur Ew sur L tel que pour toute
extension de corps K/L, on a Ew(K) ̸= ∅ si et seulement si ⟨a, b, c, d⟩ est défini
sur K. La définition de Ew dépend d’une certaine fonction rationnelle w ∈ L×,
construite explicitement.

– Nous prouvons que Ew(L) = ∅. Pour cela, nous montrons d’abord que let T -torseur
Ew sur L = F ′(X) est non ramifié sur F ′. Nous introduisons ensuite une obstruction
« secondaire » à la trivialité des T -torseurs sur L non ramifiés sur F ′, à valeurs
dans Z/pZ, et montrons par un calcul de réseaux galoisiens qu’elle est non triviale
sur Ew.

En notant χ1, χ2, χ3 et χ4 les cocaractères correspondant à a, b, c et d via le choix de ζ,
on obtient le contre-exemple voulu.
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2. Le problème de relèvement pour
les représentations galoisiennes

Motivé par la conjecture de modularité de Serre, Khare [Kha97] a montré que, pour
tout corps de nombres F et tout premier p, tout homomorphisme continu ΓF → GL2(Z/pZ)
se relève en un homomorphisme continu ΓF → GL2(Z/p2Z). Serre a remarqué que la dé-
monstration de Khare n’utilise que la théorie de Kummer, et s’étend donc à un corps
arbitraire. La question suivante se pose naturellement.

Question 2.1 (Khare, Serre). Soient F un corps, p un nombre premier et n un entier
positif. Est-ce que tout homomorphisme continu ΓF → GLn(Z/pZ) se relève-t-il en un
homomorphisme continu ΓF → GLn(Z/p2Z) ?

Soit Bn ⊂ GLn le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires supérieures.

Conjecture 2.2 (Florence [Flo20]). Soient p un nombre premier, F un corps conte-
nant une racine primitive p2-ième de l’unité, et n un entier positif. Tout homomorphisme
continu ΓF → Bn(Z/pZ) se relève en un homomorphisme continu ΓF → Bn(Z/p2Z).

Si la conjecture 2.2 était vraie alors, par un argument de restriction-corestriction, la
question 2.1 aurait une réponse positive sur les corps contenant une racine primitive p2-
ième de l’unité. Florence a aussi observé que la conjecture 2.2 implique l’assertion de
surjectivité du théorème d’isomorphisme norme-résidu sur tous les corps, y compris ceux
qui ne contiennent pas de racine primitive p2-ième de l’unité. (Une fois établie la sur-
jectivité, l’injectivité suit par des arguments élémentaires.) Le théorème d’isomorphisme
norme-résidu a été démontré par Voevodsky et Rost en utilisant la cohomologie moti-
vique et les variétés normiques : une démonstration de ce théorème utilisant uniquement
les outils de la cohomologie galoisienne aurait beaucoup d’intérêt. Florence et De Clercq
ont prouvé la conjecture 2.2 pour tout p lorsque n ≤ 2, et pour p = 2 lorsque n ≤ 4.

Dans des travaux en commun avec Alexander Merkurjev [31, 32], nous montrons que
la conjecture 2.2 échoue et que la question 2.1 a une réponse négative, sauf dans les cas
considérés par Khare et Florence–De Clercq. Ces résultats reposent d’abord sur le calcul
de la cohomologie négligeable en degré 2 sur les corps ayant suffisamment de racines de
l’unité, que nous décrivons d’abord.
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2.1 Cohomologie négligeable de degré 2 sur les corps
avec suffisamment de racines de l’unité

Soit H un groupe fini, soit A un H-module fini, et soit α ∈ H2(H,A) la classe d’une
extension de groupes

0 A G H 1.

La classe α ∈ H2(H,A) est dite négligeable sur F si son image réciproque ρ∗(α) dans
H2(K,A) est nulle pour toute extension de corps K/F et tout homomorphisme continu
ρ : ΓK → H. Ainsi, α est négligeable sur F si et seulement si, pour toute extension
K/F , tout homomorphisme continu ρ : ΓK → H se relève en un homomorphisme continu
ρ̃ : ΓK → G. Cette définition est due à Serre. D’après une observation de Gherman–
Merkurjev [GM22, Proposition 2.1], la classe α est négligeable sur F si et seulement si
pour une (équivalemment, toute) représentation F -linéaire fidèle de dimension finie V de
H, en posant

ρV : ΓF (V )H Gal(F (V )/F (V )H) = H

l’homomorphisme surjectif correspondant, on a ρ∗
V (α) = 0. Cela vient du fait que la

H-algèbre galoisienne F (V )/F (V )H correspondant à ρV est verselle : pour tout sous-
schéma ouvert non vide H-invariant U ⊂ V , toute H-algèbre galoisienne L/K est une
spécialisation de U → U/H en un certain point de U/H.

La question 2.1 peut se reformuler en demandant si la classe de l’extension

0 gln(Z/pZ) GLn(Z/p2Z) GLn(Z/pZ) 1, (2.1)

où gln est l’algèbre de Lie de GLn, est négligeable sur tout corps F . La conjecture 2.2 est
équivalente à l’assertion que l’extension

0 bn(Z/pZ) Bn(Z/p2Z) Bn(Z/pZ) 1, (2.2)

où bn est l’algèbre de Lie de Bn, est négligeable sur tout corps F contenant une racine
primitive p2-ième de l’unité.

Théorème 2.3 ([31]). Soit H un groupe fini d’exposant e(H), soit A un H-module fini
d’exposant e(A), et soit F un corps contenant une racine primitive de l’unité d’ordre
e(A)e(H). Le sous-groupe des classes dans H2(H,A) qui sont négligeables sur F est en-
gendré par les images des applications

AH′ ⊗H2(H ′,Z) H2(H ′, A) H2(H,A),∪ cor (2.3)

où H ′ parcourt tous les sous-groupes de H.
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En particulier, le sous-groupe des classes dans H2(H,A) négligeables sur F ne dépend
pas de F , lorsque F contient une racine primitive de l’unité d’ordre e(A)e(H). Le cas
particulier du théorème 2.3 où H agit trivialement sur A est dû à Gherman–Merkurjev
[GM22]. Dans leur cadre, Gherman et Merkurjev calculent le sous-groupe des classes
négligeables sur F sans hypothèses sur F : leur formule montre que l’hypothèse sur les
racines de l’unité faite dans le théorème 2.3 est optimale.

Nous donnons une interprétation plus conceptuelle du théorème 2.3. Pour tous entiers
strictement positifs m et n tels que F contienne une racine primitive de l’unité d’ordre
mn, nous appelons classe de Kummer l’élément de H2(Z/mZ,Z/nZ) défini par l’extension
centrale

0 Z/nZ Z/mnZ Z/mZ 0,

où l’application Z/mnZ → Z/mZ est la réduction modulo m. Sur H2(−,−), où la pre-
mière entrée est un groupe fini et la seconde un module fini sous ce groupe, on peut
considérer les opérations suivantes :

(1) l’image directe par rapport au module,

(2) l’image réciproque par rapport au groupe,

(3) la corestriction par rapport à un sous-groupe.

On peut montrer que les classes négligeables sur F sont stables par (1)–(3), et que les
classes de H2(H,A) obtenues via (2.3) s’obtiennent toutes à partir des classes de Kummer
en appliquant (1)–(3) (en particulier, elles sont négligeables sur F ). Ainsi, d’après la
théorème 2.3, les classes de H2(H,A) obtenues à partir des classes de Kummer au moyen
de (1)–(3) forment un système de générateurs du sous-groupe des classes négligeables sur
F dans H2(H,A). Ceci montre aussi la direction facile du théorème 2.3 : toute classe de
H2(H,A) dans l’image d’une flèche (2.3) est négligeable sur F .

Nous abordons maintenant la preuve de la direction difficile du théorème 2.3. Soit
H2(H,A)F,neg le sous-groupe des classes dans H2(H,A) qui sont négligeables sur F , soit e
l’exposant de H, et soit n l’exposant de A, respectivement. Soit V une H-représentation
F -linéaire fidèle de dimension finie et soit ρV : ΓF (V )H → H l’homomorphisme continu
surjectif induit. D’après l’observation de Gherman–Merkurjev déjà mentionnée, une classe
α ∈ H2(H,A) est négligeable sur F si et seulement si ρ∗

V (α) = 0. Ainsi

H2(H,A)F,neg = Ker[H2(H,A)
ρ∗

V−−→ H2(F (V )H , A)]

= Im[H1(F (V ), A)H tg−−→ H2(H,A)]

= Im[(A(−1)⊗ F (V )×)H γ−−→ H2(H,A)],

où la deuxième égalité découle de la suite spectrale de Lyndon–Hochschild–Serre, on pose
A(−1) := Hom(µn, A) et l’application γ est obtenue en pré-composant l’application de
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transgression tg avec l’isomorphisme

(A(−1)⊗ F (V )×)H ∼−−→ (A(−1)⊗H1(F (V ), µn))H ∼−−→ H1(F (V ), A)H

provenant de la théorie de Kummer.
On considère V comme un espace affine sur F . Ainsi Pic(V ) = 0 et nous avons une

suite exacte courte de H-modules

1 F× F (V )× Div(V ) 0.div

Pour tout point x de codimension 1 de V , on pose fx ∈ F (V )× une fonction rationnelle
telle que div(fx) = x (donc fx est en fait un polynôme), et on note Hx le sous-groupe des
h ∈ H tels que hx = x.

Soit a ∈ A(−1)Hx , et considérons l’élément a⊗ fx ∈ A(−1)⊗ F (V )×. Bien que fx ne
soit pas Hx-invariante, nous affirmons que a ⊗ fx est Hx-invariant. En effet, pour tout
h ∈ Hx les fonctions rationnelles fx et hfx ont toutes les deux pour diviseur x, et donc
hxf = λf pour un certain λ ∈ F×. Ainsi h(a⊗ fx) = a⊗ hfx et a⊗ fx diffèrent de a⊗ λ.
Comme H est d’exposant e, on a λ ∈ µe. Nous utilisons maintenant l’hypothèse que F
contient une racine primitive de l’unité d’ordre en : on a λ = ζn pour un certain ζ ∈ µen.
Donc a ⊗ λ = a ⊗ ζn = (na) ⊗ ζ = 0 car nA = 0. C’est le calcul clé pour la preuve du
lemme suivant.

Lemme 2.4. Le groupe abélien (A(−1)⊗ F (V )×)H est engendré par A(−1)⊗ F× et les
normes NH/Hx(a⊗ fx) pour tous les points x de codimension 1 de V et tous les éléments
a ∈ A(−1)Hx.

Par fonctorialité et le fait que F est divisible on a γ(A(−1)⊗F×) ⊂ γ(A(−1)⊗F×) = 0
et donc γ(A(−1)⊗F×) = 0. D’après le lemme 2.4, on déduit que Im(γ) est engendré par
les éléments de la forme NH/Hx(a⊗ fx). Il reste à montrer que ces éléments appartiennent
à l’image de (2.3) (avec H ′ = Hx). Pour simplifier, supposons que Hx = H. On doit
donc montrer que γ(a ⊗ fx) est un cup-produit de AH ⊗ H2(H,Z). Le point crucial est
l’anti-commutativité du diagramme suivant :

A(−1)H ⊗ (L×/µe)H (A(−1)⊗ L×)H

A(−1)H ⊗H1(H,µe)

A(−1)H ⊗H2(H,µn) H2(H,A).

id ⊗∂1

β

γ

id ⊗∂2

∪

(2.4)

Ici, l’application β envoie a ⊗ fµe sur a ⊗ f : ceci est bien défini car F contient une
racine primitive de l’unité d’ordre en. De plus, ∂1 est un homomorphisme de connexion
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provenant de
1 µe F (V )× F (V )×/µe 1

et ∂2 est un homomorphisme de connexion provenant de

1 µn µen µe 1.

Puisque a⊗ fx ∈ (A(−1)⊗ F (V )×)H est l’image de a⊗ fxµe ∈ A(−1)H ⊗ (F (V )×/µe)H ,
on déduit du diagramme (2.4) que γ(a⊗ fx) est un cup-produit de A(−1)H ⊗H2(H,µn).
Un lemme simple montre que cela revient à dire que γ(a ⊗ fx) est un cup-produit de
AH ⊗H2(H,Z). Ceci achève notre esquisse de preuve du théorème 2.3.

2.2 Le problème de relèvement pour les représenta-
tions galoisiennes

En combinant le théorème 2.3 avec un calcul de cohomologie des groupes, nous ob-
tenons les premiers exemples de représentations galoisiennes modulo p qui ne se relèvent
pas en représentations modulo p2.

Théorème 2.5 ([31]). Soient p un nombre premier impair, n ≥ 3 un entier, et F un corps
contenant une racine primitive p-ième de l’unité. Sur le corps des fonctions rationnelles
K = F (x1, . . . , xp), il existe :

– un homomorphisme continu ΓK → GLn(Z/pZ) qui ne se relève pas à GLn(Z/p2Z) ;
– un homomorphisme continu ΓK → Bn(Z/pZ) qui ne se relève pas à Bn(Z/p2Z).

Ceci montre que la question 2.1 a une réponse négative et que la conjecture 2.2 est
fausse.

Pour la démonstration du théorème 2.5, on se réduit aisément au cas n = 3. Soit
U3 ⊂ GL3(Z/pZ) le p-sous-groupe de Sylow des matrices unitriangulaires supérieures,
et soit α ∈ H2(U3, gl3(Fp)) l’image réciproque de la classe de (2.1) pour n = 3. Par un
argument de restriction-corestriction, il suffit de montrer que α n’est pas négligeable sur
F . Nous supposons p > 3 pour simplifier. Dans ce cas, si Z3 ∼= Z/pZ est centre de U3, des
calculs directs montrent que la restriction de α à Z3 est non triviale, tandis que toutes
les classes dans les images de (2.3) se restreignent à zéro sur Z3. Par le théorème 2.3,
cela implique que α n’est pas négligeable sur F . Une variante plus compliquée de cet
argument s’applique également lorsque p = 3. La raison pour laquelle on peut choisir
K = F (x1, . . . , xp) est que, en posant V comme une représentation fidèle de dimension
p de U3, Chu et Kang [CK01] ont montré que F (V )H est purement transcendant sur F
(cela utilise que F contient une racine primitive p-ième de l’unité).
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Dans un travail ultérieur, nous considérons le cas p = 2, et, en fait, la situation plus gé-
nérale où Z/pZ et Z/p2Z sont remplacés respectivement par un corps k de caractéristique
p et par son anneau des vecteurs de Witt p-typiques de longueur 2, noté W2(k).

Théorème 2.6 ([32]). Soient F un corps, k un corps de caractéristique p > 0, et n un
entier positif. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(1) Pour toute extension de corps K/F , toute représentation continue de dimension
n de ΓK sur k se relève à W2(k).

(2) Pour toute extension de corps K/F , tout drapeau complet de représentations conti-
nues de dimension n de ΓK sur k se relève à W2(k).

(3) Au moins l’une des conditions suivantes est satisfaite :
– car(F ) = p,
– n ≤ 2, ou
– k ∼= F2 et n ≤ 4.

La partie la plus difficile de la preuve du théorème 2.6 consiste à montrer que la classe
α ∈ H2(GL5(Z/2Z), gl5(F2)) de

0 gl5(F2) GL5(Z/4Z) GL5(Z/2Z) 1

n’est pas négligeable sur F . Par le théorème 2.3 et la formule de projection, il suffit de
démontrer que α n’appartient pas au sous-groupe deH2(GL5(Z/2Z), gl5(F2)) engendré par
les éléments corG

Ga
(a∪χ), où a parcourt tous les éléments de gl5(F2), Ga est le stabilisateur

de a, et χ parcourt tous les éléments deH2(Ga,Z). Il suffit de considérer un seul a ∈ gl5(F2)
par G-orbite, c’est-à-dire un seul a par classe de conjugaison. Lorsque a n’est pas conjugué
à un bloc de Jordan 5 × 5, une analyse cas par cas utilisant la formule de projection et
des calculs matriciels implique que corG

Ga
(a ∪ χ) = 0 pour tout χ ∈ H2(Ga,Z). Lorsque a

est conjugué à un bloc de Jordan 5× 5, on a

H2(Ga,Z) = (Z/2Z) · χ⊕ (Z/8Z) · ψ

pour certains χ et ψ. En utilisant la formule de projection, on prouve corG
Ga

(a ∪ χ) = 0.
Pour traiter corG

Ga
(a ∪ ψ), nous construisons un sous-groupe de Klein Z ⊂ GL5(F2) tel

que
(i) α se restreigne à un élément non trivial dans H2(Z, gl5(F2)),
(ii) corG

Ga
(a ∪ ψ) se restreigne à 0 dans H2(Z, gl5(F2)).

Nous démontrons (i) par un calcul matriciel et (ii) par un argument utilisant la formule
des doubles classes. Ceci achève notre esquisse de preuve de non-négligeabilité de α.
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3. La conjecture de Grothendieck–
Serre pour les groupes constants

Soient k un corps et G un k-groupe, c’est-à-dire un k-schéma en groupes localement
de type fini. Dans les années 1950, Serre a observé que la topologie de Zariski ne suffit pas
pour définir la bonne notion de G-torseur en géométrie algébrique. Plus précisément, dans
un langage qu’il n’avait pas encore à l’époque, pour une variété X sur k, un G-torseur sur
X n’est pas nécessairement localement trivial pour la topologie de Zariski, mais il l’est
pour la topologie étale si G est lisse, et pour la topologie fppf en général. (On rappelle que,
d’après un théorème de Grothendieck, si G est lisse tout G-torseur fppf est localement
trivial pour la topologie étale.) Cette définition plus flexible de G-torseur donne la théorie
riche qu’on utilise toujours en géométrie algébrique et cohomologie galoisienne. Elle laisse
néanmoins ouverte la question de savoir quand un torseur pour une telle topologie de
Grothendieck plus fine sur X est en réalité déjà un torseur pour la topologie de Zariski
de X.

En 1958, Grothendieck [Gro58, pp. 26–27] et Serre [Ser58, p. 31] ont abordé cette
question en faisant la prédiction suivante : si G et X sont k-lisses, un G-torseur étale E
est trivial aux points génériques de X si et seulement si E est trivial localement pour la
topologie de Zariski. En 1992, Colliot-Thélène et Ojanguren [CTO92] ont prouvé cette
conjecture de Grothendieck–Serre dans le cadre original où le corps de base k est algébri-
quement clos. Ils ont également établi plusieurs cas particuliers de la prédiction analogue
sur un corps de base k quelconque.

Dans un travail en commun avec Alexis Bouthier et Kęstutis Česnavičius, nous résol-
vons la conjecture de Grothendieck–Serre sur un corps k arbitraire et pour un k-groupe
lisse arbitraire.

Théorème 3.1 ([33]). Soient k un corps, R une k-algèbre semi-locale géométriquement
régulière, K l’anneau total des fractions de R et G un k-groupe lisse (plus généralement,
un k-groupe tel que tout k-tore de Gk se trouve dans (Ggred)k). Tout G-torseur fppf géné-
riquement trivial sur R est trivial :

Ker(H1(R,G)→ H1(K,G)) = {∗}.
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Ici Ggred est le plus grand sous-groupe k-lisse de G. Nous construisons plusieurs
exemples montrant que la condition entre parenthèses, introduite par Gabber dans un
but différent, est nécessaire, et nous montrons également que la conclusion du théorème
ne peut pas être renforcée en « l’application H1(R,G) → H1(K,G) est injective ». Des
exemples de groupes satisfaisant les conditions entre parenthèses sont les k-groupes nil-
potents (par exemple les k-groupes commutatifs ou les k-groupes unipotents) et les sous-
groupes normaux des k-groupes lisses. On construit des exemples qui montrent que la
conclusion du théorème 3.1 est fausse en général, si on enlève cette hypothèse sur G.

Le théorème 3.1 avait déjà été démontré dans le cas suivants.
– Si k est parfait infini par Colliot-Thélène et Ojanguren [CTO92] et si k est fini par

Gabber (non publié),
– Si k est infini et G est réductif par Raghunathan [Rag94, Rag95] et si k est fini

par Gabber (non publié). Les travaux de Fedorov–Panin [FP15] (k infini) et Panin
[Pan20] (k fini) ont montré que la conclusion du théorème 3.1 reste vraie si G est
un X-schéma en groupes réductifs, pas nécessairement défini sur k. (On montre par
plusieurs exemples qu’une telle généralisation du théorème 3.1 ne vaut pas au-delà
du cas réductif.)

– Si R = k[[t]] et G est affine par Florence–Gille [FG21].
Le théorème 3.1 est donc nouveau si k est imparfait et G n’est pas réductif. Dépasser

le cadre des corps parfaits présente un intérêt arithmétique considérable : par exemple,
les corps de fonctions de variétés algébriques de dimension strictement positive en ca-
ractéristique positive ne sont jamais parfaits. La question de Grothendieck–Serre dans ce
contexte d’un corps k général (imparfait) est extrêmement complexe, car la structure des
k-schémas en groupes lisses généraux fait apparaître beaucoup de nouveaux phénomènes :
groupes unipotents ployés, pseudo-réductifs, quasi-réductifs et variétés pseudo-abéliennes
jouent un rôle majeur dans la structure des k-groupes lisses. D’autre part, considérer k-
groupes lisses arbitraires est important en pratique : par exemple, des résultats récents
de Florence [Flo25], et Brion–Schröer [BS26] affirment qu’essentiellement tout G apparaît
comme groupe d’automorphismes d’une k-variété projective Y , et alors les G-torseurs cor-
respondent aux formes de Y et sont donc pertinents pour l’étude des familles de variétés.

La difficulté de base pour la preuve du théorème 3.1 est qu’on peut pas se réduire au
cas où G est réductif. Lorsque k est parfait, cette réduction est possible de la manière
suivante. On suppose que G est k-lisse pour simplifier. Étant donnée une suite exacte
courte de k-groupes

1 N G G/N 1,

si la conclusion du théorème 3.1 est valable pour N et G/N , il n’est pas clair a priori que
la conclusion du théorème 3.1 soit également valable pour G. Par exemple, le cas où G est
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réductif n’admet pas de réduction directe au cas où G est semi-simple. Cependant, si nous
supposons de plus que, pour tout (G/N)-torseur E sur R on a E(R) = E(K), c’est-à-dire
que toute trivialisation de E sur K s’étend (uniquement) à R, alors un argument simple
montre que G satisfait la conclusion du théorème 3.1. En utilisant cette observation et la
suite exacte

1 G0 G G/G0 1, (3.1)

où G0 est la composante neutre de G, il suffit de montrer le théorème 3.1 pour G0. Ensuite,
à partir de la même observation et de la suite exacte

1 H G0 A 1, (3.2)

où H est affine lisse connexe et A est une variété abélienne (théorème de structure de
Chevalley [CGP15, Theorem A.3.6]) nous nous réduisons à montrer le théorème 3.1 pour
H. Finalement, nous avons la suite

1 Ru,k(H) H H/Ru,k(H) 1, (3.3)

où Ru,k(H) est le k-radical unipotent. Puisque k est parfait :
– le k-groupe unipotent lisse connexe Ru,k(H) est déployé, c’est-à-dire qu’il est une

extension itérée de k-groupes isomorphes à Ga, et n’a donc pas de torseurs non
triviaux sur le schéma affine Spec(R), et

– le quotient H/Ru,k(H) est réductif.
Donc le noyau de la flèche H1(R,H)→ H1(R,H/Ru,k(H)) est trivial, et il suffit donc de
montrer le théorème 3.1 pour H/Ru,k(H). Autrement dit, on peut supposer G réductif,
comme voulu.

Sur un corps imparfait k, nous pouvons utiliser (3.1) pour nous réduire au cas connexe.
Cependant, toutes les autres réductions échouent :

– on peut seulement supposer que A est une variété pseudo-abélienne, au sens de
Totaro [Tot13],

– Ru,k(H) n’est pas déployé en général, et peut en fait admettre des torseurs non
triviaux sur Spec(R), et

– le quotientH/Ru,k(H) n’est pas réductif en général, mais seulement pseudo-réductif,
au sens de Conrad–Gabber–Prasad [CGP15].

Nous ne pouvons considérer que la suite

1 Rus,k(H) H H/Rus,k(H) 1, (3.4)

où Rus,k(H) est le k-radical unipotent déployé de H, c’est-à-dire, le plus grand sous-groupe
normal k-unipotent déployé de H. Le quotient H/Rus,k(H) n’est pas réductif, ni même
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pseudo-réductif, mais seulement quasi-réductif, c’est-à-dire que son k-radical unipotent
est ployé (il ne contient pas de sous-groupe isomorphe à Ga). Ainsi (3.4) nous permet
de réduire le cas affine lisse connexe au cas quasi-réductif. Après cela, aucune réduction
directe n’est plus possible, et il nous faut travailler avec des groupes quasi-réductifs.

Les groupes quasi-réductifs sont bien plus compliqués que les groupes réductifs : déjà
pour le cas particulier des groupes unipotents ployés aucun résultat de classification n’est
disponible. Ce qui rend la preuve du théorème 3.1 possible est que, comme on verra,
plusieurs théorèmes classiques sur les torseurs sous les groupes réductifs (pureté, extension
en dimension 2, classification sur la droite projective) restent vrais pour les torseurs sous
les groupes quasi-réductifs.

La première partie de la preuve du théorème 3.1 consiste à construire, via des argu-
ments géométriques dus à Fedorov–Panin [FP15] utilisant le théorème de présentation
géométrique de Gabber–Quillen [CTHK97, Theorem 3.1.1] et le théorème d’approxima-
tion de Popescu [SP, Theorem 07GC], un G-torseur E ′ sur A1

R et un sous-schéma fermé
Z ⊂ A1

R fini sur R tels que E ′|t=0 ∼= E et E ′|A1
R−Z est trivial. Ici t note la cordonnée

standard sur A1
R. Un tel G-torseur E ′ peut être étendu à un G-torseur E sur P1

R tel que
E|t=∞ est trivial. Le théorème 3.1 se réduit donc au théorème suivant.

Théorème 3.2 ([33]). Pour un corps k, un k-groupe lisse G, une k-algèbre semi-locale
A, et un G-torseur E sur P1

A, si la restriction E|{t=∞} est triviale, alors E|{t=0} l’est aussi.

Pour démontrer le théorème 3.2 nous établissons les théorèmes suivants, chaque point
de la liste étant utilisé dans la démonstration du suivant.

– Théorèmes de pureté pour les torseurs sous des k-groupes (i) commutatifs pseudo-
finis, (ii) lisses pseudo-propres et (iii) lisses pseudo-complets.

– Un théorème d’extension en dimension 2 pour les k-groupes quasi-réductifs.
– Un théorème de classification pour les torseurs sur P1

k sous des k-groupes quasi-
réductifs.

En conséquence de ces théorèmes, on obtient aussi les décompositions de Birkhoff, Cartan
et Iwasawa pour G(k((t))), où G est un k-groupe quasi-réductif.

3.1 Théorèmes de pureté et d’extension pour
les torseurs

On sait que H1(A2
k,Ga) est trivial, tandis que H1(A2

k\{0},Ga) est un k-espace vectoriel
de dimension infinie. Il existe donc de nombreux Ga-torseurs non triviaux sur A2

k \ {0},
et aucun d’entre eux ne s’étend à A2

k. On démontre que ce phénomène ne se produit pas
pour les groupes unipotents ployés.
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Théorème 3.3 ([33]). Soit k un corps, soit S un k-schéma géométriquement régulier, soit
Z ⊂ S un sous-ensemble fermé de codimension ≥ 2, et soit G un k-groupe. Supposons
que l’une des conditions suivantes soit vérifiée :

(i) G est pseudo-fini et commutatif,
(ii) G est pseudo-propre et lisse,
(iii) G est pseudo-complet et lisse, et tout point z ∈ Z de codimension 2 dans S

est contenu dans un k-schéma Sz ⊂ S géométriquement régulier de codimension
strictement positive (si l’extension kz/k est séparable, on peut prendre comme Sz

la clôture Zariski de z).
Alors le foncteur d’image réciproque induit une équivalence de catégories :

{G-torseurs sur S} {G-torseurs sur S \ Z}.∼

Ici, un k-schéma séparé de type fini X est dit :
– pseudo-fini if X(ks) est fini,
– pseudo-propre s’il satisfait le critère valuatif de propreté par rapport à tout anneau

de valuation discrète géométriquement régulier sur k,
– (Borel–Tits [BT78]) pseudo-complet s’il satisfait le critère valuatif de propreté par

rapport à tout anneau de valuation discrète sur k dont le corps résiduel est séparable
sur k.

Les notions de « pseudo-fini » et « pseudo-propre » sont nouvelles et essentielles pour
notre preuve du théorème 3.1. On obtient aussi le théorème d’extension en dimension 2
suivant.

Théorème 3.4 ([33]). Soit S un k-schéma géométriquement régulier de dimension 2, soit
z ∈ S un point fermé de hauteur 2, et soit G un k-groupe quasi-réductif. Alors le foncteur
d’image réciproque induit une équivalence de catégories :

{G-torseurs sur S} {G-torseurs sur S \ {z}}.∼

Pour G = GLn, le théorème 3.4 revient au fait que tout module de type fini réflexif
sur un anneau local régulier de dimension 2 est libre.

Pour G réductif, le théorème 3.4 est dû à Colliot-Thélène et Sansuc [CTS79, Théorème
6.13]. La preuve est par réduction à GLn : par le théorème de Matsushima, un sous-groupe
connexe lisse G de GLn est réductif si et seulement si GLn /G est affine, ce qui est critique
car il implique que les réductions de GLn-torseurs en G-torseurs sur S \ {z} s’étendent
de manière unique à celles sur S. Le théorème 3.4 est spécifique à la dimension 2, car des
fibrés vectoriels non triviaux existent déjà sur A3

C \ {0}.
Nous démontrons les théorèmes 3.3 et 3.4 par un dévissage à la fois en S et en G, qui

utilise les cas « classiques » de ces théorèmes (groupes finis, variétés abéliennes, groupes
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réductifs) afin de se ramener à la situation où S est (à peu près) Spec(k[[s, t]]) et où
G est unipotent ployé, donné par l’annulation d’un certain p-polynôme F (c’est-à-dire
F (x1, . . . , xr) = ∑

aijx
pj

i , où aij ∈ k), puis en faisant des calculs explicites dans k[[s, t]].
L’hypothèse « ployé » correspond à une propriété de non-annulation de la partie principale
de F , ce qui est crucial dans le calcul.

Les ingrédients principaux du dévissage en S sont le théorème de présentation géomé-
trique de Gabber–Quillen [CTHK97, Theorem 3.1.1] et le théorème d’approximation de
Popescu [SP, Theorem 07GC]. Le dévissage en G est plus délicat ; on considère l’applica-
tion de comparaison

iG : G −→ Resk′/k(G′),

où k′/k est l’extension finie, purement inséparable, de définition du radical unipotent géo-
métrique Ru,k(Gk), et où G′ := Gk′/Ru,k′(Gk′) est le k′-groupe réductif associé. L’applica-
tion iG apparaît déjà dans [CGP15, CP16]. Le point clé est notre observation, démontrée
dans [33, Proposition 2.3.5], que l’espace homogène Resk′/k(G)/iG(G) est affine. Comme
nous l’avons déjà observé en discutant le théorème de Matsushima ci-dessus, l’affinité
des espaces homogènes est à la fois subtile et essentielle pour le traitement des torseurs.
D’autre part, Ker(iG) est unipotent, pseudo-fini et, dans des situations auxquelles on se
ramène facilement, commutatif, de sorte que le théorème 3.3(i) s’y applique. Ce contrôle
du noyau et du « conoyau » de iG se traduit par un contrôle des torseurs lors du passage
de G à iG(G), puis à Resk′/k(G′), et enfin à G′, ce qui rend possible le dévissage en G.

3.2 Classification des torseurs sur la droite projective

Le théorème 3.4 nous permet de classifier les G-torseurs sur P1
k.

Théorème 3.5 ([33]). Soit k un corps, soit G un k-groupe lisse, et soit E un G-torseur
sur P1

k. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) E|P est trivial pour un certain k-point P ∈ A1

k(k),
(2) E|P est trivial pour tout k-point P ∈ A1

k(k),
(3) E est génériquement trivial,
(4) E est trivial localement pour la topologie de Zariski,
(5) E|A1

k
est trivial.

De plus, si G est quasi-réductif, ces conditions sont équivalentes à
(6) il existe un cocaractère λ : Gm → G tel que E ∼= λ∗O(1), c’est-à-dire que E est

induit du Gm-torseur correspondant à O(1) via λ,
et l’envoi d’un cocaractère λ : Gm → G sur λ∗O(1) donne des bijections

H1
Zar(P1

k, G) ∼= Hom(Gm, G)/G(k) ∼= Hom(Gm, S)/NG(S)(k),
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où S ⊂ G est un tore k-déployé maximal, NG(S) est son normalisateur, et G(k) et
NG(S)(k) agissent par conjugaison.

L’équivalence de (1)–(5) avec (6) échoue si G n’est pas quasi-réductif, comme le montre
l’exemple G = Ga ⋊Gm, où Gm agit sur Ga par multiplication par scalaires.

Lorsque G est réductif, le théorème 3.5 est connu sous le nom de théorème de Grothen-
dieck–Harder, et peut être réduit au cas où G = GLn par des arguments qui utilisent
la réductivité de façon cruciale, par exemple, qui reposent sur le théorème d’Haboush.
Lorsque G est quasi-réductif, cette réduction n’est plus disponible. Au lieu de cela, nous
introduisons un argument géométrique basé sur le théorème d’extension 3.4 et l’invariance
des G-torseurs par rapport aux couples henséliens des champs.

Plus précisément, on considère le diagramme

P1
k

j
↪−→ [A2

k/Gm] i←−↩ BGm,

où i est l’immersion fermé induite par {0} ↪→ A2
k et j est l’immersion ouverte complémen-

taire de P1
k = (A2

k \ {0})/Gm. On obtient des bijections

H1(P1
k, G) ∼←− H1([A2

k/Gm], G) ∼−→ H1(BGm, G).

La bijection de gauche suit du théorème 3.4, avec un argument de descente étale pour se
réduire au cas de l’immersion ouverte A2

k \{0} ↪→ A2
k. Ici on utilise le fait que G est quasi-

réductif. La bijection de droite vaut pour tout k-groupe lisse G, et suit de l’invariance
des G-torseurs par rapport au couple hensélien des champs BGm ↪→ [A2

k/Gm], comme
démontré par Alper–Hall–Rydh [AHR19] et Wedhorn [Wed23]. On conclut en observant
que les G-torseurs sur BGm correspondent aux morphismes BGm → BG, et donc aux
couples (P, λ), où P est un G-torseur sur k et λ : Gm → Aut(P ) est un homomorphisme.
Les torseurs triviaux en un k-point correspondent aux couples (P, λ) où P est trivial, et
donc aux cocaractères λ : Gm → G. Ceci conclut notre esquisse de preuve du théorème
3.5 si G est quasi-réductif. Par dévissage au cas quasi-réductif, on obtient l’équivalence
entre (1)-(5) pour G lisse quelconque.

3.3 Groupe de Whitehead et fin de preuve

Il nous reste à esquisser la preuve du théorème 3.2. Pour simplifier, on considère le cas
où la k-algèbre semi-locale A est locale, avec idéal maximal m tel que A/m = k.

Supposons donné un G-torseur F sur P1
A tel que F|t=∞ et F|P1

k
sont triviaux et

F|A1
A

∼= E|A1
A
. Autrement dit, F est obtenu à partir de E en tordant à l’infini et sa

fibre spéciale est triviale. Comme l’application BG → BunG(P1
k) induite par le foncteur

d’image réciproque est une immersion ouverte, ceci entraîne que le G-torseur F est trivial
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et donc en particulier E|t=0 ∼= F|t=0 est trivial. (En fait, dans ce cas, même E|A1
A

est
trivial. Pour l’instant, nous n’avons pas prouvé cette version plus forte du théorème 3.2,
sauf si la k-algèbre A est locale et A/m = k.)

Soit s = t−1. Les recollements de E|A1
A

avec le torseur trivial à l’infini sont pa-
ramétrés par G(A((s)))/G(A[[s]]), et ceux de E|A1

k
avec le torseur trivial à l’infini par

G(k((s)))/G(k[[s]]). On obtient un carré commutatif d’ensembles

G(A((s)))/G(A[[s]]) {F : F|A1
A

∼= E|A1
A
, F|t=∞ trivial}

G(k((s)))/G(k[[s]]) {F : F|A1
k

∼= E|A1
k
, F|t=∞ trivial}.

Comme E|P1
k

est trivial à l’infini, d’après le théorème 3.5 il est trivial sur A1
k. Par consé-

quent, l’ensemble en bas à droite contient le G-torseur trivial. On veut relever le G-torseur
trivial en un élément de l’ensemble en haut à droite. Pour cela, il suffit de montrer la sur-
jectivité de la flèche verticale gauche.

On définit le groupe de Whitehead

W (k,G) := G(k)/G(k)+,

où G(k)+ est le sous-groupe de G(k) engendré par les U(k), où U parcourt les sous-groupes
unipotents déployés de G. Le groupe de Whitehead est un invariant de nature K-théorique
qui est centrale dans la théorie des groupes réductifs ; voir [Gil09]. Par exemple, on a
lim−→n

W (k,GLn) ∼= K1(k).
Comme l’application de réduction R((s)) → k((s)) est surjective, l’application induite

U(R((s)))→ U(k((s))) est surjective pour tout k-groupe unipotent déployé U . Par consé-
quent, la preuve du théorème 3.2 serait complète si nous savions que W (k((s)), G) était
engendré par G(k[[s]]).

Théorème 3.6 ([33]). Soit G un k-groupe quasi-simple (c’est-à-dire quasi-réductif et
parfait) et simplement connexe (c’est-à-dire que Gk/Ru(Gk) est simplement connexe) et
pseudo-déployé (c’est-à-dire que G admet un k-tore maximale déployé), alors W (k((s)), G)
est engendré par G(k[[s]]).

Si G est réductif (donc semi-simple), ce théorème est dû à Borel–Tits [BT73]. (En
fait, dans ce cas il suffit de supposer que chacun des facteurs simples de G possède un
sous-groupe parabolique propre.) La preuve du théorème 3.6 se fait par réduction au
cas quasi-simple. Dans ce cas, on s’appuie sur certains résultats techniques concernant les
groupes quasi-réductifs, en particulier la théorie des revêtements simplement connexes des
k-groupes quasi-simples, due à Conrad–Prasad [CP16, Theorem 5.1.3], et des sous-groupes
de Levi des groupes quasi-réductifs, développée par Conrad–Gabber–Prasad [CGP15, Ap-
pendix C].
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3.4 Décompositions des groupes de lacets

Les théorèmes 3.1 et 3.5 nous permettent d’établir les décompositions de Birkhoff et
Cartan pour les groupe de lacets G(k((t))) lorsque G est quasi-réductif.

Théorème 3.7 ([33]). Soit k un corps, soit G un k-groupe quasi-réductif, et soit S un
tore k-déployé maximal.

(Décomposition de Birkhoff) On a

G(k((t))) =
∐

λ∈X∗(S)+

G(k[t−1])tλG(k[[t]]).

(Décomposition de Cartan) On a

G(k((t))) =
∐

λ∈X∗(S)+

G(k[[t]])tλG(k[[t]]).

(Décomposition d’Iwasawa) Pour tout sous-groupe pseudo-parabolique P de G, on a

G(k((t))) = P (k((t)))G(k[[t]]).

Ici X∗(S)+ := Hom(Gm, S)/NG(S)(k) est l’ensemble qui apparaît déjà dans l’énoncé
du théorème 3.5.

Pour montrer le théorème 3.7, on remplace la théorie de Bruhat–Tits par des arguments
géométriques utilisant le théorème 3.5 et les champs algébriques. Notre argument pour la
décomposition de Birkhoff est nouveau, géométrique et plus simple déjà dans le cas réduc-
tif. Il est inspiré par la preuve de Alper–Heinloth–Halpern-Leistner [AHHL21] de la décom-
position de Cartan dans le cas réductif. En gros, la méthode de Alper–Heinloth–Halpern-
Leistner est fondée sur la géométrie du champ quotient [Spec(k[[t]][u, v]/(uv− t))/Gm], où
l’action de Gm est triviale sur t, de poids 1 sur u et de poids −1 sur v. L’ouvert complé-
mentaire du point fermé (t, u, v) est la réunion de deux copies de Spec(k[[t]]) recollées au
point générique Spec(k((t))) (un schéma non-séparé). De façon similaire, nous démontrons
la décomposition de Birkhoff à partir de la géométrie du champ quotient [A2/Gm], où
l’action de Gm a poids (1, 1). Dans ce cas, l’ouvert complémentaire de l’origine est P1

k, et
c’est ici que le théorème 3.5 intervient. La décomposition d’Iwasawa est une conséquence
du théorème 3.1 et du fait que l’espace homogène G/P est pseudo-complet (en fait, même
pseudo-propre, comme l’on montre dans [33, Theorem 3.3.1]).
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4. Classes de Brauer et courbes de
genre 1

La question suivante a été posée indépendamment par Clark [Cla07] et Saltman [RV11].
On appelle courbe un schéma projective lisse et géométriquement connexe de dimension
1 sur un corps.

Question 4.1 (Clark, Saltman). Soit F un corps et soit α ∈ Br(F ) une classe de Brauer.
Existe-t-il une courbe de genre 1 sur F telle que αF (C) = 0 dans Br(F (C)) ?

Cette question est équivalente à se demander si toute variété de Severi–Brauer admet
un morphisme depuis une courbe de genre 1. Si C est une courbe de genre g, alors le fibré
canonique sur C est de degré 2g − 2, et en particulier C possède un zéro-cycle de degré
2g − 2. Il s’ensuit que si une classe de Brauer α est déployée par une courbe de genre g,
alors l’indice de α divise 2g − 2. Par conséquent, la classe des courbes de genre 1 est la
seule qui puisse éventuellement déployer toutes les classes de Brauer.

L’une des motivations initiales de la question 4.1 est l’exemple suivant dû à M. Artin,
qui fournit des indices en faveur d’une réponse affirmative pour les classes de Brauer
cycliques. Supposons que α soit la classe de Brauer d’une algèbre à division cyclique
A de degré n inversible dans F . Soit L/F une extension galoisienne cyclique de degré
n qui déploie A, soit G := Gal(L/F ) et soit σ ∈ G un générateur. En notant X la
variété de Severi–Brauer de A, on dispose d’un isomorphisme G-équivariant XL

∼= Pn−1
L ,

où σ agit sur Pn−1
L par (a1 : a2 : . . . : an) 7→ (λan : a1 : . . . : an−1) pour un certain

λ ∈ F×. En particulier, si pour i = 1, . . . , n on désigne ei ∈ Pn−1
L le L-point dont la

i-ème coordonnée vaut 1 et toutes les autres sont nulles, alors la réunion des n droites
projectives de Pn−1

L reliant ei à ei+1 pour i = 1, . . . , n − 1, ainsi que celle reliant en à e1,
est G-invariante ; elle se descend donc en un sous-schéma fermé Z ⊂ X géométriquement
réduit et géométriquement connexe de dimension 1 et genre arithmétique 1. Si l’on pouvait
déformer Z en un sous-schéma lisse C de X, alors C serait une courbe de genre 1 munie
d’un morphisme vers X. Cette stratégie peut être mise en œuvre si le corps F est fertile.

La question 4.1 admet une réponse positive dans plusieurs cas. Swets [Swe95], de
Jong–Ho [dJH12], Auel (non publié) et Antieau–Auel [AA21] ont répondu affirmativement
à la question pour les classes dans Br(F ) d’indice au plus 6 et, sous des hypothèses
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supplémentaires sur F , pour les classes d’algèbres cycliques. Soulignant encore davantage
la subtilité de la question, Ho et Lieblich [HL21] ont démontré que toute classe de Brauer
sur F peut être déployée par un torseur sous une variété abélienne sur F . (On rappelle que
toute courbe de genre 1 est un torseur sous sa jacobienne, qui est une courbe elliptique.)

4.1 Les contrexemples

Dans un travail en commun avec Zinovy Reichstein, nous avons répondu négativement
à la question 4.1. En fait, pour tout entier positif g, nous construisons des classes de Brauer
qui ne sont déployées par aucun torseur sous une variété abélienne de dimension g.

Théorème 4.2 ([37]). Soient p un nombre premier, k un corps contenant une racine
primitive p-ième de l’unité et r un entier positif. Soit Fr := k((t1))((t2)) . . . ((t2r)) le corps
des séries de Laurent itérées en les variables t1, . . . , t2r, et considérons la classe de Brauer
αr ∈ Br(Fr) du produit tensoriel Dr := (t1, t2)p ⊗ . . .⊗ (t2r−1, t2r)p. Si

r ≥



5g2 + 2g (p > 2, g ⩾ 2),

9g2 + 2g − 1 (p = 2, g ⩾ 2),

6 (p > 2, g = 1),

7 (p = 2, g = 1),

alors αr ne peut être déployée par aucun torseur sous une variété abélienne de dimension
g sur Fr.

Le p-rang d’un groupe fini G est le plus grand entier positif m tel que G contient
un sous-groupe isomorphe à (Z/pZ)m. L’idée la preuve du théorème 4.2 est la suivante :
tout torseur sous une variété abélienne de dimension g sur Fr, après une extension finie
F ′/Fr de degré premier à p, est déployée par une extension galoisienne de p-rang majoré
en termes de g, tandis que αr ne peut être déployée que par des extensions galoisiennes de
p-rang au moins r, même après une extension finie préliminaire F ′/Fr de degré premier à
p. Si r est suffisamment gros par rapport à g, on obtient une contradiction.

La démonstration du théorème 4.2 repose sur les trois faits ci-dessous. Pour fixer les
idées, on ne considère que le cas où p est impair et g = 1.

Proposition 4.3. Soient n un entier positif, F un corps qui contient une racine n-ième
de l’unité et C une courbe de genre 1 sur F de période n en tant que torseur sous sa
jacobienne. Alors il existe une extension galoisienne finie L/F telle que Gal(L/F ) est une
extension d’un sous-groupe de SL2(Z/nZ) par un sous-groupe de (Z/nZ)2 et C(L) ̸= ∅.

Proposition 4.4. Soit p un nombre premier impair. Pour tout entier positif e, le p-rang
de SL2(Z/peZ) est au plus 3.
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Proposition 4.5 (Tignol–Wadsworth [TW87]). Soit F ′/Fr une extension finie de degré
premier à p et soit L/F ′ une extension galoisienne finie telle que (αr)L = 0 dans Br(L).
Alors le p-rang de Gal(L/F ′) est au moins r.

On esquisse la preuve la proposition 4.3. Pour un F -schéma étale fini Y , le corps
de décomposition de Y est par définition la plus petite extension finie F ⊂ L ⊂ Fs

telle que PL soit discret, c’est-à-dire une réunion disjointe de copies de Spec(L). Si
Y = Spec(F [x]/(f(x))), où f(x) ∈ F [x] est un polynôme séparable, alors le corps de
décomposition de Y est le sous-corps de Fs engendré par F et les racines de f(x).

Soit E la jacobienne de C. La suite exacte courte

0 E[pe] E E 0×n

montre que l’E-torseur C est induit par un E[n]-torseur P sur F . Soit F ⊂ L ⊂ Fs

le corps de décomposition de P et soit F ⊂ K ⊂ Fs le corps de décomposition de E[n].
L’application E[n]L×LPL → PL×LPL donnée par (g, p) 7→ (p, gp) étant un isomorphisme
et PL étant discret, E[n]L est aussi discret. Donc K ⊂ L et on obtient une suite exacte
courte de groupes finis

1 Gal(L/K) Gal(L/F ) Gal(K/F ) 1.

La proposition 4.3 suit alors des faits suivants.
— Comme le K-schéma PK est un torseur sous E[n]K ∼= (Z/nZ)2, le groupe Gal(L/K)

est un sous-groupe de (Z/nZ)2.
— Comme E[n] est une forme de (Z/nZ)2, le groupe Gal(K/F ) est un sous-groupe de

Aut((Z/nZ)2) = GL2(Z/nZ). En utilisant la Galois-équivariance de l’accouplement
de Weil, on voit que Gal(K/F ) est même un sous-groupe de SL2(Z/nZ).

La preuve de la proposition 4.4 est un argument élémentaire de théorie des groupes. Le
point clé est que, pour tout e ≥ 2, tout élément d’ordre p dans le noyau de la projection
SL2(Z/peZ) → SL2(Z/pZ) appartient au noyau de SL2(Z/peZ) → SL2(Z/pe−1Z), qui est
isomorphe à sl2(Fp) ∼= (Z/pZ)3.

On passe à la preuve du théorème 4.2, dans le cas p impair et g = 1. Supposons par
contradiction que αr est déployée par une courbe de C genre 1 sur le corps Fr. Soit E
la jacobienne de C. En considérant une p-clôture de Fr, on trouve une extension finie de
corps F ′/Fr de degré premier à p et un entier positif e tels que CF ′ soit d’ordre pe en tant
qu’élément de H1(F ′, E). Les propositions 4.3 et 4.4 donnent une extension galoisienne
finie L/F ′ telle que C(L) ̸= ∅ et telle que le p-rang de Gal(L/F ′) est au plus 3 + 2 = 5.
D’autre côté, comme C(L) ̸= ∅, on a (αr)L = 0 dans Br(L) et donc, d’après la proposition
4.5, le p-rang de Gal(L/F ′) est au moins r. Pour r ≥ 6, cela produit la contradiction
voulue.
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