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1 Introduction et notations

L’objet du présent mémoire est d’étudier la répartition des zéros de combinaisons linéaires de
fonctions L. Il convient, pour commencer, d’évoquer certaines propriétés simples desdites fonctions.

On sait depuis le XIX¢ siecle que 1’étude de certaines fonctions analytiques du plan complexe
est une approche fructueuse dans bien des problémes de théorie des nombres (notamment en ce qui
concerne la répartition des nombres premiers).

La fonction zéta -
((s)=> n*
n=1

(cette série converge pour Re(s) > 1) est la plus connue d’entre elles. Elle peut s’écrire également
sous la forme d’un produit eulérien

¢9) =1 -p""

P
Riemann, dans son article fondateur de 1859, montre que ( vérifie ’équation fonctionnelle

1 1
(1.1) mET(5s)¢(s) = w2 TIT( (1 - 9))¢(1 —s)

Cette équation fonctionnelle, ainsi que d’autres méthodes, permettent de prolonger  a tout le
plan complexe, ou elle est alors une fonction méromorphe possédant un unique pole en s = 1, ainsi
que des zéros aux entiers négatifs pairs (que 'on déduit aisément de 1’équation fonctionnelle et des
poles de I') et dans la région Re(s) € [0;1] (nommée ”bande critique”).

De la répartition des zéros non triviaux de ¢ on peut déduire des résultats sur la répartition
des nombres premiers. Citons par exemple le théoreme des nombres premiers, étabi en 1896
indépendamment par Hadamard et de la Vallée Poussin, qui implique

()

x
log(z)

et que l'on peut déduire de 'absence de zéro sur Re(s) = 1.

Pour sa démonstration du théoreme de la progression arithmétique, Dirichlet introduit en 1837
les fonctions L d’un caractere :

oo
L) = 3
n=1
ou x : N — C est une fonction multiplicative et périodique. Ces fonctions vérifient un produit
eulérien similaire a celui de ( :
X(p)\ -1
L(x,s) = H(1 - pT)
P
Plus que de montrer 'infinité des nombres premiers dans une suite arithmétique, il s’agit de montrer

que
>, v

p=a(mod.m)



diverge. De 'identité

(1.2) Z a)log L(x,s) = Z rlpTTs

X pr=a(mod.m)

ou y parcourt les caractéres modulo m, on déduit (en prenant a = 1 et en passant au logarithme)
qu’il suffit de montrer que

L(x,1)#0

quand x # xo (xo désigne le caracteére principal modulo m). Nous ne donerons pas le reste de la
démponstration ici, principalement puisqu’on peut en trouver diverses versions dans la littérature,
par exemple [2]. Les fonctions L de Dirichlet vérifient une équation fonctionnelle similaire & celle
de (, et se prolongent comme elle a ’ensemble du plan complexe.

La fonction de Tchebycheff
x) = Z A(n)

n<zx

(en notant A(n) la fonction de von Mangoldt, qui vaut log(p) si n = p” et 0 sinon) vérifie ¥ (x) ~ x

si et seulement si m(x) ~ m et vérifie également l'identité

¢'(0) z?

ol p parcourt les zéros de (, et la somme se se calcule en considérant ensemble les zéros conjugés
(cette identité s’établit par un procédé de ”décalage de droite d’intégration dans la transformée
inverse de Mellin” similaire & notre lemme 1).

Puisque 1’équation fonctionnelle de ¢ implique que les zéros non triviaux (dans la bande critique)
sont disposés sytmétriquement par rapport & Re(s) = %, on obtiendrait le plus petit terme d’erreur
pour ¥ si tous les zéros non triviaux étaient sur la droite critique. L’hypothese de Riemann, selon
laquelle tous les zéros seraient bien sur la droite critique, est donc la conjecture la plus forte possible
sur la répartition des zéros.

Des équations fonctionnelles des fonctions L de Dirichlet on peut déduire également que leurs
zéros non triviaux sont dans la bande critique (et qu’ils sont placés symétriquement par rapport a la
droite critique). L’hypotheése de Riemann généralisée affirme que tous ces zéros sont également sur
la droite critique. A I’heure actuelle, rien ne permet d’infirmer (ou de confirmer) cette hypothese.

Notre sujet dans ce mémoire est de considérer des combinaisons linéaires de fonctions L (prises ici
dans un sens encore plus général que simplement les fonctions L de Dirichlet), et de nous intéresser
a la répartition des zéros de ces combinaisons linéaires dans la bande critique. Pour ce travail nous
nous appuyons principalement sur [1], en tentant d’éclairer les passages méritant de plus amples
justifications. Les fonctions que nous considérons sont de la forme

(1.4) L(s)zza": WHHI_%pS

n>1 p k=1



avec app € C, w € R, et d fixé. On pose alors

N
Fls) =Y biLs(s)
j=1
ou les b; sont des réels quelconques. On suppose par ailleurs que les L; vérifient tous 1'équation
fonctionnelle
(1.5) G(s)L;(s) = G(1 —s)L;(1 —s)

ou l'on note
(1.6) G(s) = Q° [ TOws + pn)
h=1
avec A\, > 0 et Re(up,) > 0 et f(s) = f(5) (qui est bien entendu holomorphe quand f I'est aussi).

2 Hypotheses

Hypothése 2.1 I existe un 0 € |0, %[ tel que pour chacune des fonctions Lj, les ay,, vérifient tous

lap| < P’
Hypothese 2.2 On a
d
DY lauyl? = 0(x)
p<X =1

pour tout € > 0.

Hypothése 2.3 Chacune des fonctions L; se prolonge en une fonction méromorphe d’ordre fini

sur le plan complexe tout entier, avec un nombre fini de pdles éventuels, tous de partie réelle O ou
1.

Hypothése 2.4 On a

P ]knﬂ Og( Og( )) + cj7k + O(log(X)

3 a;(p)ax(p) 1 )
p<X
avec n; des constantes positives et les c; des complexes quelcongues.

Ces quatres hypotheses ont quelques conséquences élémentaires sur le comportement des fonctions
L;, que nous établirons dans cette section.

Proposition 2.5 Chacune des fonctions Ly converge absolument dans le demi-plan Re(s) > 1.

Preuve. Le produit eulérien définissant la fonction converge pour s € C si

d
2D b

p k=1



converge (ce que l'on peut par exemple voir en prenant le logarithme du produit eulérien). On a
alors

p—O'

d d
DD ok <D lans

p k=1 p k=1

d
< Z Z |ak,p

p k=1

d
(2.1) < D7D lanyl?pe

p k=1

a

p_%p_2

La premiére somme converge quand o = Re(s) > 1, et il est alors possible d’utiliser I’hypothese 2.2
pour évaluer 'autre somme par sommation par partie. Notons S(X) = EP<X 2221 v p |

: b's
Z Z lagp’p™7 = S(X)X 7 _|_/ St Ldt
2

p<X k=1

X
<<X1+6—0’ +0_/ te—adt
2
g g

)_ l1+e—0o
l+e—0o l+e—0

< X1+670(1 4

En prenant ¢ = "7_1, la puissance de X est négative, et la série converge donc, tout comme la
fonction. O

Proposition 2.6 L;(s) # 0 dans le demi plan Re(s) > 1.

Preuve. Nous avons établi a la proposition précédente que le produit eulérien de L; convergeait
dans cette région du plan. Si [](1 + a,) converge absolument (i.e. [[(1 + |an|) converge) alors
z =[](14a,) = 0si et seulement si I'un des termes du produit est nul. On a prouvé a la proposition
précédente que le produit convergeait absolument (puisque (1 + |a,|) < el**!, et on conclut avec les
mémes calculs), et aucun des termes ne peut évidemment étre nul d’apres ’hypothese 2.1. O

Proposition 2.7 Chaque L; vérifie, pour Re(s) € [a,b], et une constante C' (qui dépend de a et b)
(2.2) Lj(s) = O((1 +s))“)

Preuve. Notons pour commencer que cela équivaut & montrer L;(o + it) = O((1 + [t[)¢). Nous
montrerons que la propriété est vérifiée le long de Re(s) = a puis Re(s) = b (avec a et —b deux
grands réels positifs). On utilisera alors le principe de Phragmén-Lindeldf pour conclure.

Soit o > 1.
D’aprés (2.1), L; est bornée par une constante (que I'on notera K dans la suite) dans la région
Re(s) > o > 1.



Bornons & présent L;j(o + it) le long de Re(s) = 1 — 0. D’aprés ’équation fonctionnelle on a

- G(s)
Li(1—8)=L;(s)=—"—
J( S) ](S)G(l_s)
et par conséquent le long de Re(s) =1—o0
= . ) |G (o + it)]
L;(1- t)| =|L; B e a—y
‘ J( U+Z)| | j(o—+z)‘|G(1—U+Zt)|

_ u F(Mh 4+ Apo + i)\ht)|
< K 20—1 |
< KQ ’];‘[1 |F()\h + pp — Apo + i)\ht)‘

Le terme K (Q?°~1! est une constante, nous pouvons donc I'ignorer pour la suite. Sil’on peut montrer
qu’il existe un C' tel que

|F(/Lh + )\hO' + i)\ht)|

=O((1+t)°
IT(An + pn — Apo + iAxt)] (@ +1)7)

alors notre borne suivra en itérant ’argument h fois.
Posons donc o = pup, et 8 = up + Ap. On cherche a borner
IT(c + Ao + iAt)]
IT(8 — Ao + iAt)|

En utilisant F(lz) = ﬁ n fois, on obtient (quand n est choisi tel que % =1)
IT(a 4+ Ao + iAt)| IT(c + Ao + iAt)|
— 7 S|P =7— ~ < |P(1)]
IT(8 — Ao + iAt)] IT(8 — Ao +n+ iXt)]

ol P est un polynome de degré n.

Il faut alors simplement montrer qu'un tel n existe bien. Il suffit pour cela d’ajuster o de maniere
a ce que A\(20 — 1) soit un entier. On obtient donc L;(s) = O((1 + |s|)¢) sur les frontieres de la
bande verticale Re(s) € [1 — o;0].

En posant f(s) = K’(Lljf(fs)\)c (avec K’ bien choisi), on a |f(s)] < 1 pour Re(s) = o et Re(s) =
1—o. Puisque L; est d’ordre fini, d’apres le principe de Phragmén-Lindeldf on a également f(s) <1
dans l'intérieur de la bande, et par conséquent montre que L; a une croissance au plus polynomiale
dans toute bande verticale. O

D’aprés I'hypothese 2.3, G(s)L;(s) sera holomorphe sur C excepté pour un nombre fini de poles
placés symétriquement sur 'axe Re(s) = 0 et Re(s) = 1. Puisque les poles de la fonction gamma
sont aux entiers négatifs, les poles de G sont situés aux valeurs s vérifiant

Ans + pn = —k
ce qui implique I'm(s) = JTi’(‘“‘) Par conséquent, en posant
I
(2.3) AzQ#—max{M,lghgm}
h



on voit que G(s)L;(s) et L;(s) ont les mémes zéros dés que
Tm(s)| > A

En écrivant

Li(s) =" aj(n)n*

3
—

(2.) )= =3 ey mAmn
J n=2
(2.5) log L;(s) = iw; + Z cj(n)A1(n)n™*°
n=2

et en utilisant I’expression de L; sous forme de produit eulérien, on obtient

d
(2.6) ()= ap,
k=1
ainsi que
(2.7) a(p) = €I ¢;(p)

Proposition 2.8
Ve >0 a;(n) =0(n’")

Preuve.

d
a(p") =Y. [t

-t ta=r k=1
rofd+r—1
<p 9( g1 )

1 d—2
< Tt 1
<p (d—l)!g(d+r 1—14)

Puisque a; est arithmétique, b(n) = a;(n)n=% l'est également, et il faut simplement traiter le cas
6 = 0. En notant
=

m]‘[(dw—ki)

i=0

Q(r) =

on voit qu'il existe C > 0 et k > 0 tels que Vr € N Q(r) < Cr* (on notera que Q est un polynéme
qui ne dépend pas de 7).
Sin=p",
_logp” 1 ,

= < 1
" logp ~ log2 o8P




donc

C
[b(n)| < CE* < W(log n)?

Soit € > 0. 1l existe Ny > 0 tel que pour n = p” > Ny, on ait

[b(n)] < n¢

Soit maintenant n un entier quelconque. On écrit n = ning ol ny est le produit des facteurs
premiers (avec leur puissance) plus grands que Ny, et ns est le produit des autres facteurs premiers.
On a alors, puisque nq et no sont premiers entre eux et que b est une fonction arithmétique

)

[b(n)] < nilb(ns)]

Enfin, on remarque qu’il n’y a qu'un nombre fini de tels ny, et que par conséquent on obtient
bien Vn € N |b(n)| < n¢, ce qui implique bien la borne a;(n) = O(n*€) voulue. O

Les trois propositions suivantes seront également tres utiles par la suite.
Proposition 2.9 Pour tout j

(2.8) ZZ e (p")] < 0o

3
r>3 p p

Preuve. On commence par écrire § = % — 4, avec § > 0. Nous allons prouver que la double somme
est finie en traitant deux cas séparément (selon que 7 > §~1 ou que r < §=1).

On a tout d’abord d’aprés (2.6) et 'hypothese 2.1
le;(P)lp% <dp™"
Ce dernier terme étant sommable sur les p premiers des que 7§ > 1, on écrit

e 2
—rs < —r6<2/ t_rlsdt: 72—7"5
DURED SURCESY QRO

p n>2

Le membre de droite est & son tour sommable sur les 7 > §~!. Par conséquent

> D Il
r>§-1 p
est fini.
11 faut alors évaluer )

5
DDl
r=2 p

On remarque que

d d
1_ p—
e ()] < Y Janpl” < pEITD Y Ty,
k=1 k=1



T

En notant que r > 3, on a p(%_‘s)(r_2)p_2 =p 1=(=2)0 < =19 ot on peut alors écrire

d
yDLCAID SR I
p p k=1

Ce dernier terme converge d’apres la méme sommation par partie que celle de la proposition 2.5
Puisque 'on répete cette étape seulement un nombre fini de fois (une pour chaque r), (2.8) est bien
finie. O

Proposition 2.10 Pour tout j
e (")
(2.9) 2.2
r>2 p p

Preuve. Puisque la somme des carrés d’une suite sommable est également sommable, d’apres la
proposition précédente il suffit de traiter le cas r = 2. On a d’abord, en reprenant les mémes
notations qu’a la démonstration précédente

lej ()] < dp' %
On peut alors évaluer la somme
d
S e @) Pp? <dd ;@) 0 <dY D a0
P p P k=1

Cette somme converge donc par la méme sommation par partie que celle de la preuve de la
Proposition 2.5 puisque § > 0. O

Proposition 2.11 Pour tout j
()[4
(2.10) 3 les ()" (g)l < o0
» p

Preuve. En reprenant encore la méme défénition de §, et en exploitant 2ab < a2 + b® on obtient la
majoration

d
lej(p)|* < dz |ap|® < d?p' ™%
k=1
On peut alors écrire
d
Mol <d D e )Pp 7 <d > > ok, o
p p p k=1

Cette derniere somme converge encore une fois par la méme sommation par partie que celle de la
preuve de la Proposition 2.5 puisque 26 > 0. O

Il est désormais possible de prouver également la proposition suivante, qui sera également utile
par la suite.

10



Proposition 2.12 Pour tout j, on a uniformément pour X € [0; (loglog X)~1]

(2.11) Z |a] sin?(Alog(p)) = %long()\logX) +0(1)
p<X

ot l’on note log(x)* = max(log(x),0).

Preuve. Posons

a; 2

p<x P

On a alors par sommation par partie

Z |aj sin?(Alog p)

p<X

X
= S(X)sin?(Alog X) — / S(t)2% cos(Alogt) sin(Alogt)dt
2

b's
= n; log(log X) sin®(Alog X) — /2 n; log(logt)2 é cos(Alogt) sin(Alogt)dt + O(1)
log X

= n; log(log X) sin®(Alog X) — / n; log(u)2 cos(Au) sin(Au)du + O(1)

log 2

i 2 s 2 log X loa X Sin2 ()\’LL)
= n;j log(log X) sin®(Alog X) — [n; log(u) sin®(Au)] + 1 n; Tdu +0(1)

og2
log X 2
:[ nﬁﬁgﬁhu+oa)

og 2

Alog X 2
=m/ SI@) 0+ o)
A

log 2 T

ou la constante implicite dans le terme d’erreur ne dépend pas de A. Il s’agit a présent de borner
le terme principal uniformément. Pour cela nous distinguons deux cas, selon la valeur de .

Si A € [0; (log(X))~1], alors Aog(X) < 1 et on a alors

/Mogxsm e </1 =1 —on)
—dr ===
A 0 2

log 2 T T

D’autre part on vérifie bien que
log™ (Alog(X)) =0

11



D’autre part, si A € [m; (log(log(X)))~1], alors on écrit

Alog X 2 1 2 Alog X 2
nj/ bln(l‘)d +o(1) = J/ sm()d+ / smx( )d o)
A A 1

log 2 x log 2 T
Mog X' 1 os(22) 1
:nj/l %;dm—i—O(l)
Alog X Alog X
n; 1 n; cos 2z
= —= —dx — — dx + O(1
2/, 2T /1 +0(1)

= % log(Alog(X)) + O(1)
= % logt (Alog(X)) + O(1)

On notera que le second terme

AMog X 5 9
dzx
1

T

est fini (et donc O(1)) uniformément selon A par intégration par parties.
O

Un des intéréts de ’hypotheése 2.4 est que les L; sont linéairement indépendants, ce qui sera
utile dans la suite oll on pourra traiter les Lj(% +it) comme des variables aléatoires indépendantes.

Proposition 2.13 Les fonctions L; sont linéairement indépendantes.

Preuve. Supposons
N
Z u;Lj(s) =
j=1

avec les u; des complexes quelconques. Cette somme est encore une série de Dirichlet, et elle est
nulle seulement si tous les Zjvzl uja;(n) sont nuls égalements. Alors

Z f|ZuJa]

p<X j=1

- Yl X O 5 )
- uj Uit

j=1 p<X i#£] p<X

ual n; log(log(X)) + O(1)

uMz

Par conséquent, chacun des u; est également nul (on rappelle que les n; sont des réels positifs), ce
qui entraine I'indépendance linéaire des L;. O

Il conviendra également de faire I’hypothese suivante, méme si le reste de la preuve l'utilise tres
peu.

12



Hypothése 2.14 (Hypothese de Riemann généralisée) Toutes les fonctions L; ont leurs zéros non

triviauz sur la droite Re(s) = 3.

Avant d’aborder le coeur de l'article, il reste encore & évaluer le nombre de zéros de
(o]
—S —S
F(8) = ann™" = an,ng *g(s)
no

Pour cela nous allons appliquer le principe de 'argument & f(s)G(s) (qui a, rappelons-le, les
mémes zéros que f(s) pour Im(s) > A). Il faut donc commencer par définir correctement arg f(s)
et arg G(s). En choisissant ¢ € R tel que [g(s) — 1| < § pour Re(s) > c, et en prolongeant arg f(s)
par continuité le long du segment [c + it; o + it] (avec bien siir t > A), puisque arg g(s) et arg an,
sont bien définis, on définit bien arg f(s) de maniére unique. Quand ¢ est la partie imaginaire d’un
zéro, il suffit pour notre utilisation du principe de Pargument de prolonger arg f(s) par continuité
a droite selon la variable .

On pose alors

1 1. T 1 1
(2.12) 0(T) = —arg G(; +iT) = —logQ + hz::l —argT(\(5 +4T) + pn)

1
o

(2.13) S(T; f) = — arg f(% +iT)

et I'on a la proposition suivante.

Proposition 2.15 Le nombre de zéros (avec multiplicités) de f de partie imaginaire comprise entre
A etT est

(2.14) N(T; f) =0(T) = 0(A) + S(T; f) = S(A; f)
Preuve. Ce nombre est égal a

1A

2im Jo A(s)

ou l'on note A(s) = G(s)f(s) = G(1 —s)f(1 —s), et C le contour du rectangle formé par les points
1 —cH+iA, c+1iA, c+iT, et 1 — ¢+ iT, parcouru dans le sens positif. On notera que d’apres
la définition de g et de ¢, tous les zéros de f sont de partie réelle inférieure & ¢ (et donc, grace a
I’équation fonctionnelle, de partie réelle comprise entre 1 — ¢ et ¢).

Nous commencerons par montrer une propriété utile de la fonction A, puis nous évaluerons
I'intégrale curviligne directement.

Montrons, pour commencer, que la fonction h(s) = /X((j)) vérifie h(s) = —h(1 — s). Cette égalité

forcera la fonction 1/\\(—(;)) a avoir des propriétés de symétrie selon 'axe Re(s) = % qui seront utiles

pour le calcul de l'intégrale curviligne.
En notant k(s) = f(s)G(s), on peut écrire I’équation fonctionnelle sous la forme

A(s) =k(1—s)

13



En calculant la dérivée logarithmique, on obtient

N(s)  K(1-5s)
A(s) k(1 —s)

et puisque
E(l—s)=AN(1-5)

(ce qui se vérifie aisément en développant k et A en séries entieres), on obtient bien

-4
K9
k(- s)
A )
AT )
N1 -5s)
o Al-s
= (1))
=—h(1-1s)

Il s’agit désormais de calculer 'intégrale curviligne par segmants individuels, en gardant évidemment
la définition de h pour plus de simplicité. On notera également h(s) = a(s) + ib(s) avec a et b des
fonctions réelles.

1 1

/2 h(iA+t)dt:—/2 aiA+1—t)dt+i | bGA+1— t)dt
1

—c l1—c 1—c

- 7/ a(iA+t)dt+i/ b(iA + )t

1
2 2

et par conséquent
(&

h(iA + t)dt = 2 / b(iD + 1)dt

1—c

On obtient évidemment le méme résultat sur le segment de hauteur T (& un changement de
signe pres lié a la direction d’intégration les calculs sont les mémes).

1—c
/ h(iT + t)dt = 2@/2 b(iT + t)dt

(&

14



Sur le segmant vertical, on obtient d’une part (le long du segment [c¢ + iA; ¢+ iT))

/T h(c+ it)dt = /T a(c +it)dt + i /T b(c + it)dt

A A A

T —_—
:/ s

A

T T
:—/ a(l—c+it)dt+i/ b(1 — ¢+ it)dt
A A

et d’autre part (le long du segment [1 — ¢+ iT;1 — ¢ + iA], que l'on parcourt vers 1’axe des réels
pour respecter le chemin de U'intégrale curviligne)

A T
/ h(lchrit)(fdt):/ h(1 — ¢+ it)dt

T A

T T
:/ a(l—c+it)dt+i/ b(1 — ¢ + it)dt
A A

et par conséquent la somme de ces deux intégrales fait exactement
T A T
/ h(c + it)dt + / h(l = ¢+ it)(—dt) = 2¢/ b(1 — ¢+ it)dt
A T A
En faisant la somme de toutes ces intégrales on obtient

1 gNE, 1 N
2T Jo (s)d 7T/C+I (A(s))d

ol C* désigne la partie de C' & droite de Re(s) = 4. Puisque log A(s) est la primitive de %(;))’ et
puisque arg A(s) est la partie imaginaire de log A(s) (et par conséquent également la ”primitive” de

I m(/}\'((ss)) ), du moins le long des segments considérés ici), il s’ensuit que

[ AGs)
2im Jo A(s)

1 1 1
ds = —(arg A(= +iT) —arg A(= +iA))
s 2 2

ce qui (en développant A) est bien le résultat attendu. O

En faisant un développement asymptotique de 6 et de S, on peut évaluer combien de zéros il y
a de partie imaginaire comprise entre A et 7.

Proposition 2.16
T 1 ¢
0(T) = —log(Q) + — > _ MT1og(T) + Tn(log(An) — 1) + Im(un) log(T) + O(1)
h=1

Preuve. Le terme T log(Q) vient de (1.6). D’apres la formule de Stirling pour logT', on peut écrire

logT'(z) = zlog(z) — z — %log(z) +0(1)
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En posant a = 3 + Re(up) et =i\, T, on obtient

argl'(a+if) = Im(logT'(a + i3))
= Blog(B) — B+ 0(1)
= (AT + Im(pn)) log(AnT + Im(pn)) — (AnT + Im(pn)) + O(1)
= MT log(T) + TAp(log(An) — 1) + Im(pp) log(T) + O(1)

En notant

(2.15) A= "N
h=1
et .
C=> Alog(An) = 1)
h=1

on peut encore écrire

A
(2.16) 0(T) = =Tlog(T) + CT + O(log(T))

™

L’estimation asymptotique de S est plus aisée. Puisque dans (2.14), arg(a,,) s’annule, il suffit
d’écrire
1 . 1
arg f(§ +4iT) = Im(—slogng) + Jm(log(g(5 +4T)))
= —log(no)T + O(log(T))

la borne pour log(g) venant du fait que f a une croissance au plus polynomiale dans toute bande
verticale, et par conséquent g aussi. Il suffit alors d’écrire g(3 +i7) < K(1+|T|)P pour obtenir la
majoration voulue. On a alors

(2.17) S(T; f) = _I%WO)T + O(log(T))
En combinant ces estimations on obtient
(2.18) N(T; f) = %T log(T) + C(f)T + O(log(T))
ot C(f) = —log(ng) + C
On obtient également
(2.19) N(T +1; f) = N(T; f) = O(log(T))

Dans le cas particulier de S(T, L;) on obtient alors (puisque a; # 0)

(2.20) S;i(T) = S(T;; Lj) = O(log(T))
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Proposition 2.17 Tous les L = L; vérifient, dans toute bande verticale Re(s) € [a;b] (en notant
n les pdles de L)

(2.21) Po= ¥ L—Zﬁwac)g(\sm»

S —
lp—s|<1 P

Preuve. Nous commengons par montrer que

est d’ordre 1 dans notre bande verticale.

On a
I —m@e| < el

n

avec C' > 0 une constante.
On rappelle les formules de Stirling (valables uniformément pour |args| < m — € & € fixé)

(2.22) logT'(s) = (s — %) log(s) — s+ log(T%r) +0(]s|™h)
et

r’ -1
(2.23) 1 (8) = log(s) + O(ls| ")

D’apres (2.23) on a pour tout indice 0 < h < m
IT(Ans 4 pn)| < €15l

avec C’ > 0 une constante.
Enfin, puisqu’on se place dans une bande verticale Re(s) € [a;b] d’apres (2.2) on obtient

|L(s)] < el

avec C" > 0 une constante.
En combinant ces inégalités, on montre bien que ¢ est d’ordre 1. Par conséquent, d’apres le
théoreme de factorisation de Weierstrass, on peut écrire

6(s) =P [0 - 2)et

p

ou A et B sont des constantes (dont la valeur exacte est sans importance ici).
En prenant la dérivée logarithmique de cette expression on obtient

g(s)B+Z( !

s—p

1
+7
5)

17



alors qu’avec la définition de & on obtient

! L/
%(S) L( + log(Q +27+Z )\hs+uh

Par conséquent on a

’ 11
+-)
-p P

S(5) = B—10g(@) -

m
h=1

n

En écrivant s = o + it, on veut pouvoir retrancher %(c +it) a %(s) avec ¢ assez grand pour
que %(c +4t) = O(1) uniformément selon t. Montrons donc qu'un tel ¢ existe bien. D’apres
la preuve de la proposition 2.5, ﬁ = O(1) pour c assez grand (ou, de maniére équivalente,
lim, oo L(0 +it) = 1) uniformément selon ¢. Enfin, si 6 + ¢ — ¢ < 0 d’aprés la proposition 2.8 on a

L' (e +it) = | Y aln)A(n)n=""|

n=1

<Z|a )| log(n)[n~°|

< 3 log(n)
= o)

Nos conditions sont donc vérifiées, et on obtient

L L. 1 I r 1 1
f(s)_f(CHt)_;cﬂt— - z::?’\”cJ”t ) = (/\h8+“h)zp:(s—p_c+it—p)
L/ m ]_'V 1 ].
Z(s) = S = - 1
7 (5) Z;F(”+““+%Js—p T, oW

D’apres (2.22) pour tout h on a %( ns+ pr) = O(log(|s| + 2)).

Dapres (2.19) 3, <1 o=, = Olog(|s| + 2))-
Il suffit donc juste de montrer que
1 1
Y (—— = ———)=0(og(ls| +2))

P

Puisque o est borné (par hypothése) on a (en écrivant p = 8 + i)

‘(s—p)c(c—fit—p)

s Tl

— t— |2
s—p cH+it—p <=

18



D’apres (2.19) il y a au plus O(log(|s| +2)) cas ou [t — | < 1 et |p — s| > 1. Par conséquent,
modulo le terme d’erreur il s’agit de montrer simplement

(2.24) > [t—=717% = O(log(|s| +2)) = O(log([t| + 2))
[y—t[>1

Examinons d’abord le cas 1 < |y — ¢| < 2¢. Dans la région |y —t| € [n;n + 1] il y a au plus
O(log(|t| + 2)) zéros d’apres (2.19), et chaque terme de la somme vaut au plus 3. Par conséquent

Y =7 < ¢(2)0(log(|t] +2)) = O(log(t] + 2))

1<|y—t|<2t

D’autre part, si |y —t| > 2¢, on a |y| > |t] et

Sl =tP< )

[y—t|>2t [v[=]¢l
log(n)
< 2: 2
n
n2>|t|
qui converge, ce qui acheéve notre preuve. ]

La derniere hypothese force les zéros des fonctions L; a étre bien espacés. Cette hypothese est
en fait cruciale, ce que 1'on peut voir par exemple en considérant le cas ot on mettrait les L;, G et
les b; au carré. Alors tout ce qui précede reste identique, mis a part A qui est multiplié par 4 et les
n; par 2. Mais alors pour que les zéros de f soient presque tous sur la droite Re(s) = %, ils doivent
étre communs & tous les L; (hypothese hautement improbable et en pratique inutilisable) puisque

1 1
exp(2i arg G(i + it))Lj(§ +it)? >0

Hypothése 2.18 (Hypothese Hy) Pour tout Lj, on suppose

#(T <v<2T:v —v < o 7)
lim { Tim e’y —
e—0+ "T—00 Tlog(T)

ou vy et v sont deux zéros distincts de L; (notons que vy et v' pewvent étre égaux si le zéro est
double).

3 Théoremes principaux

On définit N(Ty,Ts, f) = N(Ts, f)— N (T4, f) le nombre de zéros de f de partie imaginaire comprise
entre 17 et Ts.

Similairement, on note No(T1,T%), Nox(T1,T2) et Np(Ty,T) respectivement le nombre de zéros
sur la droite critique, le nombre de zéros d’ordre k sur la droite critique, et le nombre de zéros sur
la droite critique de multiplicité impaire, entre les hauteurs T; et T5.

Pour la suite, on définit également N (a, Ty, Ts, f) le nombre de zéros p de f vérifiant Re(p) > «
et Ty < Im(p) < Ts.

Il est a présent possible d’énoncer les théorémes principaux.
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Théoréme 3.1 (Théoreme A) Supposons que tous les L; vérifient les hypothéses 2.1 a 2.4, ainsi
que Uhypothese de Riemann généralisée, et l’hypothése Hy. Alors

(3.1) Nou(T, f) ~ N(T f)

Cela implique que presque tous les zéros de f sont simples, et sur la droite critique. On a alors
également le méme équivalent que (2.18)

A
™

On peut également simplifier le théoreme 1 grace a la proposition suivante.

Proposition 3.2 Le théoreme A est équivalent a l’assertion
(3.3) Np(T, f) ~ %Tlog(T)
Preuve. On commence par voir qu’on a trivialement
Np(T, f) = No1(T, f)
Par conséquent on a d’une part
N(T, f) = Np(T, f) < N(T, f) = Noa(T, f)

D’autre part

K

3Np(T, f) —2No1(T, f) < ) (2k —1)No2x—1(T, f)

k=1
< Z k;NOk(T7 f)
k=1
< NO(Taf)
< N(T,f) = (3=2)N(T, f)

ce qui implique
2(N(T, f) = Noa(T, f)) < 3(N(T, f) — Np(T, f))

et finalement on a d’autre part

2
g(N(T7f) - NOI(T7 f)) < N<T7f) - ND(Ta f)
Ces deux inégalités impliquent que N (T, f)—No1 (T, f) = o(N(T, f)) si et seulement si N(T', f)—
Np(T, f) =o(N(T, f)), ce qui acheéve la preuve. O

Le deuxieéme théoreme est le résultat utile suivant di a Selberg.
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Théoréme 3.3 (Théoreme B) Supposons que L = L; vérifie les conditions 2.1 & 2.4, ainsi que
U’hypothese de Riemann généralisée ou bien la condition plus faible

(3.4) N(o,T,L) = O(T'~*"~2))

uniformément pour o > %, avec a > 0.

Alors, en notant n =n;, quand t — oo, les fonctions

log [L(5 +it)|
mnlog(log(t))
et
arg L(% + it)
mnlog(log(t))
tendent vers des variables aléatoires gaussiennes de fonction de densité

—7'I"U.2

€

4 Preuve du théoréeme B

La démonstration du théoréme B se fera en deux étapes. Il s’agira d’abord de trouver une bonne
approximation L' des fonctions L; par des polynomes de Dirichlet, puis de démontrer le théoréme
avec ces approximations.

Avant de commencer par le premier lemme, pour plus de clarté dans sa démonstration, nous
montrerons plusieurs résultats intermédiaires sous forme de propositions.

Proposition 4.1 Soit s € C, et m € N tels que m — % <ls| <m+ % Alors pour tout réel I > 0

on a

1
\s+l|2|l—m|—§

Preuve. Remarquons que si s est réel, cette inégalité est simple a établir. Si s > 0, c’est une
trivialité. Sinon, on pose s = —m + 1 avec |r| < % et I'inégalité devient

1
\(lfm)+r|+52|lfm\

ce qui découle simplement de |r| < % et de la 1-lipschitziannité de la valeur absolue.
En notant donc s = o + it avec t # 0 on a

ls+1 =+ 1)2+12 =02 +2+20l+ 12 = \/b+al + 2

avec a = 20 et b = 02 + t2. Notons que grace & la condition sur ¢ la racine carée est toujours
strictement positive.
Supposons que [ > m. Posons

1
f(z) = x2+ax+b+§+m—x
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L’inégalité est vraie si et seulement si Vo > m  f(z) > 0. Clairement, f(m) et lim, ., f(x) sont
positifs, donc il suffit de voir que f est monotone.

2r+a

/ T
@) 2V +axr+b

On a alors

f@)=0
2\/m =2x+a
4(x? + ax + b) = 42° + 4ax + a®
4b = a?
4(0? 4 t?) = 40?
ce qui est impossible puisque t # 0. f est donc monotone, et positive aux extrémités de son

intervalle de définition, elle est donc positive sur tout U'intervalle.
D’autre part, si [ < m, on pose

1
g(z) = m2+am—|—b+§+x—m
et il faut alors vérifier que g est positive sur [0;m]. Puisque l'inégalité est vraie en 0 et en m, il

suffit ici encore vérifier que g est monotone. Les calculs sont les mémes que pour f (& un signe pres,
qui sera annulé lors du passage au carré). O

Proposition 4.2 Soit m < k deuz entiers, et 0 € R. Alors
€ xr
/ xkfmfl/ qurmfldu dr S emax(U,O)Jrk
1 1

Preuve. Cela se prouve en considérant séparément 4 cas, selon le signe de o et celui de m — 1.
Commengons par ¢ > 0 et m —1 > 0. On a alors

e T e
/ xkfmfl / u"*mfldu dr S / xkfmflxcﬂrmflxdx
1 1 1

_ k+o 1
o )
1
< k o
=7 To ee
< koo max(c,0)+k
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Poursuivons par le cas 0 <0et m —1 > 0.

< ek _ emax(o,O)—i—k

Il faut également traiter le cas m =0 et o < 0.

e T e xr
/xk_l/ u”_ldudxg/ xk_l/ uwrdudz
1 1 1 1
e

= / 2F Vog(x)dx

1

IN
N
@
8
El
L
QU
8

1
= %(ek -1)
1 k
< —
= k‘e
< ekr _ emax(o’,O)Jrk

Il reste le cas m = 0 et ¢ > 0. Ici, on procede en deux temps. D’abord on montre
xT
Vo € [1;€] / u’ldu < e
1
Pour cela il suffit de montrer

w’rdu < e

Q=T

(e —1)<e”

e’ —1<cge?
(1-0)e? <1

1l—-0c<e™?
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ce qui est vrai par convexité de la fonction exponentielle. On a alors

€ xT €
/ xk_l/ u"_lduda:g/ ¥ e dx
1 1 1

Lefh—1
e
k
< %k

< emax(a,0)+k

ce qui termine la preuve de notre proposition. O

Lemme 4.3 (Lemme 1) Soit u(z) une fonction réelle C* a support compact contenu dans [1, €]
telle que [ u(t)dt =1, et soit u(s) sa transformée de Mellin.
Alors pour tout ke N on a
@ (s)| < a(o)

et
(4.1) [i(s)| < max [u® ()| DM (1 4 |s])
D’autre part, en notant
o) = / u(t)dt

et L=L;, et pour o >0, |t| > A, X € [2,t?], K € N* et s ni un zéro ni un pole de L on a

@) —E =y AR, (0~ )10 X) + O((js| + 1))

ot p parcourt les zéros de L sur la bande critique.

Preuve. Par définition on a -
u(s) :/ u(z)z®tda
0

En dérivant k fois selon s on obtient donc

Sl =| / 2)log(x) 2"~ dal
|/ ) log(x)*2*dz|
/ lu(z) log(z)*z* 1 |dz

< / u(e)a” "z = 3(o)

Pour la seconde inégalité, on commence par remarquer qu si k& = 0, alors elle découle simplement
de l'inégalité triangulaire :

|a(s)] < max(u(z)) /1e 27 tdx
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11 suffit alors de montrer .
/ x"_ldx < emax(o,O)
1

Si o # 0, puisque 7 < ™0 et [ 27 dz = % il suffit de montrer

ce qui (apres quelques manipulations élémentaires) est équivalent & montrer que
e’?>1—-o0

ce qui découle de la convexité de la fonction exponentielle.
Si o =0, on a simplement

/4 27t = / ' dx = log(e) —log(1) =1 = ¢°
1 1

Dans la suite de la preuve, on pourra donc supposer k > 1.

Puisque u(1) = u(e) = 0 car u(z) est de classe C* et nulle en dehors de [1; €], apres k intégration
par parties on obtient (quand cette quantité est bien définie, i.e. s+1# 0pour 0 <! <k —1 un
entier)

_1)k €
O = R f, e

Par intégrations par parties successives, pour tout entier 0 < m < k — 1, on a également
€
/ u® (z)a* " e = 0
1

puisque u(™ (1) = u(™(e) = 0. On a ainsi pour 0 < m <k — 1

k e
(k) (-1) / (k) sth—1 _ k=m—1yg
a\"(s) = u' (x)(x x x
() s(s+1)---(s+k—-1) /; (@) )
Nous allons supposer dans un premier moment que |s| < k — % Alors il existe un entier
0<m<k-—1tel que m — % <|s| <m+ % D’apres la proposition 3.1, on a alors pour tout réel
>0

1
\s+l|2|lfm|f§

Reprenant 1’égalité

1)k e
e = o : 1(?9 Th-1) /1 G

il s’agit a présent de la majorer.
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PN 1
Mis a part le terme
1
SH- On a

(qui peut étre trés grand si s est trés proche de m), on peut utiliser
I’inégalité que nous venons de prouver pour majorer les termes

1
ls| >m — =
2

1

|s+1|2(m—1)—§
>l
s +m —1| > )

b+m+HZl—§

\s+k—1|2k‘—m—1—2

k—1—-m
1

N[—=

j_

N

si bien que
1 1
<1I-
) =3 o

s(s+1)---(s+k—1 i

1

On a ensuite
e e 1
| / u(k)(x)(xs+k—1 _ l‘k_m_l)d$| < max|u(k)||/ (xs+k—1 _ l‘k_m_l)d.’L‘l
s+m Jq x 1 S+m
et nous voulons majorer l'intégrale dans le membre de droite par e™®*(7:0+k 1] suffit de réécrire

Iintégrale :
1 k—1 k 1 ‘ k p (2o —1)
[ ettt b el = | [k dal

1 S+m 1 s+m

:‘ emk—m—l/ us+m_1dud:v|
1

€

T
1
T

:/ mk—m—l/ u”+m_1dudx <emax(o’,0)+k:
1 1

d’apres la proposition 3.2.
On a donc
\ﬁ(k)(s)| _ | (_1)k /e u(lc) (x)(strkfl _ wkfmfl)dm‘
A (s+h—1) J;
1 k—1—m
H : - max Iu(k) |emax(o,0)+k
J—35 *

DO

m
<II-
=17~ j=1

On a d’autre part (k + 1)! > (k + 1)FTle=(+1) (ce qui se prouve aisément avec la formule de
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Stirling) et j — % > % pour 7 > 1. Cela implique alors

U]
4k716k+1
(k+ 1)k
(4e)"
(k+ 1)k

<k
<k

Onaalors [s|+1<m+1+1<k+ 3 et donc (k%)k < (1 + |s])7*. 1l reste alors & montrer

k max(a,O)Jrk) .

I'inégalité suivante (le second terme e* vient de e

k(4e)ker < et*

Cela est équivalent a montrer
2

e
VkeN* k< (Z)k
Pour cela on peut procéder en notant que pour passer de l'inégalité pour k a celle pour k + 1, on
2 e
multiplie par % a gauche, et par < > % a droite. Il suffit donc de vérifier I'inégalite pour k = 1,
k =2 et k = 3. Notre minorant 2 suffit pour les calculs puisque (2) > 1, (2)2>2et (2)? > 3.

Cela acheve la preuve de la seconde inégalité pour le cas |s| < k — %

Supposons donc & présent |s| > k — %
On note a > 0 le réel tel que |s| +1=(14+a)k. Alorspour 0 <I<k—-2, (1+a)(k—1—-1)=
[s|] +1—(+1)(1+«a) <|s| —I. Cela implique, en notant que |s —1| > |s| —1
lslls = 1] ---|s =k +1] = |s|(|s| = 1) -+ (|s| =k + 1)
> A +a)f N E-D(s| —k+1)
= (L+ s B (& — 1)Y(|s| — k+ 1)
Ells|—k+1
= (1 A b S e
(1+1sD) EE o ls| 41

Alors le majorant du cas précédent
ﬁ 1
=17~

est remplacé ici par (on utilise ici encore I'inégalité k! > k*e=F)

k—1—-m 1
i1
=1 J 72

max(0,0)+k

max |u®) e
xT

=

ek L8 e
1+ |s])FeF —120 max|u® ek/ 2 Yz
(1-+ s ek o ma et
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et il s’agit simplement de montrer que

| |]. +kl|s—i|_ : /e 27 Ll < emax(o’,O)EQk
S| — 1
Montrons d’abord qu’on a

e
/ x"‘ldw < emax(a,O)
1

Sioa >0, on a ff A % < € par convexité. Si o <0, on a ff z Hx < fle z Ydr =
1=e€".
11 suffit pour finir juste de montrer que pour tout réel |s| +1 =z >k + % on a

T
<62k
z—k —

L <2¢tona

. 1
Puisque x —k > 5, = <

k
k§1+2k§e%

également par convexité.
Pour terminer d’établir

[a(s)| < max ju® (a) ™0t (1 4 |s])

il faut examiner ce qui se passe quand s = —[ (avec 0 < I < k—1 un entier), car alors le dénominateur
k

de m n’est pas défini. Un simple argument topologique (de continuité) suffira, puisque

le terme de droite et le terme de gauche sont clairement des fonctions continues définies sur tout le

plan complexe, et que I'inégalité est vraie des que s ne vaut pas I'un des entiers négatifs interdits
(et le complémentaire de cet ensemble de valeurs interdites est clairement dense dans C).

Montrons a présent la derniere assertion du lemme. Nous commencons par déterminer la
transformée de Mellin de v.

M) (s) = /0 @)
= _/000 U’(m)x—sda:

s
1 [ s

= ;/0 u(z)x®dx
a(s+1)

S

En utilisant la transformée inverse de Mellin, on obtient alors (on note M un réel trés grand
mais fixe)

ne1 27 o1 ns Y
1 L w 1
__ fal Za(w +1)d
271 Jpotwr—nt L (5 + fogx) (W + D

Z c(n)lz(n)v(e :s:((;))) _ L C(n)A(n) / lﬂ(w + 1)(nﬁ)wdw
n Re(w)
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Pour justifier que cette derniére intégrale converge, on utilise la proposition 2.17. En choisissant
M suffisament grand, le terme Z‘ p—s|<1 pl est nul, et on utilise alors (4.1) avec un k suffisament
grand pour garantir la convergence.

L’idée générale est de décaler la droite Re(w) = M vers la gauche, et d’appliquer le théoreme
de Cauchy pour calculer les résidus obtenus aux poles et aux zéros de L.

La proposition 2.17 garantit qu’il existe une suite (7;.),en tendant vers I'infini telle que
L/
Yo € [-M, M| f(a +4T,) = O(log(T;)?)
Cela vient de 'estimation N(T'+1,L) — N(T, L) = O(log(T)) : En choisissant T;. de sorte a ce que

min oI — pl >
\a+iTrlfp\s1‘g+ " p|_€10g(Tr)

avec € > 0 fixé (ce qui est toujours possible, pourvu que 7. ne soit pas la partie imaginaire de 'un des
zéros de L). Alors le terme 7, ﬁ vaut au plus O(log(7})?) (puisqu’il a O(log(7}.)) termes
qui sont tous O(log(7}))). Le méme raisonnement s’applique évidément pour les valeurs négatives.
Alors en utilisant la borne pour 4 avec k assez grand, on peut faire tendre vers 0 la contribution des
segments horizontaux de l'intégrale le long du rectangle de sommets M —iA,., M +iT,., —M + T,
et —M —iA, (ou A, est analogue des T, pour la partie de partie imaginaire négative) : en effet,
le long des segments horizontaux, en plus de notre borne pour Lf, ona L= O(T%) et d’apres (4.1)
0 < emax(o’ 0)

Les poles de f(s + 1oa(x)) w L (w + 1) sont w = 0, de résidu %(s)ﬁ(l) = %(S)’U(O) = %(s),

w = p (avec p un zéro de L),

La(14 (p — s)log(X)), et w =1 (avec n un pole de L),

de résidu ﬁd(l + (n— s)log(X)). Le théoréme des résidus donne alors

=, ¢(n)A(n) log(n) 1 r w |1
og(X) R — — 1 d
nz::l ns vle )= 276 JRe(wy=—m L et log(X) ) w @w + 1)dw

_ %(s) +zn: nisﬂ(l + (1 — s) log(X))

=30 i1+ (o= 9) og(X))

En faisant tendre M vers 'infini (séquentiellement, i.e. en prenant M = M, avec lim M, = oo,
et en choisissant M, de maniére & éviter les poles de L), I'intégrale tend vers 0 puisque le facteur £
est borné par O(log(2 + |w|) et grace & (4.1) avec k = 2, en observant que limps_ oo (1 + M)~2 = 0.

On obtient alors

. ¢(n)A(n) log(n) r
A (e Tos) 1 —s)l
3 Ao - 5 a4 e -

p

= 11 14 (p—s)log(X))

ou 7 parcourt les poles de L et p les zéros.
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Pour terminer de montrer le lemme 1, il suffit alors de montrer que

> a(1+ (1= 5)log(X)) = O((s| +1)7%)

n s
et 1
> S+ (o= ) log(X)) = O((Js] + 1))
Re(p)¢[01]
En appliquant (4.1) & 9(s) = (HS) on obtient

[5((n—5) log(X)) log(X)| < emx{eli=) 1080 (14| (1—s) log (X)) 7+ = X" (F=200((|s]+1)~

Les poles de L sont en nombre fini, et vérifient tous Re(n) = 1 d’apres I'hypothese 2.3. On a
donc un nombre fini de fois (et en se souvenant que o > 0 par hypothese)

Xmax(Re(nfs),O) _ Xmax(lfo'),O) <X

ce qui montre la premiere borne.

Il s’agit alors d’établir la seconde borne. Les zéros de L hors de la bande critique sont tous des
poles de G (c’est une conséquence de I’équation fonctionnelle, et de la proposition 2.6). On borne le
terme emax(Re(p—s)10g(X).0) e ]a méme manitre que dans le cas précédent, en considérant le zéro de

plus grande partie réelle. L’expression générale des poles de I'(As + u) est p = —"‘;“, avec n € N.
11 suffit alors de montrer
= n+p _ _
()1 (5 + ) log(X))) F=0((1+s)) M
n=0
(et il suffit de prendre k + 1 au lieu de k pour majorer @). On a
S n+
Z( |1—(7M—|—8)10g k<Z|1— 7+s)log(X)|_k
n=0 A
1og K
Z I — )\1 Nog(X) +n+ As|

<K Z In+ As| "
n=0

avec K > 0 une constante (on notera qu’ici aussi ¢ > 0, que A > 0). Strictement parlant, la
premiere majoration intervient trop tot, car le dénominateur pourrait étre nul pour des petites
valeurs de n, mais nous ne nous en préoccuperons pas, puisque cela n’implique qu'un nombre fini
de termes et donc juste de modifier la valeur de la constante K). Il ne faut plus que prouver que

= 1 _ —k+1

pour Re(z) > 0, car O((1+ |As|)7F+1) = O((1+ |s|)¥*1). Cette derniére borne se déduit aisément
de la minoration 2|n 4 z| > n + |z| et d’une comparaison série-intégrale. O
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On intégre & présent (4.2) sur o € [3; 00]. Puisque limy_,, L(s) = 1 on a également lim, o log L(s) =
0. On obtient alors (en supposant toujours que [t| > A et que t n’est pas la partie imaginaire d’un
76r0)

1
5 —

(o) LI 0 og(n
/ —f(a—l—it)dazlogL —Ht g +zt v ellOggéXé)—&— E / L w(1+(p—s) log(X))do+0(1)
n2 -
p,Re(p)€[0;1]

ot le terme O(1) vient de l'intégrabilité de (1 + |s|) ™% pour K > 2.
Les deux lemmes qui suivent servent a controler les termes d’erreur dans 'approximation de
log L( + it) par un polynéme de Dirichlet.

Lemme 4.4 (Lemme 2) Pour [t| > A, 2 < X < |t|?, et K > 0 un entier, on a

(n)A1 U(efé):&)) )

n2+zt

1
+O<1+ Z IOg(1+|fy—t|log(X))>

[v— t‘<1og(x)
Xmax(B—%,O)
o )
" %;awwv—ﬂmaX»K

ou p = B+ iy parcourt les zéros de la bande critique.

logL(2 + it) :Z

Preuve. Supposons pour commencer que |p — s| < log(X Alors, en notant M = max, <2 |a(2)],

on a L .
u(l+ (p— s)log <M——-
=0+ (o = ) log(X)| < M

On peut par exemple se rendre compte géométriquement que

28—o+i(y=t)=|B8-o[+|y—1
et puisque |y — t| # 0 cela donne la borne

M
lp—s

1
|6 = ol + ]yt

- o )

Notons que seul un nombre fini de zéros verront leur intégrale [i° pi a(l 4+ (p — s)log(X))do
2

S
vérifier ce cas de figure. Pour chacun d’entre eux, il découle de notre borne que la contribution de

la condition |p — s| < m a l'intégrale est majorée par
/ do /m$o da
P <9 .
B-ol< ey 18— 0+ ]y =1 0 T+ |y —t
1
log + 1y —t|) —log(|y—1t
= 2(loa( gy + = ) — oy — )
1
= 2log(l + ——————)
[y — t[log(X)
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Puisque seuls les zéros vérifiant |y — t| < m peuvent vérifier la condition |p — s| < m, on

obtient la premiére borne (on notera que le 1 vient du terme O(1) apres le calcul de V'intégrale).

Dans la région |p — s| > m, et pour les autres zéros, on peut utiliser (4.1)

’EL(l + 3) = O(emax(l—i-mo)(l + |S|)_K_1) _ O(emax(U,O)(l + |8|)_K_1)
ce qui donne (puisque ﬁ < log(X) par hypothese)

1
p—s

(1 + (p — ) log(X)) = O(log(X)em*F= 100 (1 4| — s]log(X)) 1)

= O(log(X)X™x(5=20)(1 4 |p — s]log(X)) K1)
O(log(X)X™*<(F=2.0)(1 4 |p — s|log(X)) K1)

Pour conclure, il faut alors intégrer cette borne sur o € [%, oo]. Pour cela, il suffit d’évaluer

e 1
d
/; (1 + o — s[log(X)) K+

Puisque 1+ |p — s[log(X) > 1 + 21og(X)(|8 — o]+ |y —t|), on a (en notant A = 1+ log(X)|y —¢|)

>0 1 P 1
< oK+l
/; (1 + [p— s/ log(X))KF1%7 =2 / (A1 log(X)|f —oPF+1 %
1
< K+2
= / (A + Tog(X)n) 1™
o0 1
_ oK+2 —1
=2 0g(0) 7 [ s

log

— 242 (log(x)) [

o 1
K+1
log(X) 4 4 TR
<1
K+2 -1
1 1 )
log(X) AK
1 1
log(X) (1 + log(X)|y —t)*

dx

=0(

=0

)

ce qui établit la seconde borne et acheve la preuve du lemme 2. O

Lemme 4.5 (Lemme 3) Supposons qu’il existe a €]0;1[ tel que
N(o,T; L) = O(T*~*"=2) log(T))

uniformément pour o € [1;1]. Soit K > 3 un entier, T > A et X € [2;T%]. Alors

2T Xmax(ﬁ—%,O) 1 T
/ gt = o),
v 7 (14 |y —tllog(X)) log(X)
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Sans supposer K > 3 et sans I'hypothése sur la répartition des zéros, on a de plus

oT o B log(T")
/T<1+ ) log(1+7—tlog(X))>dtO(Tlog(X))

1
|’Y—t|§ Tog(X)

Preuve. Commencons par montrer la seconde assertion. De toute évidence, fTQT 1dt = O(Tllsg(( )))

Il suffit donc d’examiner

2T 1
/ > los(1+ Iv—tllog(X))dt

[y— t|<1og(x)

Puisque X > 2, 10g( 5 < 2 (car log(2) > %) Par conséquent, les zéros concernés dans la somme

sont au plus ceux situés dans l'intervalle v € [T — 2; 2T + 2]. On obtient alors

2T 1 58 (X) 1
/ > los(l+ |fy—t|1og<><'>)dtS > [T w0 T eTlog0))

[v—t< oy €[T—2;2T+2] log(X)

1 1
= 2 1og<X>/ log (14 )de

YE[T—2;2T+2]

10?;(X)

1 ! 1
= Toa(®) (N(2T +2,L) — N(T — 2, L)) /_1 log (1 + m)dgc
1 ! 1
= 1Og(X)O(Tlog(T))/ log (1 + m)dw

-1

ce qui donne le résultat voulu a condition que cette derniere intégrale converge. Puisqu’on a bien

1 1
/ log(1 + )d:c = / log(x 4+ 1) — log(z)dx
0 0

:/0 log(x—l—l)dx—/o log(z)dz
= (2log(2) = 2) - (-1)

(qui est fini) on obtient bien la borne voulue.
Passons a présent a la premiere assertion du lemme. Ici, il est pertinent de distinger deux cas.
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Considérons les zéros vérifiant v € [£;37]. On a

2T Xmax(ﬂfé,o) ) 2T 1
/ > edt < Y xmax(72.0) / —dt
v S (1+]y —tllog(X)) v (14 |y —tlog(X))

L<y<3T
1
< Xmax(ﬂ—g,O) / dt
2 T+ — HlosX)F
< Z Xmax(,Bfl 0) 1 /OC 1 dt
T<,Y<3T IOg(X) —o00 (1+ |’Y_t|)K
_ Z Xmax(,é’f— 0) 1
T<~,<3T -1 log( )
_ O Z Xmax(B—E,O)

( )

L<y<3T

Par conséquent il suffit de montrer que

3 xmex@-30 = O(T log(T))
T<y<3r
Si I'on suppose GRH, cela découle simplement de N (37T, L) — N(%,L) = O(T log(T)). Supposons
simplement I’hypothese de densité des zéros énoncée dans le lemme.
Si B < 3, alors on peut borner chaque terme par 1 et puisque N(3T,L) = O(T log(T)) on a
bien la borne voulue.
Sig> % on calcule directement par sommation par partie

-

1
S xmes-h0) - / X7~ 4dN (o, T, L)

T <y<3T 2

1
= / X2 log(T)alog(T)T" ="~ 2)dq
2

1

< aT(og(T))? | T T do

o0

< aT(log(T))? T %%do

— >—

< aT (log(T))*(
< T'log(T)

log(T)) ™"

[NJs}

Pour les autres zéros, on utilise

2T 1 B x x
| et = 0T es(X) (T + 1))
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et le terme X™mx(8=2.0) egt horné par T + ||, et il suffit donc de montrer que

T _ log(T")
TR (Ipl+T)7* = O(T )
To)r_ log(X)
Cela découle naturellement de (2.24), et termine notre preuve. O

Tout l'intérét du travail effectué jusqu’ici réside dans le corollaire suivant, qui donne une
estimation L' de log L(1 + it).

Corollaire 4.6 Supposons T > A, X € [2;T%], et
N(o,T; L) = O(T"~*7~2) 1og(T))

uniformément pour o € [3;1]. Alors

2T
;

Preuve. En reprenant

log(T")
log(X)

1 - Ay testn
log L( +it) Z c(n) v(ellogéxg)

n3+it

dt = O(T

n=1

i log(n)
logL +it) Z nz"‘” v(eTs®) ) = Z /1 _S a(1+ (p — s)log(X))do + O(1)

p,Re(p)€[0;1]

obtenu apres le lemme 1, les lemmes 2 et 3 montrent que U'intégrale sur [T; 27"] du membre de droite

est majorée par O(T bg((x)) ), ce qui établit le corollaire. O

Lemme 4.7 (Lemme 4) Soit H et T des réels positifs. Alors
T+H [ o ) )
/ (Y ann™ (> bun=it)dt = H(Y " anby) + O ((Zn|an|2)2 O n|bn|2)2>
T

ot la constante implicite dans le terme d’erreur ne dépend ni de T, ni de H.

Preuve. Nous supposerons que cela est vrai pour le cas d’égalité a,, = b,,, ce qui est une extension
de l'inégalité de Hilbert due a Montgomery et Vaughan. On note

T+H N —
(a;b) = / (> ann™) (D ban~it)dt

T

On a alors, par l'identité de polarisation, avec A € R* :
{a;b) = (Aa; \71b)
1
= Z(<Aa + AT A+ ATT) — (Aa — ATMh e — A7) +i(Aa + iA T by Aa + iATIB) — i(Aa — iA T by Aa — iATD))
H H
— Z(Z A, + X710, %) + O(ZnP\an AT, 2 e — iz(z Aap — A0y |?) = O n|Aan — iX""b,[?)
= H(Y_ anby) + OO nlan?) + O 2D nloa?) + 0D nlan?) (O nlbal*)?)
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1l suffit donc de choisir A de sorte & ce que (en notant A = 3" n|a,|? et B =Y n|b,|?)
A =O0(VAVB)

et
A"2B = O(VAVB)
VB

En choisissant A = 7z on obtient bien les bornes voulues.

Le lemme suivant est un résultat utile pour estimer la norme L! de log L(% + it).

Lemme 4.8 (Lemme 5) Supposons que les hypothéses 2.1 a 2.4 ainsi que la borne de densité du

lemme 8 soient vérifies. Alors

2T
/T |logL(%+it)\dt:O(T Tog(log(T)))

Preuve. D’apres le corollaire on a

2T
/;

En appliquant I'inégalité triangulaire, avec X = T?, il suffit que b < & 5 etqueb > (1og(log( )~
Cela est vérifié pour T assez grand, et b assez petit. On peut alors remplacer log L( + it) par

i (n)A log(n) o log(T) )

1
logL(2 +it) — v(e™sX))|dt og(X)

Le lemme est équivalent a ce que

T log(n) ?
( /| IZ A, e |dt> — O(1? log(log(T)))

En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz puis le lemme 4, on obtient

- log(n) ’ = 2T s log(n)
(/ ‘Z +7,t elog(X) ’dt) / 1dt/ ‘Z +7,t elog(X) | dt
_ nz — nz
> log(n) 2
< T/ \Z Hf log<X>)| dt
n2
<T2(Z| 2A1 " (52 ) ( Z| J2As (n

Il s’agit donc de montrer tour a tour que

Z| A1 S o (eB58)2 = 0(1og(l0g(T))
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et
Z Y2AL (n)20(e55 )2 = O(T log(log(T)))

Commencons par la premiere borne. Puisque |v(e™=®) )| < 1, on écrit
le(p )2

2 Je(n)]PAx( log(n)
Z lemPh ), By < 5 Leyke

r
pr<X p pr<X

et la proposition 2.10 permet de traiter le cas r > 2, tandis que le cas 7 = 1 est une conséquence
naturelle de 'hypothese 2.4 (puisque X est une puissance de T').
Similairement, on a

Zlc 2A1 elog(X) < Z |C | A1 = Z |C(pr)|27ai2

n<X pr<X

En utilisant 'expression |c(p”)| < 22'121 |oi;|” < dp* qui est une conséquence de I'hypothese 2.1,
on a |c(p")|? < d?*p", et on obtient ainsi :

Z | |2 1 Z (g)2pr < d2 Z n’

7‘ 7‘ 1
<X <X nexh

Puisque

Z n" < Zn§X2§Ta

1
n<X7 n<X

on obtient finalement
(

Z|c )2 ()02 = O(T* log(T)

d’ou la seconde borne, puisque a < 1. O

Avant d’établir le dernier lemme puis le théoréme, nous devons introduire la notation

e log(n)
4.3 e Tog(X)
(1) = 3 )

Les termes de cette somme sont non nuls seulement si n est une puissances d’un nombre premier.
On écrit alors ¥; = ¥ 4 X7, avec X} la somme indexée seulement sur les nombres premiers, et X7
la somme indexée sur les puissances supérieures de nombres premiers.

Pour 1 < j < N, on note k; et I; des entiers, K; = quk et Lj =), ]ll, K = Ky et
L = Ly. On note k le vecteur (kq,---,kn), et 1le vecteur (I1,---,In). Enﬁn on écrit k! = [T &;!
(et similairement pour 1!).

Lemme 4.9 (Lemme 6) Supposons vérifiées les hypothéses 2.1 & 2.4, et que X < Twr1 . Alors

N

2T N
/T H(zj)kf (S;)4dt = Ty k! H(nj log(log(X)))* + O(T (log(log(X)))z K+1)~3)
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Preuve. Si K = L =0, le résultat est trivial. On supposera donc dans la suite que K + L > 1. On
écrit

log(n)

(4.4) bj(n) = ¢j(n)Ar(n)v(er =)

puis en écrivant n = (ny,--- ,ny),

N
(45) b =] T[ b

et

(4.6) B(n,k) = b(n, k)
Ainsi on a, par un argument de comptage classique,
N oo .
(4.7) [IE) =D Bn,kn =2+
Jj=1 n=1

L’écriture 3; = ¥+ 37 implique que I'intégrale se décompose en 2K+L intégrales, dont un terme
”dominant” composé seulement de facteurs de la forme E;, et un terme d’erreur, qui comporte
2K+L—=1 termes, ot chaque intégrale contient au moins un facteur Z;’ .

Nous nous intéressons d’abord au terme d’erreur.

L’inégalité arithmético-géométrique donne (en écrivant ;. les facteurs de la forme X%, ¥, 37,

Ei’j’ - I'important étant ici qu’il y en a au plus K + L — 1 de la forme X ou 273)

K+L—-1 K+L-1

1
ap = ( QI+ RFET
1 K+L-1
S K+L — Z 017{<+L71
r=1
< O(KJrLfl

= r1

ou a,, est le facteur maximal.
On obtient alors

2T K+L-1 2T
/ > ] ot g/ |27 o, | K TE Lt
T it T
2T 2T
(4.8) g/ |E;’||E;|K+L*1dt—|—/ DALY
T T

ol le second terme vient du terme avec seulement des E;/ (on peut ici appliquer 'inégalité arithmético-
géométrique avec K + L facteurs).
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L’inégalité de Holder donne alors (avec p = Klfifl et q=K+ L, et % + % =1)

2T 2T KiL-1 2T L
(4.9) / DAL (/ S Ear) (/ e tar) <
T T T
Si 'on peut montrer que les deux bornes
2T
(4.10) /T |55 2K 2R dt = O(T log(log(X)) %)
et
2T ol
2K 42
(4.11) / |57 [2R 2R at = O(T)
T

sont vérifiées, on obtient la borne

27 K+L ) .
(4.12) /T [] ewdt = O(T(log(log(X))) s K+0)-4)

r=1

Cela permettra de montrer que les termes d’erreur sont majorés par O(T (log(log(X)))z (K+1)=3),
Puisqu’il y a 25+L=1 = O(1) tels termes, on aura bien borné les termes secondaires par le terme
d’erreur du lemme.

Pour justifier que (4.12) suit & partir de (4.9) si 'on admet les deux bornes (4.10) et (4.11), on
commence par utiliser 'inégalité de Cauchy-Schwarz

2T 2T
([ mrtan® <7 [ s Peeta = o log(los () )
et donc

K4+L—1
K+4+L K4+L—1

2T =L K+L—1 K+L—1 1 1
(/T SR HEd) ST = (TR (log(log(X))) T R ) = O(T R (log(log (X)) F A D)

L’autre borne permet de traiter a la fois le second facteur dans I'inégalité de Holder et le second
terme de la majoration.

2T 9 2T
(/ ‘E/j/|K+Ldt) < T/ |Z;{‘2K+2Ldt _ O(TQ)
T T

d’ou
2T
/ S [KHdt = O(T)
T
et on obtient alors la bonne puissance de T' dans 'expression de la borne de (4.9), ainsi qu’un terme

O(T) dans (4.8) qui est méme plus petit que le terme d’erreur voulu puisque K + L > 1.
Il s’agit donc simplement de montrer les deux bornes (4.10) et (4.11).
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Nous commengons par (4.10). Le lemme 4 donne

2T 2T
2K+2L K+L N7 \K+L
|t [ et

_TZ‘ +O<Z|B )

n>1 n>1
avec
(4.13) Bn)= Y bip)-bipx+r)
P1"PK+L=TN

ot les p; sont des nombres premiers. La somme est comptée avec 'ordre. B’ est ’analogue de B :
c’est le coefficient du polynéme de Dirichlet ¥/%+E. Puisque n fixé a une décomposition unique en
facteurs premiers, il y en a toujours K + L, et il y a (K + L)! manieres de les ordonner. On obtient
donc, d’apres ’hypothese 2.4,

TZ |B’§1n)| <T(K+1L) ,(Z |b](;7)|2>K+L

n>1

T(K + L)! (Z |¢; (p) \2)K+L

p<X

2
T(K + L)! (Z'“Jp‘

(4.14) — O(T(log(log(X))) )

)I(+[1

et d’autre part, d’apres 'hypothese 2.2,

STIB () < (K + L) '(Z|b
(K + ) les(p

p<X

=(K+ L) (Z|aj

p<X

()()(K:¥L+f)

)}(4*L
)I(#*L

)K—‘,-L

(T=FLFT RTETT (K+L+€))

(T)

0]
(4.15) 0]
ce qui montre la borne (4.10).
Pour montrer la borne (4.11), on commence par remarquer que d’apres la proposition 2.9, la
contribution des puissances plus grandes que les carrés est finie. Il suffit donc de s’intéresser aux
termes en carrés de premiers.

On écrit alors
B'(n)= > b)) bj(pkir)

2.2
PiPr4L=n
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et par les mémes arguments d’unicité de décomposition en facteurs premiers, de comptage, et en
utilisant simplement la proposition 2.10 au lieu de I’hypothese 2.4 on obtient successivement

TZ |B <T(K+L)!(Z|bj(;;2)2) — TO(1) = O(T)

et

> B"(n)? = 0(T)

n>1
ce qui établit la seconde borne.

Cela montre bien que la somme des 25+X~1 intégrales secondaires est bien bornée par le terme
d’erreur O(T (log(log(X)))z K+L)~3),

Intéressons-nous donc au terme principal

Ici on reprend
(4.16) B'(nk)= > bnk)
P1"PK=N

olu les p; sont premiers. Essentiellement on restreint la définition initiale des B aux seuls cas

n:(pla"' 7pK)

puisque Z;- a des coefficients seulement aux indices premiers.
Le lemme 4 donne alors

N I Drn 1) 1 1
/2T E’ idt =T Z MJ@(( Z |B’(n,k)|2)§( Z |B/(n,l)‘2)§)

th tIL_n
Le terme d’erreur se borne comme dans la démonstration des bornes (4.10) et (4.11). On a
K
> IBmIP <K Y laym)f) =0
P11 PK=N p<X
et de méme pour l'autre facteur, si bien que la borne devient
1 1 c
(2 B@RP) Y IBmDP)=0x )=o)
P1PK=TN q1-qK=n

Si K # L, alors par unicité de la décomposition en facteurs premiers, aucun n dans l'indice de
la somme ne vérifie n = p; -+ px = q1 -+ - qr. On prend donc dans toute la suite K = L > 1.
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11 suffit pour établir le lemme 6 de montrer que

N

Z_ Bn.k)B'(n,1) kiB'(”’ D _ S 1K! H(nj log(log(X)))* + O((log(log(X)))z E+L)=3)
q1--qL=n N 1
= Ji1k! H(nj log(log(X)))* + O((log(log(X)))*~2)

Nous procédons par récurrence sur K.

Si K=1,ona

B'(n,k)B'(n,1
T (n, k)B'(n, 1)

n

U(elog(x) )

_ i(wj—wk) Z aj(p)ax(p) los(n)

Montrons donc que

. . og(n)
etwi—wi) Z M’U(e:‘):(x)) = §;5n; loglog X 4+ O(1)
p
p<X

En écrivant S(t) = ., M, on obtient par sommation par partie

X
) og(n 1 1 1
E 23P)%D) (p)ak(p)v(ellog((xﬁ) = S(X)v(e) —I—/ S(t) e toEx Tyt )dt
= P 1 log X

= O—I—/ S(x't X )u(z)dx
1
:/ 8.k loglog(xlogx)u(x)daj—l—/ O(1)u(x)dx
1 1
= / d;.1kn;(loglog X + log log )u(z)dz + O(1)
1

e
=, n;log logX/ u(z)dz + O(1)
1
=4, n;loglog X + O(1)

ce qui montre bien 'identité dans le cas K = 1.

Montrons donc I'hérédité.
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Commengons par considérer la contribution a

B'(n,k)B’(n,1
3 (n,k)B'(n,1)

_ n
P1PK=nN
qi---qL=n

venant des n qui admettent un carré dans leur décomposition en facteurs premiers. En notant
W (p) = max; |c;(p)], on a b;(p) < W(p).
L’inégalité arithmético-géométrique donne alors

|B'(n. k) B'(n.1)| < |B'(n,k)* + |B'(n, 1)
et on a alors comme pour (4.14) et (4.15)

[B' (K[ _ (- WD) W (p)>\ K2
D <k (X )

n p p

Le premier facteur est fini d’apres la proposition 2.11. Puisque W (p)? < 2 Ej\;l b;(p)|?, on obtient
(de la méme maniere que pour (4.14))

2 -2 1
(X @)K = O((log(l0g(X))) ) = O((log(log(X)))*~#)

Ainsi la contribution venant des n admettant un diviseur carré est bornée par leterme d’erreur, et
il suffit de s’intéresser aux n n’admettant pas de diviseur carré dans la suite.

On note Pk l'ensemble des entiers ayant exactement K facteurs premiers, tous simples. En
écrivant alors p = (p1,- - ,pKk) et en remarquant que q doit contenir les mémes nombres premiers
et que c’est donc une permutation de p, on a
B'(n,k)B'(n,1) b(p. k)b(q,1)
(a1m) pPEAGLILITRINS oA ICH

/TL ...
Pre Pa b1 PK

Soit 7 une permutation de {1;--- ; K'}. On note ¢ = (1) et p, la permutation de p induite par
m. On note j; le premier indice tel que k;, # 0, et ji l'entier tel que Lj 1 <i < Lj. Alors la
somme (4.17) restreinte aux cas ot 7(1) = 4 avec ¢ fixé, s’écrit

b;, (p1 bj/ 1 'K Y
(4.18) Z ZW:Z i, (1) 1(]9)2 b(p’,k)b(q’, 1)

m,m(l)=i P P1 e p’.q’ b2 PK

ot 'on a enlevé p; & p, et q est la permutation induite par m de p’. k’ s’obtient & partir de
k en enlevant 1 au coefficient d’indice j; (et idem avec 1’ et j1). On a simplement enlevé ici la
contribution du tout premier E;-, avec celle de sa contrepartie pour la permutation 7.

On souhaite désormais que les valeurs po,--- ,px puissent également valoir p;, pour pouvoir
factoriser. Grace a notre remarque sur la contribution des termes admettant un facteur carré, cela
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peut se faire sans dépasser le terme d’erreur. On obtient alors

ijl(pl)bj;(pl) > b(p', K)b(d', V) _ (zp:b 1 (P)bjs () )(Z (P, K)b(d, 1’))

D1 b2 PK p

:(Zb L (p)bjr (p )(Z nk’B(nl’))

Px

D’apres ’hypothese de récurrence, et le cas K = 1 traité plus haut, on peut réécrire la derniere
ligne

N
(53'1711”11 log(log(X)) + O(l)) (5k/,1/k’! H(nj log(log(X)))]%‘ + O((log(log(X)))Kil*%))
N
= 05, 41, log(log(X)) i k! H(nj log(log(X)))" + O((log(log(X))) X~ %)

Tout cela a été fait & ¢ fixé. Il suffit alors de sommer ’expression obtenue (4.18) sur ¢ pour
retrouver notre somme (4.17) (on notera ici que seul j; dépend de ) :
B (n, K) B0 1) K N y )
y BlBnD 2 Jisi s 108(108(X)) e [ log(log(X)))" + O((og(log(X)))* ")
Px j=1
N

K
z 1,7 O 1K I, log(log (X H n; log(log(X)))" + O((log(log(X)))*~
j=1

[N

)

K N
. _1
=" 65,40 vk T (n) log(log(X)))™ + O((log(log(X)))*~2)
i=1 j=1
Il reste simplement & montrer que

K

> 85,510k k! = O 1K!

=1

Pour cela, on commence par remarquer que

Ok,1 = 0j, j; Ok’ 1

)

1l suffit alors de considérer pour quelles valeurs de i on a d;, j; = 1. Par définition (on rappelle que
Ly <i<Lj)ilyaly =l = kj telles valeurs. Puisque

ki K = k!

on a bien I’égalité voulue.
Cela acheve la preuve du lemme. O

Nous pouvons a présent montrer le théoreme B.
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Théoréme 4.10 (Théoreme B) Supposons que L = L; vérifie les conditions 2.1 & 2.4, ainsi que
U’hypothese de Riemann généralisée ou bien la condition plus faible

N(o,T,L) = O(T'~*(c=3))

uniformément pour o > % 5, avec a > 0.
Alors, en notant n =n;, quand t — oo, les fonctions

log [L(5 +it)|
mnlog(log(t))

et
arg L(% + it)

mnlog(log(t))
tendent vers des variables aléatoires gaussiennes de fonction de densité

—7'I"U.2

e
Preuve. On commence par définir les fonctions
U; = (mn; log(log(T))) "%,
ainsi que la mesure de probabilité (on note ici A la mesure de Lebesgue)
pr(0) = T ({e € [T:27] | (U(2), -+, U(2) € 2})
On choisit X de maniere a avoir
log(X) = log(T) (loglog(T))) "

On a alors logg;)) = (log(log(T))) %, log(log(X)) ~ log(log(T)), et pour tout € > 0 on a X = O(T*).

Le lemme 6 implique alors

2T

N
) 1 Jpu—
/(CN H Z;CJ ijljd,u,T(Z) = T UJRJ Ujladt
j=1

T

N kit 2T N
Hmmm»W“/H@WWW

= Sak!n K H (1og 8(X)) )kj +0 ((log(l(())g(X))) - (log(log(X)))§>

log(log(T"))

et en faisant tendre T vers l'infini, on obtient
N
A /CN [12 %" dur(z) = aktn =™
j=1
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Puisqu’on a par ailleurs
N
/ 272" e ™ dA(z) = e akla™™
cN

un résultat chassique de probabilités implique que quand 7" — oo la mesure pur converge vers la
mesure e~ "2 d\(z) sur CV.
D’autre part, en écrivant V;(t) = log L;(3 + it)(wn, log(log(t)))~ 2, on a

1 2T 1 1 2T 1
- Vit) — U ()| dt < ~ / log Li(= +it) — ¥;| dt
F WO -0 S g [ oy i) -

1 2T 1 1 1
+7f, Ilosty(g+il (log(log(1)))F  (log(log(®)F "

D’apres le corollaire du lemme 3, le premier terme vaut O( 1125((?) (log(log(T)))~2) = O((log(log(T)))~ %)

puisque 1135(()7;)) = (log(log(T)))7.
Pour le second terme, il faut d’abord montrer

1 1 3
T — = O((log(log(T)))" %)
(log(log(T)))z  (log(log(2T)))2
Alors on obtiendra grace au lemme 5
1

1/2T|10ng(1+it)l - S |dt < (log(log(T)))~
T Jr 2 (log(log(T)))>  (log(log(t)))>

3
1

2T 1
/ log L (= +it)| dt
T 2

Nl =

< (log(log(T))) ™% = T\/log(log(T))

N

< (log(log(T))) ™~

Cela s’obtient par un calcul direct. On a en effet
| 1 __ 1 : | < | 1 __ 1 1
(log(log(T)))z  (log(log(t)))z — (log(log(T)))z  (log(log(2T)))z
_ Vlog(log(2T)) — +/log(log(T))
Vlog(log(2T))+/log(log(T))
< ooy VBB D)) ~ o (los(T))
1

= Tog(log(@) °V
—o(—2

og(log(7))

De cette estimation L' on déduit que le vecteur (Vi,---,Vy) a la méme distribution (quand
T — o0) que le vecteur (Uy, -+ ,Uy), et a donc la méme limite, c’est-a-dire e~z Par conséquent
chaque Vj tend vers e~ = emm@*Hy?) = =% emy’ ot puisque log L;j(3 + it) = log|L;($ +
it)| + i arg Lj(% +it), la partie réelle et la partie imaginaire tendent chacune vers des lois de densité

O

2
—Tu
€ .
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5 Preuve du théoréme A

Nous commencons par le résultat suivant.

Lemme 5.1 (Lemme 7) Supposons que L; vérifie les hypothéses 2.1 a 2.4 ainsi que soit GRH soit
la borne plus faible N(o,T,L;) = O(Tl_a("_%)), et soit M > 2 une constante. Alors on a, pour
tout p € [0; M|, uniformément pour p et M, et quand T — oo

(5.1) / ’log |L;( + it + o g?T))‘ —log |Lj(% + it)|‘dt = O(T+/log(M))
et
(5.2) /2T‘N(t I M’dt:O(T Tog(M))

' r log(T)’ = ¢

Preuve. D’apres I'inégalité triangulaire et le corollaire du lemme 3, on a

/TQT ( long(% it + logil(LT)) _ 1ong(% n it)‘dt < /:T ‘zj(t + @) - Ej(t)‘ dt + O(Tllggg((?))

(5.3) ‘ i C] ,wllog((;;) ;og((T) ’dt N O( log(T) )
. og og
- n2+” - log(X)
Comme dans la démonstration du lemme 5, 'inégalité de Cauchy puis le lemme 4 donnent
s Cj i log(n) log(n) 2 > iy Los(n) log(n)
( ‘ Z — e o) )y (eilog(T))‘dt) <T ‘ Z — e os(T) )y (e Tos(T) )‘ dt
n2+zt — n2+zt

2 ‘CJ .o prlog(p
TZ (21( +OTZ\CJ

pr<X pr<X

Les propositions 2.10 et 2.12 permettent de borner le premier terme par O(T2 (1+log (u ;?fég% )))

(on a pris ici p € [0; 2%] ce qui est toujours une conséquence de u < M pour T assez grand).

Le second terme se borne en utilisant I’hypothese 2.2, par O(T X 17¢).
On obtient donc

2T 1 . m 1 . log(X) iy log(T)
/T ‘long(§+zt+log(T))—long(§+zt)’dt = O(T\/(l—i—log+ (M210g(T)))>+O( 2 X )+O(Tlog(X)>

et en prenant X = T2 (avec a < 1) on obtient la borne voulue. On en déduit la premiere borne du
lemme en prenant la partie réelle des log L;.

En utilisant le méme résultat, avec les parties imaginaires plutot que les parties réelles, on
obtient par définition de S;

2T M
/T ‘Sj(t+log(T))—Sj(t)’dt:O(T Tog(M))
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On a d’autre part

N(at—i— 102(4T)) - ATM :N<t+

)—N(t)—A—M

™

k;\g}(T) M AM
=o(t+ 10g(T)> —0(t) + 55 (¢ + @) -8t - ==

ol le terme S;(t + %) — 5;(t) est I'intégrande & laquelle on veut se ramener.

11 suffit donc de majorer 9<t + %) —0(t) — % Puisque d’apres la formule de Stirling on a

m o, T Im(un) - -
Q(T)ZEZ/O B logtdtJrilogQJF;()\hél 1+Re(2“h))+0(%)

™
h=1

on peut écrire, en notant a = I'm(uy) pour alléger les calculs

M AM
0(75 o(t) — 2
T )) ®)
1 & Prltrgr)ta AM M 1 1
- = / T logtdt — — + 02 Q +O<—)
T = Jantta m logT « T
1 ¢ [rtegr)ta AM M
- / = 1ogtdt——+0( )
™= Iantta T logT

_ 7%( A, t+7)+a) log ()\h(t_‘_%)—i—a) - (/\h(t—&-%)—Fa)
- ((Aht +a)log(Ant +a) — (Ant + “)) — O(IOZT)

™

= 72( (t+ 7) +a> log ()\h(tJr %) +a) — (At + a)log(Apt +a) — ATM +O(1OZT>

)\h(t+%)+a M M
zfz:: /\ht+a)1og( Nt a ) + A ngog(/\h(t+@)+a)—T+O

AM (M)

logT
1 — A M M M a AM M
= =Y (Mt +a)log (1 )A 1(1547_ 0(
wz:: nt+a) og( +(>\ht—|—a)logT + "log T °8 +10gT+)\h) T + logT)
1 M  a AM M
:; (t+1gT+Ah) 7r +O<logT)
1 AM M
- ?ZAhl 7 lo8(T) — = O(logT)
h=1
~(i5e7)
logT
dont l'intégrale sur [T'; 2T est bornée par O(IOQM) ), ce qui donne bien la seconde borne du lemme

puisque 1" — 0. O
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Pour la suite, on garde la notation
1
0(t) = arg G(§ + it)
et on pose
. 1
Fj (t) = 620(t)Lj(§ + Zt)

qui a les mémes zéros que Lj(% + it), et est une fonction réelle. De méme, dans cette partie nous
nous intéressons aux zéros de

N
F(t) = bF;(t)
j=1
On notera également dans la suite M > 2 une grande constante, et ¢ €]0; %] un petite constante,

ainsi que A la mesure de Lebesgue.

Lemme 5.2 (Lemme 8) Supposons vérifiées les hypothéses 2.1 a 2.4 ainsi que GRH. Alors il existe
un ensemble E C [T;2T) de mesure O(6T) tel qu’on a pour tout i et j # i, et pourt € [T;2T|\ E

(5.49) [log | E:(9)]] < ++/Tog(ioa(T))
et
(55) [log |F(1)| — log |, (1) = 6+/Tog(log(T))

Preuve. Par définition, pour ¢t € E, soit (5.4) soit (5.5) n’est pas vérifiée. Notons d’abord F; C E
Pensemble des ¢ € [T'; 2T ne vérifiant pas (5.4).
Si A(E1) n’est pas O(6T), alors

2T
vk >0, 32A, [ gkl > [ flog|Folde > KTog(oa(T))
T E,

ce qui contredit le lemme 5. Par conséquent A\(E;) = O(6T).
Notons alors E; ; 'ensemble des cas ou (5.4) est vérifiée mais pas (5.5). On a

E=EU|JE,;
i#]
et il suffit donc de vérifier qu’a ¢ # j fixés, A(E; ;) = O(6T).
D’apres (5.5) il existe m € N tel que pour tout t € E; ; on ait
log | F;(t
L8IBOL ¢ g (m +1)9]
log(log(T"))

et
log | F;(t)]

log(log(T))

En effet, pour que (5.4) soit vérifiée il suffit de s’assurer que |(m+a)d| < 61 pour a € {—1;0;1;2}.
Cela implique simplement [m| + |a| < §72 et puisque |a| < 672, |m| <2671,

€ [(m—1)8; (m + 2)d]
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Puisque log(log(t)) ~ log(log(T)) le théoreme B s’applique et chacune des fonctions oglBi)]

log(log(T))
tend vers une variable aléatoire de densité
1 —?
pila) =~ d
On obtient alors, puisque les variables aléatoires sont indépendantes
1 Z (m+1)68 (m+2)68
lim A(E, ;) < ([ e[ g
T—oo T iml<26-2 *Jmd (m—1)8
(m+2)8 Z (m+1)6
< max (/ p;(x) da:)( / pi(T) da;)
Im|<2672 \ J(m—1)s Im|<26-2 ™m0
(m+2)8
< i(x)d
< s [ e
= 0(9)
d’ott A(E; ;) = O(0T), ce qui acheéve notre preuve. O

L’essentiel de la preuve du théoréme A consiste alors & subdiviser notre intervalle [T'; 2T en petits
intervalles de longueur %, puis de considérer seulement ceux qui vérifient certaines propriétés
de régularité, puis de compter certains des zéros sur les subdivisions que nous aurons retenues. En
prenant ¢ en fonction de M, et en faisant tendre M vers 'infini, on verra que les petits intervalles
non considérés, ainsi que les zéros non comptabilisés sur les bons intervalles seront d’influence
négligeable pour notre estimation de Np(f,T,2T).

Plus concretement, on commence par définir ¢, = T—&—n%, et nos petits intervalles sont alors
les [tn;tnt1]. Pour plus de clarté on peut faire varier M de maniére & ce que le dernier intervalle soit
également de longueur % (nous verrons que cela ne fait aucune différence dans la preuve). On

note alors A/ Pensemble des indices ainsi obtenus. On note pour la suite que |[N| = M 1T log(T).

Proposition 5.3 Il existe un sous-ensemble N1 de N, de cardinal [N1| > (1 — O(9))|N], tel que
pour tout 0 < j < N et tout n € N7 on ait
log(M
de =0 <O§( ))

s6) L [
( . ) tn+1 —tn /t
dy) dx =0 (10?(]\/[)>

log(T ™

n

N<o:,x+ (1- \fé)M),Lj) —(1— \/g)A7M

et

1 thit 1 M
0 —— [ 3/
( ) tn+1 - tn tn <M 0

log

F; (x + logy(T)> ‘ — log | Fj(z)|

50



Preuve. En reprenant (5.2) du lemme 7, on obtient

2T
XJ:/T [Nttt (1 MS)%) . \/S)ATM‘dt

_ 2; /tt+
- o(T log((1 — \/S)M))

Nt t+(1— \fa)%) (- \/E)ATM‘dt

(5.8) = O(T 1og(M))

Par conséquent, si & j fixé, on a pour plus de O(§|A]) indices n

1 bnt1 M AM log(M)
e N 1—Vé)——,L; | —(1=-VI)—|d o ———=
tn-l-l —tn /tn (x’ ol ( \[) 1Og(T) ]> ( \[) T ! ?é ( 4
alors il suivra, puisque tnﬂ%tn = %, que pour ces mémes indices on a

AM

™

N<a;,x+(1—\/8)m]‘éf),@> —(1-V?)

M +/log(M)
dm#O( 0log(T) >

/tn+1
t

n

et finalement puisqu’il y a O(6|N|) = O(6M T log(T)) tels cas,

/:T ‘N(t,t—k 1- ﬁ)%) (- \/E)ATM‘dt £ O(T log(M))

ce qui contredit directement (5.8).
L’autre borne de la proposition s’établit exactement de la méme maniére, en utilisant (5.1)
plutot que (5.2), et en notant que
dy) dx

2T 1 M y
/ (M | el <x+ 1ogm) | ~log | ()
dx dy

1 M 2T y
:M/o /T Fj<x+logm>‘—log|Fj(:€)|

1 M
< M/o T+/log(M)dy
< T+/log(M)

log

log

On peut a présent établir le lemme suivant.

Lemme 5.4 (Lemme 9) Soit n € Ny. Il existe un ensemble S, C [tn;tnt1] de mesure A(Sy) >

(1- 0(6))%, tel que pour tout x € S, et 0 < j < N on ait
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(5.9) N(x,x-i—(l_\/S)L ) =(1—\/5)AM+0< 1og(M)>

log(T)" ™ T 52
ainst que
1 M Y log(M)
5.10 — [ |1og|Fi( )| =108 175 (@) |ay = 0 (Y57
(5.10) it | e[ (e ol )| - tor By 4
Preuve. Notre preuve est similaire a celle de la proposition précédente : si le complémentaire de S,
n’est pas de mesure 0(5%), alors les bornes (5.6) et (5.7) ne sont plus vérifiées. O

Il convient & présent de restreindre encore un peu I'ensemble des indices admissibles A7, comme
suit.

On dit que l'indice n est bon si n € N et §'il existe ¢ € Sy, tel que t¥ € [tn;tn + \/5%] et
t¥ ¢ E. Sinon on dit que l'indice est mauvais.

Estimons le cardinal de ’ensemble A5 des bons indices.

Si n est mauvais, n € N\ Ny oun € Nj et [ty;t, + \/S%] NS, C E. Dans le premier cas

d’apres la proposition il y a O(6N) indices.

Dans le second cas notre borne est moins directe. Au plus, 'ensemble E ne couvre que des

intersections [t,;t, + Ve %} N.S,,. 11 suffit donc de minorer leur mesure (puis de diviser la mesure
de F par ce minorant) pour obtenir une borne sur le nombre d’indices.

On a

M M M
A([tn; tn + \/Em] N sn) > (Vo — OO o7 2 \/Slog(T) (1-0(V3) > CVs

ou C' > 0 se déduit de la constante implicite ainsi que de § < i.
D’apres la borne pour A(E) obtenue au lemme 8, le nombre d’indices dans le second cas est
donc borné par

M
log(T)

log(T")
CMV5
Cela montre que [Na| > (1 — O(V$))|N]|

A(E) < O(VoM ' Tlog(T)) = O(V3|N])

Lemme 5.5 (Lemme 10) Soit n € Ns. Il existe un sous-ensemble Y,, C [0; M| de mesure

log (M) ))

(5.11) AYn) = M(l a O<52(1og(log(T)))i

tel que pour tout y € Y, et 0 < j < N, on ait

(512) log [ 5 (15, + o 777)| = 08 IF3(1)| + O(og(log(T))) )

Preuve. On applique (5.10) en & = t¥ et le reste de la preuve est exactement la méme chose que
pour le lemme 9 et la proposition 5.3. O
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Nous sommes a présent en mesure de montrer le théoréme A.

Théoréme 5.6 (Théoreme A)
A
No(T,2T, ) > (1 + o(1)) 2T log(T)
™

Preuve. Nous allons d’abord commencer par examiner les oscillations des fonctions F}; sur les
intervalles d’indice bon, puis nous donnerons un minorant du nombre de zéros dans un tel intervalle.

Soit m € Ny un bon indice. On définit I'intervalle

L= [0+ (1 - ﬁ)%]

Par définition de t¥, on a I, C [tn;tn41], ce qui implique que ces intervalles sont disjoints. On

définit également j, l'indice pour lequel
log |Fj, (t;,)| = max log | F;(t;,)]
J
D’apres (5.5) du lemme 8, et puisque ¢} ¢ E, on a pour j # j,
log |F;(t;,)] < log |Fj, ()| — 0+/log(log(T"))

Enfin, (5.12) donne alors pour j # j, et y € Yy,

(5:13)  log|Fy(t5 + 1o ts)| < Vom [y (15 + )| = 6/108(108(T) + O((log(log(T)))*)

On note 2, , - - , 2, les zéros de F}, dans I, (avec éventuellement des répétitions dans le cas de
zéros multiples). D’apres ’hypothese de Riemann généralisée, tous les zéros de G(s)L;(s) sont sur
la droite critique, et par conséquent N compte ceux de F; (ceci est le seul moment ou on utilise
I’hypothese de Riemann généralisée). On a donc d’apres (5.9)

(5.14) ke = (1 — JS)ATM + o<b(§2(]‘4)>

On notera le signe de F}, s’inverse entre deux zéros successifs (on peut définir le signe entre
diverses occurences d’un zéro multiple pour satisfaire a cette regle).

En pratique, on ne pourra observer un changement de signe qu’a la proximité d’un zéro de
multiplicité impaire (ce qui justifie la réécriture de notre théoreme A a la section 3), et si les
intervalles en question sont assez grands pour qu’on puisse y appliquer (5.13). Le terme F}, sera
de plus gros module, et dominera sur les autres termes dans ’expression de f et imposera donc son
signe. Cette méthode nous permet donc de compter certains des changements de signe de F.

Concretement, on note Zr et z 1 deux zéros consécutifs, et Z, = Zry R4l Si l'intervalle est
) K+ ) ) “K+
assez long, c’est-a-dire

(5.15) MZy) > O— Mylos(M)

62 log(T)(log(log(T')))

e
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(en notant C' > 0 la constante implicite de (5.11)), le lemme 10 implique qu'il existe

\ y
t =&, € Zs
"+m@)£€

avec y € Y,,. On dit alors que l'intervalle est large. Dans les cas contraires (i.e. &, n’existe pas), on
dit que l'intervalle est étroit.

Pour un intervalle large, (5.13) s’écrit

log | Fj (£:)| < log|F}, (€)] — 6+/log(log(T)) + O((log(log(T)))#)

ce qui donne
(5.16) j{:b Fj(€x) = bj, J”(fﬁ)(l_%()(e—gs/bgOEgﬁﬁj))

ce qui implique que F' et Fj, ont le méme signe en &, (au signe du coefficient b;, pres) des que T
est assez grand.

Soit x un indice tel que Z,; et Z,41 sont tous les deux larges. Puisque F(&,) et F'(£.41) sont
de signes opposés, F' a au moins un zéro de multiplicité impaire dans [x; 1]

Le nombre de tels k est au moins de k, — 2 — 2g (ou g désigne le nombre d’intervalles étroits).
En effet, pour qu’'un intervalle large soit neutralisé, il doit étre entouré d’intervalles étroits. Un
argument de comptage montre qu’il y a k, — g intervalles larges, et chacun d’entre eux peut etre
neutralisé par un intervalle étroit ou par le fait d’étre sur une extrémité.

D’apres Pexpression explicite (5.14) de k,, on obtient alors que le nombre de zéros de F sur I,
est au moins

(5.17) Np (I, F) > (1_\/5)A7]T”+o<1°§2(]‘4)> oy

Puisqu’il y a en tout |[N3| bons indices, on obtient encore
N

(5.18) AbCR2I§F)2LNﬂé;7< — Ve + O( {E¥£D>)——2§:BQ
j=1

ou l'on a noté K; le nombre de zéros de L; qui ne satisfont pas (5.15), c’est-a-dire des zéros de
partie imaginaire v tels que (en notant 4’ la partie imaginaire du successeur de =)

M+/log(M)
62 log(T')(log(log(T"))) s

v -y<C

En utilisant [NV5] > (1 — O(V9))|NV] = (1 — O(V8))M T log(T), on réécrit (5.18)
N

NMTJﬂFjZ%TbgTKIth+O( ﬁ%zw)f2§:Kj
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On écrit alors § = M3 (log(M))5, et on obtient finalement

N
(5.19) Np(T, 2T, F) > %Tlog(T)(l — O(M ™5 (log(M)) 1)) — 2 Z K;

Quand M est fixé, I’hypothese Hy permet de majorer Z;\;l K; = o(Tlog(T)), puisque € =

% tend vers 0 quand T tend vers l'infini (ceci est le seul moment ou 'on utilise Hy).
og(log 4

On obtient alors bien I’expression du théoréme A en faisant tendre M vers linfini. O
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