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Résumé en francais

Apres de rapides rappels, nous étudions les codes minimaux et les codes intersectants en
métrique de Hamming, puis nous introduisons les codes intersectants en métrique rang Fym-
linéaire.

Dans le cas des codes minimaux, nous prouvons une borne inférieure asymptotique sur
la longueur minimale d’un code minimal, et nous nous intéressons aux codes les plus courts
possibles dans le cas binaire.

Dans le cas des codes intersectants en métrique de Hamming, nous donnons une interprétation
géométrique de ces codes dans ’espace projectif. De cette interprétation géométrique, nous
affinons les bornes existantes sur la plus petite longueur d’un code intersectant, et nous
donnons de nouvelles constructions explicites de petite taille de codes intersectants.

Apres avoir rappelé le lien entre les codes intersectants et la constante de Davenport, nous
en donnons une généralisation a n’importe quelle valeur de g. Cela nous permet de généraliser
les bornes sur cette constante, et de donner des constructions explicites de longues suites qui
n’ont pas deux sous-suites disjointes a somme nulle.

Puisque la constante de Davenport a un lien avec la théorie de la factorisation dans les corps
de nombres, nous établissons une interprétation de la constante de Davenport correspondant
aux codes intersectants. Nous montrons alors un lien avec I’action du groupe de Galois sur le
groupe de classes.

Enfin, nous introduisons les codes intersectants en métrique rang. Nous montrons qu’il
existe une caractérisation géométrique des g-systemes correspondant a ces codes, et apres avoir

étudié leur propriétés, nous donnons des bornes sur les rangs admissibles pour ces ¢-systemes.

Abstract in english

After a brief review of basic notions, we investigate minimal codes and intersecting codes in
the Hamming metric. We then introduce intersecting codes in the rank metric (for Fym-linear
codes).

For minimal codes, we prove an asymptotic lower bound on the minimum length of a
minimal code and investigate the shortest possible codes in the binary case.

For intersecting codes in the Hamming metric, we provide a geometric interpretation of
these codes in projective space. From this geometric perspective, we refine existing bounds
on the smallest possible length of an intersecting code and present new explicit constructions
of short intersecting codes.

After recalling the connection between intersecting codes and the Davenport constant, we
generalize it for any value of ¢q. This allows us to extend bounds on this constant and provide

explicit constructions of long sequences without two disjoint zero-sum subsequences.
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Since the Davenport constant is linked to factorization theory in number fields, we establish
an interpretation of the Davenport constant corresponding to intersecting codes. We then
demonstrate a connection with the action of the Galois group on the class group.

Finally, we introduce intersecting codes in the rank metric. We show that there is a
geometric characterization of the ¢-systems corresponding to these codes. After studying

their properties, we derive bounds on the admissible ranks for these g-systems.
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Introduction : quatre langages,

trois directions

L’objectif de cette these est de développer les liens entre la théorie des codes et la combinatoire
additive sur des groupes abéliens finis. Il n’est pas surprenant que de tels liens puissent servir
d’axes de recherche, au vu de la proximité mathématique immédiate des deux domaines
(dans les deux cas nous avons affaire & de la combinatoire et de 'algebre finie). L’objet
de combinatoire additive sur lequel nous concentrerons notre attention est la constante de
Davenport et ses variantes, dont 1’étude peut étre regroupée sous le terme générique de

problémes de suites a somme nulle.

La plupart des résultats de cette these sont tirés de nos travaux [19,62,63], ainsi que d’un
article en préparation sur les codes intersectants en métrique rang, avec Martino Borello,

Daniele Bartoli et Giuseppe Marino, Linear rank-metric intersecting codes [13].

Commencons par introduire quelques notions de théorie des codes et de combinatoire
additive. Le lecteur intéressé pourra se référer a [38] pour une introduction plus complete a
la théorie des codes.

En métrique de Hamming, le support d'un vecteur z € Fy est o(x) = {i | z; # 0}, et
son poids de Hamming est wt(z) = |o(z)|. Un [n, k, d];-code linéaire est un sous-espace de
dimension k de Fy dont tous les vecteurs non nuls ont poids de Hamming au moins d.

En métrique rang, on ne considere plus des vecteurs, mais des matrices, et le poids d'un
mot de code est son rang. Nous travaillerons dans le cas ol notre espace de matrices est
Fgm-linéaire, que I'on peut alors assimiler & un sous-espace vectoriel de dimension k de Fym.
Si tous les vecteurs non nuls du sous-espace correspondent a des matrices de rang au moins

d, on parle de [n, k, d] m /q-code en métrique rang.

En métrique rang comme en métrique de Hamming, une matrice génératrice d’un code
C de dimension k dans Fy (ou Fin) est une matrice G' a k lignes et n colonnes, telle que
rowspan(G) = C. Une matrice de parité de C est une matrice H telle que C = ker(H) = {c |
H -c=0}.

11
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En combinatoire additive, notre objet central est la constante de Davenport d’un groupe
abélien fini. Etant donné un groupe abélien fini G, et une suite a1, ..., a, d’éléments de G (les
répétitions sont permises), une sous-suite & somme nulle est une sous-suite a;,,...,a;, telle
que 2521 a;; = Og. Il est clair que pour un groupe abélien fini, une suite assez longue doit
avoir une sous-suite (non vide) a somme nulle. La constante de Davenport de G, notée D(G),
est le plus petit entier ¢ tel que toute suite de longueur au moins ¢ admet une sous-suite (non
vide) & somme nulle. Le lecteur intéressé pourra trouver une introduction plus développée a

la combinatoire additive dans [32].

L’idée centrale, qui sert de base a tout notre travail, est la suivante.

Proposition 0.0.1. Soit H € M;,_j)xn(Fy) une matrice et C = ker H C Fy. Un élément

¢ € C correspond a une suite a somme nulle (pondérée par les coefficients de ¢) de colonnes
de H

n

Z CiHi == 0,

=1

ol H; désigne la i-eme colonne de H.

Notons que les colonnes de H appartiennent a Fg_k , qui est un groupe abélien fini, ce qui

permet d’entrevoir un lien entre théorie des codes et constante de Davenport.

Notre travail est divisé en trois chapitres. Le premier est consacré aux codes minimaux
(en métrique de Hamming), le deuxiéme aux codes intersectants en métrique de Hamming, et
le troisieme aux codes intersectants en métrique rang.

Dans le domaine particulier de la théorie des codes, nous utiliserons fréquemment une
approche géométrique. L’idée générale est d’associer a une matrice génératrice d'un [n, k, d4-
code C en métrique de Hamming un ensemble de points de 1’espace projectif PG(k—1,¢q). Les
propriétés géométriques de cet ensemble de points sont intimement reliées aux propriétés du
code C. Ainsi, la géométrie projective devient un nouveau langage dans lequel nous pouvons
exprimer les problemes que nous étudions dans le cadre de la théorie des codes et de la
combinatoire additive.

Une approche similaire existe également en métrique rang. A une matrice génératrice on
associe un g-systeéme, c’est-a-dire un sous-espace Fg-linéaire de F’;m, obtenu en faisant le [Fy-
span des colonnes. A un g-systeme correspond également un sous-ensemble de PG(k — 1, ¢™),

que I'on appelle un ensemble linéaire.

Notre étude des codes intersectants permet d’établir des liens entre certaines généralisations
de la constante de Davenport et la théorie des codes. Il s’avere qu’il est méme possible de

déterminer des liens explicites avec la théorie de la factorisation dans les corps de nombres.



CONTENTS 13

Nous avons porté une attention particuliere a cette partie de notre travail, afin d’y donner un

cadre le plus complet possible.

Notre exposition est divisée en cinq chapitres. Pour commencer, deux chapitres introductifs
présentent 1’essentiel des prérequis en théorie des codes et en combinatoire additive sous une
forme synthétique. Puisque, comme nous l’avons vu plus haut, notre travail touchera a de

nombreux champs d’étude mathématique, le champ des prérequis est assez large.

Codes minimaux et ensembles générateurs d’hyperplans

Les codes minimaux sont un objet classique de théorie des codes, étudiés par exemple dans |3,
4,6,8,9,14,18,26,41,51,52]. Ils ont de nombreuses applications, en particulier pour un protocole
cryptographique de secret partagé, ainsi que pour I’étude des ensembles saturants (qui sont
intimement reliés a I’étude du probléeme du recouvrement).

Ils sont définis comme suit.

Définition. Soit C un [n, k, d|,-code, et ¢ € C\ {0} un mot de code non nul. On dit que c est

minimal si
vd e C\ {0}, o(c) ¢ a(e).

On dit que C est minimal si tous les mots de code (non nuls) de C sont minimaux.

Notre travail s’inscrit dans la lignée de ’approche géométrique découverte simultanément
en 2019 dans [3,66]. Selon ces travaux, il existe une bijection entre les classes d’équivalence
de codes minimaux et les classes d’équivalence projectives d’ensembles de points de 1’espace
projectif avec la propriété de pouvoir engendrer tout hyperplan. Pour ce premier travail
en langue francaise, nous avons choisi d’appeler ces ensembles des ensembles générateurs
d’hyperplans. Ceux-ci ont été introduits pour la premiere fois en 2011 dans [31].

Nous voulons étudier la fonction m(k, q), qui désigne le plus petit entier n tel qu'il existe
un [n, k|g-code minimal. Nous nous intéressons au régime ou ¢ est fixé et k est grand.

Grace aux travaux cités plus haut, il est connu que cette fonction m(k, ¢) est bornée par le
haut et par le bas par des fonctions de la forme ckq, ot ¢ > 0. Cependant, il n’est pas connu

a ce jour si limyg_,oo m(k, q)/k existe. Dans [6], les auteurs établissent le résultat suivant.

Théoréme.
m(k,q) > (k—1)(g+1).

Notre travail nous permet d’établir le théoréme suivant.

Théoréme ([62], Théoréme 3.3., et [16], Théoreme 1.4.).

liminf m(k,q) > (¢ +(q)) - k,

k—o0
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ol ¢ est une fonction croissante qui vérifie
1
1.5204 < £(2) < e(q) < V2 + 5

L’une des conséquences immédiates de notre résultat est que, a ¢ fixé, il ne peut exister
qu’un nombre fini de codes minimaux pour lesquels n = (k — 1)(¢ + 1).

Il est donc naturel de s’intéresser a ces codes particuliers, ce que nous faisons dans la suite
de notre chapitre dans le cas particulier ou ¢ = 2. Nous montrons que de tels codes n’existent
pas quand k € {7,8,9,11}, et n’existent pas non plus quand k =5 (mod 8).

Dans la suite du chapitre, nous nous intéressons a divers résultats sur les codes minimaux et
sur les ensembles générateurs d’hyperplans, en particulier une construction explicite présentée
dans [7], et les nombreuses applications des codes minimaux, par exemple pour I’étude des

ensembles saturants.

Codes intersectants en métrique de Hamming

Les codes intersectants en métrique de Hamming sont définis comme suit.
Définition. Un code C est dit intersectant si
Ve,d € C\ {0}, o(c)no(d) # @.

On constate rapidement que la définition d’un code intersectant coincide avec celle d’un
code minimal quand ¢ = 2. Tout code minimal est intersectant, mais 'inverse n’est pas vrai
quand g > 2.

Les codes intersectants ont été fréquemment étudiés dans la littérature, par exemple dans
[27,29,58,60,64]. Si beaucoup de travaux ne s’intéressent qu’au cas ¢ = 2, qui est le plus
directement utile pour des applications, les codes intersectants pour d’autres valeurs de g ont
également été étudiés. Des applications des codes intersectants au transfert inconscient et a
d’autres problemes ont été données par exemple dans [17,22,30].

Notre approche sera assez similaire a celle pour les codes minimaux.

Premierement, apres avoir exploré quelques propriétés élémentaires des codes intersectants,
nous verrons qu’ils correspondent aux ensembles non-2-cohyperplanaires (N2C), qui sont les
ensembles de points de PG(k—1, ¢) qui ne sont pas contenus dans I'union de deux hyperplans.

On congoit aisément que de tels ensembles doivent avoir une taille minimale, qui correspond
a la longueur minimale d’un code intersectant de dimension k sur F,. Nous notons cette taille
minimale i(k, q) par analogie avec la fonction m(k, q) définie plus haut.

En utilisant des méthodes analogues a celles du précédent chapitre, nous établissons les

théorémes suivants, qui donnent des bornes inférieures sur i(k, q).
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Théoréme.
Z(ka(J) > 2k — 17

et I’égalité n’est satisfaite que par les codes MDS.

Théoréme.

10
lim jnf 229 >o4 -
k—o0 q—1

Théoréme. Pour g < 17, il est possible de donner de meilleures bornes inférieures asymptotiques

que celles du théoreme précédent, elles sont résumées dans le Tableau 1.

lim infy_, Z(I;;’Q)

3.5276
2.8272
2.5713
2.4342
2.2862
2.2411
2.2060
2.1547
2.1185
2.0802
2.0703

© 00 J T = W N

— =
D W =

—_
EN |

Table 1: Borne inférieure sur la longueur asymptotique des codes intersectants

Les bornes inférieures sur i(k, q) exposées ici peuvent étre interprétées comme des résultats
d’inexistence, i.e. il n’existe pas de codes intersectants plus courts que telle valeur. Les bornes
supérieures sur i(k, q) correspondent, elles, a des résultats d’existence, i.e. il existe des codes
intersectants avec telle longueur. Ces résultats d’existence peuvent prendre deux formes : soit
probabiliste et non explicite, soit explicite (correspondant a un choix explicite de points sur
une courbe algébrique, comme expliqué dans [58]).

Voici le résultat probabiliste, déja bien connu dans la littérature [27].

Théoréme. Si

2
n>——"0 k

B lqu(ﬁ)

alors il existe un [n, k, d],-code intersectant. Par conséquent on a

(K 2
lim sup ik, q) < .

k—00 N log,(5)
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Dans le cas des constructions explicites, nous utilisons I’argument de graphes expanseurs et
de codes AG proposé dans [7] pour les codes minimaux et donnons une construction explicite
analogue pour des codes intersectants. La valeur de la constante a(g,t) correspond a une

borne supérieure (issue d’une construction explicite)

; 2
lim sup ik, a7) < a(q,t)
k—oo

q t | alg,t)

32 86 | 299.5378

42 39 | 110.0490

52 27 | 71.8927

72 20 | 48.6300

82 18 | 43.7121

92 17 | 40.4255

112 15 | 36.2747

132 14 | 33.7937

162 13 | 31.5103
177 <q<19? | 13| ~30
232 <q<27? | 12| ~28

292 12 | 27.7441
312 <¢<322 | 11 ~ 27
372 <q<49? | 11| ~26
532 < ¢<832 |11 ~ 25

Table 2: Plus petites valeurs de a(q,t) pour ¢ carré et petit

Cette construction explicite n’est cependant pas optimale, et en combinant les arguments
de Randriambololona dans [58] avec de la concaténation, nous donnons des constructions
explicites tres courtes de codes intersectants, qui sont parfois plus courtes que la borne

probabiliste.

Théoréme. Les bornes suivantes, issues de constructions explicites (utilisant parfois de la

concaténation), sont vérifiées:

e Si g est un carré et ¢ > 25, alors

(K 2
lim sup ik, 4q) <2+

k—oo k B \/>_2’

e Si g = p?™*! est une puissance impaire d’un nombre premier (avec m > 1, c’est-a-dire

que ¢ n’est pas premier) et si ¢ > 32, alors

ik, q) _ 4

lim sup
k—o0
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e Si ¢ est un nombre premier vérifiant ¢ > 11, alors

limsupm <3+ 5

k—o0 o q_2‘

Pour les valeurs restantes de g, les bornes sont indiquées dans le Tableau 3, avec les parametres

du code interne utilisé pour faire la concaténation avec des codes AG.

Borne supérieure pour

q Parametres du code interne lim supy._, . i(k, q)/k Borne probabiliste
2 [15, 6]2 5.8334 4.8189
3 [10,5]3 4.3561 3.7382
4 5,34 4.1667 3.3539
5 [5,3]5 3.9025 3.1507
7 [7,4]7 3.5745 2.9331
8 (3, 2] 3.5 2.8666
9 (3,29 3.4286 2.8148
16 [3,2]16 3.2143 2.6266
27 [3, 2]27 3.12 2.5146

Table 3: Bornes supérieures obtenues avec des codes AG pour les valeurs exceptionnelles de ¢

Apres ces études en termes de théorie des codes, nous passons a une étude dans le langage
de la combinatoire additive et de la constante de Davenport.

Nous proposons une généralisation de la constante de Davenport qui permet de conserver
le lien avec la théorie des codes pour tout g. Si le lien était simple quand ¢ = 2, ce n’est pas
le cas pour d’autres valeurs. Une premiere généralisation a été proposée dans [47], dans le cas
particulier ou g est premier. Nous introduisons un systeme d’endomorphismes, noté 9y, dont
I’action sur C;,”" correspond a 'action scalaire de F, sur Fy.

En notant ¢ = p”, nous notons Dg notre constante de Davenport d’ordre 2 généralisée.
Nous montrons alors des théoremes qui permettent de passer d’énoncés sur Dg a des énoncés

sur i(k, q).

Théoreéme. Soit E,u- le groupe abélien élémentaire d’ordre P, otl p est premier et h,r sont

des entiers positifs. Alors DS(EPM) est le plus petit entier n tel que tous les [n,n — 7] » codes

P
ne sont pas intersectants. Par conséquent

D’QZ(EphT-) =min{m >r+1|m < i(m—rp")}.
Lemme. Soit o < liminfy .o, i(k,p")/k, et 8 > limsupy_,.. i(k,p")/k. Alors

DY(E
lim sup 2( " ) < a
r—00 r a—1
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et L
D3 (E
lim inf 2 ph)z B .
r—00 r ﬁ—l

Nous donnons une formulation équivalente sur D}QL des bornes sur i(k,q) présentées plus

haut.

Puisque la constante de Davenport a un lien avec la théorie de la factorisation, nous
donnons une interprétation de notre constante de Davenport généralisée dans le langage du

groupe de classes d’un corps de nombres. La voici.

Théoréme. Soit p un premier et h,r > 0 des entiers. Soit K un corps de nombres tel que
CI(OK) == Eph'r.
La petite constante pondérée de Davenport d’ordre 2, notée d4 (Cl(Ok)), est le plus grand

nombre £ € N tel qu’il existe ¢ idéaux premiers p1, ..., ps tels que tout produit

‘
H Qis
i=1

ou q; est un idéal dans la classe de @;([p;]), avec ¢; € Qp, n’est pas divisible par le produit

de deux idéaux principaux non triviaux.

Nous verrons enfin que 'action de Qj, peut étre interprétée comme l’action du groupe de
Galois sur le groupe de classes dans certains cas (par exemple quand ¢ — 1 est un nombre

premier de Mersenne).

Codes intersectants en métrique rang

Apres nous étre intéressés aux codes intersectants en métrique de Hamming, nous nous
demanderons ce qu’il en est en métrique rang.

L’objectif d’'une étude des codes intersectants en métrique rang est de participer au
développement de la théorie géométrique des g-systemes, qui sont la contrepartie des codes
non-dégénérés en métrique rang Fym-linéaire.

Il doit étre noté qu’il n’est pas clair de savoir quelle définition donner aux codes intersectants
en métrique rang, étant donné que plusieurs définitions candidates sont a priori cohérentes.
Nous choisissons de demander aux supports de deux mots de code non nuls d’avoir une
intersection non triviale, en définissant le support d’un mot de code comme étant le rowspan
d’une matrice représentative du mot de code dans n’importe quelle F,-base.

Avec cette définition, nous montrons un théoreme de caractérisation géométrique. Un
g-systeme 2-générable est un sous-espace Fg-linéaire U C F’;m tel qu’il existe deux hyperplans
H,H' tels que

U=HNU+H NU.
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On montre alors le théoreme de caractérisation géométrique suivant.

Théoréeme. Soit C un [n,k,d|sm/-code non-dégénéré en métrique rang. Les assertions

suivantes sont équivalentes.
1. Le code C est intersectant en métrique rang.
2. Pour tout A € GL(n,q), le code C - A est intersectant en métrique de Hamming.

3. Pour tout A € GL(n,q), et pour tout [n,k,d|,-systeme S C PG(k — 1,¢™) obtenu a

partir des colonnes d’une matrice génératrice de C - A, 'ensemble S est N2C.
4. Le [n, k,d]gm /q-Systeme U correspondant au code C n’est pas 2-générable.

L’étude des codes intersectants peut alors étre menée avec les outils géométriques des

g-systemes. Nous montrons alors les théoremes suivants.
Théoréeme. Soit U C F’;m un g-systeme de rang n. Sin > 2m — 2, alors U est 2-générable.

Théoreme. Sin < 2m — 2k + 1, il existe un g-systeéme U C Ff;m de rang n qui ne soit pas

2-générable.

Pour finir, nous concluons notre étude par un examen des g¢-systemes de rang n avec
2m — 2k + 1 < n < 2m — 2 dans le cas particulier k = 3.
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Chapter 1

Théorie des codes

Elwood: It’s 106 miles to Chicago, we’ve got a full tank of gas, half a pack of
cigarettes, it’s dark and we’re wearing sunglasses.
Jake: Hit it.

- The Blues Brothers

L’objectif de ce chapitre introductif est de présenter la théorie des codes linéaires.

Les codes ont une importance cruciale dans le domaine de la transmission d’information.
Ce domaine ne recouvre pas seulement I’ensemble des communications entre humains ou entre
ordinateurs, mais aussi le stockage de données (qui peut étre vu comme une communication
depuis le passé a destination du futur).

En théorie de I'information, une communication est modélisée comme 1’envoi d’un message
constitué d’une suite de symboles, mettons m = (mg,...,m,), dans un canal bruité. Ce
canal bruité modifie quelques symboles et produit en sortie un message alternatif m/ =
(m},...,ml), en quelque sorte on peut dire que le canal a brouillé ’écoute. Le destinataire
de la communication doit deviner m & partir de m’. Pour cela, il convient de choisir au
préalable un message m contenant une certaine dose de redondance (que nous quantifierons
avec précision plus bas). S’il y a assez de redondance, la donnée du message requ m’ doit

permettre de retrouver m.

Nous invitons le lecteur intéressé a se référer a [38], qui donne une introduction bien plus
approfondie que la courte présentation que nous donnons de la théorie des codes dans ce

travail.

Il convient, pour commencer, de fixer quelques conventions d’écriture, que nous utiliserons
dans toute la suite de notre exposé.
Dans toute la suite, ¢ désigne une puissance d’'un nombre premier. Pour tout tel g, il

existe un unique corps fini a ¢ éléments, que nous noterons F,.

23
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1.1 Introduction a la métrique de Hamming

La métrique de Hamming est une métrique nommée d’apres le mathématicien américain
Richard Hamming. Comme nous allons le voir, elle est particulierement adaptée aux probléma-

tiques de communication.

1.1.1 Les codes linéaires et la métrique de Hamming

Définition 1.1.1. Soit z € Fj un vecteur. Son support, noté o(z), est

o(z) = {i|x; # 0}.

Définition 1.1.2. Soit x € Fy. Son poids de Hamming est

Le poids de Hamming induit une distance sur Fy, appelée distance de Hamming:
d(z,y) = wt(y — x).
Définition 1.1.3. La boule de Hamming de rayon r et de centre zo dans Fy est I’ensemble
Bp(wo,r) = {z € F, | wt(x — o) <7}

Le cardinal d’'une boule de Hamming ne dépend pas de son centre.

Définition 1.1.4. Un code linéaire est un sous-espace vectoriel C de Fy. Sa dimension est
k = dimg,(C),
et sa distance minimale est

d= C{gigrlc{dH(c, )} = cer(rjl\i?o} wt(c).

On dit qu’un tel code est un code de parametres [n, k,d],, ou un [n, k, d],-code.

Remarque 1.1.5. Il existe également des codes non-linéaires, qui sont simplement des sous-
ensembles de [Fy.
Les codes linéaires sont un cas particulier des codes en général. Dans toute cette these

nous ne considérerons que des codes linéaires.

Définition 1.1.6. L’espace des matrices a k lignes et n colonnes et a coefficients dans un
corps K est noté My, (K).
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Définition 1.1.7. Soit C un [n, k,d],~code. Une matrice génératrice de C est une matrice
G € Mjsn(Fy) telle que C = rowspan(G):

Ve e C, EIxEIF];, c=x-G.
Une matrice de parité de C est une matrice H € M(n_k)xn(Fq) telle que C = ker(H):
Ve eFy, z€C < H'z =0.

Remarque 1.1.8. Un code linéaire n’a (sauf cas triviaux) pas de matrice génératrice et de
matrice de parité uniques. D’autre part, en appliquant le pivot de Gauss, on peut écrire une
matrice génératrice sous la forme

G = (I ‘ A),
ou A € ka(nfk)(Fq)

Définition 1.1.9. Une isométrie de Fy est une application linéaire ¢ : Fjy — Fg' qui préserve
la distance de Hamming:
Ve e Fy, wt(y(z)) = wt(x).

Définition 1.1.10. Deux [n, k, d];-codes C et C’ sont dits équivalents s’il existe une isométrie
Y Ty — Fy telle que C' = ¢(C).

Deux codes équivalents ont les mémes parametres: si C est un [n, k, d|,-code et si C' ~ C,

alors C' est aussi un [n, k, d];-code.

1.1.2 Communication et codes asymptotiquement bons

Définition 1.1.11. Soit C un code de parametres [n,k,d],. Son tauzr d’information est la

quantité R = k/n, et son tauz de correction est § = d/n.

Remarque 1.1.12. Il est difficile de parler des codes correcteurs sans mentionner leur utilité
pratique. Nous exposons ici tres brievement la maniére principale dont ils sont employés.

Soit C un code de parametres [n, k, d],. Notons 7 = L%J Puisque la distance minimale
de C est d, des boules de Hamming de rayon 7 centrées en les mots de code de C ont intersection
nulle.

Cela permet le protocole de communication qui suit. Deux interlocuteurs se mettent
d’accord sur un code C ainsi que sur une maniere de faire correspondre des messages potentiels
a des mots de code. On envoie un mot de code ¢ dans le canal bruité (décrit plus haut), qui
renvoie un vecteur x = ¢ + e, ou e est un vecteur aléatoire. En supposant que le canal bruité
ne fait pas plus de 7 erreurs, i.e. si wt(e) < 7, le vecteur recu x est dans la boule de Hamming

centrée en c. Pour retrouver c, il suffit donc simplement d’identifier de quelle boule il s’agit.
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On comprend que si d est grand, alors le rayon de correction 7 l'est également, et que
beaucoup d’erreurs peuvent étre corrigées. D’autre part, si le taux d’information R est grand,
le nombre de symboles utiles dans le message transmis est élevé: il y a peu de redondance.

Dans I'idéal on veut que R soit élevé (pour que le message soit transmis le plus efficacement
possible), et que ¢ soit élevé (pour corriger le plus d’erreurs possibles). Cependant, comme

nous le verrons dans la section suivante, R et § ne peuvent pas étre tous les deux élevés.
Cette derniere observation motive la définition suivante.

Définition 1.1.13. Une famille de codes asymptotiquement bons est une famille de codes F

qui contient une suite de codes (Cs)sen de parametres [ng, ks, dgq vérifiant

ng —o00, Rs>R>0, ds>6>0.

1.1.3 La concaténation

La concaténation est une méthode pour combiner des codes linéaires sur des corps différents.
Soit Z un [n, k, d]4-code et soit O un [N, K, D] r-code. En remarquant que F ~ IF’; et
que le code Z définit une injection naturelle de F’q“ dans [y, notons ¢ : Fr — Fy une injection

dont I'image est Z. La concaténation de Z et O est alors

ID¢O = {((b(cl), . ,(Z)(CN)) | (Cl, .. .,CN) S O}

Le code ZU4O est un code sur Fy, de longueur Nn et de dimension Kk. Sa distance
minimale vérifie d(ZO4O) > Dd.

Essentiellement, la concaténation consiste a considérer les coordonnées de O, qui sont des
éléments de F x, comme des vecteurs de F’;, que l'on peut injecter dans Fy au moyen d’un
autre code correcteur, sur F,. Du point de vue de la correction d’erreurs, on introduit de la

redondance au niveau de chaque symbole.

1.2 Bornes classiques

Avant de développer les outils de la théorie des codes, il est judicieux de mentionner les

g-analogues des coefficients binomiaux.

Proposition 1.2.1. Le nombre de sous-espaces de dimension k de Fy est

m _ (@ =D 1) ("M )
k|, (" =Dt =1)--(¢g—1)

Cette notion est le premier exemple de g-analogue, dont la définition, informelle, est la

suivante : le g-analogue d’une notion de combinatoire sur un ensemble fini de cardinal n est la
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notion de combinatoire correspondante pour un espace vectoriel de dimension n sur le corps
fini F;. Souvent, en faisant tendre ¢ vers 1 dans les formules, on retrouve la formule initiale
pour la combinatoire sur l’ensemble fini (c’est par exemple le cas avec les g-analogues des
coefficients binomiaux mentionnés plus haut).

Les g-analogues occuperont une place importante dans nos considérations en métrique

rang.

1.2.1 Les boules de Hamming

Beaucoup des bornes utilisent des résultats classiques sur les boules de Hamming. Nous nous

permettons donc de les rappeler.
Théoréme 1.2.2. Le cardinal d’une boule de Hamming de rayon r dans Fy est
" /n
Vol,(r,n) = Z <2> (g—1)".
=0

On notera sans souci que le cardinal d’une boule de Hamming ne dépend pas de son centre.
Définition 1.2.3. L’entropie g-aire est la fonction H,(t) = —tlogq(q%l) — (1 —1t)log, (1 —1).

L’utilité principale de la fonction H, réside dans la proposition suivante.
Proposition 1.2.4. Soit 0 <p <1 — % et n € N tel que pn € N. Alors

1. Soit n € N. Si pn € N, alors

Vol,(pn,n) < q"'H‘I(p) .

2. Soit € > 0. Il existe N € N tel que si n > N alors
Vol,(pn,n) > ¢ Ha®P)=e),

n-H,

En somme, cette proposition affirme que le ¢"*4(P) est une bonne approximation asymptotique

de Voly(pn,n), le cardinal d’une boule de Hamming.

1.2.2 Bornes sur les parameétres d’un code linéaire

Théoréme 1.2.5 (Borne de Singleton). Soit C un code de parametres [n, k, d],. Ses parametres
vérifient
k+d<n+1.
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Les codes dont les parametres atteignent la borne de Singleton sont appelés codes MDS
(pour "maximum distance separable”). Ces codes ont une interprétation remarquable en
géométrie projective (comme nous allons le voir plus bas). Puisque ces codes sont optimaux
du point de vue du taux d’information et du taux de correction, il sont d’un intérét particulier

pour les questions de communication.

L’une des familles de codes MDS les plus connues est celle des codes de Reed-Solomon,
construits comme suit. On sélectionne n éléments différents a,...,a, € F,. Le code de

Reed-Solomon de longueur n et de dimension k est alors le code d’évaluation

RSy ={(far),..., fan)) | f € Fg[X], deg(f) <k}

Proposition 1.2.6. La distance minimale du code RS, , est n —k + 1.

Les codes de Reed-Solomon sont utiles mais présentent le désavantage d’imposer n < ¢ (il
est possible de construire une version un peu plus générale qui ne nécessite que n < g+ 1, mais
cette longueur reste bornée). En particulier, cela implique qu’il n’est pas possible d’utiliser

seulement des codes de Reed-Solomon pour construire des codes asymptotiquement bons.

Théoréme 1.2.7 (Borne de Plotkin). Soit C un code de parametres [n, k, d],. Ses parametres

vérifient
d qk o qk—l
g 1 . .

0=-<

Théoréme 1.2.8 (Borne de Hamming). Soit C un [n, k, d],-code, et notons ¢t = L%J Alors

q" - [Voly(t,n)| < ¢".

1.2.3 Bornes asymptotiques

Les bornes présentées a la section précédente ont des versions asymptotiques, i.e. lorsque
la longueur n des codes considérés tend vers linfini. Nous allons abondemment utiliser ces
bornes asymptotiques dans les chapitres suivants dans le cas des codes minimaux et des codes
intersectants.

Nous allons présenter ces bornes sous la forme de fonctions majorantes g-aires, définies

comme suit.

Définition 1.2.9. Une fonction f : [0,1] — [0, 1] est une fonction majorante g-aire si pour
tout 0 < ¢ < 1, il n’existe aucune suite de codes de parametres [ng, ks, ds]q tels que ng — oo,
Lo — 6, et £ — f(5).

S
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Un exemple simple est celui de la borne de Singleton. En effet, si k +d < n + 1, alors
R4+0<1+ % On en déduit que R ne peut étre supérieur (asymptotiquement, dans le sens
exact défini plus haut) & 1—J. Par conséquent, la borne de Singleton est associée naturellement

a la fonction majorante g-aire f(z) =1 — x.

Théoréme 1.2.10 (Borne de Hamming asymptotique). La fonction suivante est une fonction
majorante g-aire:

F(8) = 1— H,y(5/2).

Théoréme 1.2.11 (Borne de Plotkin asymptotique). La fonction suivante est une fonction
majorante g-aire:

_,_a-1
(o) =1 —

Ces bornes sont relativement simples a établir a partir des bornes non-asymptotiques
énoncées plus haut.
L’étude des schémas d’association (que nous n’aborderons pas dans cette these) conduit

a la borne MRRW déduite du programme linéaire de Delsarte.

Théoréme 1.2.12. La fonction suivante est une fonction majorante g-aire:

3,6 = 11, (1 (4= 1~ (4= 25 -2/ = 1001 -5) ).

Cette borne a été montrée pour la premiere fois par McEliece, Rodemich, Rumsey, et
Welch [50] (d’ott son nom) dans le cas binaire, puis généralisée pour n’importe quelle valeur
de ¢ par Aaltonen [1].

Dans le cas ou ¢ = 2, c’est la meilleure fonction majorante binaire connue a ce jour.

On notera que toutes ces fonctions sont des bornes asymptotiques d’inexistence, i.e.
aucune famille de codes ne peut avoir ses parametres asymptotiques au-dessus du graphe
de la fonction.

Gilbert et Varshamov ont établi indépendamment! une borne d’existence qui vient compléter

notre compréhension des parametres possibles d’un code.

Théoréme 1.2.13. Soit 0 <6 <1 — %, et € > 0. Pour tout R > 1 — H,(d) — ¢, il existe une

suite de codes de parametres [ng, R - ng, § - ngl, avec ng — 0.

La borne de Gilbert-Varshamov correspond donc a la fonction minorante g-aire f(x) =

1 — Hy(z), dans la mesure ot pour tout couple (§, R) € [0,1]* avec R < f(4), il existe une

LGilbert était un théoricien des codes américain, et Varshamov était soviétique. Gilbert a prouvé une version
non-linéaire de la borne en 1952 et Varshamov a prouvé la version linéaire en 1957. Une des conséquences de la
guerre froide a été de diviser la recherche selon les lignes politiques des deux “blocs”. Pour ma part, je trouve
qu’il est correct d’attribuer a la borne les deux noms.
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famille de codes asymptotiquement bons dont les parametres convergent vers (6, R). Comme
nous pouvons le voir dans le théoreme suivant, un code linéaire sur [, pris au hasard est
proche de la borne de Gilbert-Varshamov avec forte probabilité. Dans cette mesure, la borne

indique le comportement asymptotique des parametres d’un code aléatoire.
Théoréme 1.2.14. Soit 0<§ <1 — %, et soit € > 0. Soit C un code sur [, de longueur n et
de dimension k < n - (1 — Hy(d) —¢). Alors

Pd(C) >n-0) >1—q "

Pour résumer la situation, une famille de codes est asymptotiquement bonne si elle contient
une suite de codes de parametres [ng, ks, ds]q avec ng — 00, Z—Z — R>0et g—z — 40 > 0. Sl
est impossible d’atteindre les couples (R,d) € [0,1]? tels que R > f(§), ol f est une fonction
majorante g-aire, il est possible d’atteindre tous les parametres (J, R) vérifiant R < g(d), ou
g(z) = 1 — Hy(z) est la fonction correspondant & la borne de Gilbert-Varshamov. Qui plus

est, un code aléatoire a des parametres proches du graphe de g.

1.3 Les codes AG

1.3.1 Présentation

Définition 1.3.1. Une courbe X est une variété projective lisse de dimension 1.

Définition 1.3.2. Un diviseur est un élément du groupe abélien libre engendré par un nombre

fini de points de la courbe, noté Div(X).

Tout diviseur est donc de la forme
D= npP,
P

avec np € Z, et cette somme est finie. Le support d’'un diviseur est ’ensemble des points P

pour lesquels np # 0 (c’est donc un ensemble fini).
Définition 1.3.3. Un diviseur D = )", npP est effectif si VP, np > 0.
Etant donnés deux diviseurs Dy et Dy, on note Dy > D1 si Dy — D1 est effectif.

Définition 1.3.4. L’espace de Riemann-Roch associé a un diviseur D € Div(X) est
L(D) = {f e F* [ div(f) = =D} U {0},

ou F est le corps de fonctions associé a la courbe X. C’est un espace vectoriel F,-linéaire, et

on note sa dimension £(D) = dimg, L(D).
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Théoréme 1.3.5. Soit X une courbe de genre g, et D un diviseur sur X. Alors
(D) > deg(D)+1—g.

De plus, si deg(D) > 2g — 2, alors 'inégalité ci-dessus devient une égalité.
Définition 1.3.6. Soit D € Div(X), et G € Div(X) tel que les supports de D et G soient

disjoints. Le code de Goppa généralisé C'(G, D) est 'image du morphisme

¢ap: L(D) — Fy

Le noyau de ¢g,p est L(D — G). Par conséquent, si £(D — G) = 0, alors dim C(G, D) =
¢(D). Cela est par exemple le cas quand deg(D) < deg(G).
1.3.2 Bornes sur les codes AG
Définition 1.3.7. Soit C un [n, k, d]4-code. Son défaut de Singleton est

Azl—k+d.
n—+1

Intuitivement, si A = 0, alors le code est MDS, tandis que si A est proche de 1, le code a
des parametres mauvais.
Dans le méme esprit que celui exposé en début de chapitre, il est clair qu’il est intéressant

de construire des codes a faible défaut de Singleton.

Définition 1.3.8. La constante d’Ihara de Fy est

: n(X)
A(g) = limsup ,
( ) g(X)—o0 g(X)

ou X parcourt I’ensemble des courbes sur Fy, n(X) = |X(F,)| est le nombre de points

rationnels de X et g(X) est le genre de X.

L’une des raisons de I'importance de la constante d’Thara en théorie des codes est le
théoréme suivant. Pour une discussion plus approfondie sur les codes AG et la constante

d’Thara, nous invitons le lecteur & consulter [38, Chapitre 15].

Théoréme 1.3.9. Soit 0 < R<let0<§<1telsque R+6=1— A(q)~!. Alors il existe

une construction explicite de codes de parametres [n, R - n,d - nl,.

En d’autres termes, il est possible de construire des familles de codes asymptotiquement

bons & condition que leur défaut de Singleton soit supérieur ou égal & A(g)~!. On comprend
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donc que dans ’objectif d’avoir des constructions explicites de codes avec les meilleurs parametres

possibles, on voudrait que la valeur de A(q) soit grande.

Théoréme 1.3.10 (Borne de Drinfeld-Vladut).

Alg) < Vg -1
Théoréme 1.3.11. Si g est un carré, alors

Alg) =va—1.

Théoréme 1.3.12 (Théoreme 1.1., [15]). Si ¢ = p*™*! alors

Aq) > 2 1 -
q9) = pm_l pm+1_1 :

Quand ¢ est un nombre premier, les bornes inférieures sur la constante d’Thara ne sont

pas assez bonnes pour construire des codes AG asymptotiquement bons, nous n’examinerons

donc pas ce cas.

Les codes AG sont 'un des rares moyens disponibles dans la littérature pour construire
explicitement des codes asymptotiquement bons. De ce fait, toutes les constructions explicites
de codes asymptotiquement bons qui seront examinées dans cette theése utiliseront des codes

AG.

1.4 La métrique rang : Le cas [ »-linéaire

Dans cette section, nous donnons une rapide présentation de la métrique rang et des codes
dans cette métrique.
Le point de départ est de remarquer que le rang d’une matrice vérifie les axiomes classiques

de norme, en particulier I'inégalité triangulaire
rk(A + B) <r1k(A) + rk(B).

On peut des lors parler de la métrique rang sans abus de langage.

A partir de ce constat, il est possible de construire des codes en métrique rang de deux
manieres. La premieére est de considérer un sous-espace Fy-linéaire de M, xy (F;), muni de la
métrique rang. La deuxieme est de considérer des codes sur F,m, et c’est celle que nous allons
développer dans toute la suite.

Considérons I" une Fy-base de Fym. Pour tout vecteur z € Fgm, on peut écrire la matrice

Matr(z) € Mpxn(Fy) représentant les coordonnées de x dans la base I'.
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Définition 1.4.1. Le rang de z € Fjm est le rang de la matrice Matr(z).

On notera que le rang de Matr(z) ne dépend pas de I'. En effet, si I est une autre Fy-base
de Fym, alors Matp/(z) = A - Matp(x), ot A est une matrice inversible, qui n’a donc aucun

impact sur le rang.

Définition 1.4.2. Un code C en métrique rang est un sous-espace vectoriel de Fym. Sa
longueur est n, sa dimension est k = dimg,,, (C) et sa distance minimale est d(C) = min e\ {0} rk(c).

On dit que C est un [n, k, d]gm /4-code.

Définition 1.4.3. Deux codes C et C' de longueur n sur F,m sont équivalents s’il existe une
isométrie linéaire 1 : Ty — Fpm (i.e. ¢ préserve le rang) telle que C' = 9(C).

De maniere équivalente, C et C' sont équivalents s’il existe A € GL(n, q) telle que
C'=C-A={c-Alcel}.

Comme en métrique de Hamming, deux codes équivalents en métrique rang ont nécessaire-
ment les mémes parametres.
La définition suivante n’est pas la définition classique, mais c’est la plus utile. Son

équivalence avec la définiton classique est établie dans [5].

Définition 1.4.4. Soit C un code en métrique rang et soit G une matrice génératrice de C.

On dit que C est non-dégénéré si les colonnes de G sont [Fy-linéairement indépendantes.

Définition 1.4.5. Soit x € Fym. Son support (en métrique rang) est
o(x) = rowspan(Matp(z)),

avec I' une [Fg-base quelconque de Fym.

Proposition 1.4.6. Soit I' et I deux Fg-bases de Fym. On a alors
Vo € F];m, rowspan(Matr(z)) = rowspan(Matp (x)).
Preuve. Notons Bll:/ la matrice de changement de base de I" vers IV, de sorte qu’on ait
Matp (z) = BR - Matp(z).
Puisque BII:/ est inversible, et agit & gauche sur Matrp(x), on a bien

rowspan(Matp (z)) = rowspan(Matr(x)).
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Cette proposition justifie le fait de ne pas spécifier le choix de I' dans la définition du

support.
Proposition 1.4.7. Soit z € Fyn. On a
VA eFem \ {0}, o\ -z)=o0(x).

Preuve. Cette proposition peut aisément se déduire de la précédente en voyant la multiplication
par A comme un endomorphisme inversible et [F-linéaire de Fym , que I’on peut donc représenter
par une matrice inversible. O

En général, il n’y aura pas de confusion sur le support en métrique de Hamming et le
support en métrique rang car le contexte rendra clair que nous utilisons I'un ou 'autre, méme
s’ils se notent tous les deux o. Dans les rares cas ou il peut y avoir confusion, nous noterons

o,k le support en métrique rang.

1.4.1 La borne de Singleton et les codes de Gabidulin

Les codes en métrique rang existent en deux “régimes”. Le premier est celui ou n < m, et ou
les codes de Gabidulin, ’analogue en métrique rang des codes de Reed-Solomon existent.

Nous commencons par donner un analogue de la borne de Singleton en métrique rang.
Proposition 1.4.8 (Borne de Singleton en métrique rang). Soit C un [n, k, d]gm /,-code. Alors
km < max(m,n) -min(n —d+1,m —d+1).

Les codes qui atteignent cette borne sont appelés codes MRD (maximum rank distance).
Si ’étude des codes MRD en général constitue un domaine actif de recherche, les codes de
Gabidulin en constituent un exemple simple a construire. Il s’agit du ¢g-analogue des codes
de Reed-Solomon présentés plus haut.

Nous commengons par définir les polynoémes linéarisés.

Définition 1.4.9. Soit P(X) = ag + a1 X + --- + a;X* € Fym[X]. Le polynéme linéarisé

associé a P est I’application [Fy-linéaire P: Fym — Fgm définie par

P(X) = (Pomg)(X) = ap+ a1 X+ a; X 4+ + a X"

Soit n < m, et soient ai,...,a, € Fym des éléments F -linéairement indépendents. Le
code de Gabidulin est

Gabyy, = {(P(a1), ..., P(an)) | P € Fgn[X], deg(P) < k}.
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Notons qu'une matrice génératrice de Gab,, j est

al G,
of od
G= . .
k—1 k-1
o of

Ce type de matrices s’appelle matrice de Moore, elle est de rang maximal si et seulement si
ai,...,an sont Fg-linéairement indépendants.

Le code de Gabidulin Gab,, ;, a pour parametres [n, k,n — k + 1]qm/q, c’est un code MRD.

1.5 Codes et géométrie projective

Dans cette section nous introduisons la méthode géométrique, qui sera le point de départ de

notre recherche sur les codes minimaux et intersectants.

1.5.1 Codes projectifs

Définition 1.5.1. Soit C un [n, k, d]s-code, et notons G une matrice génératrice de C. Si

toutes les colonnes de GG sont non-nulles, alors le code C est un code non-dégénéré.

Le titre de cette section laisse bien entendu entendre que nous allons travailler dans ’espace

projectif. Définissons-le.

Définition 1.5.2. Soit ~ la relation d’équivalence sur F’q“ \ {0} définie par x ~ y si z et y

sont colinéaires. L’espace projectif est alors

PG(k —1,q) = (Fg \ {0})/ ~ .

Définition 1.5.3. L’image d’un hyperplan H C F’; dans I’espace projectif est appelée hyperplan
projectif (ou simplement hyperplan lorsque le contexte ne préte pas a confusion). Similairement,
I'image d’'un sous-espace £ C IF’; de codimension s est appelée sous-espace projectif de

codimension s.
Nous utiliserons également sporadiquement? 1’espace affine, défini comme suit.

Définition 1.5.4. L’espace affine de dimension k — 1 est

ou H est n’importe quel hyperplan de PG(k — 1, q).

2est-a-dire une seule fois.
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Dans la suite, certaines de nos constructions explicites de codes utiliseront des ensembles

de droites projectives (i.e. des sous-espaces projectifs de codimension k — 2).

Définition 1.5.5. Soit £ un ensemble de droites projectives de PG(k — 1,¢). On dit que £
est un ensemble de droites dispersées® si pour tout sous-espace projectif V C PG(k —1,q) de

codimension 2, il existe £ € L telle que £ NV = &.

1.5.2 Le lien entre théorie des codes et géométrie projective

Prenons un code projectif C et notons G I'une de ses matrices génératrices. Puisque chaque
colonne de G est non nulle, il est possible de lui associer le point de I'espace projectif qui
correspond & sa classe d’équivalence. En faisant cela pour chaque colonne, on obtient une
collection de points de I'espace projectif, avec possiblement des répétitions.

Puisqu’un point est répété dans I’espace projectif si et seulement si deux colonnes de G

sont colinéaires, on peut imposer au code d’éviter cela.

Définition 1.5.6. Soit C un [n, k, d]4-code, et G une matrice génératrice de C. Si les colonnes

de G ne sont pas colinéaires deux a deux, alors le code C est un code projectif.

Remarquons que cette définition est cohérente car elle ne dépend pas du choix de la matrice
génératrice G. En effet, un code C n’est pas projectif s’il existe deux coordonnées i, j et un
scalaire A € I, tels que Ve € C, ¢; = X - ¢j, ce qui ne dépend pas de G.

Dans la suite, nous n’examinerons que le cas des codes projectifs (on notera sans peine

que tous les codes projectifs sont des codes non dégénérés).

La proposition suivante relie les poids de Hamming des mots de code de C aux propriétés

géométriques de I’ensemble projectif obtenu a partir d’une matrice génératrice.

Proposition 1.5.7. Soit C un code projectif, et soit S ’ensemble de points obtenu a partir
d’une matrice génératrice G de C. Tout mot de code ¢ € C \ {0} est de la forme z - G, avec

T € IF’;. Notons P; € § le point obtenu a partir de la i-eme colonne de G. On a alors
Re(ac)L — ¢; =0,
et le poids de Hamming de ¢ est donc

wi(c) = {P €S| P ¢ ()}

3Encore une traduction littéraire plutét que litérale. En effet, le terme anglais pour désigner ces ensembles
de droites est “set of lines with avoidance property”, que j’aurais volontiers traduit par “ensemble de droites
avec propriété d’évitement” si ce n’était pas horriblement moche. Puisque ceci est ma these, j'appelle ces
ensemble comme je veux et je choisis le terme “dispersées”.
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L correspond & ¢ — 1 mots de code (colinéaires).

On peut affirmer qu'un hyperplan (x)
Les propriétés géométriques de S décrivent donc totalement les supports du code C. Cette
interprétation géométrique sera capitale pour notre étude de familles particulieres de codes

définies & partir de propriétés de leurs supports.

Proposition 1.5.8. Soit C un [n, k, d]4-code projectif, et notons S I’ensemble de points associé

a I'une des matrices génératrices de C. Alors
d=min|{P ¢ | P S,

ou le minimum est pris sur les hyperplans projectifs.
Cette proposition motive la définition d'un [n, k, d],-systeéme projectif.

Définition 1.5.9. Un [n, k, d],-systeme projectif est un ensemble S C PG(k—1, q) de cardinal
|S| tel que
n—d:m}%x\{PEH | P e S},

ou le maximum est pris sur les hyperplans projectifs.

De la méme maniere que deux codes peuvent étre équivalents, deux [n, k,d],-systemes

peuvent ’étre aussi.

Définition 1.5.10. Pour ¢ € GL(k,q) on note ¢ la bijection induite par ¢ sur PG(k — 1, q).
Soit S € PG(k — 1,q) et &' € PG(k — 1,q). On dit que S et &’ sont équivalents s’il existe
¢ € GL(k,q) tel que 8’ = ¢(S).

On notera tout naturellement que si S ~ &’ et si S est un [n, k, d],-systeéme, alors S’ est
également un [n, k, d|,-systeme.

On peut alors affirmer le théoréme suivant.
Théoréme 1.5.11 (Théoreme 1.1.6., [67]). Il y a une bijection entre les classes d’équivalence
de codes projectifs et les classes d’équivalences de [n, k, d]4-systemes.
1.5.3 Les g-systéemes et les ensembles linéaires

Les codes non-dégénérés en métrique rang possedent des propriétés géométriques remarquables,

que nous présentons ici.

Définition 1.5.12. Un [n, k, d];m /q-Systeme (ou g-systeme lorsque le contexte ne préte pas a

confusion) est un sous-espace [Fy-linéaire U C F’;m, tel que dimg, (U) =n, U)Fn = ]F];m, et

n — d = max{dimg, (H NU) | H hyperplan Fym-linéaire de }F’;m}.
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Notons C un [n, k, d| gm /q-code non-dégénéré en métrique rang, et GG une matrice génératrice
de C. Notons U C qu“m I'espace vectoriel Fg-linéaire engendré par les colonnes de G. Puisque
C est non-dégénéré, dimg, (i) = n. Comme montré dans [5], le poids d’'un mot ¢ = z - G, avec
T € F’;m, est

rk(c) = n — dimg, (U N () ).

Fym
L’espace U est donc bien un [n, k, d|;m /4-systeme.

L’étude des codes non-dégénérés en métrique rang F m-linéaire peut donc étre conduite

dans les termes de la géométrie des g-systemes.

Définition 1.5.13. Soit U un [n, k, d|gm /,-systeme, et M un sous-espace [ m-linéaire de F’;m.
Le poids de M est
WtU(M) = diqu(U N M) < diqu(M).

Proposition 1.5.14. Soit U un [n, k,d];m /4-systeme, et M un sous-espace Fym-linéaire de
Fgm de codimension s. Alors
wty (M) > n — sm.

Preuve. D’apres la formule de Grassmann on a

wty(H) = dimg(M NU) = dimg(M) + dimg(U) — dimg(M + U)
> dimg (M) + dimg(U) — dimy (V)
=m(k—s)+n—km

=n—sm.

Définition 1.5.15. Soit U un [n, k,d]gm /o-systeme. On dit que U est h-éparpillé? si tout

sous-espace [ m-linéaire de F’;m de dimension h a poids au plus h.

Les codes MRD non-dégénérés avec n < m sont exactement ceux qui correspondent aux
ensembles k — 1-éparpillés (on dit aussi éparpillés par rapport aux hyperplans).

En métrique rang, les ¢g-systeémes sont généralement suffisants dans le cadre de la recherche
que nous développons dans cette these. Dans un intérét culturel, il est toutefois important de
mentionner I'existence des ensembles linéaires, introduits pour la premiere fois par Lunardon
dans [45].

41] g’agit de la premitre présentation de cette notion en francais, j’ai donc choisi de traduire 'anglais
“h-scattered” littéralement. Je trouve le terme “éparpillé” assez amusant mais tres approprié dans ce contexte.
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Définition 1.5.16. Soit U un [n, k, d|gm /-systeme. L’ensemble linéaire qui lui est associé est
Ly = {n(z) |z €U \{0}} C PG(k —1,¢"™),
ou 7 est la fonction qui a un vecteur non nul de ]Fl(;'m associe sa classe d’équivalence dans

PG(k —1,q™).
Proposition 1.5.17. Soit U un [n, k, d|gm /4-systeme et Ly, I'ensemble linéaire associé. On a

n

qt —1

Lyl < .
Lyl < 1

La théorie des ensembles linéaires est tres riche et un sujet actif de recherche. Le lecteur

intéressé pourra par exemple consulter les travaux [12,46,56,69] pour s’en rendre compte.
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Chapter 2

Problemes de suites a somme nulle

et applications a la factorisation

Habe nun, ach! Philosophie,

Juristerei and Medizin,

Und leider auch Theologie

Durchaus studiert, mit heiffem Bemihn.
Da steh’ ich nun, ich armer Tor,

Und bin so klug als wie zuvor!

- Goethe, Faust

L’objectif de ce chapitre est d’introduire la constante de Davenport, ainsi que ses variantes

et quelques autres problemes mathématiques auxquels elle est naturellement reliée.

2.1 La constante de Davenport

Dans toute cette section, G désignera un groupe abélien fini quelconque et C,, désignera
un groupe cyclique a n éléments. En regle générale, nous utiliserons la notation additive et
noterons 1’élément neutre O, méme si nous pourrons parfois utiliser la notation multiplicative

quand c’est utile.

Une suite d’éléments de G est la donnée d’éléments aq,...,as € G, possiblement avec des

répétitions.

41
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Une suite est dite a somme nulle si elle vérifie

s
Z a; = 0@.
i=1

Une sous-suite de ay, ..., as est une suite de la forme a;,,...,a; € G, tels que 1 <13 <
- <1p < s
On notera en particulier que la sous-suite vide (i.e. avec s = 0) est une sous-suite & somme
nulle.
Comme le montre la proposition suivante, si s est suffisamment grand, une suite admet

nécessairement une sous-suite non vide & somme nulle.

Proposition 2.1.1. Soit G un groupe abélien fini. Soit aj,...,as € G une suite de G. Si

s > |G|, alors la suite contient une sous-suite non vide a somme nulle.

Preuve. Considérons les sous-suites de la forme ug = 0, u; = a1, us = aq + aq, etc. Si
u; = uj, avec i < j, alors u; — u; est une sous-suite non vide a somme nulle. Or, puisque
s+ 1> |G, et puisque les éléments u; sont des éléments de GG, d’apres le principe des tiroirs,
il existe deux tels indices i et j. O

Cette proposition justifie 'existence de la constante de Davenport, définie comme suit.

Définition 2.1.2. Soit G un groupe abélien fini. La constante de Davenport de G, notée

D(G), est le plus petit entier ¢ vérifiant
Vs >0, Yay,...,as € G, e, es) € {01\ {0°}, > eia; = 0g.
i=1

En d’autres termes, D(G) est le plus petit entier ¢ tel que toute suite de longueur ¢ doit avoir

une sous-suite a somme nulle.

Remarque 2.1.3. Une définition équivalente de D(G) est la suivante: D(G) est le plus grand
entier £ tel qu’il existe une suite a somme nulle de cardinal ¢ sans sous-suite propre a somme

nulle.

Remarque 2.1.4. Dans la littérature, la constante de Davenport est quelquefois définie
comme le plus grand entier £ tel qu’il existe une suite de longueur ¢ sans sous-suite & somme
nulle.

Cette constante est notée d(G), et on a bien évidemment

On rappelle le théoreme de structure des groupes abéliens fini, que nous utiliserons maintes

fois dans toute la suite.
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Théoréme 2.1.5. Soit G un groupe abélien fini non trivial. Alors il existe des entiers 1 <
ny | ng |- | n, tels que
G~Cn ®Ch, & B Ch,.

Définition 2.1.6. Soit G un groupe abélien fini, de la forme
G>Ch ®Ch, @ dChy,.

Le nombre n, est appelé 1'ezposant de G, il est noté exp(G). C’est le plus grand ordre d’un

élément de GG. Le nombre 7 est appelé le rang de G.

On notera que le rang du groupe trivial est 0, et son exposant est 1.

Ce théoreme permet de construire des suites sans sous-suite a somme nulle, de la maniere
suivante.

On commence par remarquer que la suite g,...,g contenant n — 1 fois un générateur
g € C, n’a pas de sous-suite a somme nulle. Cela implique d(C),) > n — 1, donc D(C},) > n.
Cependant, puisque D(C),) < n, on obtient D(C},) = n.

Pour le groupe G' = Cy,, ®C),,, on peut prendre la suite composée de ny —1 fois un élément
g1 d’ordre ny puis de ng — 1 fois un élément g, d’ordre ng tel que G = (g1) @ (g2). Pour les

mémes raisons, elle n’a pas de sous-suite a somme nulle, et on obtient
D(G) >ny+ng — 1.

En généralisant cette construction, on définit la quantité D* comme suit.

Définition 2.1.7. Soit G ~ C,,, ® Cp, ® --- ® Cy, un groupe abélien fini.
I8
D*(G) =1+ (n;—1).
i=1

De la discussion qui précede on déduit la proposition suivante.

Proposition 2.1.8. Soit G un groupe abélien fini.

D(G) > D*(G).
Notons en particulier que le choix des coefficients n1, ..., n, issu du théoreme de structure
est celui qui produit égalelent la constante D* la plus grande : on pourrait tout a fait choisir
d’autres décompositions G ~ Cpr @ --+ @ Cpy, mais elles produiraient une valeur de D*
inférieure.
Cette proposition donne une premiere idée de la taille de D(G), mais pour étre certain

que 'ordre de grandeur est correct, il faut donner une borne supérieure. La voici.
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Théoréme 2.1.9. Soit G un groupe abélien fini. Notons m = exp(G). Alors
d(G) <m <1+ln|G|) :
m

Cette borne supérieure ne differe de la borne inférieure que d’'un facteur environ égal a
In(m), ce qui indique que ces deux théorémes donnent une idée & peu pres exacte de 1'ordre
de grandeur de D(G).

Cette borne constitue la meilleure borne supérieure générale connue & ce jour (il y a
bien évidemment de meilleures bornes pour des cas particuliers). Il n’est pas évident de
déterminer comment ’améliorer. Nous avons consacré notre stage de master a différentes

idées d’amélioration, toutes infructueuses.

2.2 Les bornes d’Olson

Dans cette section nous examinons les cas ou la borne inférieure D*(G) est égale a D(G). Les

deux résultats exposés ici sont dis a Olson [54,55].

Définition 2.2.1. Un p-groupe est un groupe fini G dont 'ordre est de la forme |G| = p", ou

p est un nombre premier.

Théoréme 2.2.2. Soit G un groupe abélien fini. Si G est un p-groupe, alors

Preuve. Pour faciliter la preuve nous allons noter le groupe G >~ [[;_; Cpa: multiplicativement.

Nous allons montrer que pour toute suite gi,...,g5 € G avec k > 1+ > ", (p™ — 1), on

a I’égalité suivante dans 'anneau Z[G] :

k
[[1-9)=0 (modp) (2.1)
i=1

Pour g € G examinons les sous-suites de g, ..., g; dont le produit vaut g, notons E(g)

le nombre de ces sous-suites de longueur paire et O(g) le nombre de sous-suites de longueur
impaire. 2.1 implique alors que E(g) — O(g) = 0 (mod p) si g # 1 et E(1) — O(1) = —1
(mod p), ce qui montre en particulier que O(1) = E(1) = 0 est impossible et implique donc
I’existence d’une sous-suite de produit nul.

Montrons donc 2.1. Notons x1,...,x, une “base” de G, ou ord(x;) = p®. Si g, € G se

décompose en g; = uv en utilisant ’égalité 1 — g, = 1 —uv = (1 — u) + u(1 — v) on peut écrire
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k

[[a-9)=0-g)...(0 =g )1 —w)(1 = gis1) ... (1 — gx)
i=1

+ul—g1)...(1—gi—1)1—=v)(1 —gr41) ... (1 — gx)

En répétant cette opération on obtient, en décomposant tous les g; en produits d’éléments

de notre base (z;); :

Zana =0 (mod p)

ou les a, sont des éléments de G, et les J, sont tous des produits de la forme
J, =0 —z) ... (1 —z)",

olt les f; dépendent de o et vérifient > ;_, f; = k.
Puisque k& > Y7, (p* —1) il existe un indice ¢ pour lequel f; > p®. Pour cet indice ¢ on a

alors (1 — ;)" =0 (mod p), car ¥ " =1 et les autres coefficients binomiaux sont divisibles
par p. On en déduit finalement (1 — ;)7 = 0 (mod p), et donc J, = 0 (mod p) pour tout o,

donc enfin 2.1 et le théoreme. O

Théoréme 2.2.3. Soit G = H x K un groupe abélien, ou h = |H| divise k = |K|. Alors
D(G)<h+k-1.

Pour prouver ce théoreme nous avons besoin d’un petit lemme.

Lemme 2.2.4. Soit p un nombre premier. Une suite a,...,as de Cp x C), de longueur

s > 3p — 2 admet une sous-suite de somme nulle de longueur au plus p.

Preuve. Notons pour commencer que D(C’g) =2p—1et D(Cg’) = 3p — 2 (cela découle
du résultat sur les p-groupes). Plongeons Cg dans C;’ et prenons z € C}‘:’ \ Cg. La suite
xai,...,xras est de longueur 3p — 2 et possede donc une sous-suite de somme nulle, qui est
donc de longueur p ou 2p, pour annuler x.

Si la longueur est p alors nous avons fini. Si la longueur est 2p, notons sans perte de
généralité cette sous-suite ay, . .., azy. On utilise alors D(C’Z ) = 2p—1 pour garantir I’existence
d’une sous-suite de somme nulle strictement plus petite dans C’g. 1l suffit alors de considérer
soit cette suite soit sa complémentaire pour obtenir une sous-suite de somme nulle, car a; +
<o +agy = 0. ]

Nous sommes a présent en mesure de prouver le théoreme.

Preuve. Nous allons faire une récurrence sur h. Si h = 1 la Proposition 2.11 donne la

borne voulue.
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Supposons donc h > 1, et notons p un nombre premier divisant i (et donc k). Notons Hy
et K7 des sous-groupes de respectivement H et K, tous les deux d’indice p. Notons également
hi = |Hi| et k1 = |K4]| (donc h = phy et k = pky).

Posons Q = H; x K;. Le théoreme est vrai pour ) par hypothese de récurrence, et
G/Q:Cg. Soit aq,...,as une suite de G avec s > h+k—1=p(hy + k1 —2) +2p — 1.

Le lemme garantit I’existence d’une sous-suite de longueur au plus p dont la somme est
dans @, notons S1 ’ensemble de ses indices. En itérant ce processus on obtient des ensembles
disjoints d’indices S1, ..., Sy, tous de cardinal au plus p.

En posant uj =) a; on a uj € S;. Cela peut étre fait tant qu’il reste au moins 3p — 2

iGSj
indices, c’est-a-dire au moins [ = h; + k1 — 2 fois : chaque étape élimine au plus p indices,
mais apres hi + k1 — 3 fois, il en reste au moins 3p — 1 > 3p — 2.

Il reste donc 2p — 1 éléments dans la suite des a;. Puisque D(Cz) = 2p — 1, ces éléments

admettent une sous-suite de somme nulle :

U1 = E a; € Q.
1€8514+1
Puisque [ 4+ 1 = D(Q), une sous-suite de u1, ..., u;+1 est a somme nulle, ce qui donne une
sous-suite de a1, ..., as a somme nulle. ]

Pour le cas des groupes de rang r = 3, savoir si D*(G) est toujours égal & D(G) est un
probleéme ouvert, voir [32].

Dans le cas ot 7 > 4, il existe un nombre infini de groupes qui ne vérifient pas D*(G) =
D(G), comme établi dans [34].
2.3 Les généralisations de la constante de Davenport

Il existe plusieurs généralisations de la constante de Davenport.

L’une des manieres de généraliser cette constante est d’introduire un systeme de poids,

de la maniere suivante. On définit un ensemble de poids A C {1,...,exp(G) — 1} et on dit
qu’'une suite ay,...,as a une sous-suite & somme nulle s’il existe une sous-suite a;,,...,a;,
telle que

,
ety .. oner) € AT, ZEiaij = 0g.
j=1

Etant donné un groupe abélien fini G et un ensemble de poids A, la constante de Davenport
pondérée, notée DA(G) est alors le plus petit entier £ > 0 tel que toute suite de ¢ éléments de
G a une sous-suite a somme nulle (pondérée).

En prenant A = {1}, on retrouve la définition classique de la constante de Davenport.
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Divers auteurs ont étudié des cas particuliers, par exemple A = {1,—1} [48] ou A =
{1,...,exp(G) — 1} [47]. Dans ce dernier cas, on parle de constante de Davenport avec poids

maximaux.

Une autre généralisation concerne les constantes de Davenport multiples.

Définition 2.3.1. Soit G un groupe abélien fini, et soit aj,...,as € G une suite. Deux

sous-suites a;,,...,a; et aj,,...,a; sont disjointes si les ensembles I = {iy,... iy} et J =

r

{j1,--.,Jt} sont disjoints.

Définition 2.3.2. Soit G un groupe abélien fini, et soit j un entier. La constante de
Davenport d’ordre j, notée D;(G), est le plus petit entier ¢ tel que toute suite de longueur ¢

admet j sous-suites a somme nulle disjointes.

On note bien évidemment que D;(G) = D(G).
A premiere vue, il n’est pas tres facile de cerner l'ordre de grandeur de D;(G). La

proposition suivante est particulierement utile a cet égard.

Proposition 2.3.3.
D(G) < D;(G) < j-D(G).

Preuve. Tout d’abord, on a bien D(G) < D;(G) comme conséquence directe de la définition
de D; : §’'il y a j > 1 sous-suites a somme nulle disjointes, il y en a bien une.

D’autre part, une suite de longueur j - D(G) doit avoir une sous-suite & somme nulle sur
les D(G) premiers indices, puis une autre sur les D(G) suivants, et ainsi de suite. Puisque

toutes ces suites sont disjointes, on obtient bien j sous-suites a somme nulles disjointes. [

D;(G)
D(G)

I’occasion de voir a quel point cette intuition est vérifiée dans le chapitre sur les codes

Intuitivement, on s’attend plutot a avoir ~ j (voire un peu moins). Nous aurons

intersectants.

2.4 Anneaux de Dedekind et groupes de classes

La constante de Davenport d’un groupe de classes d’un anneau de Dedekind a une signification
arithmétique. Dans cette section, nous commencons par introduire le groupe de classes.
Nous passerons assez rapidement sur les concepts généraux, une introduction plus détaillée

(avec des preuves) peut étre consultée dans I'ouvrage classique de Neukirch [53].

2.4.1 Une présentation des anneaux de Dedekind

Définition 2.4.1. Un anneau A est un anneau de Dedekind §'il vérifie (toutes) les conditions

suivantes:
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A est integre;

A est intégralement clos;

A est noethérien;

Spec(A) = Spm(A), ou Spec(A) désigne I'ensemble des idéaux premiers de A, et ou

Spm(A) désigne ’ensemble des idéaux maximaux.

Définition 2.4.2. Un idéal fractionnaire de A est une partie de K = Frac(A) de la forme
d='-Z, ot T est un idéal de A.

On remarque aisément que la multiplication d’idéaux de A peut étre étendue aux les
idéaux fractionnaires: si I = a 17 et J = b~1J sont des idéaux fractionnaires, alors leur

produit
I-J=(ab)"'T7

I'est aussi.
On définit donc naturellement la notion d’idéal fractionnaire inversible.

Définition 2.4.3. Soit A un anneau et I un idéal fractionnaire de A. Cet idéal est inversible

s’il existe un idéal fractionnaire J tel que I - J = A.

On note également que l'inverse d’un idéal fractionnaire (quand il existe) est unique.
Les anneaux de Dedekind vérifient de nombreuses propriétés en lien avec la factorisation,

nous présentons ici les plus importantes.

Proposition 2.4.4. Soit A un anneau de Dedekind. Tout idéal fractionnaire de A est

inversible. L’ensemble des idéaux fractionnaires forme donc un groupe multiplicatif.

Proposition 2.4.5. Soit A un anneau de Dedekind. Tout idéal Z de A peut s’exprimer de

manieére unique (a lordre des facteurs prés) comme un produit d’idéaux premiers de A, a

T-= ﬁ P
=1

Définition 2.4.6. Soit A un anneau de Dedekind et P € Spm(A). La valuation en P est

I’application vp qui associe a tout idéal Z C A le nombre de fois que P apparait dans la

savoir

décomposition (unique) de Z en produit d’idéaux premiers.

2.4.2 Les corps de nombres

Jusqu’ici, la Définition 2.4.1 a l'air assez anodine, mais elle permet en fait de retrouver une
théorie de la factorisation dans certains anneaux. Cette réalisation est d’importance majeure
pour I'étude de 'arithmétique dans I’anneau des entiers d’un corps de nombres.

Rappelons pour commencer quelques notions élémentaires de théorie algébrique des nombres.
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Définition 2.4.7. Un corps de nombres est une extension algébrique de Q.

Théoréme 2.4.8 (Théoreme de I’élément primitif). Tout corps de nombres est de la forme
K =Q(«), ou a € C est algébrique sur Q.

Définition 2.4.9. L’anneau des entiers d’un corps de nombres K est I’ensemble Ok des

éléments de K qui sont racines d’un polyndéme unitaire a coefficients dans Z.

L’anneau Ok peut ne pas étre factoriel. Par exemple, si K = Q(i\/5), alors 'anneau des

entiers est O = Z[i\/5], qui n’est pas factoriel. En effet, on a
6=2-3=(1+iV5)-(1—iV5).

Heureusement, cela ne signifie pas qu’il faut abandonner tout espoir de développer une

théorie de la factorisation dans les anneaux d’entiers d’un corps de nombres.

Théoréme 2.4.10. Soit K un corps de nombres. Son anneau d’entiers Ok est un anneau de
Dedekind.

Cela signifie que nous pouvons utiliser la théorie de factorisation des anneaux de Dedekind

pour les corps de nombres.

2.4.3 Idéaux principaux et groupe de classe

Soit K un corps de nombres. On a vu que son anneau d’entiers Ok n’est pas factoriel en
général. Cela implique que Ok n’est pas principal: en effet, tout anneau principal est factoriel.
Pour les anneaux de Dedekind, la réciproque est vraie également : un anneau de Dedekind
est principal si et seulement s’il est factoriel.

On note Frac(Og) lensemble des idéaux fractionnaires de Og. Muni de la structure
multiplicative définie dans la sous-section précédente, Frac(Og) admet une structure de

groupe. De méme on note Prin(Of) le sous-groupe des idéaux fractionnaires principaux.

Définition 2.4.11. Le groupe de classes d’'un anneau de Dedekind D est
Cl(D) = Frac(D)/Prin(D).

Proposition 2.4.12. Le groupe de classes de 'anneau des entiers d’un corps de nombres est

un groupe abélien fini.

On remarquera aisément que Cl(Of) est le groupe trivial si et seulement si Ok est
principal et donc factoriel. De ce point de vue, ’étude du groupe de classes permet de
déterminer de quelle maniére (et a quel point) la décomposition en facteurs premiers dans

Ok n’est pas vérifiée.
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2.4.4 Les applications de la constante de Davenport au groupe de classes

Nous allons voir a présent que le groupe de classes et la constante de Davenport sont intimement
liés.

Nous commencons par noter qu’il est bien établi que pour chaque classe du groupe de
classes d’idéaux C1(Of), il existe un idéal premier p C O qui soit dans cette classe’.

La motivation originale derriere I’étude de la constante de Davenport est précisément son

lien avec la factorisation (voir par exemple [54]).

Lemme 2.4.13. La constante de Davenport D(Cl(Ok)) est le plus grand nombre d’idéaux
premiers (comptés avec multiplicités) apparaissant dans la factorisation d’un idéal engendré
par un élément irréductible x € Ok . De maniere équivalente, la petite constante de Davenport
d(Cl(Ok)) est le plus grand nombre d’idéaux premiers tels que leur produit n’est pas divisible

par un idéal principal non trivial.

Preuve. Soit (x) = py - ... p, la factorisation unique (x) en produit d’idéaux premiers.
L’image de cette factorisation dans Cl(Og) (que nous notons ici de maniere additive) est une

identité de la forme
Ociox) = 1] + -+ + [pa]

car (z) est un idéal principal. Notons que l'identité ci-dessus signifie que [pi],...,[pn] est
une suite & somme nulle de C1(Of). Si cette suite & somme nulle peut étre décomposée en 2
sous-suites & somme nulle disjointes, alors (z) est le produit de 2 idéaux premiers non triviaux,
ce qui signifique que x ne peut pas étre irréductible. Par conséquent la suite & somme nulle
a longueur au plus D(Cl(Ok)).

Réciproquement, considérons une suite a somme nulle dans Cl(Og) de longueur n =
D(Cl(Ok)) qui n’a pas 2 sous-suites disjointes & somme nulle une telle suite doit exister

d’apres la définition de la constante de Davenport). Une telle suite est de la forme
Ociog) = [a1] + -+ + [an].

Chaque classe de Cl(Ok) est représentée par un idéal premier de Og. Chaque [a,] peut
donc étre représenté par un idéal premier, mettons p;. Soit x € Ok un générateur de I'idéal
principal []" ,p;. Puisqu’il n’y a pas 2 sous-suites & somme nulle disjointes, = doit étre
irréductible, et sa factorisation unique en idéaux premiers a longueur exactement D(Cl(Ok)).

Par conséquent, D(Cl(Of)) est bien le plus grand nombre d’idéaux premiers apparaissant

dans la factorisation d’un idéal engendré par un élément irréductible, ce qui termine la preuve.
O

1 . s . A . . a1e JPRRY

A ma connaissance, la maniére la plus simple d’établir ce résultat est d’utiliser le théoreme de Chebotarev
et la théorie du corps de classes. Développer tout cet arsenal théorique ici serait excessif par rapport a l'usage
que nous en ferons par la suite, nous utiliserons donc ces résultats sans les examiner en détail.
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2.5 Quelques bases sur les extensions de corps

Dans cette section nous prenons K une extension galoisienne de QQ, de groupe de Galois
G = Gal(K/Q) et de degré n = |G|. Etant donné un premier p € Z, on souhaite décomposer
l'idéal (p) = pOk en produit d’idéaux premiers de Ok:

g
pOx =[] ¥i".
i=1
Le lemme des restes chinois donne

g
Ok [pOk ~ @D Ok /9§ Ok.

i=1
Les indices e; sont appelés indices de ramification. Puisque chaque idéal premier p; est
maximal dans O (car Ok est un anneau de Dedekind), Ok /p;Ok est un corps (que l'on
appelle corps résiduel). Le corps Z/pZ ~ F, admet une injection naturelle dans Ok /p; Ok,
qui a donc une structure de [F,-espace vectoriel. On note f; = [Ok /p;Ok : Z/pZ] la dimension
de cette extension, et on 'appelle degré d’inertie.

On a alors en général, quand l'extension est séparable, 'identité suivante:
g
[K:Ql =) eifi
i=1

Dans notre cas particulier cependant, les extensions que nous examinerons seront galoisiennes!

Le groupe de Galois G agit transitivement sur les idéaux p;. Par conséquent, tous les
e; sont égaux. On note e cette valeur commune. De méme, le groupe de Galois induit un
isomorphisme entre les corps résiduels Ok /p;Ok, qui ont donc tous le méme degré d’inertie,

que nous notons désormais f. On obtient donc
n=[K:Q]=efg.
Définition 2.5.1. Sie = f =1, on dit que p est totalement décomposé. Si e = g = 1, on dit

que p est inerte. Enfin, si f = g = 1, on dit que p est totalement ramifié.

On rappelle un autre résultat qui est d’importance culturelle pour la théorie de la factorisation

des idéaux dans les anneaux d’entiers.

Proposition 2.5.2. Pour une extension K/Q algébrique, il n'y a qu'un nombre fini de

nombres premiers p € Z qui sont ramifiés, c’est-a-dire tel que 31 < i <g, e; > 1.

Remarque 2.5.3. Notons que la théorie de la ramification ne considere pas seulement des

extensions de QQ, mais bel et bien le cas général d’un corps de nombres K et d’une extension
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L/K:
OK — OL
3 )
K — L

Dans cette theése, nous ne nous arréterons que sur le cas simple d’une extension K/Q, qui

suffit amplement pour développer nos exemples.?

2Cette remarque n’est en aucun cas motivée par le souhait de montrer que je sais faire un diagramme
commutatif en ITEX.
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Chapter 3

Codes minimaux et ensembles

générateurs d’hyperplans

Verse-nous ton poison pour qu’il nous réconforte !
Nous voulons, tant ce feu nous brile le cerveau,
Plonger au fond du gouffre, Enfer ou Ciel, qu’importe ?

Au fond de UInconnu pour trouver du nouveau !

- Charles Baudelaire, Les fleurs du mal

Dans ce chapitre, nous utilisons les techniques géométriques exposées au premier chapitre
dans le cas particulier des codes minimaux. Nous verrons qu’ils correspondent a un objet

géométrique particulier: les ensembles générateurs d’hyperplans.t
3.1 Une définition abstraite des codes minimaux
Définition 3.1.1. Soit P un ensemble a ordre partiel. Un support est une application o :

Fy — P vérifiant
VeeFy VAeFS oA x)=o(x),

'Les ensembles générateurs d’hyperplans ont été définis pour la premiere fois en 2011, sous le nom de strong
blocking sets, et ont été étudiés par d’autres auteurs sous les noms cutting blocking set et hyperplane generating
set. Cette these est & ma connaissance le premier travail en francgais sur ce sujet, je dois donc donner une bonne
traduction francaise a cet objet. J’ai choisi ensemble générateur d’hyperplans, qui correspond le mieux & ma
propre représentation mentale et qui est assez naturel & prononcer en francgais.

95
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et
Ve e Fy o(0) <o(x).

Cette définition se veut aussi générale que possible, et permet de définir les codes minimaux

d’une maniere tres générale.

Définition 3.1.2. Soit C C Fy un code. Un mot de code ¢ € C est minimal par rapport a o
si

vd e C\ {0}, o(d) Coale).

Le code C est minimal par rapport & o si tout mot de code non nul ¢ € C \ {0} est minimal

par rapport a o.

De maniere équivalente, un code minimal est un code dont I’ensemble des supports de
mots de code forme une antichaine: ils ne sont pas comparables deux a deux avec la relation

d’ordre.

3.2 Codes minimaux en métrique de Hamming

En métrique de Hamming, la Définition 3.1.2 peut étre reformulée comme suit.

Définition 3.2.1. Un code C est minimal si pour toute paire de mots de code non nuls
¢, d € C\ {0} vérifie
o(c) Co(d) & INeEF,, c=X.

Historiquement, les codes minimaux ont d’abord été étudiés dans le cas binaire (i.e. ¢ = 2).
Dans ce cas, les codes minimaux sont exactement les codes intersectants, que nous examinerons
dans le chapitre suivant.

En particulier, en appliquant le Théoréme 4.1.4, cela veut dire qu'un [n, k, d]4-code minimal
vérifie toujours d > k, mais nous verrons plus bas que nous pouvons montrer des inégalités

bien plus fortes.

3.2.1 Quelques bornes élémentaires

Proposition 3.2.2 ([9], Lemme 2.1. (2.)). Soit C un [n, k, d],-code minimal. Pour tout mot
de code c€ C on a
wt(c) <n—k+ 1.

Théoreme 3.2.3 ([9], Lemme 2.1. (3.)). Soit C un [n, k, d]4-code, et notons d < w < n son

poids de Hamming maximal. Si

alors C est un code minimal.
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Le Théoreme 3.2.3 est nommé condition de Ashikhmin-Barg. 1l permet de construire
beaucoup de familles de codes minimaux: par exemple, une des conséquences immédiates est
que tout code a poids constant est un code minimal. Similairement, il est facile de vérifier si
un code & deux poids est un code minimal.

Dans [52], cette condition est utilisée pour construire des codes minimaux avec un ensemble
de poids restreints. Il est important de noter que si la condition d’Ashikhmin-Barg est
suffisante, elle n’est pas nécessaire: il existe en effet une famille infinie de codes minimaux qui

ne satisfont pas la borne, comme établi dans [37].

Théoréme 3.2.4 ([23], Théoréme 2.). Soit C un [n, k, d]4-code. Si C est minimal, alors
n > logy(q) - k.

Proposition 3.2.5 ([26], Corollaire 1.). Soit C un [n, k,d],-code tel que k > 2. Si C est
minimal, alors
d<k+qg-2.

Proposition 3.2.6 ([6], Théoreme 2.8.). Soit C un [n, k, d]4-code. Si C est minimal, alors
d>(q-1)(k—1)+1.

3.2.2 Une interprétation géométrique : les ensembles générateurs d’hyperplans

Définition 3.2.7. Soit S C PG(k—1, ¢). On dit que S est un ensemble générateur d’hyperplans
si pour tout hyperplan H C PG(k — 1, q), l'intersection de H avec S engendre H :

(SNH) =7

De maniére équivalente, S est un ensemble générateur d’hyperplans si tout hyperplan peut

étre engendré par k — 1 points de S.
La motivation derriere ’étude de ces ensembles est le théoreme suivant.

Théoréme 3.2.8 (]3], Théoreme 3.4., [66], Théoreme 14.). Soit C un code et soit S ’ensemble
de points associé a I'une de ses matrices génératrices. Le code C est un code minimal si et

seulement si S est un ensemble générateur d’hyperplans.

Preuve. Notons G une matrice génératrice de C dont les colonnes correspondent aux points
de S.

Supposons que S soit un ensemble générateur d’hyperplans. Soit x € IF];\{O}, et H = (x)*t.
Notons également 2’ € F& \ {0,2}, et H' = (2/)*. Puisque S est un ensemble générateur
d’hyperplans, il existe P € SNH\SNH'. Par symétrie, il existe également P’ € SNH'\SNH.
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Par conséquent, S NH et S N H' ne sont pas comparables pour l'inclusion, ce qui implique
que o(zG) et o(2’G) ne sont également pas comparables pour I'inclusion. Par conséquent C
est un code minimal.

Inversement, supposons que S ne soit pas un ensemble générateur d’hyperplans. Alors
pour un certain hyperplan H = (z)*, avec = € F’;, onaSNHCU,ould CPG(k—1,q) est
un sous-espace projectif de codimension 2. Notons alors H’ un hyperplan projectif contenant
U mais distinct de H, et notons z’ € F¥ tel que H' = (2/)*. Onaalors SNH C SNU C SN/,
et par conséquent, on a également o(2'G) C o(zG). Cependant, x et 2’ ne peuvent pas étre

colinéaires, car H et H’ sont distincts. Par conséquent, le code C n’est pas minimal. O

Ce résultat permet de donner une interprétation géométrique simple des codes minimaux.
Beaucoup des propriétés des codes minimaux que nous déterminerons par la suite se comprennent

le plus clairement quand on les interprete du point de vue de la géométrie projective.

3.3 Bornes sur la taille des ensembles générateurs d’hyperplans
Les ensembles générateurs d’hyperplans vérifient la proposition élémentaire suivante.

Proposition 3.3.1. Soit S € &’ € PG(k—1,q). Si S est un ensemble générateur d’hyperplans,

alors &’ l’est aussi.

Preuve. Soit ‘H un hyperplan projectif de PG(k — 1,¢q). Alors (SNH) C (8’ NH), et si
S NH engendre H, alors il en est de méme pour &' NH. O

On comprend intuitivement qu’un ensemble générateur d’hyperplans doit étre assez grand.
Par conséquence, la question naturelle a poser du point de vue de la recherche est la suivante:
Quelle est la plus petite taille d’'un ensemble générateur d’hyperplans dans PG(k — 1,q) ?
Notons qu’il pourrait y avoir plusieurs ensembles générateurs d’hyperplans qui atteignent la
taille minimale.

Ces considérations menent a la définition suivante.

Définition 3.3.2. La taille minimale d’un ensemble générateur d’hyperplans dans PG(k—1, q)
est notée m(k,q). C'est également la longueur minimale d’un code minimal de dimension &

sur [F,.

Dans la suite, les bornes sur la taille minimale des ensembles générateurs d’hyperplans ou

sur la longueur minimale d’un code minimal seront présentées en utilisant la fonction m(k, q).

Définition 3.3.3. Un ensemble B C AG(k — 1,q) est appelé ensemble bloquant affine s'il
intersecte tout hyperplan affine de AG(k — 1, q).
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Théoréme 3.3.4 ([40]). Soit B C AG(k — 1,q) un ensemble bloquant affine. Alors |B| >
(¢g—1)(k—1)+1.
Théoréme 3.3.5 ([6], Théoreme 2.14.).

m(k,q) > (¢+ 1)(k —1).

Puisque nous allons nous intéresser en détail au cas d’égalité de ce théoreme, nous nous
permettons d’en restituer une preuve, qui servira de base pour nos considérations dans la
Section 3.4.

Preuve. Soit S un ensemble générateur d’hyperplans de PG(k—1, q). Soit H un hyperplan
de PG(k—1, ¢) d’intersection maximale avec S. Notons Sy = S\ H. Puisque S est un ensemble
générateur d’hyperplans, Sy est un ensemble bloquant affine. Soit S%; un ensemble bloquant
affine minimal par rapport a 'inclusion contenu dans Sp. D’aprés le Théoreme 3.3.4, on a
|S%| > 14 (k—1)(¢ —1). D’autre part, la minimalité de S, implique que pour tout P € S,
il existe un hyperplan U tel que U N S}, = {P}. 1l existe un hyperplan Z contenant H N U
mais distinct de H et de U, et tel que |ZN (Sy\U)| >k —1,car [Sg\U| > (¢—1)(k —1),
et car les ¢ — 1 hyperplans contenant H N U distincts de H et de U forment une partition de
Sg\U.

On a donc:

|[HNS|>|ZNnS|>|ZNSy|+|ZNnSNH|=|Zn(Sg\U)|+|UN(SNH)]
=120 (S \U)[+[SNH[+|(S\H)\U| =[S\ U]
>k—-1)+|SNH|+(k—1)(g—1)—|S\U]

et donc |S\ U| > q(k —1). Puisque |[SNU| > (k — 1), on obtient |S| = [SNU|+ |S\U| >
(k—1)(g+1). O
D’autre part, la meilleure borne supérieure connue sur m(k, q) est la borne suivante.

Théoréme 3.3.6.

2k
m(k,q) < | ———| - (¢+1) =2(g+ Dk
1qu(m)

Cette borne est issue d’une construction probabiliste impliquant des droites de PG(k—1, q),

présentée simultanément dans [4] et [16].

Corollaire 3.3.7. La famille des codes minimaux est asymptotiquement bonne.

On comprend bien que l'objectif de tout ce qui suit sera d’explorer les propriétés de

la fonction m(k,q) et de développer une bonne compréhension géométrique des ensembles
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générateurs d’hyperplans. Avant de rentrer dans les détails des preuves, je veux donner ici
une vision d’ensemble de 1’état de ’art, ainsi que mes intuitions sur les ensembles générateurs

d’hyperplans.

D’un point de vue assez abstrait et tres intuitif, un ensemble générateur d’hyperplans doit
avoir des points hautement non alignés. Ma compréhension intuitive est qu’'un tel ensemble
doit présenter le moins de structure possible. Cela est difficile a réconcilier avec notre culture
mathématique, qui adore les ensembles (algébriques, géométriques, etc.) avec beaucoup de
structure. Beaucoup de structures géométriques élémentaires sont a éviter, en particulier

lorsque les points sont “trop alignés”.

La seule chose sur laquelle les chercheurs semblent étre d’accord (et je partage cette
opinion) est qu'’il est pratique de considérer des ensembles de droites plutot que des ensembles
de points. Cette idée est assez logique: en effet, toute droite doit intersecter tout hyperplan
pour des raisons élémentaires de dimension. Par conséquent, un ensemble de droites aura
beaucoup d’intersections avec les divers hyperplans, ce qui facilite grandement la construction

d’ensembles générateurs d’hyperplans.

En pratique, puisque tout ensemble de droites dispersées est un ensemble générateur
d’hyperplans (I'inverse n’est pas vrai: il peut y avoir des ensembles de droites non dispersées
mais qui forment un ensemble générateur d’hyperplans), on choisit de construire des ensembles
de droites dispersées, ce qui (en l'état actuel de nos connaissances) est déja suffisamment

complexe.

J’ai passé beaucoup de temps a essayer d’améliorer la borne supérieure probabiliste du
Théoreme 3.3.6, et pour 'instant je n’en pas été capable. Il s’agit de I'un de ces problemes

qui “résistent”, et ou chaque idée prometteuse se heurte & une difficulté imprévue.

De mon point de vue, la difficulté principale vient du fait que les constructions qui
impliquent des droites qui se croisent “souvent” sont mauvaises et ne peuvent pas produire
des familles de droites dispersées. Par exemple, une famille de droites qui passent toutes par
un point commun serait la pire version de cette idée (on imagine facilement un tel “faisceau
de droites”, personnellement j’imagine un tipi): n’importe quel espace de codimension 2 qui

contient le point intersectera toutes les droites, et la famille ne peut pas étre dispersée.

En somme, il faudrait faire avec les droites exactement ce que 'on fait avec les points,
c’est-a-dire les choisir de maniere a ce qu’elles soient le plus dispersées possible. Cela est tres
difficile a obtenir avec une construction qui a la moindre structure, parce qu’une construction

structurée tend a produire des droites qui s’intersectent.

Plus bas, nous verrons une construction explicite avec des graphes expanseurs. Les droites
de cette construction s’intersectent, et la construction en souffre considérablement (méme
si elle demeure excellente): la constante explicite est assez grande par rapport & la borne

supérieure probabiliste du Théoreme 3.3.6.
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3.3.1 Notre borne inférieure asymptotique

Notre objectif dans [62] est d’améliorer la borne inférieure du Théoreme 3.3.5. Notre méthode
consiste & chercher quels parameétres asymptotiques (R,d) € [0, 1]? peuvent étre atteints par
une suite de codes minimaux dont les longueurs tendent vers l'infini.

Observons pour commencer que la borne d > (¢ — 1)(k — 1) + 1 du Théoréme 3.3.5 peut
s’interpréter comme une borne asymptotique. En effet, elle équivaut a la fonction majorante
g-aire

b(5) = 6/(g — 1).

Notons évidemment que cette fonction n’est valide que pour les codes minimaux. L’avantage
de ce point de vue est qu’elle délimite une région assez petite de [0, 1]?, et que I'intersection de
cette fonction avec une fonction majorante g-aire classique de théorie des codes nous donnera
une borne supérieure sur R (qui correspond a l'ordonnée du point d’intersection de b et de

notre fonction majorante g-aire bien choisie).
Théoréme 3.3.8 ([62], Théoreme 3.3., et [16], Théoreme 1.4.).
liminf m(k,q) > (¢ +¢(q)) - k,
k—o0

ol ¢ est une fonction croissante qui vérifie
1
1.5204 < £(2) < e(q) < V2+ 5
Preuve. La fonction majorante g-aire correspondant a la borne MRRW est
1
M,(5) = H, (q <q—1— (G—2)8—2/(q—1)3(1 - ))

Nous voulons vérifier que 'ordonnée du point d’intersection des graphes de M et de b(6) =

6/(q — 1) est inférieure & (q + e(g))~'. Puisque M, est décroissante, et puisque pour § =

de(q) = 7 +€( 3 la borne superleure sur le taux d’information est R < 7= ( 1) = +E( L il suffit de

vérifier que My(6.(q)) < m, ou, de maniere équivalente, que

Mq(q_(l)) (g+e(g) < 1.

q+elq

Notons

A(q) = ;(q—l—(q—2 q) —2v/(q — 1)d. 1—5())) L'C(Q),

ou C(q) =¢e(q) +2—2+/e(q) + 1.
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La valeur de (q +€(q))Hq(A(q)) est alors

(q+e(g)) Hq(Alg)) = q;I - C(q) - log, (ﬁqw + 8(Q)))~

Nous voulons montrer que (q + €(q))Hq(A(q)) < 1, si bien qu’il suffit d’établir

qg—1 e

——Clq) - log <7C](Q+5(Q))> <1 (3.1)

q T\C(q)

Soit (q) tel que (3.1) soit une égalité. Une évaluation numérique donne £(2) > 1.5204.
Supposons a présent que nous ayons montré que £ est croissante jusqu’a la puissance

premiere £, et notons Cy = e({) + 2 — 24/e(¢) + 1. 1l suffit de montrer que

e

q—1
Vg>0 ——-Cp-1
q> e qu(Cg

q(q + 5(6))) <1
Un calcul direct permet de montrer que la fonction

P In (&a(z+e(0)

x In(z)

est décroissante. Puisque f(¢) = 1, pour toute puissance premieére ¢ plus grande que ¢, on a
f(g) < 1, c’est-a-dire £(q) > (). Par conséquent ¢ est une fonction croissante.
Pour finir, un calcul direct donne

1
lim e(q) = V2 + 7

q—o0

O]

Remarque 3.3.9. En raison de la maniere dont € est définie dans la preuve ci-dessus,
ses valeurs sont suboptimales. Si nous avions défini £(¢) comme étant la valeur telle que
H,(A(q))(g +¢(g)) = 1, on aurait obtenu les bornes inférieures asymptotiques telles qu’elles
apparaissent dans le Tableau 3.1.

Nous avons choisi la définition suboptimale précisément pour prouver que € est croissante,
en jugeant que 1’écart n’est pas trop grand. Je suis fermement persuadé que la valeur réelle
de € est également croissante.

L’écart entre notre définition de € et la borne inférieure réelle est indiqué dans le tableau

ci-dessous.

Remarque 3.3.10. Il serait possible d’améliorer le Théoreme 3.3.8 si ’on parvenait a trouver
une meilleure fonction majorante g-aire. Bien évidemment, il est seulement nécessaire que

cette fonction corresponde a une borne sur les codes minimaux.
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m(k,q)

q | liminfy oo =5 —q | <(q)

2 1.5276 1.5204
3 1.5516 1.5450
4 1.568 1.5624
5 1.5805 1.5757
7 1.5987 1.5951
8 1.6057 1.6025

Table 3.1: Ecart entre le £ du théoreme et la valeur réelle de la borne inférieure.

Par exemple, si pour ¢ = 2 la borne de Gilbert-Varshamov f(z) =1 — Ha(z) est bien une
fonction majorante binaire, ce qui est encore un probléme ouvert mais parait plausible & mes
yeux aussi bien qu’aux yeux de tous les théoriciens des codes auxquels j’ai posé la question,
on en déduira immédiatement une borne inférieure significativement plus forte sur la valeur

asymptotique de m(k, 2).

Remarque 3.3.11. Il est regrettable que la preuve du Théoreme 3.3.8 ne soit pas le fruit
d’une compréhension géométrique des ensembles générateurs d’hyperplans. Mon impression
est qu’elle surgit comme simple conséquence de théoremes de théorie des codes, sans donner
davantage d’information sur la structure géométrique des ensembles générateurs d’hyperplans,

comme le fait par exemple la preuve du Théoreme 3.3.5.

3.4 Le cas d’égalité quand ¢ = 2

Dans la section précédente nous avons établi que la borne inférieure m(k,q) < (k—1)(q+ 1)
n’est pas optimale quand k est grand. Dans [6], les auteurs établissent que la borne n’est
pas optimale pour 2 < k < /g + 2 (sauf si ¢ = 2 et &k = 3). Dans cette section, nous nous
intéressons au cas d’égalité quand k est petit et ¢ = 2.

Il est clair qu’il n’y a qu’un nombre fini de codes minimaux atteignant la borne inférieure
a q fixé. 1l est donc clair que ces codes minimaux doivent posséder des caractéristiques
particulieres. Notre objectif est de développer notre compréhension de ces codes remarquables.

Nous commencerons par nous intéresser a la preuve du Théoréme 3.3.5, et nous déduirons

des résultats de structure forts sur les codes minimaux qui atteignent la borne inférieure.

3.4.1 Quelques résultats de structure

Pour obtenir des ensembles générateurs d’hyperplans de taille minimale, une grande partie
des inégalités de la preuve du Théoreme 3.3.5 doivent étre des égalités. Prenons donc ¢ = 2 et
considérons un ensemble générateur d’hyperplans S C PG(k — 1, ¢q) de taille (k—1)(¢+ 1) =
3(k—1). On doit avoir Sy = S}, et chacun doit avoir cardinal exactement (k—1)(¢g—1)+1 = k.
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On doit également avoir |[SNU| = k — 1. En particulier, |[SNU| = k — 1 doit étre vérifié
indépendamment du choix d’'un point P et du choix de ’hyperplan U, ce qui implique qu’il
y a exactement k tels points, et par conséquent exactement k hyperplans U pour lesquels
ISNU|=k—1.

Les points d’un ensemble générateur d’hyperplans correspondent aux colonnes d’une matrice
génératrice. Si nous considérons que les k points de Sy correspondent aux k premieres

colonnes, alors le mot de code correspondant a I'hyperplan H est

cr=(1,...,1,0,...,0).

k times 2k—3 times

Le mot de code correspondant & un hyperplan U; (ot P est le point correspondant a la

j-eéme colonne de la matrice génératrice) est
cy; = (1,...,1,0,1,...,1) - by,

ol le 0 est en j-eme position et by, est un mot de code correspondant aux derniers 2k — 3
indices, de poids de Hamming wy (by,) =k — 1.

Puisque les mots de code cy+cy; sont en forme échelonnée, ils sont linéairement indépendants.
De plus, puisqu’il y a exactement k tels mots de code, ils forment les lignes de la matrice

génératrice suivante

G = (Ik, R) (3.2)

avec R € My, o1_3(Fy).

Chaque ligne de R doit avoir poids de Hamming k£ — 1, et puisque cy est un mot de code
qui ne peut étre engendré qu’en sommant toutes les lignes, toutes les colonnes de R doivent
avoir poids de Hamming pair.

Nous venons donc de montrer le résultat suivant.

Proposition 3.4.1. Soit C un code minimal de parametres [n, k, d|2, avec n = 3(k—1). Alors
C est équivalent & un code engendré par une matrice génératrice de la forme (3.2), ou chaque
ligne a poids de Hamming k et chaque colonne de R a poids de Hamming pair. De plus,
d=k.

Notre objectif est de déterminer s’il est possible pour des matrices de la forme (3.2) d’étre
des matrices génératrices de codes binaires minimaux. Dans tout ce qui suit, nous noterons
N = k — 1 pour simplifier la notation.

Considérons donc une matrice de la forme (3.2). La sous-matrice R a N + 1 lignes et
2N — 1 colonnes. Notons R; C {1,...,2N — 1} le support de la j-eme ligne. Puisque chaque
ligne de R a poids de Hamming N, chaque sous-ensemble correspondant R; C {0,...,2N —1}
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doit avoir cardinal
|Pj| = N.

Le code minimal C correspondant & cette matrice génératrice aura distance minimale N +1,
et puisque le poids de Hamming de chaque mot de code ¢ € C vérifie la Proposition 3.2.2, le

poids de Hamming d’un mot de code ne peut excéder 2.

Lemme 3.4.2. Un code minimal binaire C de parametres [3N, N 1] correspond & une famille

de N + 1 sous-ensembles de {1,...,2N — 1} qui ont tous cardinal N et dont les intersections
deux a deux ont cardinal compris entre % et %, et tels que la différence symétrique de

tous les N + 1 sous-ensembles est I’ensemble vide.

Preuve. Notons AAB = (AU B) \ (AN B) la différence symétrique des ensembles A et
B. Considérons G une matrice de la forme (3.2), telle que G est une matrice génératrice d’'un
code équivalent a C. Ajouter la i-eme et la j-eme ligne de G produit un mot de code de poids
2 + |R;ARj| (le terme 2 vient du bloc I}, de G). Ajouter le mot de code cy a cette somme
produit un mot de code de poids N — 1 + |R;AR;|.

Puisque ces mots de code doivent avoir poids de Hamming compris entre N + 1 et 2N,
on en déduit naturellement des bornes sur le cardinal des différences symétriques |R;AR;|:
N +1 < 24 |R;ARj| donne |R;AR;| > N — 1, tandis que N — 1+ |R;AR;| < 2N donne
|RiAR;| < N + 1, de sorte qu'on obtient N —1 < |R;AR;| < N + 1.

Puisque |R;AR;| = 2N — 2|R; N R;| on obtient

N-—-1 N+1
<|RiN Ry <~ (3.3)

Pour finir, puisque le mot de code cy ne peut étre engendré qu’en sommant toutes les
lignes de G, les dernieres 2N — 1 colonnes doivent avoir poids de Hamming pair, i.e. la
différence symétrique des sous-ensembles R; est ’ensemble vide. O

En particulier, quand N = k£ — 1 est pair, il n’y a qu’une seule valeur possible pour le
cardinal de l'intersection entre deux sous-ensembles R; et R;.

Remarquons que raisonner en termes de poids de Hamming donne des conditions supplémen-
taires sur les poids de Hamming des différences symétriques des sous-ensembles correspondant

aux indices de 3 lignes de R, et ainsi de suite.

3.4.2 Le cas ou N est pair

Quand N est pair, on peut prendre Ry = {1,...,N} et Ry = {N/2+1,...,N + N/2} sans

perte de généralité au vu de la discussion plus haut.
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Pour chaque nouveau sous-ensemble I C {1,...,2N — 1} on note

ar = [IN (R \ Ra)l,
br = [IN(R1NRe)l,
cr =[IN (R \ Ry)l,
dr=[In({1,...,2N =1} \ (R N Ry))|.

Le lemme suivant présente quelques restrictions sur les valeurs que peuvent prendre ay, ..., d;.

Lemme 3.4.3. Soit C un code binaire minimal de dimension k£ > 3, dont un code équivalent
admet une matrice génératrice de la forme (3.2). Si R, Ro, et I sont les supports de 3
lignes de la sous-matrice R, alors les ay,...,d; définis plus haut vérifient a; = ¢y, by = dy et
lar — br| < 1.

Preuve. Notons pour commencer que ay + by = |Ri N I| = N/2 = |Ry N I| = br + ¢y, ce
qui donne ay = ¢;. De plus, puisque ay + by + ¢ +d;f = N = ay + 2b; + ¢j, on a également
br =dj.

Posons s = by+d;. La différence symétrique des trois ensembles a cardinal N+s—(N—s) =
2s. La somme des trois lignes correspondantes produit un mot de code ¢ = cp,4+p,4+5 dont
le poids de Hamming est wy(c) = 3 + 2s. Puisque wy(c) = 3+ 2s > N + 1 a cause des
conditions sur les poids, on obtient s > N/2 — 1.

Remarquons ¢ + ¢y est également un mot de code, de poids de Hamming N — 2 + 2s =
N +2s —2. L’autre inégalité sur les poids donne N +2s —2 < 2N, ce qui donne s < N/2+ 1.
Cela signifie que N/2 —1 < by +d; < N/2 + 1, ce qui implique également que N/2 — 1 <
ar+cy < N/241.

Pour finir, puisque a; = ¢; et by = dj on obtient |ay — N/4| < 1/2 et |by — N/4| < 1/2, ce
qui donne |a; — by| < 1. O

Ce lemme est particulierement utile, puisqu’il permet de restreindre considérablement
quels nouveaux sous-ensembles choisir une fois qu’on a déja choisi les deux premiers. Notons
que tout nouveau sous-ensemble doit satisfaire les conditions du lemme pour n’importe quel
choix de R;, R; parmi les sous-ensembles déja sélectionnés. En particulier, quand N grandit,

on s’attend a ce que ce soit de plus en plus difficile.

Proposition 3.4.4. Il n’existe aucun code minimal binaire de parametres [18,7].

Preuve. Dans ce cas particulier on a Ry = {1,2,3,4,5,6} et Ro = {4,5,6,7,8,9}. Nous
nous intéressons aux colonnes correspondant aux indices 10 et 11, on sait en particulier que

chacune doit avoir poids de Hamming pair d’apres le Lemme 3.4.3. A cause du Lemme 3.4.3,
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les seules valeurs possibles pour dj sont 1 et 2. Nous divisons les sous-ensembles qui satisfont

les conditions énoncées au Lemme 3.4.3 en 3 familles, selon leur intersection avec {10, 11}:
A={IC{1,...,2N —1} | In{10,11} = {10}}

B={IC{l,....2N —1} | In{10,11} = {11}}
C={IC{l,....,2N —1}|In{10,11} = {10,11}}

Pour que les lignes se somment a 0, il faut que 3 des sous-ensembles viennent d’une seule
famille et 1 de chaque autre. Supposons pour commencer que 3 des sous-ensembles sont dans
la famille A (par symétrie cela couvrira également le cas ol ces sous-ensembles sont dans B).
Alors leur différence symétrique est {4,5,6,10} et la différence symétrique de tous les cing
sous-ensembles est S = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, ce qui produit un mot de code de poids de
Hamming 5 + |S| = 5 + 10 = 15, tandis que le poids maximal est au plus 2N = 12, une
contradiction.

Par conséquent les 3 sous-ensembles sont dans la famille C.

Dans ce cas on peut vérifier que leur différence symétrique doit étre {1,2,3,7,8,9,10,11} et
donc la différence symétrique des cinq mots de code doit étre S” = {10, 11}, ce qui, additionné
a cp, donne un mot de code de poids de Hamming (7 — 5) + |S/| = 2 4+ 2 = 4, tandis que
le poids minimal autorisé est N + 1 = 7 (puisque la distance minimale est d = 7 d’apres le

Lemme 3.4.3), ce qui donne encore une contradiction. ]
Proposition 3.4.5. Il n’existe aucun code minimal binaire de parametres [24,9].

Preyve. Ici, apres avoir choisi R; et Ro, le Lemme 3.4.3 force tous les sous-ensembles
restants I a vérifier df = 2. Puisque dj est calculé en considérant l'intersection de I avec
{13,14, 15}, et puisqu’il y a 7 sous-ensembles restants, ils forment une matrice 7 x 3 dont
chaque colonne a un nombre pair de 1, et donc il y a au moins une colonne avec au moins 3
fois le 0.

Dans le langage des sous-ensembles, cela signifie qu’il doit y avoir 3 sous-ensembles contenant
(sans perte de généralité) {13,14}. Sans perte de généralité supposons que le premier est I.
Puisque ay = by = ¢; = dj = 2 sans perte de généralité on choisit I = {1,2,5,6,9,10,13, 14}.
Maintenant, en appliquant le Lemme 3.4.3 de deux sous-ensembles déja sélectionnés, on déduit
que le seul sous-ensemble restant qui contient {13,14} est J = {3,4,5,6,11,12,13,14}, tandis
que nous en voulons au moins deux pour trouver trois sous-ensembles contenant {13, 14}, une

contradiction. O
Proposition 3.4.6. Il n’existe aucun code minimal binaire de parametres [30, 11].

Preuve. Ceci a été prouvé par une recherche numérique en 248 secondes sur un unique



68 CHAPTER 3. CODES MINIMAUX

processeur Intel i5 (9e génération), a l'aide d’un programme en Sagemath, en utilisant une
méthode similaire au cas N = 10.

En pratique il est possible de restreindre la recherche encore davantage : apres avoir éliminé
des sous-ensembles en appliquant le Lemme 3.4.3, on peut diviser les sous-ensembles restants
en classes d’équivalence en fonction de leurs intersections avec les ensembles déja présents
dans notre liste. Il est alors possible de ne tester qu’un seul représentant pour chaque classe
d’équivalence, ce qui accélere considérablement la recherche.

On déduit rapidement qu’il est impossible pour 11 sous-ensembles de satisfaire les conditions

tous en méme temps, ce qui implique le théoreme. O

Théoréme 3.4.7. Si N =4 (mod 8), il n’existe aucun code binaire minimal de parametres
BN, N +1].

Preuve. Une des conséquences directes de la preuve du Lemme 3.4.3 est que pour N =0
(mod 4), on a af = by = ¢y = d; = N/4 pour chaque nouveau sous-ensemble /. Considérons
la sous-matrice de taille N — 1 x N/4 correspondant aux indices {3N/2 4+ 1,...,2N — 1}
(i.e. ceux qui correspondent aux dy). Chacune de ses lignes est la fonction indicatrice des
N — 1 sous-ensembles restants dans {3N/2 + 1,...,2N — 1}, et donc chaque ligne de cette
sous-matrice contient précisément N/4 fois le chiffre 1.

Pour N = 4 (mod 8), il est clair que N/4 est impair. Puisque N est pair, N — 1 est
également impair. Par conséquent, la sous-matrice dans son entier contient un nombre impair
de 1, et ses lignes ne peuvent donc pas se sommer a 0, ce qui contredit la Proposition 3.4.1. [

Comme noté dans les précédentes sous-sections, il n’y a pas de codes minimaux binaires
de parametres [3N, N + 1] quand N est assez grand. Cela implique que ces codes n’existent
que pour un nombre fini de valeurs de N. Nous avons vu que de tels codes n’existent pas pour
certaines valeurs de N, a savoir N = 6, N =8, N = 10 et tous les N congrus a 4 (mod 8), il

est naturel de poser la question suivante.

Question 3.4.8. Est-ce qu’il existe un code minimal binaire de parametres [3N, N + 1] si
N > 4 est pair?

Nous nous attendons bien évidemment a une réponse négative, mais en ’absence de preuve

pour les cas manquants rien ne peut étre affirmé avec certitude.

3.4.3 Le cas ou N est impair

Quand N est impair, la situation est considérablement plus complexe, parce que le cardinal
de l'intersection de deux sous-ensembles de taille N peut avoir deux valeurs différentes.

Cela implique que lorsque ’on sélectionne un sous-ensemble de cardinal N dans {1,...,2N—
1}, mettons {1,..., N} (sans perte de généralité), il devient bien plus difficile d’éliminer des

sous-ensembles de cardinal N pour les lignes suivantes. Par conséquent, il est bien plus facile
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pour une famille de NV + 1 sous-ensembles de cardinal N dans {1,...,2N — 1} de satisfaire le
Lemme 3.4.2.

En effet, quand k est pair (et donc N impair) il existe des exemples de codes minimaux
de longueur 3(k—1) avec k € {2,4,6} (par exemple dans [11]), tandis que la sous-section plus
haut montre que cela est plus rare quand k est impair. La proposition suivante montre que

meéme ces cas particuliers de codes minimaux courts sont rares.

Proposition 3.4.9. Pour N = 7 il n’existe aucun ensemble générateur d’hyperplans de taille
3N = 21.

Preuve. Ceci a été prouvé par une recherche numérique en 802 secondes sur un unique
processeur Intel i5 (9e génération), a I'aide d’un programme en Sagemath, en utilisant une

méthode similaire au cas N = 10. OJ

3.5 Constructions explicites d’ensembles générateurs d’hyperplans

Tout ce que nous avons exposé jusqu’ici n’indique pas de quelle maniére construire des
ensembles générateurs d’hyperplans. Dans cette section nous exposons les meilleurs résultats
connus a ce jour.

Nous commencons par le tétraedre, un exemple relativement simple, exposé par exemple
dans [3].

Exemple 3.5.1 (Le tétraedre). Considérons k points Vi,..., Vi de PG(k — 1, ) en position
générale (i.e. qui engendrent PG(k — 1,¢) tout entier). Pour tous i,j € {1,...,k},i < j,

prenons la droite ¢; ; passant par V; et V;. L’ensemble
T=|Jty,
i#]
est appelé tétraedre, et est un ensemble générateurs d’hyperplans.

Le tétraedre a taille exactement k + (¢ — 1) - k(k; 1), ce qui est quadratique en k. Cela

donne donc en particulier la borne supérieure

k(k—1
m(k,q) <k+(qg—1)- (2)
qui est tres mauvaise si on la compare avec les bornes supérieures linéaires en k obtenues plus
haut.
Dans [18], les auteurs donnent des constructions explicites de codes minimaux de longueur

en O(q*k).
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Avant de donner les meilleures constructions asymptotiques, nous restituons les meilleures
constructions explicites en petite dimension, i.e. dans le cas ou la valeur exacte de m(k, q) est

déterminée explicitement.

3.5.1 Constructions optimales en petite dimension

Déterminer la valeur exacte de m(k,q) pour des petites valeurs de k et ¢ est possible, mais
quand k grandit, ce probleme devient tres difficile au vu du grand temps de calcul nécessaire.
Pour des valeurs de k assez petites, il est méme possible de classifier entierement la structure
géométrique des ensembles générateurs d’hyperplans. Dans le cas particulier ¢ = 2 et k = 4,

ce travail a été réalisé par Smaldore dans [65].

Dans les deux tableaux ci-dessous, nous présentons les meilleurs résultats dont nous avons
connaissance sur m(k,q), y compris quelques valeurs exactes. Beaucoup de ces valeurs ont
été obtenues par Kurz dans [42], en particulier pour ¢ = 2 et k > 7. La borne m(10,2) < 30
a été établie par Cohen et Zémor dans [27]. Les bornes sur m(6, 3) établies ici sont obtenues
dans [16]. Nous invitons le lecteur intéressé a se référer a ces travaux pour d’avantages de

détails sur les méthodes utilisées.

k 2 3 4 5 6 7 8 9
m(k,2) 3 6 9 13 15 20 24 26
Référence | folklore folklore [3] [3] [25] [42] [42] [42]

Table 3.2: Les premieres valeurs de m(k,2)

k 10 11 12
m(k,2) [28<-<30 31<-<35 33<-<40
Référence [27,42] [42] [42]

Table 3.3: Les prochaines valeurs de m(k, 2)

k 2 3 4 ) 6
m(k, 3) 3 9 14 19 22<.-<24
Référence | folklore [3] [3] [16] [16]

Table 3.4: Les premieres valeurs de m(k, 3)

Quelques autres résultats existent dans la littérature, nous citons en particulier celui-ci.

Théoréme 3.5.2 (Théoreme 3.1., [10]). e Sig <38, alors

m(3,q) = 3q.
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e Sig>9 est un carré, alors
m(3,q) =2¢+2\/q+2.

2a+1

e Sig > 23 est de la forme g = p , alors

a+1 1
]2

3,q) > 2q + p°
m(3,q) > 2q +p ’Vp“—l—l

e Sige{11,13,17,19}, alors
5) 7
m(3,q) > q2+ :

3.5.2 Les graphes expanseurs

Dans cette partie nous présentons une construction explicite de codes minimaux asymptotiquement
bons, de longueur asymptotique O(kq) dans PG(k — 1, ). Elle est exposée dans [8]. Nous la
présentons ici pour montrer 'un des meilleurs résultats sur la théorie des codes minimaux,
et parce que nous réutiliserons cette méthode dans le chapitre suivant pour le cas des codes
intersectants.

Nous commencons par présenter les graphes expanseurs, qui sont ’ingrédient essentiel de

la construction.

Définition 3.5.3. Soit G = (V, E') un graphe avec n sommets, mettons V' = {uy,...,u,}. La

matrice d’adjacence Ag de G est la matrice de taille n x n et dont les coefficients sont
a; j = |{arétes reliant u; et u;}|.

Puisque cette matrice est symétrique, elle est clairement diagonalisable sur R. Notons
A1(G) > X2(G) > ... > A\ (G) ses valeurs propres. Rappelons que si le graphe G est t-régulier,
alors A\1(G) = t. On note également

A(G) = max{|A2(G)[, -, A (9]}

Définition 3.5.4. Un (n, ¢, A\)-graphe G est un graphe t-régulier a n sommets tel que A\(G) < \.
Un graphe t-régulier G avec A(G) < 2v/t — 1 est appelé graphe de Ramanugjan.

Théoréme 3.5.5 (Alon-Bopanna). Pour tout (n,t, \)-graphe,
A>2vE—1-o(1)
quand n — oo.

Dans [7], auteur établit le théoréme suivant.
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Théoréme 3.5.6 (Théoreme 1.3, [7]). Pour tout degré ¢, pour tout ¢ et tout n > ny(t,¢)

suffisament grand, o nt est pair, il y a une construction explicite d'un (n,t, A)-graphe avec
A<2vVt—1+e.

L’un des ingrédients fondamentaux de notre construction est I'intégrité d’un graphe. Il
s’agit d’un invariant de graphe (comme le nombre chromatique par exemple), et est définie

comme suit.

Définition 3.5.7. Soit G = (V, F) un graphe simple et connexe. Pour tout sous-graphe H,

notons k(#) la plus grande taille d’'une composante connexe de H. L’intégrité de G est l'entier
t(G) = min{|S|+ k(G —-S5) | SCV}

Proposition 3.5.8 (Corollaire 3.4, [7]). Tout (n,t, \)-graphe G vérifie

Le lien entre la théorie des graphes expanseurs et les ensembles de droites dispersées,

montré dans [8], est le suivant.

Proposition 3.5.9 (Lemme 4.4, [8]). Soit M = {P1,...,P,} C PG(k—1,q) un [n,k,d|,-
systeme projectif et G = (M, E) un graphe. Si

uG)>n—d+1,
alors I’ensemble de droites
LM, G) ={(R, F;) | PiP; € E}
est dispersé.

Par conséquent, si G est un (n,t, \)-graphe et si

t— A\ 1
O >1-6+=
t+X +n’

alors les droites de £(M,G) sont dispersées.
En utilisant des codes AG bien choisis, et en optimisant les parametres des graphes

expanseurs, les auteurs de [8] en déduisent des constructions explicites de codes minimaux de

longueur environ 20k(q + 1).
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3.6 Applications

Dans [22], Brassard, Crépeau et Santha utilisent des codes minimaux pour concevoir un
protocole de transfert inconscient.

Supposons que deux personnes, Alice et Bob, veulent mettre en ceuvre le protocole suivant:
Alice détient deux vecteurs de k bits xg,x1 € F’Q“, et Bob a un bit b € F5. Bob veut connaitre
xp, sans révéler b a Alice, et Alice veut que Bob obtienne de l'information sur au plus 'un
des vecteurs. On suppose que Alice et Bob ont acces & un protocole qui effectue du transfert
inconscient dans le cas ou k = 1.

L’idée naive consistant a répéter ce protocole k fois (a chaque étape, on donne le choix
entre xo,; et z1,) ne marche pas, car Bob peut apprendre des bits de zg et de z;.

Avec la donnée d’'un [n, k]e-code minimal, les auteurs donnent un protocole pour du
transfert inconscient sur k-bits qui utilise le transfert inconscient sur 1 bit exactement n
fois. Plus n est petit, plus le protocole sera efficace. Par conséquent, dans ce contexte, il est

clairement intéressant d’avoir acces a de bonnes construction explicites de codes minimaux.

La notion de rayon de recouvrement d’un code est reliée a I’étude des ensembles saturants,

un objet classique de géométrie projective. Ils sont définis comme suit.

Définition 3.6.1. Soit S C PG(k — 1,q). Si p est le plus petit entier tel que tout point
Q € PG(k —1,9) \ S vérifie @ € (Pi,...,Pyp1) (ou les P; sont des points de S), alors

I’ensemble S et dit p-saturant.

Les ensembles générateurs d’hyperplans sont en fait un exemple d’ensembles saturants,

comme expliqué dans [31].

Théoreéme 3.6.2 ([31], Théoreme 3.2.). Tout ensemble générateur d’hyperplans dans une
sous-géométrie PG (k —1,¢) de PG(k—1,¢*!) est un ensemble (k — 2)-saturant dans PG (k —
1Lg" ).

Un autre concept apparenté aux codes minimaux est celui de code trifférent, examiné par
exemple dans [16] et [43]. Un code trifférent est un code C sur F3 tel que pour n’importe
que choix de 3 mots de code distincts ¢, c2,c3 € C, il existe une coordonnée i pour laquelle
{c1,i,¢2,,¢3,} ={0,1,2}.

Dans le cas des codes linéaires, les codes trifférents sont exactement les codes minimaux.

3.7 Une rapide présentation de la métrique rang

Dans cette section nous développons les résultats principaux sur les codes minimaux en

métrique rang F,m-linéaire. Si nous resterons brefs, nous voulons insister sur 1’analogie entre
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I’étude des codes minimaux en métrique rang et celle des codes intersectants en métrique
rang. Nous tenterons en effet de donner des explications aux similarités aussi bien qu’aux

différences que nous constaterons.

Définition 3.7.1. Soit C un code Fym-linéaire en métrique rang. On dit que C est minimal

si deux mots de code non nuls ¢, ¢’ € C vérifient
o(c) Cox(d) <= INEFm, c=\-C.

L’interprétation géométrique des codes minimaux en métrique rang, établie dans [5], est

la suivante.

Théoréme 3.7.2. Soit C un [n, k, d];m /o-code en métrique rang et soit ¢ I'un des g-systemes
correspondants a C. Le code C est minimal si et seulement si I;; est un ensemble générateur

d’hyperplans.

Cette interprétation est surprenante: les ensembles générateurs d’hyperplans sont I'objet
de géométrie projective relié aux codes minimaux aussi bien en métrique de Hamming qu’en
métrique rang?!

Notons que le choix d’une matrice génératrice n’est pas important pour déterminer si Ly,
est un ensemble générateur d’hyperplans.

L’étude géométrique des g-systémes correspondant aux codes minimaux permet d’obtenir

plusieurs propriétés, que nous présentons ici.

Proposition 3.7.3 ([5], Corollaire 5.9.). Soit C un [n, k, d]4m /4-code minimal. Soit ¢ € C un
mot de code. Alors
wtyk(c) <n—k+ 1.

On en déduit le théoreme suivant.

Théoréeme 3.7.4 ([5], Corollaire 5.10.). Soit C un [n, k, d]4m /4-code minimal. Alors
n>k+m-—1.

Outre cette borne inférieure, l'interprétation géométrique permet également de déduire

des bornes supérieures sur la longueur des codes minimaux en métrique rang.

Théoréme 3.7.5 ([5], Proposition 6.2.). Soit C un [n, k, d]gm /,-code avec n > (k — 1)m + 1.

Alors C est minimal.

Théoreme 3.7.6 ([5], Théoreme 6.11.). Soit k,m > 2. Pour tout choix de parametres

n, k,m,q tels que n > 2k + m — 2, il existe un [n, k]qm/q—code minimal en métrique rang.

211 se trouve que les codes minimaux ont également été définis en métrique somme-rang, mais la présentation
de cette métrique complexe n’est pas pertinente dans le cadre de ce travail.
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Pour une discussion plus approfondie de ce sujet, nous invitons le lecteur a se référer a [5].
En particulier, on notera que le Théoreme 3.7.4 et le Théoréeme 3.7.6 déterminent les longueurs
possibles pour un code minimal en métrique rang, en laissant seulement k& — 1 valeurs de n
ou l'existence est encore inconnue. Cette “zone grise” a fait I'objet de travaux ultérieurs,
en particulier pour £ = 3, ou des constructions explicites de longueur n = m + 2 ont été

découvertes [5,49].
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Chapter 4

Codes intersectants en métrique de

Hamming

The mathematician’s patterns, like the painter’s or the poet’s must be beautiful;
the ideas like the colours or the words, must fit together in a harmonious way.

Beauty is the first test: there is no permanent place in the world for ugly mathematics.
- G.H. Hardy, A mathematician’s apology

Dans ce chapitre nous abordons ’étude des codes intersectants. Ces codes sont bien connus
dans la littérature, on pourra par exemple voir [17,27,29,60,61,64]. Dans beaucoup de travaux
antérieurs, les codes intersectants ont été considérés principalement dans le cas ¢ = 2, dans
lequel leur définition est équivalente a celle des codes minimaux.

Les liens avec la combinatoire additive qui apparaitront dans ce chapitre concernent bel et
bien les codes intersectants. Nous proposons une généralisation de la constante de Davenport
qui permet de conserver son lien avec les codes intersectants en introduisant un systeme
de pondération par des endomorphismes. De plus, nous verrons qu’il est parfois possible
d’interpréter ’action de ce groupe d’endomorphisme comme étant I’action du groupe de Galois
sur le groupe de classes dans le cas de corps de nombres bien choisis, ce qui donne une

motivation supplémentaire a notre travail.

4.1 Définition et premieres propriétés
Définition 4.1.1. Un [n, k, d]4-code C est intersectant si
Ve,d € C\ {0}, o(c)no(d) # @.
Quand g = 2, cette définition coincide avec celle des codes minimaux, comme évoqué au

77
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chapitre précédent.

Proposition 4.1.2. Soit C un [n, k, d];-code et H une matrice de parité de C. Le code C est
intersectant si et seulement si pour toute partition de H en deux blocs (de colonnes), 'un des

blocs a rang maximal.

Preuve. Notons Hj et Hj ces deux blocs, ou I et J sont des parties disjointes et
complémentaires de {1,...,n}. Si H; et H; ont tous les deux une dépendance linéaire de
colonnes, alors il existe des mots de code ¢; € C et ¢; € C disjoints (car I N J = &) et non
nuls, par conséquent C n’est pas intersectant.

Réciproquement, si C n’est pas intersectant, il existe deux mots de code ¢, € C\ {0}
tels que o(c) No(d) = @. Ces deux mots de code a supports disjoints correspondent a
deux ensembles (disjoints) de colonnes de H qui ont chacun une dépendance linéaire. Par

conséquent, il est possible de diviser H en deux blocs, dont aucun n’a rang maximal. ]
Lemme 4.1.3. Soit C un [n, k, d|,-code. Si 2d > n, alors C est intersectant.

Preuve. Soit ¢, € C\ {0} deux mots de code non nuls. D’apres le principe des tiroirs,
puisque wt(c) + wt(c) > 2d > n, il existe un indice 1 < i < n tel que ¢; # 0 et ¢, # 0. Par

conséquent o(c) No(c) # & et le code C est donc intersectant. O

Théoréme 4.1.4. Soit C un [n, k, d]4-code. Si C est intersectant, alors
d>k.

Preuve. Pour tout sous-ensemble I C {1,...,n} tel que |I| < k — 1, il existe un mot de
code ¢ € C'\ {0} tel que Vi € I, ¢; = 0 (en appliquant le pivot de Gauss aux coordonnées
de I.

Sid =k —1, alors il existe un mot de code ¢ tel que wt(¢’) = d = k — 1. 1l suffit alors de
prendre la construction du dessus avec I = o(c’) et le couple ¢, vérifiera o(c) No(d) = @,

ce qui contredit le fait que C est intersectant. O

Lemme 4.1.5. Soit C un [N, K, D] k-code intersectant et Z un [n, k, d];-code intersectant.
Alors ZOC est un [Nn, Kk,> Dd];-code intersectant.

Il est possible de montrer une borne qui ressemble a celle de Plotkin.

Théoréme 4.1.6. Pour 1 <t <k, on a

¢ -1

t t—1

i(k,q) > k+
¢t —q

(k —t). (4.1)

Preuve. Soit G = (I, | A) une matrice génératrice de C. Nous allons considérer ¢ lignes

de G. Notons V la famille des combinaisons linéaires des t lignes de A correspondantes. Nous
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voulons calculer la somme des poids des vecteurs de V, que nous appellerons poids total de
V, noté w(V). Puisque les t lignes sont linéairement indépendantes, il y a ¢* — 1 vecteurs dans
V (avec multiplicités). Puisque tout mot de code correspondant a un vecteur de V a au plus
t coordonnées non nulles parmi les k premieres, chaque vecteur de V a poids de Hamming au

plus d —t > k — t (la derniere inégalité vient du Théoreme 4.1.4). Par conséquent
w(V) > (¢" = 1)(k —1).

D’autre part, tout vecteur de V a longueur exactement n — k, et pour chaque coordonnée

t—1

il y a au plus ¢' — ¢'~! vecteurs de V qui sont non nuls en cette coordonnée. Le poids total

est donc au plus
w(V) < (n—k)(¢" —d").

Il suffit alors de combiner les deux inégalités pour finir la preuve. O

Corollaire 4.1.7. Soit C un [n, k, d],-code. Si C est intersectant, alors
n > 2k — 1.

Preuve. 1l suffit d’appliquer le Théoreme 4.1.6 avec t = 1. ]

4.2 Une interprétation géométrique

Nous avons vu au chapitre précédent que les codes minimaux non-dégénérés correspondent
aux ensembles générateurs d’hyperplans dans ’espace projectif. La question dans le cas des
codes intersectants est alors de savoir s’il existe une caractérisation des codes intersectants

dans le langage de la géométrie projective. Nous allons montrer que c’est bel et bien le cas.

Définition 4.2.1. Soit S € PG(k — 1,¢). On dit que S est j-cohyperplanaire s’il existe
J hyperplans Hi,...,H; de PG(k — 1,q) tels que S C ngl H;. On dit que S est non-j-

cohyperplanaire si S n’est pas j-cohyperplanaire.

Dans toute la suite, par souci de simplicité et de concision nous noterons N2C pour désigner

non-2-cohyperplanaire.

Théoréme 4.2.2. Soit C un [n, k, d]4-code non-dégénéré et soit S C PG(k — 1, ¢q) 'ensemble
de points obtenu a partir d’'une une matrice génératrice de C. Le code C est intersectant si et

seulement si S est non-2-cohyperplanaire.

Preuve. Soit G une matrice génératricede C, et S = {Py,..., P,} C PG(k—1,q) I’ensemble

des points projectifs correspondant aux colonnes de G. Notons ¢ = zG et ¢ = /G deux mots
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de code non nul. Notons que o(c) = {1 <i<n|P ¢ (x)'}eto(d)={1<i<n|P¢
(@)}

Par conséquent
ole)No(d)#@ < IPeS, P¢ x)tu@)t

On en déduit que C est intersectant si et seulement si S est N2C. 0
Cette notion est la premiere interprétation géométrique des codes intersectants. De la
méme maniere que la notion d’ensemble générateur d’hyperplans permet de montrer plusieurs
propriétés des codes minimaux, le développement de la théorie des ensembles N2C permet de

montrer facilement beaucoup de propriétés simples des codes intersectants.

Proposition 4.2.3. Soit £ un ensemble de droites dispersées et soit S C PG(k—1, q) tel que
pour tout £ € L,
SNl > 3.

Alors S est N2C.

Preuve. Supposons par I'absurde qu'’il existe deux hyperplans H,H' C PG(k — 1,q) tels
que S C HUH'. Notons V = HNH'. Puisque V est de codimension 2 et puisque £ est un
ensemble de droites dispersées, il existe une droite £ € L telle que NV = @.

Examinons & présent l'intersection de £ avec les hyperplans H et H'. Cette intersection est
nécessairement non nulle, mais seuls deux cas de figure sont possibles: soit £ C H, auquel cas
[lNH| = q+1, soit [{NH| =1. Le premier de ces deux cas est impossible. En effet, si £ C H,
alors £ NV # @, une contradiction. Par conséquent |[¢ N H| =1, et de méme [{NH'| = 1.

Puisque |[S N ¢| > 3, il existe nécessairement un point P € S qui n’est pas contenu dans

I'union des hyperplans H U H’. Par conséquent I’ensemble de points S est bien N2C. O

4.2.1 Bornes sur les parametres des codes intersectants

Il est désormais possible de donner des preuves géométriques de quelques résultats que nous

avons déja obtenus. Ces preuves viennent compléter notre compréhension des codes intersectants.

Théoréme 4.2.4. Soit C un [n, k, d]4-code intersectant. Alors
kE<d.

Preuve. Soit § € PG(k — 1,q) lensemble de points obtenu & partir d’une matrice
génératrice de C. Puisque la distance minimale du code est d, le nombre minimal de points
en dehors d’un hyperplan est également d. Soit H un hyperplan tel que |S\ (SN H)| = d.
Il existe un hyperplan H’ qui contient les d points qui restent si d < k — 1. Pour que S soit
N2(C, il faut donc que d > k. O
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Théoréme 4.2.5. Soit C un [n, k, d]4-code intersectant. Alors
n > 2k — 1.

Preuve. Soit § € PG(k — 1,q) lensemble de points obtenu & partir d’une matrice
génératrice de C. Si n < 2(k — 1), il est possible de prendre un hyperplan H passant par
les k — 1 premiers points, et un autre hyperplan H' passant par les k — 1 autres points. On
aurait alors S C HUH/', ce qui est impossible car S est N2C. Par conséquent n > 2k — 1 par
I’absurde. O

Notons qu’il est également possible de montrer ce théoreme en utilisant la borne de

Singleton et I'inégalité k < d.

De la méme maniere que pour les ensembles générateurs d’hyperplans, on notera que les
ensembles N2C sont stables par inclusion: si S C &' C PG(k — 1,q) et que S est N2C, alors
S’ l'est aussi. Il est donc naturel de se demander quels sont les plus petits ensembles N2C
possibles, ou, de maniere équivalente, quelle est la plus petite longueur admissible d’un code

intersectant de dimension k donnée.

Définition 4.2.6. La plus petite longueur d’un code intersectant de dimension £k sur [, est

notée i(k,q). Il s’agit également du plus petit cardinal d’un ensemble N2C de PG(k — 1, q).

Le Théoréme 4.2.5 peut se reformuler de la fagon suivante: i(k,q) > 2k — 1. Notons
également que quand ¢ = 2, les codes intersectants coincident avec les codes minimaux. On
a donc i(k,2) = m(k,2) pour tout k > 2.

Il est possible d’adapter la borne probabiliste que nous avons rencontrée dans le chapitre

précédent au cas des codes intersectants.

Théoréme 4.2.7. Si

2
n>—— k

B logq<ﬁ)

alors il existe un [n, k, d];-code intersectant. Par conséquent on a

(K 2
lim sup ik, q) < 5

k—00 N log,(771)

Preuve. Notons
By ={{z,y} CFy |o(z)No(y) =0}
Pour chaque coordonnée i € {1,...,n} d'une paire de vecteurs {z,y} de B, il y a trois
possibilités:
(i #0Ny; =0)V(z; =0Ay; #0) V(2 =0Ay =0).
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On en déduit |B,|=(2(¢—1)+1)" = (2¢ — 1)™.
Notons
Fngk ={C CFy | dimC = k},

dont le cardinal est clairement [Z]q.

Chaque paire de vecteurs de B,, est contenue dans exactement [Z:g] ¢ éléments de F,, . Un

code de F, , est intersectant si et seulement s’il ne contient aucun élément de B,,. Puisqu’il

(2q—1)"- [Z:;L

codes de F,, ;, qui contiennent un élément de B, si

(2¢ — 1)" - [Z:;Lg [ZL

alors il existe des codes intersectants de parametres [n, k|,. Un calcul direct montre que cela
est impliqué par ¢"'°8(2a-D+2(k=n) < 1 oy le résultat. O

y a au plus

On en déduit immédiatement le corollaire suivant.
Corollaire 4.2.8. La famille des codes intersectants est asymptotiquement bonne.

Preuve. Le Théoreme 4.2.7 et le Théoreme 4.2.4 montrent qu’il existe une famille de codes

2
[q2 kod > k]
10gq(2gﬁ)

Cette famille est clairement asymptotiquement bonne. O

intersectants de parametres

q

Remarque 4.2.9. Notons que —25— ~ 2+ 2/In(q).

log, (31—)

4.2.2 Bornes inférieures asymptotiques

Notons que d’apres le Théoréme 4.1.4, les parametres d’un code intersectant doivent étre dans
la région

{(6,R) e R%y | R < 6}.

De maniere équivalente, la fonction g(x) = = est une fonction majorante g-aire pour les codes
intersectants.

Similairement & notre travail sur les codes minimaux, nous pouvons utiliser cette méthode

pour donner des bornes inférieures sur liminfy_, %.

Théoréme 4.2.10. (& 1
lim inf i(kq) >24+ —.
k—o00 q — 1
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Preuve. La borne de Plotkin asymptotique [39, Theorem 2.10.2] correspond a la fonction

majorante g-aire

-1
1’2q

une borne supérieure sur le taux d’information d’un code intersectant et donne donc la borne

L’intersection des graphes de cette fonction et de g est le point ( . Ce point induit

voulue. O

Remarque 4.2.11. Il est également possible de prouver ce résultat directement a partir du

Théoreme 4.1.6, en faisant tendre ¢ vers l'infini.

En utilisant la borne MRRW [39, Theorem 2.10.6] au lieu de la borne de Plotkin, il
est possible de montrer une borne supérieure plus forte. Contrairement au cas des codes

minimaux, cette borne sera meilleure seulement quand ¢ < 17.

Théoreme 4.2.12. La borne MRRW donne une meilleure borne supérieure sur le taux
d’information des codes intersectants que la borne de Plotkin quand ¢ < 17. En d’autres

termes, si et seulement si ¢ > 19, on a:

q—1 q—1
M, > :
q<m—1>—2q—1

Preuve. La preuve de ce résultat est une adaptation de la preuve du Théoreme 3.3.8.

On rappelle que la borne MRRW correspond a la fonction majorante g-aire

M¢m=£{<;@—1—q— )z — 2¢/(q — Da( 1—xD>,

ou

Hy(z) = —zlog, <qf71) — (1 —=x)log,(1—x)

est 'entropie g-aire.

Nous commencgons par calculer A(x) = % <q —1—(¢g—2)z—2y/(¢—1)z(1 - x)) avec

— g-1
T =577 Cela donne

g—1\  (¢—1)(yg—1)
A(%1>_ q2¢—1)

Nous voulons déterminer pour quelles valeurs de g on a

qg—1 g—1
M > .
q<m—1>—2q—1
Pour simplifier la notation, notons B(q) = ¢(2¢ — 1) — (¢ — 1)(\/g — 1), C(q) = (2¢ — 1)q
et D(q) = (¢ —1)(\/q — 1)2, et posons g(z) = a:logq(x). Notons que B(q), C(q) et D(q) sont
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tous positifs. Un calcul direct montre que I'inégalité ci-dessus équivaut a

9(B(@)) — (g 1)g (D(”) L 9(C(@) > qlg—1).

qg—1

Puisque g est convexe, et puisque D(q) = C(q) — B(q), nous pouvons affirmer la borne

suivante:
9(C(q)) — 9(B(q)) > D(q)g'(B(q)) = D(q)log,(eB(q)).

I1 suffit donc d’établir

D(q)log,(eB(q)) — D(q)log,((v/q— 1)*) > q(g — 1)

ce qui se simplifie pour donner

(Vi1 o, (24 ) >

Puisque (\/q — 1)% < q, pour que I'inégalité soit vérifiée il suffit de montrer que

(Vi 1o, (20 =

(va —1)*log,(eq) > q
q > 2y/q(In(q) + 1)

1
1+§‘\/521H(Q)

En notant f(z) = 14 3 -/ —In(z), on vérifie aisément que f est croissante pour z > 16.

En particulier, on montre aisément que f(144) > 0, c’est-a-dire que dés que ¢ > 144 on a

M, g-1),9-1
2qg—1 2qg—1

Pour les valeurs restantes de g, a savoir 19 < g < 144, le théoreme peut étre vérifié par un

bien

calcul direct. ]
Dans le Tableau 4.1 ci-dessous, nous restituons les meilleures bornes inférieures obtenues

avec le Théoréme 4.2.12.
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g | liminfy_ oo i(IZ’Q)
2 3.5276
3 2.8272
4 2.5713
5 2.4342
7 2.2862
8 2.2411
9 2.2060
11 2.1547
13 2.1185
16 2.0802
17 2.0703

Table 4.1: Borne inférieure sur la longueur asymptotique des codes intersectants

Remarque 4.2.13. Dans le cas particulier ¢ = 2, cette borne est déja donnée dans [25]. 1l

est donc possible de comprendre le Théoréme 4.2.12 comme une généralisation de ce résultat.

En plus de la borne de Plotkin et la borne MRRW, il est possible d’utiliser une borne

donnée par Aaltonen dans [2, (8)], qui correspond & la fonction majorante g-aire

Alz)=1-— a 5 log,(q — 2)x.

La borne inférieure asymptotique que l'on en déduit sur i(k, q) est meilleure que celle des

deux précédentes propositions des que g > 16.

Théoréme 4.2.14.

; lo —2
liminf {00 5 4 91080 =2)
k—ro00 q—2
Preuve. La preuve est identique a celle du Théoreme 4.2.10. 0

4.3 Constructions explicites

4.3.1 Quelques constructions élémentaires

Exemple 4.3.1 (Arcs avec au moins 2k—1 points). Un arc de PG(k—1, ¢) est un ensemble
de points avec la propriété que n’importe quel sous-ensemble de k d’entre eux engendrent
PG(k — 1, q) tout entier. Il est connu que les arcs de PG(k — 1,¢) correspondent aux codes
MDS de dimension k sur F,. Un arc A avec au moins 2k — 1 points est nécessairement N2C:
le nombre maximal de points de A contenus dans n’importe quel hyperplan est k& — 1, par
définition. Par conséquent, si |A| > 2(k — 1), pour toute paire d’hyperplans H1, Hz il existe

toujours un point de A qui n’est pas contenu dans Hi U Ha.
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Exemple 4.3.2 (Le tétraédre clairsemé!). Considérons k points Vi, ...,V de PG(k—1,q) en
position générale (i.e. qui engendrent PG(k—1,¢q) tout entier). Pour tous i,5 € {1,...,k},i <
J, prenons un point P; ; sur la droite (V;, V}), P ; & {Vi, Vj}. L'ensemble

T:{W,...,Vk}U{PiJ|i,j€{1,...,k§},i<j}

est appelé tétraedre clairsemé.

Un tel ensemble est N2C. En effet, 'intersection de 7 avec n’importe quel hyperplan H
ne peut pas contenir tous les points V1,...,Vi. Si T NH ne contient pas V;, en particulier, il
ne contient pas non plus n’importe quelle droite passant par V;, et en particulier aucune des
droites (V;, V). Pour chacune de ces droites, il y a au moins un point distinct de V; qui n’est
pas contenu dans H (sinon la droite entiere serait contenue dans H). Par conséquent nous
avons identifié un ensemble de points qui ne sont pas contenus dans H et qui engendrent tout
lespace. Cela signifie qu’aucun autre hyperplan H’ ne pourra couvrir tous les points restants

a lui seul, ce qui implique que le tétraedre clairsemé est N2C.

Nous nous sommes également intéressés aux petites valeurs de la fonction i(k,q), dont
nous donnons un résumé dans le Tableau 4.2 ci-dessous. Quand nous écrivons [n1, nsl, cela
signifie que i(k, q) est inconnu mais est contenu dans cet intervalle. Les couleurs indiquent

Pargument utilisé pour établir la borne inférieure ou supérieure.

Table 4.2: Valeurs de i(k, q) pour de petits q et k

qk 21345 6 7 8 9

2 [3[6[9[13] 15 20 24 26

3 (36910 13 |[17, 15 | [19,21] | [21,50]
4 [[3]5[8[10[2 1] [15,10] | (17,21] | [21,29]
5 |[3 58|10 [12,13] | [15,17] | [18,21] | [20,27]
7 [315 710 [12,13] | 14 | [17,21] | [19,27]
8 [[3[5[7 ]9 |[1213] | [14,15] | [16,21] | [19,27]
9 (3579 12 |[14,15] [ [16,21] | [18,27]

Pour la premiere ligne du Tableau 4.2, nous citons le travail de Kurz dans [42], ou ces
valeurs sont données dans le contexte des codes minimaux.

Les bornes inférieures sont toutes en bleu et sont tirées du Théoreme 4.1.4 et de 'archive
des codes avec les meilleurs parametres connus dans MAGMA. Les bornes supérieures en
orange 2 sont obtenues avec des constructions utilisant de la concaténation et le Lemme 4.1.5.

Les bornes en vert ® viennent de recherche exhaustive en MAGMA, en prenant un [n, k—1, d)g-

1A mon sens, c’est la plus belle traduction possible de ’anglais “sparse”.
2i.e. les bornes supérieures dans les colonnes k =8 et k=9
3i.e. les bornes supérieures dans les colonnes k =6 et k=7
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code intersectant optimal et en construisant un [n, k, d],-code aléatoire a partir du premier,

ou en prenant tout simplement les codes avec les meilleurs parametres connus en MAGMA.

4.3.2 Graphes expanseurs

Dans cette partie, nous allons adapter la construction explicite de codes minimaux obtenue
dans [8] et présentée au chapitre précédent au cas des codes intersectants. Nous construirons
une suite explicite de codes intersectants asymptotiquement bons.

Cette suite est moins bonne que celle utilisant des codes AG présentée juste apres, mais
je choisis de la présenter pour deux raisons. La premiere est que la construction explicite
de codes intersectants que je présenterai au prochain chapitre s’inspire fortement de celle-ci.
La seconde est que cette construction est une construction géométrique, dans le sens ou ’'on

construit directement un ensemble générateur d’hyperplans.

Théoréme 4.3.3. Supposons qu’il existe une construction de [n, Rn, dn],-systemes projectifs

et un entier t tel que

t—2vt—1 S
t+2vt—1

Alors il existe une famille explicite d’ensembles N2C de cardinal tendant vers

t

1—9.

quand n — oo.

Preuve. Soit € > 0 et choisissons n > ng(t,e) de maniére & ce que nt soit pair. Notons
M le [n, Rn,dn|s-systeme projectif. D’apres le Théoreme 3.5.6, il existe une construction
explicite d’un (n,t, \)-graphe avec A = 2v/t — 1 + . Notons ce graphe G, = (Viot, Ent).
Selon nos hypothéses on peut choisir e suffisamment petit et n suffisamment grand pour avoir

t— A 1
PRI >1-56+ s
Par conséquent £(M, G, ) est un ensemble de droites dispersées.

D’apres la Proposition 4.2.3, en prenant 3 points sur chaque droite de £(M,Gy;), on
obtient un ensemble N2C. Pour obtenir le plus petit ensemble N2C, on sélectionne chaque
sommet ainsi qu'un point de chaque droite (différent des sommets du graphe) de G, ;. Cela
donne n + nt/2 points. O

Donnons un exemple d’application du Théoreme 4.3.3. Par souci de simplicité, nous ne
considérerons que le cas ou ¢ est un carré, parce que les codes AG sont alors optimaux, et la

formule pour le défaut de Singleton est la plus simple (ce qui facilite les calculs). Considérons
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une famille de codes AG de parametres [n, Rn, dn], telle que

1
Va1

Notons que le cardinal de I’ensemble N2C ainsi obtenu est

t\  1+t/2

R+6=1-

ou k est la dimension du code AG. D’apres le Théoreme 4.3.3, t doit satisfaire

t—2vt—1 1
>1—-0=R+

t+2VE—1 Vi1

En posant
t—2vt—1 1
t+2vt—1 /g—1
« 1 41/2
_|_
« Q7t = T
9= R0

notre objectif est de minimiser la valeur de «(q,t). Notons que puisque ¢ est le degré d’un
somme, on doit avoir ¢t € N, ce qui limite significativement nos moyens d’optimisation a ¢ fixé.

Quand g — oo, le second terme dans I'expression de R(q,t) tend vers 0. Cela donne une
expression explicite de a(q,t) qui ne dépend pas de ¢, et pour laquelle on vérifie aisément
que la valeur minimale est atteinte pour ¢ = 10. On obtient donc une construction explicite

d’ensembles N2C avec

1 1
10) = > —
et
(g, 10) = —0 o4
© T Rig0) T

quand g — oo.

En calculant la valeur de a(g,t) quand t est entier, on peut vérifier que pour ¢ > 892,
t = 10 donne la plus petite valeur de a(q,t). Pour de plus petites valeurs de ¢, les meilleurs
valeurs de t et de a(q,t) sont données dans le Tableau 4.3. Pour ¢ = 4 le défaut de Singleton
est 1 donc R > 0 est impossible, ce qui implique que notre construction est inefficace dans ce

cas.

4.3.3 Codes AG

Dans cette partie, nous présentons la meilleure construction explicite de codes intersectants

que nous connaissons. L’idée de base, due a Xing, est la suivante.
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q t | algt)

32 86 | 299.5378

42 39 | 110.0490

52 27 | 71.8927

72 20 | 48.6300

82 18 | 43.7121

92 17 | 40.4255

112 15 | 36.2747

132 14 | 33.7937

162 13 | 31.5103
177<q¢g<192 13| ~30
232 < g <27 | 12 ~ 28

292 12 | 27.7441
312 <¢<322 | 11 ~ 27
372 <q<49?2 | 11| ~26
532 < ¢ <832 | 11 ~ 25

Table 4.3: Plus petites valeurs de «(q,t) pour ¢ carré et petit

Théoréme 4.3.4 (Critere de Xing, [68] Théoreme 3.5, avec s = 2). Soit X une courbe
algébrique et D € Div(X) de degré deg(D) < n. Supposons que

12D — G) =0,

ou G € Div(X) a support disjoint de P. Alors le code de Goppa C(G, D) a dimension (D)

et est intersectant.
En s’appuyant sur ce résultat, dans [58], Randriambololona établit le résultat suivant.

Théoréme 4.3.5 (Theorem 2, [58]). Supposons que A(g) > 4. Alors il existe une famille

asymptotiquement bonne de codes intersectants de taux d’information

_

1

=354

Remarque 4.3.6. La preuve du Théoreme 4.3.5 repose sur des arguments complexes de
géométrie algébrique. Une maniere plus simple de construire des codes AG intersectants
serait de considérer des familles de codes AG avec § > 1/2, qui sont intersectants d’apres le

Lemme 4.1.3. Le meilleur taux d’information possible en utilisant cette méthode est

1

=5~ Ay

N

Par conséquent, le Théoreme 4.3.5 peut étre vu comme une amélioration de cette méthode

plus simple.
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Le Théoreme 4.3.5 donne souvent la meilleure construction explicite connue de codes
intersectants sur Fy. Cependant, quand g est petit, ou un nombre premier, A(q) < 4. Dans ces
cas, il devient nécéssaire d’utiliser de la concaténation pour construire des familles explicites

de codes intersectants asymptotiquelent bons.

Remarque 4.3.7. Avant de rentrer dans les détails, il est important de faire une observation
supplémentaire. Le plus haut taux d’information d’un code intersectant non trivial est atteint
par le code de parametres [3, 2, 2], (sur n’importe quel corps ), qui correspond a trois points
distincts sur la droite projective. De plus, un code AG intersectant construit avec le théoreme
ci-dessus doit avoir un taux d’information inférieur a 1/2. Cela signifie en particulier que toute
concaténation d’'un code intersectant non-trivial avec une famille de codes AG intersectants
produit une famille de codes intersectants dont le taux d’information est au plus 1/3. Par
conséquent, si sur un corps [, il existe une famille de codes AG intersectants dont le taux
d’information est supérieur & 1/3, alors aucune construction utilisant de la concaténation ne

pourra produire une famille de codes intersectants a taux plus élevé.
Avec ces quelques remarques, nous sommes enfin préts pour notre théoreme.

Théoréme 4.3.8. Les bornes suivantes, issues de constructions ezplicites (utilisant parfois

de la concaténation), sont vérifiées:

e Si g est un carré et ¢ > 25, alors

(K 2
lim sup (k. q) <2+

k—o0 k N \/>_2’

2m—+1

e Sig=p est une puissance impaire d’un nombre premier (avec m > 1, c’est-a-dire

que ¢ n’est pas premier) et si ¢ > 32, alors

i(k 4
lim sup ik, q) < : :
L T

e Si ¢ est un nombre premier vérifiant ¢ > 11, alors

ik, q) _ 3

lim sup <3+

k—o0 q_2‘

Pour les valeurs restantes de ¢, les bornes sont indiquées dans le Tableau 4.4, avec les

parametres du code interne utilisé pour faire la concaténation avec des codes AG.

Remarque 4.3.9 (Comparaison avec la borne probabiliste du Théoréeme 4.2.7). Les bornes

du Théoreme 4.3.8 sont plus fortes que la borne probabiliste dans les cas suivants:
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Borne supérieure pour

g Parametres du code interne lim supy._, .. i(k, q)/k Borne probabiliste
2 [15,6]2 5.8334 4.8189
3 [10,5]3 4.3561 3.7382
4 5,34 4.1667 3.3539
5 5,3]5 3.9025 3.1507
7 [7,4]7 3.5745 2.9331
8 13, 2]s 3.5 2.8666
9 13, 2]9 3.4286 2.8148
16 [3,2]16 3.2143 2.6266
27 [3, 2]27 3.12 2.5146

Table 4.4: Bornes supérieures obtenues avec des codes AG pour les valeurs exceptionnelles de
q

e si g > 49 est un carré;
e si g > 128 est une puissance impaire d’un premier.

Par conséquent les bornes supérieures asymptotiques issues du Théoreme 4.3.8 sont les meilleurs
pour presque toutes les cas ol ¢ n’est pas premier. De plus, ces bornes supérieures asymptotiques
sont constructives : les codes qui les atteignent peuvent étre construits explicitement en temps

polynomial, comme explicité dans [58].

Remarque 4.3.10. Dans le cas binaire, les codes intersectants coincident avec les codes
minimaux. Nous avons exposé beaucoup de constructions explicites de codes minimaux
asymptotiquement bons, et le lecteur intéressé peut les examiner dans [8,11,27]. A ma
connaissance, la construction explicite la plus courte est celle de Cohen et Zémor [27]. La
construction donnée dans le Tableau 4.4 est une amélioration et représente a ma connaissance

la plus courte construction explicite de codes minimaux sur Fs.

4.4 Liens avec la constante de Davenport

Dans cette section, nous explicitons le lien entre les codes intersectants et la constante de

Davenport.

4.4.1 L’action multiplicative de F,

Si la constante de Davenport d'un groupe de la forme C a bien une interprétation en termes
de théorie des codes, ce n’est pas naturellement le cas quand nous parlons de codes sur [, en
général. Dans cette partie notre objectif est de généraliser le théoreme suivant.

La constante de Davenport d’un groupe de la forme C§ a une interprétation naturelle en

termes de théorie des codes, la voici.



92 CHAPTER 4. CODES INTERSECTANTS EN METRIQUE DE HAMMING

Soit H € M, xn(F2) la matrice de parité d'un [n,n — r]-code C. Un mot de code de C
correspond naturellement & une suite a somme nulle de colonnes de H, qui sont des éléments
de 5, ~ (3.

Cette remarque n’est pas originale, elle fait par exemple déja 'objet de discussions dans
[57] et dans [28].

On note aisément qu’il existe deux sous-suites a somme nulle disjointes si et seulement s’il
existe deux mots de codes non intersectants. Ainsi, la valeur de la constante de Davenport
double Dy (C%) est exactement la plus grande longueur n d’un code de dimension n —r sur Fy
qui ne soit pas intersectant. Quand n devient petit, le rapport n/(n — r) grandit, et & partir
d’un moment, il commence a y avoir des codes intersectants. La valeur de D2(C%) est le plus
petit entier n tel qu’il n’y a pas de codes intersectants (et donc I'existence de deux sous-suites

a somme nulle disjointes). Nous venons donc d’établir le théoréme suivant.

Théoreme 4.4.1.
Do(C5) =min{m >r+1|m <i(m-—r2)}.

Si nous voulons préserver cette relation entre la constante de Davenport et la théorie des
codes, nous devons introduire un systeme de poids pour la constante de Davenport.

Soit p un nombre premier, et examinons une matrice de parité H d’un code C de parametres
[n,n — r],. Pour les mémes raisons que précédemment, un mot de code de C correspond &
une suite & somme nulle de colonnes de H pondérée par des poids dans {0,1,...,p—1}. On
comprend aisément le sens d’un tel systeme de poids (selon 'introduction & la Section 2.3) en
termes de répétitions de colonnes.

A ce stade, on devine aisément le lien entre les codes intersectants sur ), et la constante
de Davenport. Avant de I’énoncer explicitement, il convient d’en introduire une généralisation

que nous n’avons pas abordée dans le cadre de la Section 2.3.

Définition 4.4.2. Soit j € N un entier strictement positif, G un groupe abélien fini, et
A =A{1,...,exp(G) — 1}. La constante d’ordre 2 de Davenport maximalement pondérée de
G, notée Dg(G), est le plus petit entier £ tel que pour toute suite de £ éléments aq,...,ap de

G, il existe j sous-suites disjointes & somme nulle A-pondérées, de la forme

r
E €5, = Og,
1=1

ou les ¢; sont des éléments de A.

Cette constante de Davenport est étudiée dans [47], avec une attention particuliere portée
aux cas particuliers correspondant & quelques valeurs petites de p.
Avec cette définition, on obtient sans peine le théoréme suivant, par analogie avec le cas

particulier ou G est de la forme (3, qui correspond au Théoreme 4.4.1.
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Théoréme 4.4.3. Soit p un nombre premier. On a

DJ(Cr) = min{m >r +1|m < i(m —r,p)}.

Si I'on veut maintenant poursuivre ce raisonnement avec les codes intersectants sur Fy, ot
g = p”, on se heurte a la difficulté suivante: les coefficients de [F, ne peuvent pas étre interprétés
comme des répétitions d’éléments de C;,”” lorsque g n’est pas premier. Par conséquent,
il faut introduire une notion de poids plus générale encore que les ”poids maximaux” qui

correspondent & l'ensemble A = {1,...,exp(G) — 1}.

4.4.2 Notre généralisation

Nous sommes a présent en mesure de définir correctement et précisément notre généralisation
de la constante de Davenport pleinement pondérée. Nous commencons par rappeler la définition
de la constante de Davenport W-pondérée, ou W est un ensemble non vide d’endomorphismes
de G. Elle a été introduite pour la premiere fois dans [70], et le lecteur intéressé pourra

également consulter [36].

Définition 4.4.4. Soit G un groupe abélien fini et soit V¥ un ensemble non vide d’endomorphismes
de G, que nous appelons un ensemble de poids pour G. Soit ai,...,a, € G une suite
d’éléments de GG. Une sous-suite a somme nulle WW-pondérée est une suite a;,, ..., a;,, avec
{i1,...,i,} C€{1,...,n}, vérifiant

r
Z Ei(aij) = O,
j=1

oug; € W.

Définition 4.4.5. Soit j € N\ {0}. La constante de Davenport W-pondérée d’ordre j, notée
D}/V(G), est le plus petit entier £ tel que toute suite de ¢ éléments de G ait j sous-suites a
somme nulle W-pondérée disjointes.

Similairement, la petite constante de Davenport W-pondérée d’ordre j, notée d}/\)(G), est
le plus grand entier £ tel qu’il existe une suite de ¢ éléments de G qui n’ait pas j sous-suites

a somme nulle W-pondérée.
Si G est un p-groupe abélien élémentaire d’ordre p/", c’est-a-dire quand
G:Eph’V‘ :Cp@@cp,
—_———
hr times

le groupe abélien élémentaire d’ordre p (ici p est un nombre premier et h et r sont des entiers

strictement positifs), il est possible de considérer un isomorphisme de groupes E - = Fy, ou
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q = p". Bien évidemment, un tel isomorphisme ne concerne que la partie additive. Plus bas,
nous utilisons 'action scalaire de F, sur Fy pour introduire un ensemble de poids qui peut étre
vu comme la généralisation des poids maximaux pour les groupes abéliens d’ordre p étudiés

plus haut dans le cas des p-groupes abéliens élémentaires.

Définition 4.4.6. Pour G = E,» un groupe abélien élémentaire d’ordre p"" considérons un

isomorphisme de groupes ¢ : En- — Fy. Notons
Qn={mg:y— go_l(a:go(y)) € End(E,n) |z € Fy}

I'ensemble des poids induits par la multiplication scalaire de Fy = .

Si I’ensemble de poids Qp dépend en principe de notre choix d’isomorphisme ¢, il est clair
que ce n’est pas le cas pour la valeur des constantes de Davenport associées. C’est pourquoi
nous n’incluons pas ¢ dans ’écriture de Q.

Plus bas nous étudions la constante de Davenport Qp-pondérée DJ-Q’L (E,nr). Pour simplifier

la notation, nous la notons simplement D?(Epm).

Remarque 4.4.7. La constante de Davenport maximalement pondérée de C,, est exactement
7+ 1. En effet, on peut voir ce probleme comme un probléme d’algébre linéaire sur Fy, ou il

existe une base de cardinal r mais r + 1 vecteurs sont nécéssairement liés.

Théoreme 4.4.8. Soit £ u- le groupe abélien élémentaire d’ordre P/, ott p est premier et h, T

sont des entiers positifs. Alors Dg(Ephr) est le plus petit entier n tel que tous les [n,n — 7] »

P
codes ne sont pas intersectants. Par conséquent

D;‘(Epm) =min{m >r+1|m < i(m—rp")}.

Preuve. Soit m = DS(EP;W) — 1. Par définition, il existe une suite a1, ..., any € Epr qui
n’admet pas deux sous-suites a somme nulle pondérées disjointes. Notons que m doit étre
supérieur a r d’apres la Remarque 4.4.7. Avec l'isomorphisme E,n. = F;h, chaque a; peut

étre vu comme un vecteur colonne Soit H la matrice définie par

La matrice H est de rang maximal, parce que sinon il y aurait une suite de longueur Dg (Ephr)
qui n’admet pas deux sous-suites a somme pondérée nulle disjointes, ce qui contredit la
définition: il suffit de considérer b ¢ (ay,...,an) et la suite étendue aq, ..., am,b.

Soit C le [m,m — r],» de matrice de parité H. Un mot de code de C correspond & une

sous-suite de ay, ..., a, a somme nulle pondérée par des poids dans W. D’apres I’hypothese



4.4. LIENS AVEC LA CONSTANTE DE DAVENPORT 95

ci-dessus, C est un code intersectant. Par conséquent
: h
m >i(m—r,p").
On en déduit
Dg(Ephr) =max{m >r | m >i(m —r,p")} +1,
qui est équivalent au théoreme. ]

Exemple 4.4.9. Soit Fig le groupe abélien élémentaire d’ordre 16. Soit h =1 et r = 4. On
aalors {m >5|m <i(m—4,2)} ={8,9,...} (voir le Tableau 4.2), si bien que Dy(E1¢) = 8.
D’autre part, si h =2 et r = 2, alors {m >3 | m < i(m —2,4)} = {6,7,...} (voir encore le
Tableau 4.2), de sorte que D3(FE16) = 6.

Exemple 4.4.10. Soit Ejp24 le groupe abélien élémentaire d’ordre 1024. On a alors {m >
11| m < i(m —10,2)} = {17,18,...} (voir le Tableau 4.2), et donc Da(E1924) = 17. D’autre
part,sih=2etr=>5ona{m>6|m<i(m—>5,4)} ={11,12,...} (voir encore le Tableau
4.2), de sorte que D3(Fj024) = 11.

4.4.3 Bornes asymptotiques sur D}(E, )

Soit p un premier et h € N. Notons ¢ = p”. Nous nous intéressons au comportement

asymptotique de D}Ql(Ephr) quand r tend vers 'infini.

Lemme 4.4.11. Soit a < liminfy_, i(k,p")/k, et B > limsup,,_, ., i(k,p")/k. Alors

DS(E hr) < o

lim sup - <
r—00 r a—1
et N
DS (E nr
lim inf 2 ph) > B .
r—00 r -1
Preuve. Soit € > 0 et soit r suffisamment grand pour que pour tout m > r+ 1, on ait tout
a la fois

im—rp") < (B+e) - (m—r)eti(m—rp")>(a—¢) (m—r).

D’apres le Théoreme 4.4.8,

D (Eyue) =min{m >r+1|m <i(m—r,q)}.

Par conséquent D} (E,u-) < i(D§(Epnr) —1,q) < (B+¢) - (Dg(Ephr) —r), dont on déduit

B+e

Dg(Ephr) 2 T m
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De méme, on déduit ’autre borne en remarquant que
DY(Epn) — 12> i(Dy(Epr) —1—1,9) > (a —¢) - (DY () — 1 — 1),

ce qui donne
DA(Eyu) <147 %
O
En utilisant ce lemme, on peut transformer nos bornes asymptotiques sur i(k,q) dans
le contexte des codes intersectants en bornes asymptotiques sur DQ(EP;”-) dans le cas de la
constante de Davenport.
De méme, les constructions explicites de codes intersectants correspondent de maniere
naturelle & des constructions explicites de longues suites sans sous-suite a somme nulle: de
la matrice génératrice d'un code AG intersectant, on déduit une matrice de parité, dont les

colonnes seront les éléments de notre longue suite.

Théoréeme 4.4.12. Pour tout premier p et tout entier h, on a

DS(E h'r) < 1

lim sup ——F2—~ < 2 — —
r—00 T P
ainsi que
DAY(E +2+qlog,(q — 2
lim sup 2 (Epir) <4 qlog,(¢-2)
r—00 r qlogq(q - 2)

De plus, pour p" < 17, cette borne est améliorée dans le Tableau 4.5.

p | h | limsup,_, w
2|1 1.3956
2 |2 1.6364
2|3 1.8057
2 14 1.9257
3|1 1.5472
3|2 1.8291
5 |1 1.6972
71 1.7774
11]1 1.8660
13 |1 1.8940
1711 1.9343

Table 4.5: Borne supérieure asymptotique sur la constante de Davenport pondérée d’ordre 2
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Preyve. 1l suffit d’appliquer le Lemme 4.4.11 en utilisant les valeurs de « obtenues dans
les Théoremes 4.2.10 et 4.2.14. Pour des petites valeurs de ¢, il est possible d’améliorer o en
examinant le Tableau 4.1 et en appliquant le Lemme 4.4.11 (ces valeurs correspondent a la

borne MRRW). O
Théoréme 4.4.13. Soit p un premier et h € N un entier. On a:
e sih=1ouphe{48,9,16,2527,32,125},

D4(E 2
lim inf 2 (Epr) > h ;
r—00 r log,n (2p" — 1)

e si h = 2m est pair et p* ¢ {4,9, 16,25}, alors

DY(E j» 2
liminf72( " ) >2— —;
r—00 r pm

e si h =2m + 1 est impair et p" ¢ {8,27,32,125}, alors

e Dg(Ep’") 2
lminf ——""— 22— e -
2y 1

Preyve. 11 suffit d’appliquer le Lemme 4.4.11 en utilisant la valeur de g issue du Théoréeme
4.2.7 ou du Théoreme 4.3.8. O

Remarque 4.4.14. Quand h = 1, nous obtenons les mémes bornes asymptotiques que celles

présentées dans [47].

Remarque 4.4.15. Notons que le Théoreme 4.4.12 et le Théoreme 4.4.13 peuvent étre
considérés comme des améliorations de la Proposition 2.3.3 pour j = 2. En effet, notons
que la Proposition 2.3.3 est également vraie pour les versions pondérées de la constante de
Davenport. De plus, puisque fo (Epm») = r + 1, comme énoncé dans la Remarque 4.4.7, une
version pondérée et asymptotique de la Proposition 2.3.3 est

DE(E i)

1 < liminf 2P/

r—00 T

Des améliorations similaires pour d’autres valeurs de j sont exposés en détail dans [47].

Remarquons que puisque le Théoreme 4.3.8 donne des constructions explicites de codes
intersectants courts, en utilisant le Lemme 4.4.11, il est possible de les transformer en constructions
explicites de longues suites d’éléments de E,u- qui n’admettent pas deux sous-suites a somme

pondérée nulle disjointes. Ceci est affirmé dans une forme précise dans la remarque suivante.



98 CHAPTER 4. CODES INTERSECTANTS EN METRIQUE DE HAMMING

Remarque 4.4.16. Soit p un premier et h et r des entiers positif. 1l existe des suites explicites
de longueur /r d’éléments de E,»» qui n’ont pas 2 sous-suites a somme pondérée nulle disjointes

avec
. €:2—plm,sip25,h:2metph225;

o (=2 2 ,sih=2m+1 et ph>32;

N Vs YO i et )
(pmH14pm—2) +

o (=3t sip>lleth=1

Les cas restants sont donnés dans le Tableau 4.6.

plh / Borne probabiliste
2| 1| 1.206 1.261
311 1.297 1.365
2121315 1.424
5111 1.344 1.464
711 1.388 1.517
23| 14 1.535
3121411 1.551
2|4 1.451 1.614
313]1471 1.660

Table 4.6: Valeur de ¢ dans les cas exceptionnels

4.5 Liens avec la théorie de la factorisation

Dans cette section, nous nous intéressons au lien entre la constante de Davenport (et ses
généralisations) et la théorie de la factorisation. En développant les résultats obtenus dans
notre introduction au groupe de classes (au deuxiéme chapitre), nous voulons faire émerger
des liens entre les codes intersectants et la théorie de la factorisation. Nous commencons bien
évidemment par une interprétation en termes de factorisation des différentes constantes de
Davenport.

Pour tout idéal Z C O, lidéal ZP(CUOK)) est principal. En particulier, un idéal de la
forme (py - ... - pp)=PCUOK) est toujours principal.

Au vu du Lemme 2.4.13, la question suivante est naturelle: considérant un idéal 7 C
Ok, quelles puissances de Z sont divisibles par un idéal principal non trivial? Un exemple

intéressant est le cas ou Z est de la forme

z=1]»
=1
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ot p; sont des idéaux premiers. Si Z¥ est divisible par un idéal principal non trivial, alors il

doit exister un produit
n
I B
i=1

(avec 0 < o < k) qui est un idéal principal non trivial. Ce produit peut bien évidemment
étre interprété comme une sous-suite a somme nulle a poids dans {1,...,k}, dans le groupe
de classes Cl(Ok). La constante de Davenport maximalement pondérée est un cas particulier

de cette question générale, a savoir le cas k = exp(Cl(Ok)) — 1.
Lemme 4.5.1. Les différentes constantes de Davenport peuvent étre interprétées comme suit:

e Pour tout k € N, la petite constante de Davenport pondérée dil#}(Cl(Ok)) est le

plus grand nombre ¢ € N tel qu’il existe £ idéaux premiers p1, ..., ps tels que le produit

(pr- ... po)*

n’est pas divisible par un idéal principal non trivial.

e La petite constante de Davenport maximalement pondérée df (C1(Of)) est le plus grand

nombre £ € N tel qu’il existe ¢ idéaux premiers p1, ..., tels que le produit

(pl e pe)eXp(Cl(OK))*l

n’est pas divisible par un idéal principal non trivial.

e La petite constante d’ordre 2 de Davenport da(Cl(Of)) est le plus grand nombre ¢ € N

tel qu’il existe ¢ idéaux premiers p1, ...,y tels que le produit

I

n’est pas divisible par le produit de deux idéaux principaux non triviaux (ou, de maniere
équivalente, ce produit n’est divisible que par des idéaux principaux engendrés par une

élément irréductible).

e La petite constante d’ordre 2 de Davenport maximalement pondérée dg(Cl((’)K)) est le

plus grand nombre ¢ € N tel qu’il existe £ idéaux premiers p1, ..., py tels que le produit

(p1-... ~p4)eXP(CI(OK))—1

n’est pas divisible par le produit de deux idéaux principaux non triviaux (ou, de maniére
équivalente, ce produit n’est divisible que par des idéaux principaux engendrés par un

élément irréductible).
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4.5.1 Le cas ou le groupe de classe est un groupe abélien élémentaire

Dans ce qui suit, nous allons nous intéresser au cas ou Cl(Og) est un groupe abélien fini
élémentaire, a savoir de la forme FEju-.

Comme dans la section précédente, on note ¢ = p”, et on peut considérer I'action multiplicative
de F, sur E . Notons qu’il n’y a pas de maniere unique de définir cette action multiplicative
(parce qu’il n’y a pas d’isomorphisme canonique F 7 = Ephr). Cependant, nos résultats ne
dépendent pas du choix de I'isomorphisme.

Nous obtenons alors le théoréme suivant.

Théoréme 4.5.2. Soit p un premier et h,r > 0 des entiers. Soit K un corps de nombres tel
que Cl(Ok) = Epnr.
La petite constante pondérée de Davenport d’ordre 2, c’est-a-dire d4(C1(Of)) est le plus

grand nombre £ € N tel qu’il existe ¢ idéaux premiers pq, ..., py tels que tout produit

4
H 9i,
i=1

ou ¢; est un idéal dans la classe de v;([p;]), avec ¢; € Qp, n'est pas divisible par le produit

de deux idéaux principaux non triviaux.

Preuve. Ici également, la preuve est une adaptation de celle du Lemme 2.4.13 a la définition

de la petite constante pondérée de Davenport d’ordre 2. ]

Remarque 4.5.3. Il est remarquable que la propriété ci-dessus ne dépend pas du choix de
I’action multiplicative. Il serait tres intéressant d’obtenir une interprétation de cet invariant
en termes de théorie des nombres. Plus bas, nous montrerons un lien avec 'action du groupe
de Galois sur le groupe de classes, qui coincide avec notre action multiplicative dans certains

cas particuliers que nous examinerons.

Notons qu’on ne sait pas encore si tout groupe abélien est le groupe de classes de I’anneau
d’entiers d’un corps de nombres: il s’agit d’'un probleme ouvert. Cependant, dans [24],
Claborn montre que tout groupe abélien fini est le groupe de classes d’un anneau de Dedekind.
Pour donner quelques exemples correspondant aux résultats énoncés plus haut, nous utilisons
la construction explicite présentée dans [35, Theorem 2], ainsi que des calculs explicites en
MAGMA.

Exemple 4.5.4. Prenons
a=5-13-29-41-61

et K = Q(y/a). Le groupe de classes est Cl(Og) = FEj6. D’apres Exemple 4.4.9 on sait
que da(E16) = Dao(E1g) — 1 = 7, et d3(E16) = D3(Fi6) — 1 = 5. Par conséquent il existe
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7 idéaux premiers pq, ..., p7 tels que leur produit n’est pas divisible par le produit de deux
idéaux principaux non triviaux, et 5 idéaux premiers p1,...,ps tels que tout produit de la
forme

5
H Qis
i=1

ou g; est un idéal dans la classe de p;([p;]), avec p; € Qa, n’est pas divisible par le produit de

deux idéaux principaux non triviaux.

Exemple 4.5.5. Prenons
a = 316861 - 451897 - 455333 - 476977 - 490549 - 523793 - 560641 - 724481 - 736993 - 828829 - 916621

et K = Q(v/a). Le groupe de classes est Cl(Og) = FEjp24. D’aprés 'Exemple 4.4.10 on a
da(F1024) = D2(E1024) — 1 = 16 et d3(F1024) = D3(E1024) — 1 = 10.

Par conséquent il existe 16 idéaux premiers pi,...,Pp16 tels que leur produit n’est pas
divisible par le produit de deux idéaux principaux non triviaux, ainsi que 10 idéaux premiers

P1,...,P10 tels que tout produit
10
H 9i,
i=1

ou q; est un idéal appartenant a la classe ¢;([p;]), ol p; € Qa, n’est pas divisible par le produit

de deux idéaux principaux non triviaux.

4.5.2 L’action du groupe de Galois sur le groupe de classes

Dans [21, Theorem 7.1], il est établi que le monoide des normes des anneaux d’entiers des
corps de nombres galoisiens admet un morphisme de transfert vers les monoides de suites
pondérées a somme nulle, ou les poids correspondent aux éléments du groupe de Galois. Une
généralisation supplémentaire de ce travail est donnée dans [33].

L’étude des suites & somme nulle dans le groupe de classe pondérées par des poids issus
de l'action du groupe de Galois sur le groupe de classe est donc naturelle. Du point de vue
de la théorie de la factorisation, elle ne nécessite aucune justification supplémentaire.

L’action de Qp, correspond précisément a 'action multiplicative de Fy sur E u-. Le groupe
multiplicatif de F, est isomorphe & Cy_1. Les orbites de cette action multiplicative ont toutes
cardinal ¢ — 1: Tl'action est libre sur Fy \ {0}. Le théoreme suivant vient compléter cette

discussion.

Théoréme 4.5.6. Soit p un premier, et h,r € N, et posons ¢ = p". Soit K un corps de
nombres, dont le groupe de Galois est Gal(K/Q) = C,_; et le groupe de classes est Cl(O) =

E e, Si Taction de Gal(K/Q) sur Cl(Ok) \ {0} est libre, alors il existe un isomorphisme
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¢+ By — Ty, tel que action de Gal(K/Q) sur le groupe de classe est exactement la méme

que celle de Qy,.

Preuve. Notons pour commencer que ’action du groupe de Galois sur le groupe de classe
préserve 'addition.

Soit o un générateur du groupe de Galois. Notons que Ejn. = IE‘Z’" en tant qu’espace
vectoriel sur [Fp,. Il est clair que o correspond a un endomorphisme de IFZ”, que nous notons
également ¢. Puisque 29—z = 0 annule o et ¢ est d’ordre ¢ — 1, ’anneau des endomorphismes
F,lo] est isomorphe a F,.

Puisque lorbite de chaque élément non nul v a ordre ¢ — 1, la fonction

1

fo) = fot fro+..ct fom10" "t = f(0)(0) = fou + fro(v) + ..o+ fro10™H(0)

est une bijection de Fy,[o] vers {0}Uw(v), et est également un isomorphisme d’espaces vectoriels
sur F),. Avec cette bijection, nous pouvons munir {0} Uw(v) d'une structure multiplicative
qui le rend isomorphe a F,.

Notons a présent v; un élément non nul de Cl(Og). Considérons un élément non nul
vg € Cl(Ok) \ w(v1). Les deux ensembles {0} Uw(v1) et {0} Uw(vz) sont isomorphes a F,.
Les orbites sont disjointes. On en déduit que W = (w(v1),w(vs)) = F2. De plus, W est stable
sous l'action du groupe de Galois. Nous pouvons continuer en choisissant un élément non nul
qui n’est pas contenu dans W et ainsi de suite, jusqu’a ce qu’on obtienne r éléments, mettons

v1, ...,y De cette maniere, on obtient finalement (w(v1),...,w(v,)) = Fy. O

Remarque 4.5.7. Sip =2 et ¢ —1 = 2" — 1 est un nombre premier de Mersenne, alors
Paction de Gal(K/Q) sur Cl(Og) \ {0} est libre. En fait, il est connu que tout premier ¢ € Z

produit la décomposition suivante:

et er divise ¢ — 1. Par conséquent, soit e = 1 et r = ¢ — 1, de sorte que £ est totalement
décomposé, ou bien e = g—1 et 7 = 1, et alors £ est totalement ramifié, ou encoree =r =1, et
¢ est inerte. Notons en particulier que quand (£) = (p)?~! (c’est-a-dire quand ¢ est totalement

ramifié), I'idéal p est principal.

En I’état actuel de nos connaissances, il est inconnu en général pour quelle valeurs de p, h, r
il existe un corps de nombres qui vérifie les hypotheses du Théoreme 4.5.6. Nous développons

cependant un exemple dans I'un des cas simples évoqués dans la Remarque 4.5.7.

Exemple 4.5.8. Soit p(z) = 2% — 22 — 25621 + 48969 et soit K = Q[a] le corps de nombres

cubique obtenu en prenant l’extension Q avec une racine de p(z). On a

Gal(K/Q) =C5et CI(OK) = Fig.



4.5. LIENS AVEC LA THEORIE DE LA FACTORISATION 103

De plus, ¢ — 1 = 3 est un nombre premier de Mersenne. Dans ce cas, comme dans I’Exemple
4.5.4, il existe 7 idéaux premiers p1,...,p7 tels que leur produit n’est pas divisible par le
produit de deux idéaux principaux non triviaux, ainsi que 5 idéaux premiers pq,...,p5 tels

que tout produit
5
H qi,
i=1

ou q; est un idéal de la classe de o([p;]), avec o € Gal(K/Q), n’est pas divisible par le produit

de deux idéaux principaux non triviaux.

Remarque 4.5.9. Il existe des corps de nombres qui satisfont les hypotheses du Théoreme
4.5.6 et qui ne sont pas de degré premier (comme dans la remarque 4.5.7). Un exemple est le

corps K = Q[a] ou
a® —a® + 220 4+ 110 + 103802 — 1993cr + 16649 = 0.
Dans ce cas on a
Gal(K/@) =Cg et Cl(OK) = FEy9.

L’action de Gal(K/Q) sur Cl(Ok) \ {0} est libre et les 8 orbites d’ordre 6 sont celles des 8
classes suivantes: [py] ou ¢ € {47,59,107,127,131,151,173,193} et p; est un facteur de ().

Il serait certainement intéressant d’examiner davantage les extensions de corps qui satisfont
les hypotheses du Théoreme 4.5.6, ainsi que d’examiner les codes qui correspondraient a une

action non libre.
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Chapter 5

Codes intersectants en métrique

rang

En métrique rang Fym-linéaire, m joue le role de q.
- Martino Borello

L’objectif de ce chapitre est de donner un g-analogue des codes intersectants étudiés au
chapitre précédent. De ce point de vue, le travail esquissé ici est semblable a celui effectué
dans [5] pour les codes minimaux en métrique rang.

Nous allons nous appuyer sur la théorie géométrique des codes en métrique rang Fym-
linéaire développée par exemple dans [59]. Notre idée générale est de donner une caractérisation
géométrique des codes intersectants en métrique rang.

Cette caractérisation géométrique devra nécéssairement étre exprimée en termes de g-
systemes. L’étude de ces ¢-systemes particuliers, que nous appellerons 2-générables dans la
suite, permettra de donner des constructions explicites de codes intersectants, ainsi que de

montrer des bornes sur leurs parametres.

5.1 Définition et premieres propriétés

Rappelons que la définition de support d'un vecteur = € Fgm est o(z) = rowspan(Matr(x)),
dans n’importe quelle Fy-base I" de Fym. Le choix de cette définition est motivée au premier

chapitre dans la section dédiée aux codes en métrique rang.
Définition 5.1.1. Un code C est intersectant si Ve, € C\ {0} on a

a(c)na(d) # {0}.

105
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Dans le cas de la métrique de Hamming, nous avons vu au chapitre précédent que cela
implique l'existence d’une coordonnée i telle que ¢; # 0 et ¢; # 0. Dans le cas de la métrique
rang, le support d’'un mot de code est un sous-espace de Fy. L’interprétation est donc que

I'intersection des supports de ¢ et ¢’ est non triviale.

Proposition 5.1.2. Soit C un code intersectant en métrique rang, et soit C’ un code équivalent

a C. Alors C’ est également un code intersectant.

Preuve. Notons pour commencer que puisque C’ est équivalent a C, il existe A € GL(n, q)
tel que C" = {c-A | ¢ € C}. Soit ¢, ¢’ € C. Puisque C est intersectant, on a bien o(c¢)No () # &,
et en particulier 3z € (o(c) No()) \ {0}. D’autre part, ¢+ A et ¢ - A sont des mots de code
de C'. Puisque o(c- A) = o(c) - A, on a alors clairement z - A € o(c- A) et - A € o(c - A),
donc o(c- A)No(d - A) # @, ce qui implique que C’ est intersectant. O

Proposition 5.1.3. Soit C un code intersectant en métrique rang. Alors C est intersectant

en métrique de Hamming.

Preuve. Supposons que C ne soit pas intersectant en métrique de Hamming. Alors il existe
e, d € C\ {0} tels que
olc)no(d) = 2.

Soit T' une F,-base de Fgm. On remarque que les colonnes non nulles de Matr(c) sont
exactement celles indexées par o(c). Il en va de méme pour les colonnes de Matp(c¢’). On en
déduit quun vecteur de ok (c) Mo,k (c’) doit nécéssairement étre nul sur les colonnes indexées
par o(c’), mais également sur les colonnes indexées o(c) (ainsi que sur les colonnes qui ne sont
indexées ni par o(c) ni par o(c')). Par conséquent, oy (c) No.,(c’) = {0}, et C n’est donc pas
intersectant en métrique rang. O

Nous donnons une condition suffisante pour qu'un code soit intersectant en métrique rang.

Théoréme 5.1.4. Soit C un [n, k,d];m /4-code en métrique rang. Si 2d > n, alors C est
intersectant en métrique rang.

Preuve. Soit ¢,c” € C\ {0}. Il est clair que dimg, o(c) > d, et que dimp, o(c') > d. Par

n
q>

o(c)No(d) # @ d’apres la formule de Grassmann, et donc C est intersectant. O

conséquent, puisque o(c) et o(c¢’) sont des sous-espaces de F?, et puisque 2d > n, on a bien

Exemple 5.1.5. Soit C un [3,2,2]g/, engendré par

Gzl() o
01 a?+1

3 = a4+ 1 est un élément primitif dans Fg. Le support de tout mot non nul est un

ou «
sous-espace de dimension 2 de F3. D’aprés la formule de Grassmann, deux tels sous-espaces

doivent avoir une intersection de dimension au moins 1.
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Remarque 5.1.6. Dans le régime n < m, un code MRD est intersectant si et seulement si
2d > n. Ses parametres sont en effet [n, k,n —k + 1]gm.

Si 2d > n, alors le code est clairement intersectant en métrique rang d’apres le théoreme
ci-dessus.

Sile code est intersectant, alors on a d > k, ce qui implique 2d > k+d = n—k+k+1 = n+1,
soit 2d > n.

On notera également que dans le cas des codes MRD, la condition 2d > n est équivalente
an>2k—1.

Remarque 5.1.7. En métrique rang, la comparaison des codes intersectants avec les codes
minimaux est plus ténue qu’en métrique de Hamming,.

En effet, si tout code minimal est intersectant en métrique de Hamming, cela n’est
certainement pas vrai en métrique rang. Le meilleur exemple de ce phénomene est le code de
matrice génératrice

G = (Ik a- I aQ-Ik Oém_l-fk>,

avec v un ¢élément primitif de Fgm. Notons en particulier que le g-systéme associé a ce code
est de rang maximal, a savoir n = km.

Tous les mots de code de ce code ont méme poids [5,59], ce qui implique qu’il est minimal.
Cependant, ce code n’est clairement pas intersectant pour k£ > 2. En effet, si e1, es sont les

deux premiers éléments de la base canonique de ]F]q“m, on observe facilement que

o(e1G) Na(exG) = {0}

Malgré ces différences, nous allons observer une similarité : selon les valeurs de n, i.e.
le rang du g-systeme, il existe un régime pour lequel les codes intersectants ne peuvent pas
exister, une zone grise, et un régime dans lequel on sait que les codes intersectants existent.
Cela est similaire pour les codes minimaux : il existe également un régime dans lequel on sait
que les codes minimaux existent, une zone grise, et un régime dans lequel on sait que les codes

minimaux n’existent pas. De ce point de vue, notre travail s’apparente a celui mené dans [5].

5.2 Une interprétation géométrique

De la méme maniére que les codes minimaux et intersectants en métrique de Hamming ont
une interprétation géométrique, que nous avons étudiée dans les précédents chapitres, nous
voulons déterminer une interprétation géométrique des codes intersectants en métrique rang.

Au vu de la discussion de la métrique rang au premier chapitre, il est naturel de penser
que l'analogue géométrique des codes intersectants en métrique rang prendra la forme d’une

propriété particuliere sur les ¢g-systemes ou sur les ensembles linéaires.
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La voici.

Définition 5.2.1. Soit U un [n, k, d|gm jg-systeme. On dit que U est 2-générable s'il existe
deux hyperplans Fym-linéaires Hi, Ho de F'gm tels que

U=H1NU+HaNU.

On pourrait aisément généraliser cette propriété et proposer des g-systemes j-générables,
avec j > 1. Cependant, cette généralisation est excessive au vu de 'utilisation que nous
comptons en faire dans le présent travail.

On remarque immédiatement que si un g-systeme U est 2-générable, alors
n < wiy (H1) + wty (Hz).
En particulier il existe un hyperplan H dont le poids vérifie
wty (H) > n/2.

Par conséquent, si pour tout hyperplan H on a wty(H) < %, alors U n’est pas 2-générable.
Proposition 5.2.2. Soit { un [n, k, d]qm/q—systérne. Sin <2k —2, alors U est 2-générable.

Preuve. Sin < 2k — 2, notons (ui,...,u,) une Fy-base de &. On peut alors prendre H;
un hyperplan contenant uq, ..., ur_1 et Ho un hyperplan contenant ug, . .., u,. Avec ce choix
de H1,Ho2, on a bien

U=HiNU+H2NU,

ce qui implique que U est 2-générable. O

Théoréme 5.2.3. Soit C un [n, k, d];m /q-code non-dégénéré en métrique rang. Les assertions

suivantes sont équivalentes.
1. Le code C est intersectant en métrique rang.
2. Pour tout A € GL(n,q), le code C - A est intersectant en métrique de Hamming.

3. Pour tout A € GL(n,q), et pour tout [n, k,d]s-systeme S C PG(k — 1,¢™) obtenu a

partir des colonnes d’une matrice génératrice de C - A, 'ensemble S est N2C.
4. Le [n, k,d] m /q-Systéme U correspondant au code C n’est pas 2-générable.

Preuve. Commencons par montrer que les deux premieres assertions sont équivalentes.
(1) = (2) : Nous avons bien vu que si C est intersectant en métrique rang, alors il 'est aussi

en métrique de Hamming, et tout code de la forme C - A avec A € GL(n,q) est intersectant
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en métrique rang. Par conséquent, tout code de la forme C - A est intersectant en métrique
de Hamming.

(2) = (1) : Si C n’est pas intersectant, il existe deux mots de code ¢, € C tels que
o(c)na(d) = @. Soit B C Fy une Fy-base de o(c), et B’ C Fy une Fy-base de o(c’). Puisque
o(c)No(d) =@, il est clair que B et B’ sont linéairement indépendantes, et leur union peut
étre complétée pour donner une base B de Fy. Notons A € GL(n, ¢) la matrice de changement
de base de B vers la base canonique. Il est alors clair que ¢+ A et ¢’ - A ne s’intersectent pas
en métrique de Hamming, et que le code C - A n’est donc pas intersectant en métrique de
Hamming. On en conclut que les assertions 1 et 2 sont bien équivalentes.

D’apres le Théoreme 4.2.2, il est clair que les assertions 2 et 3 sont équivalentes. Il s’agit
donc pour finir de montrer que les assertions 3 et 4 le sont.

(3) = (4) : silU est 2-générable, alors il a une base contenue dans deux hyperplans de F ';m, et
il existe une matrice inversible A € GL(n, q) telle que les colonnes de G - A sont les vecteurs
de cette base. Il est clair que I'ensemble de points S C PG(k — 1,¢") obtenu a partir de ces
colonnes est contenu dans deux hyperplans projectifs (qui sont les images des hyperplans de
F’;m correspondants).

(4) = (3) : Fixons une matrice génératrice G de notre code intersectant C, et considérons le
g-systeme U formé par les combinaisons Fg-linéaires des colonnes de G. Notons également
que l'action de GL(n, ¢) laisse invariant le g-systeme . Si 'ensemble S n’est pas N2C, alors
il est contenu dans deux hyperplans de PG(k — 1,¢™), et donc U admet une base contenue
dans deux hyperplans de F’;m, i.e. U est 2-générable. Par conséquent, les assertions 3 et 4

sont équivalentes, ce qui conclut. O
Corollaire 5.2.4. Si un [n, k,d|sm/q code est intersectant, alors n > 2k — 1.
Preuve. Cela est une conséquence directe du Théoreme 5.2.3 et de la Proposition 4.2.5. [

Remarque 5.2.5. Il est important de remarquer que la propriété de 2-générabilité n’est pas
stable par inclusion, contrairement a la définition des ensembles générateurs d’hyperplans et
des ensembles N2C examinés dans les chapitres précédents.

En effet, si 'on prend le code de Gabidulin de parametres [5, 3, 3|32 /2, alors il n’y a pas de

maniere d’ajouter une colonne a la matrice génératrice qui donne encore un code intersectant.

5.3 Bornes sur les parametres des ¢-systemes 2-générables

Dans cette section, nous explorons les bornes sur les parametres des codes intersectants que

nous pouvons déduire de notre caractérisation géométrique.
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Proposition 5.3.1. Soit U un g-systeme 2-générable de F,-dimension n dans V' = F’;m. Alors

pour tout sous-espace [Fgm-linéaire M de codimension s on a
wtg (M) > n — sm. (5.1)
De plus, si H est un hyperplan de F’;m, alors
wty(H) <n —k.

Preuve. La premiere inégalité est une conséquence directe de la formule de Grassmann.

On a en effet

wty (M) = dimp, (M NU) = dimp, (M) + dimg, (U4) — dimg, (M +U)
> dimp, (M) + dimp,(U) — dimg, (V)
=m(k —s) +n—mk.

Pour la seconde inégalité, supposons qu’il existe un hyperplan H' tel que wty(H) > n—k+1,
avec U non inclus dans H’'. Alors il y a au plus k — 1 vecteurs Fy-linéairement indépendants

qui sont dans un autre hyperplan, mettons H. Par conséquent on a

U:<UOH,>q@<UmH>qa

et donc U est 2-générable. O

L’une des conséquences immédiates est la suivante.

Corollaire 5.3.2. Soit U un ¢-systéme qui ne soit pas 2-générable. Alors n > 2k — 1 et
k <m.

Preuve. Soit uy,...,u,_; des vecteurs Fy-linéairement indépendants de U. Alors ils sont

inclus dans un hyperplan H. D’apres (5.1), on obtient
n—m<wty(H) <n-—k,

i.e. n > 2k — 1. La seconde inégalité est alors une conséquence immédiate de la proposition

précédente. O

Théoréeme 5.3.3. Soit C un [n, k, d];m /4-code intersectant. Alors
kE<d<m.

Preuve. L’assertion k < m est une conséquence triviale du corollaire.
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En ce qui concerne k < d, on observe que la distance minimale en métrique rang est

d=dr= min dg(C-A) >k,
AeGL(n,q)

ce qui est vrai selon 4.1.4 tout code de la forme C- A est intersectant en métrique de Hamming
O

Corollaire 5.3.4. Sin =2k — 1, et si n < m, alors un [n, k, d]ym /,-code intersectant est un
code MRD.

Preuyve. Quand n < m, la borne de Singleton est £ +d < n + 1. D’apres le théoreme
précédent, on a k < d, ce qui combiné avec la borne de Singleton donne 2k < k+d <n+1. Si

n = 2k — 1, alors nécéssairement les deux inégalités sont des égalités, et le code est MRD. [

Théoréme 5.3.5. Soit 2 < k < LT‘HJ Il existe un code intersectant non dégénéré de

parametres [n, k, > §]om /o pour tout
ne{m,...,2m—2k+1}.

Preuve. Nous allons utiliser les ¢g-systemes.

Soit W un [m, k]gm /, systeme qui soit éparpillé par rapport aux hyperplans (par exemple
correspondant & un code de Gabidulin de parametres [m,k,m — k + 1]gm/,). Soit W un
sous-espace Fg-linéaire de F’;m de dimension 7 < m(k — 1) et tel que W NW = {0}.

Posons U =W dW. Alors n := dimp, U = m + .

Nous voulons montrer que U n’est pas 2-générable quand r < m — 2k + 1.

Supposons que r < m — 2k + 1 et qu’il existe un hyperplan H tel que wty(H) > 4. Alors

HOAW)

HNOUNW)

HNU) + dimp, (W) — dimg, (H N U) + W)
H N U) + dimg, (W) — dimg, (U)

wyy(H) = dimg,

= dimp,

= dimp,

~—~~ ~~ N

> dimp,
m-+r
2
m-—r
2
m—(m;2k‘—|—1) Sk

> +m—(m+r)

Y

ce qui contredit le fait que W est éparpillé par rapport aux hyperplans. Par conséquent

wty(H) < § pour tout hyperplan H, de sorte que U n’est pas 2-générable. De plus, le poids

de tout mot de code du code associé est au moins n — % = % O



112 CHAPTER 5. CODES INTERSECTANTS EN METRIQUE RANG

Remarque 5.3.6. Dans la preuve ci-dessus, pour obtenir la contradiction, on a besoin d’avoir
m —r > 2(k—1), ce qui donne bien r < m — 2k +2, i.e. r < m — 2k + 1. Pour des valeurs de

r plus grandes, le raisonnement suivi ne permet pas de conclure que U n’est pas 2-générable.
Proposition 5.3.7. Soit U un ¢-systeme de rang n = 2m dans Flgm. Alors U est 2-générable.
q2m_1

q—1 -
intersecter tous les sous-espaces Fym-linéaires de codimension 2. En effet, si Ly intersectait

Preuve. D’abord, remarquons que |Ly| < Ceci implique que Ly ne peut pas

chaque sous-espace de ce type, ce serait un ensemble 2-bloquant, et on sait d’apres [20] que
les ensembles 2-bloquants ont une taille d’au moins ¢>™ + ¢™ + 1.
Ainsi, il existe un sous-espace F,m-linéaire M de codimension 2 dans ]F](;m dont l'intersection

avec U est triviale. Soient H; et Ho deux hyperplans distincts tels que M = H; NHs ; alors
wty (Hi) = dimp, (H; "U) = dimp, H; + dimp, U — dimg, (H; +U) > m(k—1)+2m —mk = m
pour i € 1,2. De plus,

UNH)NUNH) =UN(H1NHe) =UNM = {0},
de sorte que U = (U NH1) & (U NHa), et donc U est 2-générable. O

Proposition 5.3.8. Soit U un g-systeme de rang n > 2m. Alors U est 2-générable.

Preuve. L’espace F-linéaire U contient un espace Fy-linéaire W de dimension 2m. Soit M
un sous-espace Fym-linéaire de codimension 2 dans Flgm dont I'intersection avec W est triviale
(qui existe d’apres le méme argument que plus haut). Notons que W & M = F’;m, de sorte

qued + M = Flgm. Par conséquent, d’apres la formule de Grassmann, on a
wty (M) =n —2m.

Soient Hy et Ho deux hyperplans tels que M = Hi N Ho. Alors
wty (Hi) > n —m,

pour i € {1,2}. On a alors

diqu(umH1 +UNH) = diquumH1 +diquum”H2 — diquumH1 N Ho
= Wtu(?—[l) + Wtu(Hg) — Wtz,{(./\/l)

>n—m+n—m-—n+2m=n.

Par conséquent, on a bien U =U NH1 +U NHz, et donc U est 2-générable. O
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Proposition 5.3.9. Soit U un ¢-systeme de rang 2m — 1 dans ]Fgm. Alors U est 2-générable.

Preuve. Soit ‘H un hyperplan de F’;m. D’apres (5.1), on a wty(H) > m — 1. Soit M un
sous-espace [Fgm-linéaire de codimension 2 dans F];m dont l'intersection avec U est triviale (qui
existe d’apres le méme argument que plus haut). On a alors (U NH;) N (U NHz) = {0} pour
toutes les paires d’hyperplans différents H1, Ho contenant M, de sorte que les intersections
de U \ {0} avec tous les hyperplans contenant M forment une partition de ¢ \ {0}. Si tous
les ¢ + 1 hyperplans contenant M ont poids m — 1 dans U, alors

@' =D@"+ ) <U -1=¢""" -1,

une contradiction. Par des arguments simples de cardinalité, il existe un hyperplan H
contenant M de poids m dans U, et tous les autres ont poids m — 1. En particulier, on
ald=UNH+UNH avec H' choisi parmi n’importe lequel des autres hyperplans contenant
M. O

Proposition 5.3.10. Soit U un g-systeme de rang 2m — 2 dans ]F";m. Alors U est 2-générable.

Preuve. Soit H un hyperplan de ]F’;m. D’apres (5.1), on a wty(H) > m — 2. Soit M
un sous-espace [Fym-linéaire de codimension 2 dans IF";m dont l'intersection avec U est triviale
(qui existe d’apres le méme argument que plus haut). Encore une fois, les intersections de
U \ {0} avec tous les hyperplans contenant M forment une partition de ¢/ \ {0}. S’il existe
un hyperplan contenant M de poids m, alors U est 2-générable. Supposons que tous les
q™ + 1 hyperplans contenant M ont poids m — 1 ou m — 2 dans U. Soit a et b le nombres
d’hyperplans contenant M de poids respectivement m — 1 et m — 2 dans U. Alors la seule
solution du systeme

gt = 1) g 1) =
a+b=q¢"+1,

est a =q+1et b= g™ — q. Par conséquent, il existe au moins 2 hyperplans contenant M de

poids m — 1 dans U, qui est donc bien 2-générable. ]

Remarque 5.3.11. Il est important de remarquer qu’il est impossible de poursuivre cette
ligne de raisonnement pour n = 2m — 3 voire au-dela, parce qu’il existe des solutions au

systeme plus haut qui permettent I'existence d’hyperplans dont les poids sont trop petits.

On peut résumer la situation ainsi. Un code Fym-linéaire en métrique rang est intersectant
si et seulement si le g-systéme associé n’est pas 2-générable.

Or, un g-systeme U dans Flgm qui n’est pas 2-générable vérifie nécéssairement n < 2m — 2.
De plus, il existe des codes de métrique de rang intersectants non dégénérés de parametres
[0, k,d]gm ;g pour n € 2k —1,...,2m — 2k + 1 (avec 2 < k < mtl),
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Il reste donc une zone grise, a savoir 2m — 2k +2 < n < 2m — 3, pour laquelle les résultats
exposés plus hauts ne permettent pas de déduire s’il existe ou pas un g-systeme qui ne soit
pas 2-générable.

Pour k£ = 2, la zone grise est vide. Il est donc intéressant de considérer la plus grande

dimension. Dans la sous-section suivante, nous nous concentrerons sur le cas k = 3 et m = 5.

5.4 L’étude de la zone grise quand k = 3

Quand k = 3, les valeurs de n pour lesquelles il est a priori inconnu s’il existe des g-systemes
qui ne soient pas 2-générables sont n = 2m — 4 et n = 2m — 3. Nous allons examiner leur
existence en utilisant 1’espace projectif, et en nous intéressant a ’ensemble linéaire Ly, associé
au g-systeme considéré.

Cette approche est intéressante pour une premiere étude de la zone grise pour deux raisons.
La premiere est le nombre réduit de valeurs de n a considérer. La deuxieme est que ’espace
projectif en question n’est rien d’autre que le plan projectif PG(2,¢™), qui est relativement

simple & concevoir du point de vue géométrique.

Proposition 5.4.1. Soit ¢ un g-systeme dans Fg’m qui ne soit pas 2-générable. Alors I #
PG(2,q™).
Preuve. Supposons que Ly = PG(2,¢™). Alors on a

n
-1
P =Ly < =T g L

ce qui implique 2m < n — 1 et donc n > 2m + 1, ce qui est impossible si &/ n’est pas
2-générable. O
Grace a cette proposition, pour chercher des g-systémes de rang 3 qui ne soient pas 2-
générables, on pourra supposer qu'il existe un point P € PG(2,¢™) \ Ly.
Le théoreme suivant donne alors une condition suffisante pour qu’un g¢-systéeme soit 2-

générable.

Théoréme 5.4.2. Soit U un g-systéme de rang n dans ]Fgm, et soit P € PG(2,¢™) \ Ly. S’il

existe deux droites distinctes £1, ¢y passant par P et telles que
Wtu(ﬁl) + Wtu(fg) =n,

alors U est 2-générable.

Preuve. Si on a wty(¢1) + wty(f2) = n, alors les hyperplans correspondant aux droites

01,0y vérifient Hq N Ha NU = {0} puisque P ¢ L. Par conséquent, on a bien

U=UNH1+UNH>,
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et U est 2-générable. O
Ce théoreme nous donne donc une méthode géométrique pour déterminer si un code est

intersectant.

Nous allons voir que m = 5 est le premier entier pour lequel la question de la zone grise
est pertinente.

Puisque m > k, on commence par examiner m = 3. La zone grise est donc n = 2, qui est
impossible car k£ = 3, et n = 3, pour lequel le code n’est rien d’autre que ’espace entier, et
n’est pas intersectant.

Pour le cas m = 4, la zone grise est constituée de n = 4 et n = 5. Pour n = 4, on doit
avoir un (4,3, 3] /q-code intersectant, ce qui viole la borne de Singleton. Pour n = 5, on doit

avoir un [5,3, > 3| q/q» Ce qui viole également la borne de Singleton.

Nous nous intéressons donc au cas m = 5, pour lequel la zone grise est constituée de n = 6
etn="1.

Quand n =7, d’apres la Proposition 5.3.1, les poids admissibles pour le poids d’une ligne
¢ passant par P, noté wty(¢) sont {2,3,4}. D’apres [44, Theorem 5.3], il y a ¢% + 1 droites de
poids 4 dans . Soit ¢ I'une de ces droites, et soit P un point sur cette droite. Si toutes les

autres droites passant par P ont poids 2 dans U/, on a
¢ =1+ (-1 < U -1=4,

une contradiction. Par conséquent il existe une autre droite passant par P de poids 3, ce qui
conclut d’apres le Théoreme 5.4.2.

Par conséquent il n’existe pas de g-systeme 2-générable pour k=3, m=5et n="7.

Le cas n = 6 est considérablement plus difficile a traiter. Pour I’heure, il s’agit encore
d’un probleme ouvert, qui est en cours d’examination. Un tel code intersectant devrait avoir

parametres [6, 3, 3] ¢5/q> 0als son existence reste incertaine.
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