Université Paris 13, Institut Galilée Préparation a l’agrégation
Année universitaire 2014-2015

IT. REPRESENTATIONS FONCTIONNELLES DES LOIS DE PROBABILITE

On souhaite disposer d’une représentation des lois de variables aléatoires sur R? par des objets plus « simples »
et qui soit adaptée a certains calculs. Précisons cela. On rappelle la proposition suivante :

Proposition
] Soit X et Y des variables aléatoires & valeurs dans le méme espace (E,B). Les propriétés suivantes sont
équivalentes :
(i) X et Y ont méme loi (autrement dit, Px = Py );
(i) pour tout BEB, P(X € B)=P(Y € B);
(iii) pour toute fonction mesurable positive f : E — R, E[f(X)] =E[f(Y)];
(iv) pour toute fonction mesurable bornée f : E — R, E[f(X)] =E[f(Y)].

Démonstration : L’équivalence entre (i) et (ii) reléve de la simple définition de Px. On voit immédiatement que (iii)
et (iv) impliquent (ii) en considérant f = 1. On déduit (iv) de (iii) en appliquant (iii) & f4 et f_, qui sont positives et
telles que f = f+ — f—. Il reste & montrer que (ii) implique (iii).

Supposons (ii) vrai. Alors (iii) est vérifié pour les fonctions indicatrices f = 1p ou B € B. Par linéarité, (iii) est donc
vérifié pour les fonctions étagées positives. Enfin, toute fonction mesurable positive est limite d’une suite croissante de
fonctions étagées positives, ce qui permet d’obtenir (iii) & I'aide du théoréme de convergence monotone.

Comme (ii) est une spécialisation de (iii) ou (iv) au cas f = 1p, les énoncés (iii) et (iv) n’ont pas d’utilité pour
montrer que X et Y ont méme loi. Cependant, dans le cas ot E = R%, on va voir qu’il suffit de vérifier (iii) ou

(iv) seulement pour les fonctions f appartenant a une classe beaucoup plus restreinte. Voici un premier exemple
de tel raffinement de la proposition précédente :

Proposition
Soit X et Y des variables aléatoires a valeurs dans un méme espace (R?,B(R?)). Les propriétés suivantes
sont équivalentes :
(i) X et Y ont méme loi (autrement dit, Px = Py );
(ii’) pour tout pavé ouvert P =]ay,bi[x --- X]aq,bql€ B, P(X € P)=P(Y € P);
(iii’) pour toute fonction f : R — R positive, de classe C* et a support compact, E[f(X)] = E[f(Y)].

Démonstration : Par la proposition précédente, (i) implique directement (ii’) et (iii’).
e Supposous (ii’). Notons d’abord que ’égalité P(X € P) = P(Y € P) s'étend aux pavés semi-ouverts P = [a1,b1[x -+ - X
[ad,b4[. En effet, on a
N 1 1
P :mp,“ ou Pn =]a1 — E,b1[>< s X]ad — E,bd[,
d’ot, en utilisant (ii’), n
P(X € P) = Px(P) =lim| Px(P,) = lim| Py (P,) = Py (P) =P(Y € P).
Or tout ouvert de R? est réunion disjointe d’une famille dénombrable de pavés semi-ouverts, par exemple les pavés
dyadiques semi-ouverts maximaux qu’il contient. On en déduit que l'égalité de Px et Py sur les pavés semi-ouverts
implique leur égalité sur les ouverts.
Pour en déduire leur égalité sur tous les boréliens, il reste alors a appliquer a Px et Py le résultat suivant (partie ‘inf’) :

Lemme
Toute mesure finie p sur (R%, B(R?)) est réguliére : pour tout B € B(R?), u(B) = sup wu(F) = . inf t,u(G).
F fermé ouver
FCB BCG

Or ce lemme s’obtient en vérifiant que ’ensemble £ des boréliens pour lesquels le lemme est vrai est stable par passage
au complémentaire (c’est direct), contient les fermés (le sup est évident, et pour 'inf on écrit B comme intersection
décroissante des ouverts G, = B+B(0,1)), et est stable par union dénombrable (si B, € & et B = J,, Bn, alors pour tout
e > 0il existe F, C By, C Gy ol Fy, fermé, Gy, ouvert et pu(Gn) —pu(Fn) < 27" et N tel que p(UU,~ x Fn) > u(U,, Fr) —¢,
alors le fermé F = (J,,_y Fu et Pouvert G = |J,, G sont tels que F' C B C G et u(G) — u(F) < 2, dout B € £). De
sorte que cet ensemble est une tribu contenant les fermés, donc c’est ’ensemble des boréliens.

e Supposons (iii’). Il suffit de montrer (ii’). Or, pour tout pavé ouvert P, la fonction indicatrice 1p est limite croissante
d’une suite de fonctions positives, de classe C* et & support compact, de sorte que (ii’) s’obtient par le théoréme de
convergence monotone.



1 Fonction de répartition (v.a. & valeurs dans R)

Pour les variables aléatoires a valeurs dans R, il suffit de considérer les fonctions 1)_ ;, pour t € R.
Définition
La fonction de répartition d’une variable aléatoire X a valeurs dans R est la fonction

'FX: R — [0,]
t o Fx(t)=P(X <t).

Proposition

a) La loi de X est déterminée par sa fonction de répartition : si Fx(t) = Fy (t) pour tout t € R, alors X et
Y ont méme loi.
b) La fonction Fx est croissante, continue a droite, et admet pour limites 0 en —oco et 1 en +oo.

¢) Pour tout t € R, la limite de Fx en t a gauche est
Fx(t7)=P(X <),

donc Fx est continue en t si et seulement si P(X =t) = 0.

d) Toute fonction qui vérifie les propriétés de b) est la fonction de répartition d’une loi de probabilité sur R.

Démonstration: a) On suppose que Fx = Fy. Pour tous a < b,
P(X €lab]) = P(X < b) — P(X < a) = lim} P(X < b— ~) — P(X < a)
n n

car {X < b} ={X <a}w{X €|a,b[} et
(x<b}= {ng_%}‘

Ainsi, les probabilités d’appartenance aux pavés (intervalles) ouverts sont données par Fx donc coincident pour X et Y.
On conclut a I’égalité entre les lois de X et de Y par la proposition précédente.
b) Pour tous s < ¢, on a {X < s} C {X <t} donc

Fx(s) =P(X <) <P(X <1) = Fx(1),

ce qui montre que Fx est croissante. Soit ¢ € R. Comme F'x est croissante, elle admet une limite & droite en ¢, que I’on
peut obtenir comme limite le long de la suite (¢ + ;)

lim Fx(s) = lim} Fx (t + l).
s—tt n n
Or Fx(t+ +) =P(X <t+ 1) et les événements {X < ¢+ +} forment une suite décroissante dont l'intersection est
I’événement {X < t}, donc
1 1
lim}, Fx (¢4 ) = lim| P(x <t+ E) = P(X <) = Fx(1).

Ceci montre la continuité de F'x a droite en ¢.
De méme, la limite en —oo existe par croissance de F'x, et on a par exemple

lim Fx(t) = liIILL Fx(—n)
t——o0 n

or Fx(—n) = P(X < —n) et les événements {X < —n} forment une suite décroissante dont l'intersection est {X =
—oo} =0, d'ont
lim} Fx(—n) = lim| P(X < —n) = P(0) = 0.

ceci montre que la limite de Fix en —oo est 0.
¢) La preuve est trés similaire & la précédente : pour tout ¢ € R,
n

Fx(t) =lim P(X <t~ 1) =p(Nit- %}) — P(X < ).

d) La preuve résulte de l'exercice 11 : soit F' est une fonction vérifiant b), alors on définit F~' : w s inf{t | F(t) > u}
(inverse continue & gauche) et on vérifie que, si U suit la loi uniforme sur [0,1], alors X = F~*(U) a pour fonction de
répartition F'.

La fonction de répartition a un lien simple avec la densité :



Proposition

a) Si X a pour densité fx alors, pour tout t € R, Fx(t) = fjoo fx(u)du. En particulier, Fx est continue.
— Si fx est continue, Fx est sa primitive « nulle en —oco »

b) Si Fx est de classe C', alors X a pour densité fx = (Fx)'.

Démonstration: a) La formule est conséquence directe de la définition d’une densité. La continuité résulte en fait du
point c) de la proposition précédente : si X a une densité, alors P(X = t) = 0 pour tout t € R.

b) La fonction fx = (Fx)’ est bien une densité : elle est positive (Fix est croissante) et son intégrale sur R vaut
lim oo Fx —lim_o Fx = 1—0 = 1. De plus, pour tout ¢ € R, Comme Fx est C!, elle est égale a I'intégrale de sa dérivée :
pour u < t,

Fxe(t) — Fx(u) :/:fx

d’ot, pour u — —oo, Fx(t) = ffoo fx, ce qui montre, en comparant avec a), que X a méme fonction de répartition
qu’une variable aléatoire qui suit la loi de densité fx. Il en résulte que c’est la loi de X : X a pour densité fx.

NB. Souvent, Fx est continue mais n’est pas dérivable en quelques points a; < --- < a,, et F% (prolongée
par une valeur quelconque en ay,...,a,) est continue par morceaux (c’est-a-dire que F% est continue sur les
intervalles ouverts délimités par les a;, et avec limites & gauche et droite en a;). La propriété s’étend alors.

Et inversement, si X admet une densité fx continue par morceaux, alors F'y est continue sur R, et est dérivable
sur chacun des morceaux, de dérivée fx.

Utilisations classiques

Loi image par une fonction croissante. Si X est a valeurs dans I C R, et ¢ : I — J est une bijection
strictement croissante, alors la fonction de répartition de Y = ¢(X) est donnée par :

pour tout y €R, Fy(y) =P(Y <y) =P(p(X) <y) =P(X <o () = Fx(¢ ' (y))-

En particulier, si X a une densité fx continue par morceaux, et si ¢ est dérivable, de dérivée non nulle, alors
Fy est continue, et dérivable (sauf aux images par ¢ des points de discontinuité de fx), donc Y admet une
densité fy donnée par :

pour tout y € R, fy(y) = (Fy)'(y) =

(Un changement de variable fournirait le méme résultat, mais l'utilisation de la fonction de répartition est
parfois plus rapide)

Loi du maximum ou du minimum d’une famille de variables aléatoires indépendantes. Soit
Xi,...,X, des variables aléatoires réelles indépendantes. On note

m=min(Xy,...,X,,) et M =max(Xy,...,X,).
La fonction de répartition de M a une expression simple : pour tout ¢ € R,
Fyp(t) =P(M <t) =P(max(Xq,...,X,) <t)=P(X; <t,....X, <t)=Fx,(t) - Fx,(1).

Si les X; ont des densités continues par morceaux, on voit que F)j; aussi, et on 'obtient en dérivant. Pour m,
on se rameéne a cette méme méthode :

Fnt) =P(m <) =1=P(m = 1) = 1 = P(min(X1,...,.Xp = 1) = 1 = P(X1 2 £,...,X, 2 1)
=1—(1-Fx,(t)---(1 = Fx, (1)),

d’o1 la méme conclusion dans le cas a densité.
Meéthode de simulation par inversion. Voir exercice 11.

Estimation d’une loi. Pour estimer la loi de X a partir de données, on utilisera la fonction de répartition
empirique (cf. théoréme de Glivenko-Cantelli). Elle interviendra aussi dans les tests statistiques de comparaison
a une loi donnée.

Convergence en loi. Voir plus loin.



2 Fonction génératrice (v.a. a valeurs dans N)

Pour les variables aléatoires a valeurs dans N, il suffit de considérer les fonctions x — s%, pour s € [—1,1].
Définition

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. La fonction génératrice de X est la fonction

Gx :s+— Gx(s) =E[s¥] = ZS”P(X =n).
n=0

-

Notons tout de suite que Gx est au moins définie sur [—1,1], en effet c’est une série entiére et comme ) > P(X =
n) = 1 converge, Gx (1) et Gx(—1) convergent absolument. Ainsi le rayon de convergence est supérieur ou égal
al.

Comme la loi de X est caractérisée par les valeurs P(X = n) pour n € N, qui sont les coefficients de la série
génératrice Gx, et que le rayon de convergence est strictement positif, on a :

Proposition

Gx caractérise la loi de X : si pour deux variables X et Y a valeurs dans N on a Gx(s) = Gy (s) pour tout
s €] —1,1], alors X et Y ont méme loi.

.

NB. 1l suffirait d’avoir égalité sur un intervalle ouvert quelconque, par unicité du prolongement analytique.
Les moments de X se déduisent de Gx par dérivation :
Proposition

Pour tout k > 0,
E[X(X —1)--- (X —k +1)] = limt G¥(s) €0, + o0].

s—1—

-

Démonstration: Une série entiére se dérive terme a terme dans son disque de convergence, donc pour tout s €] — 1,1],

GP(s) = in(n —1)-(n—k+1)s""P(X =k) =E[X(X —1)--- (X —k+1)s* "]

ce qui converge vers E[X(X —1)--- (X — k+ 1)] quand s — 1~ par théoréme de convergence monotone.

Ensuite, on obtient par exemple E[X?] = E[X(X — 1)] + E[X] = G%(17) + G (17).
La propriété essentielle des fonctions génératrice est la suivante :

Proposition

Si X et Y sont des variables aléatoires indépendantes, a valeurs dans N alors, pour tout s € [—1,1],

Gx1v(s) = Gx(s5)Gy(s).

W

Démonstration : Il suffit d’écrire, pour s € [—1,1], grace a I'indépendance entre X et Y,

Gxiy(s) =E[s* Y] =E[s*s"]| = E[s*|E[s"] = Gx(s)Gy (s).

Utilisations classiques

Loi de la somme de v.a. indépendantes. Si X et Y sont & valeurs entiéres, et indépendantes, la proposition
précédente permet de calculer Gx vy a partir de Gx et Gy. On peut alors reconnaitre la fonction de répartition
d’une loi connue, ou déduire de Gxiy diverses propriétés de cette loi. Exemple : X ~ P(A\) et Y ~ P(u)
(exercice).

Décomposition de loi. Inversement, on peut vouloir déterminer la loi de variables X et Y indépendantes, &
valeurs entiéres, dont la somme suit une loi donnée, et vérifiant certaines hypothéses. Exemple :
— Montrer qu’il n’existe pas de facon de lester deux dés & 6 faces de sorte que, quand on additionne leurs
résultats, les valeurs de 2 & 12 deviennent équiprobables.
— Montrer que ’on peut (et de fagon unique) numeéroter les faces de deux dés différemment (par des entiers
> 1) de telle sorte que la loi de la somme des résultats soit la méme que pour deux dés usuels.



3 Transformée de Laplace (v.a. a valeurs dans R, ou RY)
Définition
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R. La transformée de Laplace de X est la fonction

Lx: R — [0,+OO]
t = Lx(t) =E[eX],

Pour X a valeurs dans R, on peut aussi définir une fonction Lx sur R? par : pour t € R%, L(t) = E[e(:X)],
ot (-,-) est le produit scalaire usuel. (Dans la suite, on considére seulement le cas réel)

Attention, Lx est définie sur R ('espérance d’une variable aléatoire positive est toujours définie) mais peut
prendre la valeur +o00. Il peut arriver que, pour tout ¢t # 0, Lx (t) = co. C’est pourquoi on ne peut pas toujours
utiliser £x pour caractériser une loi. Notons

Ix = {tE R|£X(t) <OO}.

Proposition

a) La fonction Lx est convexe sur R, et Lx(0) = 1.
b) L’ensemble Tx est un intervalle contenant 0.
c) Si X est a valeurs négatives, Ry C Ix.

d) Pour tout ¢ > 0, [—c,c] C Ix si, et seulement si E[e°I¥]] < co.

Démonstration: a) Pour tout € R, ¢t > e'” est convexe. Or Lx est une intégrale de telles fonctions (par rapport a
z), donc Lx est convexe : pour tous s,t € R et A € [0,1],

Lx(Os+ (1= A)t) = E[eXsH1-20X] _ \/e(ks+(17/\)t)achX(z)
< / (Ae*® + (1 = N)e'™)dPx (z) = ALx (s) + (1 — A)Lx (t).

b) Notons que ceci vaut méme si L£x prend la valeur +oo. En particulier, on note que si Lx(s) < oo et Lx(t) < oo, alors
Lx(As + (1 — A)t) < oo. Ceci signifie que Zx est convexe. C’est donc un intervalle.

c)Si X <0ett>0, alors e <1 donc Lx(t) << 1< o0

d) On a évidemment, pour tout ¢ > 0, e?/* < X 4 e7°X donc E[e°!X] < Lx(c) + Lx(—c¢). De plus, X < e Xl et

e X < Xl don finalement max(Lx (c),Lx(—c)) < E[e?X] < Lx(c) + Lx(—¢). Ceci donne d). ]

NB. On définit parfois L£x (t) = E[e~**], par analogie avec la transformée de Laplace des fonctions, et de sorte
que (par c) ) la transformée de Laplace s’applique notamment aux variables aléatoires positives.

Proposition

Soit X et Y deux variables aléatoires réelles. On suppose qu’il existe un intervalle ouvert non vide I tel que,
pour tout t € I, Lx(t) = Ly (t) < co. Alors X et Y ont méme loi.

Démonstration: Pour un cas particulier plus simple, voir exercice 13. Pour la preuve générale, si [a,b] C I, on montre
d’abord que Lx et Ly s’étendent en des fonctions holomorphes sur la bande [a,b] + iR C C (par la méme formule) :
utiliser le théoréme d’holomorphie sous I'intégrale, avec la domination |e** | = eREX <1 4 €Y Elles s’étendent méme
sur ]0,b]+iR, vu que [0,b] € Zx par convexité de Zx. Comme elles coincident sur [a,b], 'unicité du prolongement analytique
montre qu’elles coincident sur toute cette bande. Par ailleurs, le théoréme de continuité sous l'intégrale montre que £Lx
et Ly sont continues sur la bande fermée [0,b] + iR (méme domination). En particulier, elles coincident donc aussi sur
I’axe iR : pour tout ¢ € R, E[e"**] = E[e’""]. Ceci nous raméne au cas des fonctions caractéristiques : voir partie suivante. Hl

La preuve ci-dessus montre en particulier que £x est développable en série entiére sur Zx (si Zx # {0}). Autour
de 0, ce développement peut s’expliciter :

Proposition

On suppose qu'il existe t > 0 tel que [—t,t] C Ix (autrement dit, E[e!!¥] < cc.)
Alors Lx est développable en série entiére sur [—t,t], E[| X |¥] < oo pour tout k € N, et

ot



Démonstration: On a, par le théoréme de convergence monotone (pour les séries & termes positifs),
tk -
o) = E[Z XI55 = el
k=0

et le terme de gauche est supposé fini, d’ott E[|X|k] < oo pour tout k, et la justification de 'utilisation du théoréme de
convergence dominée ici :

Nk th tk - tk
ﬁx(t):E[etX]:E[ZXk ] [hmZXk } _hmEZXk ]_hmZE ZE[X’C]E
k=0 k=0
(la domination est donnée, par inégalité triangulaire, par la série précédente). |

En particulier, si 0 est un point intérieur de Zx, on peut calculer les moments E[X*] de X en dérivant Lx et
en évaluant les dérivées en 0. Inversement, si on connait les moments et si on sait que 0 est a l’intérieur de Tx,
on peut retrouver Lx et donc la loi de X (si Zx # {0}...) :

Corollaire (Cas particulier du « Probléme des moments »)

Soit X, Y des variables aléatoires réelles telles qu’il existe t > 0 pour lequel E[e!!¥|] < oo et E[e!lV]] < oo
(par exemple X,Y bornées). On suppose que, pour tout k € N, E[X*] = E[Y*]. Alors X et Y ont méme loi.

Démonstration: Cela résulte directement des deux propositions précédentes. |

Si en revanche 0 est un point du bord de Zx, alors Lx peut ne pas étre C*> en O :
Proposition

N On suppose Ix # {0}.

a) Lx est continue sur Tx.

b) La fonction Lx est n fois dérivable en 0 si, et seulement si E[|X|"] < co. Et alors

£ (0) = E[x™).

Démonstration: Sans perdre de généralité, on peut supposer que ZxN|0, + oo[# 0. En effet la preuve s’adapte immeé-
diatement au cas symétrique (ou on peut considérer —X).

a) Soit t € Zx. On a la domination suivante : pour 0 < s <, e*® < 1yxo) +e X 1ixs0y < 1+e€¥, et E[l + '] < o0
car t € Tx. Vu que, pour tout z, t — e'“ est continue, le théoréme de continuité sous ’intégrale permet de conclure que
Lx est continue sur [0,¢]. Ce qui implique a).

b) On montre par récurrence que, si E[|X|"] < oo, alors la dérivée n-iéme de Lx sur Zx existe et vaut

L3P (t) = E[X"e™],

d’otl en particulier CE?)(O) = E[X™], et qu’inversement si E[|X|"] = oo alors L£x n’est pas n fois dérivable en 0.
C’est évident si n = 0. On suppose que c’est vrai pour n.

Supposons E[|X|"™!] < oco. Soit t € Tx avec t > 0 : E[e"*] < oo. Soit ¢ > 0. Il existe Cy e > O telle que, pour
0 < s <t(1—¢), pour tout x > 0 on a z"e*® < Cy 1 .€', d’oft la domination

|Xn+1€sx| < \X|n+11{xgo} + Cn,t,aetx]-{X>O} < |X\n+1 + Cn,t,eetx
qui montre que llg?> est dérivable sur [0,t(1 — €)], et sa dérivée Ly (1) est donnée par la formule annoncée (théoréme de
dérivation sous 'intégrale). Ceci vaut pour tout ¢t € Zx et tout € > 0, et est donc vrai sur tout Zx.
Supposons inversement E[|X|"™!] = co. On peut supposer E[|X|"] < co (sans quoi £x n’est méme pas n fois dérivable).
Pour t € Zx avec t > 0, il existe C' > 0 tel que, pour tout = > 0, " < Ce'®, donc

E[X[" ' 1(x50y] < CE[e"¥] < o0,
de sorte que, plus précisément, I’hypothése s’écrit E[\X|”+11{X<O}} = oo. Or,

£ — pm g tX tX tX
Ex = £x(0) P © —E[x"E 7 1] —E[x"S— ; 11{X<o}] +E[X" 11{X>0}],

et quand ¢ — 0T, par théoréme de convergence monotone (Vx, ¢t em%l est croissante), les espérances de droites
convergent vers E[X" "' 1 x0}] et ELX" " 1{x~0y]. Or la seconde limite est finie, et la premiére vaut +oo (selon la parité
de n), donc Lx n’est pas n + 1 fois dérivable en 0. |



En particulier, par la formule de Taylor-Young, si E[|X|"] < oo alors, quand ¢ — 0 dans Zy,

Lx(t)=1+tE[X]+ tQ%XQ} + -+ t”E[ijn} + o(t™).

Une propriété essentielle de la transformée de Laplace est la suivante :

Proposition

Si X et'Y sont des variables aléatoires indépendantes, alors, pour tout t € R,
Lxiy(t) = Lx(t)Ly(t).
En particulier, Txyy =Zx NZy.

Démonstration : Il suffit d’écrire, grace a I'indépendance de X et Y,

Lxiy(t) = E[e@T] = E[e™e™] = E[e"™|E[e"] = Lx (t) Ly (¢).

Utilisations classiques

Loi de la somme de variables indépendantes. Par la proposition précédente, on peut déduire Lxy de
Lx et Ly, et identifier la transformée de Laplace d’une loi connue, ou en déduire diverses propriétés de X + Y.
Exemples : loi normale, loi gamma(, loi de Poisson,...).

Inégalités de concentration. L’inégalité de Markov donne, pour tout A > 0et t € R,
P(X >t) =P(e™ > M) <E[e?]e™ = exp(—At +InLx(\)).

C’est I'inégalité de Chernoff. On note qu’elle dépend d’un paramétre A, que ’on peut choisir pour minimiser le
terme de droite. On I'utilise en général dans le cas ot X est une somme de variables indépendantes : cf. inégalité
d’Hoeffding. C’est un outil important de la théorie des grandes déviations.

Calcul de fonctions caractéristiques. Dans certains cas, la transformée de Laplace est plus simple & calculer
que la fonction caractéristique (définie ci-aprés). On peut néanmoins en déduire la fonction caractéristique
directement par prolongement analytique et continuité (voir preuve de l'injectivité plus haut). Formellement,
cela se raméne & remplacer « ¢ » par « —it ». Exemples : loi normale, loi gamma.



4 Fonction caractéristique (v.a. & valeurs dans R?)

Définition

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R. La fonction caractéristique de X est la fonction

dyx: R — C
t = Dx(t) = E[eX],

Pour X a valeurs dans R?%, on définit aussi la fonction caractéristique ® x sur R? par : pour t € R?,
Py (t) = E[ei<t’X>]7

ou (-,-) est le produit scalaire usuel.

Il est important de noter que I'espérance E[e?**] est bien définie, quel que soit ¢ : on a E[|e®™X|] = E[1] = 1 < 0.

D’ailleurs, par l'inégalité triangulaire ceci montre aussi que |®x ()] < 1.
Si X a pour densité fx sur R%, on a, pour tout ¢ € RY,

Dx(t) = / et fx (z)da,
donc ®x est la transformée de Fourier de fx (4 changement de variable ¢ — —t prés).
Proposition

a) La fonction ®x est continue sur R, et ®x(0) = 1.

b) On suppose X a valeurs réelles.
— Pour tout n € N, si E[|X|"] < oo, alors ®x est n fois dérivable sur R, et dans ce cas

(™ (0) = "E[X"].

— Inversement, pour tout n € N pair, si E[X™] = oo, alors ®x n’est pas n fois dérivable en 0.

Remarques. e Par contre, on peut avoir E[|X|] = co et ®x dérivable : I’équivalence n’a lieu que pour n pair.
o A la différence de la transformée de Fourier d’une fonction L', ® x ne tend pas nécessairement vers 0 I’infini :
par exemple, si X = 0 p.s., alors ®x(¢t) = 1 pour tout t.
Démonstration: La continuité et la dérivabilité se déduisent facilement des théorémes de continuité et dérivation sous
l'intégrale, grace aux dominations (qui sont méme des égalités) du type : pour tout t € R, |(iX)"e™* | = | X|™. On obtient
donc, si E[|X|"] < oo : pour tout ¢ € R,

o (1) = i"E[X "],
Dernier point) Soit n pair, > 2, et tel que E[|X|" 2] < oo et E[|X|™] = co. Si ®x était n fois dérivable, alors en particulier
on aurait

n—2 n—2 n—2
XTI — 20X VO + XTI o g
2 X '
t t—0
Or, on a une expression de la partie réelle

8?(<1>g?2>(t) — 26072 (0) + <1>§?2>(t)> _ [X”_Q 1- cos(tX)]
in72t2 -

et le lemme de Fatou (on a n pair donc X" 2(1 — cos(tX)) > 0) donne

cos(tX)

2E [lim inf x"2 1= ] < liminf 2E [X"’21_7
t—0 12 t—0

c’est-a-dire 1

gn—2

oo = E[X"] < §R( - <I>§?>(0)) < +o0,

ce qui est contradictoire, et montre donc que ®x n’est pas n fois dérivable en 0.

En particulier, par la formule de Taylor-Young, si E[|X|"] < oo alors, quand ¢ — 0,

2 n
Ox(t) =1+ tE[X] — t2¥ +oF i”t"% + o(t").

Comme son nom l’indique, la fonction caractéristique caractérise la loi :



Proposition

a) Soit X etY deux variables aléatoires & valeurs dans R?. On suppose que, pour toutt € R, ®x () = Oy (t).
Alors X et Y ont méme Ioi.

b) De plus, si la fonction ®x est intégrable sur R, alors la loi de X admet une densité fx continue bornée,

donnée par la formule d’inversion de Fourier : pour x € R,

x(0) = g J el

Démonstration: a) Voir exercice 12 pour une preuve utilisant le théoréme de Weierstrass (densité des polynomes
trigonométriques dans les fonctions continues sur un segment).

b) Voir une preuve de la formule d’inversion de Fourier : dans Rudin, Queffelec-Zuily (a4 adapter),... ou un livre de
probabilités. u

Une propriété essentielle de la fonction caractéristique est la suivante :
Proposition

Si X et Y sont des variables aléatoires indépendantes, alors, pour tout t € R?,

Dxiy(t) = Px(t)Py(¢).

Démonstration : Il suffit d’écrire, grace a 'indépendance de X et Y,

Byiy(t) = E[eit(X+Y)] _ E[eitXeitY] _ E[eitX]E[eitY] — By (£) Dy (1).

Signalons une autre propriété, & ne pas confondre avec la précédente. Celle-ci concerne la loi du couple.

Proposition

Soit X et Y sont des variables aléatoires réelles. X et Y sont indépendantes si, et seulement si, pour tout
(s,t) € R?,
Q(xv)(8,t) = Px () Py (2).

Démonstration: On suppose X,Y indépendantes. Il suffit alors d’écrire
B (x.yy(s,t) = E[e’ XTI = E[e"* X ™| = E[e" Y |E[e"Y] = @ x (5)Dy (¢).

Inversement, supposons que, pour tous s,t € R, ®(x y)(s,t) = ®x(s)Py(t). Par la premiére implication, cette égalité
exprime le fait que la fonction caractéristique de (X,Y") est la méme que celle d’un couple de deux variables aléatoires
indépendantes dont les lois sont les mémes que celles de X et de Y. Comme la fonction caractéristique caractérise la loi
(sur RZ, du couple (X,Y)), et que 'indépendance est une propriété de la loi du couple, on en déduit que X et Y sont
indépendantes. |

Utilisations classiques

Loi de la somme de variables indépendantes. Par une proposition précédente, on peut déduire ®x v de
dx et Py, et identifier la fonction caractéristique d’une loi connue, ou en déduire diverses propriétés de X +Y.
Exemples : loi normale, loi gamma, loi de Cauchy. Inversement, on peut aussi chercher & « diviser » une variable
aléatoire X en somme de variables aléatoires indépendantes (et de méme loi), et écrivant ®x comme produit
de fonctions caractéristiques; c’est a la fois un outil pratique (décomposition d’une loi donnée) et théorique
(détermination de toutes les lois vérifiant tel ou tel type de décomposition).

Loi d’un couple de variables aléatoires. Dans certains cas, on peut calculer ® x y et, grace & la propo-
sition précédente, conclure a 'indépendance (ou non) de X et Y. Exemple : pour XY indépendantes et de loi
N(0,1), montrer que U = X +Y et V = X — Y sont indépendantes.

Convergence en loi. On verra que la convergence en loi équivaut a la convergence des fonctions caractéris-
tiques (théoréme de Lévy). Cela en fait un outil particuliérement utile. Voir par exemple la preuve du théoréme
central limite.
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11I. SUITES DE VARIABLES ALEATOIRES

Au terme du chapitre précédent, on dispose de toutes les notions fondamentales pour définir et étudier des
questions de probabilités. L’objectif de ce chapitre est maintenant d’en faire usage pour aboutir aux deux
principaux théorémes de la théorie des probabilités : la loi des grands nombres et le théoréme central limite.

Considérons une expérience qui consiste en des tirages successifs d’une piéce de monnaie équilibrée. On observe
en pratique que, si on effectue un grand nombre de tirages, la proportion de fois ot on obtient « pile » s’approche
de 0,5. La loi des grands nombres justifie cette observation dans notre modéle mathématique.

La proportion de « piles » est rarement exactement égale & 0,5. Si on effectue 1000 tirages, on peut obtenir
des proportions telles que 0,521 ou 0,485, voire 0,001 dans des cas exceptionnels... Comment se comportent
ces déviations par rapport & la valeur limite 0,57 Représentées sur un histogramme (ol on note par exemple
combien de fois on obtient une proportion entre 0 et 0,01, puis entre 0,01 et 0,02, etc. quand on répéte les 1000
tirages un certain nombre de fois), on observe qu’elles se distribuent selon une « courbe en cloche » centrée
en 0,5. Le théoréme central limite précise et justifie cette observation dans notre modéle.

Ces deux questions portent sur le comportement asymptotique de suites de variables aléatoires. On commence
donc par introduire divers outils et définitions, notamment des notions de convergence pour les suites de variables
aléatoires, dont l'intérét va bien au-deld des deux théorémes qui sont le but principal de ce chapitre.

Dans tout ce chapitre, (2,.4,P) est un espace de probabilités.

1 Suites d’événements : deux outils

1.1 Intersection dénombrable d’événements presque sirs

On commence par rappeler une propriété simple qui servira a plusieurs reprises :
Lemme
« Une intersection dénombrable d’événements presque sirs est presque sire » : Si (A;);cs est une famille

d’événements telle que P(A;) = 1 pour tout i € I, et si I est dénombrable, alors P(ﬂiel Ai> =1.

Démonstration: En effet, son complémentaire est | J,.,(A;)° et, comme I est dénombrable,

P(U(Ai)c> <> P(4AS) =0.

i€l el
Ce lemme peut se voir comme un échange de quantificateurs : & condition que I soit dénombrable,

si: pour tout i € I, p.s. A; est réalisé, alors : p.s., pour tout i € I, A; est réalisé.

1.2 Lemme de Borel-Cantelli

Considérons une suite (A, ),>o d’événements.
Définition

On définit deux nouveaux événements : la limite supérieure de la suite (A, ),>0 €st

limsup A4,, = ﬂ U Ay, = {il existe une infinité d’indices n tels que A,, se réalise}
n n>0k>n

et (moins utile) la limite inférieure de la suite (Ay),>0 est

liminf 4, = U m Ay, = {a partir d’un certain rang, A, se réalise}.
n
n>0k>n

10



NB. On aurait pu souligner la décroissance ou croissance de certaines suites d’événements :

limsup 4,, = m U A, et lin%iann = JZJ ﬂ Ay

n>0k>n n>0k>n

On peut noter que (limsup,, A,)¢ = liminf, (A,)¢ et, pour faire le lien avec les notions de limites supérieure et
inférieure pour les suites de réels, que 1), sup, A, = limsup,, 14, et lyminf, 4, = liminf, 14, .

Le résultat suivant est d’usage trés fréquent pour obtenir des propriété presque siires concernant des suites de
variables aléatoires.

Théoréme (Lemme de Borel-Cantelli)

a) On suppose que Z P(4,) < co. Alors
n>0

P(limsup A4,) = 0.

b) On suppose que Z P(A,) = oo et que les événements (A,), sont indépendants. Alors
n>0

P(limsup 4,,) = 1.

Démonstration: a) On note N le nombre (aléatoire) d’événements de la suite (Ay),>0 qui se réalisent. On a bien sfr
N=> 1a,.
n>0
C’est une série de fonctions mesurables positives donc, par le TCM,
E[N] = E[Z 1An] =Y E[la,]=> P(4n).
n>0 n>0 n>0

Ainsi, si P(An) < oo, alors E[N] < oo, donc N < 0o p.s., ce que I'on voulait démontrer, vu la définition de limsup A,,.
b) On suppose Y P(A,) = oo, et que la famille (A,), est indépendante. On a

P(limnsupAn) =P() U 4x) = hrfw( U Ak) =1 —hgfrp< N (Ak)c)

n>0k>n k>n k>n

On souhaite donc montrer que, pour tout n, la derniére probabilité vaut 0. Si les événements (Ay)x sont indépendants,
alors leurs complémentaires aussi. On a donc, pour tout N > n,

P( N )= TI Py = TT a-pean< [T e =en(- ¥ )

n<k<N n<k<N n<k<N n<k<N n<k<N

en utilisant 'inégalité 1 —x < e~ 7, valable pour tout z € R. Quand N — o0, le terme de droite tend vers 0 vu I’hypothése,
et le terme de gauche converge vers P((,,, Ak) car (>, Ar est l'intersection de la suite décroissante d’événements
BN =, <1<n Ak. On obtient ainsi le résultat annoncé. |

Applications classiques

Singes dactylographes. Soit N > 2. Supposons que (X,,),>1 est une suite de variables aléatoires indépen-
dantes, chacune de loi uniforme dans {1,2,...,N}. Soit une suite finie (k1,...,k,;) d’éléments de {1,2,...,N}.
La suite d’événements (A,,),>o définie par

Ap = {an+1 = kl,an+2 =ka,... Xqntq = kq}

sont indépendants par la propriété d’indépendance par paquets (Ao dépend de X1, ..., X, puis A; de X1, ..., Xoqg,
etc.), et ont tous pour probabilité ﬁ, d’ou ), P(A,) = co. Par le point b) du lemme de Borel-Cantelli, presque
sGrement, I’événement A,, se produit pour une infinité de n. En particulier, p.s., la séquence (k1, . .. ,k,) apparait
infiniment souvent dans la suite (X,,),>0. Ceci est vrai pour toute séquence finie (k1, ... ,kq). Or 'ensemble de ces
séquences est dénombrable (union dénombrable d’ensembles finis), donc par le premier lemme on a finalement
démontré :

Presque sGrement, toute séquence finie apparait infiniment souvent dans la suite (X, ),>o0-

11



Plus grande séquence de piles consécutifs. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes,
de loi B(1/2). On les interpréte comme des tirages a pile (1) ou face (0). On considére I’événement

A, = {parmi les n premiers tirages, il y a eu au moins |3log, n] piles consécutifs. }

On note ¢, = |3log,n] (ou log, est le logarithme en base 2 et |-] la partie entiére). Remarquons que les
événements A, ne sont pas du tout indépendants. On a (par sous-additivité, puis indépendance a la fin)

n
P(A,) = P( U {(Xp=1,... Xppe,-1 = 1}) < Z P(Xp=1,... Xp4p,1=1) = T
1<k<n—~f, 1<k<n

et n27fn < p273logantl = pap=3 = 2n=2 d'ou )., P(A,) < oo. Ainsi, par le point a) du lemme de Borel-
Cantelli, presque sirement, un nombre fini d’événements A,, se réalisent. Autrement dit, on a montré :

Presque strement, pour tout n assez grand, il y a au plus 3log, n piles consécutifs parmi les n premiers tirages.
NB. On pourrait remplacer 3 par 2 + ¢ pour tout £ > 0. On pourrait aussi utiliser le point b), en découpant les

n tirages en blocs disjoints de longueur £,,, pour obtenir une minoration par (1 — €)log, n quel que soit £ > 0.

Moments et majoration presque stre. Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et
de méme loi, réelles positives. Soit « > 0. On s’intéresse aux événements

A, ={X, >n"}.

On a
P(A,) =P(X,, > n®) = P((Xn)l/a >n)= P(L(Xn)l/aj >n),

donc (cf. exercice 6.1), comme N = [(X,,)"/*] est a valeurs dans N,

ST P(A,) = 3PN 2 ) = E[N] = E[[ ()]

n>1 n>1

ce qui donne ’encadrement (vu que z < |z| < z + 1 pour tout x € R)

E[(Xa)"°] <) P(4n) < E[(Xn)V] + 1.

n>1
Par les points a) et b) du lemme de Borel-Cantelli, on obtient :

E[(Xn)l/a] < 00 si, et seulement si, presque sirement, pour tout n assez grand, X, < n®.

2 Loi d’une suite de variables aléatoires réelles

Si Xy, Xo,... sont des variables aléatoires réelles alors, on l’a vu, pour tout d > 1, (X1,Xs,...,Xy) est une
variable aléatoire & valeurs dans R? (dont la loi décrit notamment les corrélations possibles entre X7, ...,Xy).
Pour voir (X,,),>0 comme une « suite aléatoire », il faut munir 'espace E = RN des suites réelles d’une tribu
adaptée.

Définition

La tribu produit infini, aussi appelée tribu cylindrique, sur E = RN est la tribu
B=BR)*N =¢(C)

ot C est I'ensemble des « cylindres », c’est-a-dire des événements qui ne dépendent que d’un nombre fini de
coordonnées :
C=|J{Box - xByxRY|B,,....B, € BR)}.
n>0

On peut vérifier alors que (X,,),>0 est une variable aléatoire & valeurs dans (E,B) si et seulement si, pour tout
n > 0, X,, est une variable aléatoire réelle.

En conséquence de la définition de B, pour décrire la loi de la suite (X,,),>0, il suffit de se donner la loi de
(Xo,...,X,) pour tout n > 0.

12



En particulier, si la suite (X,,),>0 est indépendante, alors (par définition) pour tout n, les variables aléatoires
Xo, - .., Xy, sont indépendantes donc la loi de (Xo,...,X,) est la loi produit Px, ® - --® Px, . La loi de (X;,)n>0
ne dépend alors que des lois de chacun des X, ; c’est la loi « produit infini » de ces lois.

Notons que 'on n’a pas justifié rigoureusement 1’existence de cette loi produit infini, et donc de suites de
variables aléatoires indépendantes ayant des lois prescrites. Faisons-le dans le cas particulier important évoqué
en introduction : celui d’une suite de tirages a pile ou face équilibrés. Ce cas permet en fait d’obtenir un cas
plus général.

Proposition
Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0,1]. On note X1,Xo, ... les chiffres (bits) de son dévelop-
pement en base 2 : X; € {0,1} et
- = x
U=0X1Xy---= 277? (%)
n=1

(Autrement dit, X,, = [2"U| — 2|2"~'U]|). Alors les variables aléatoires X,,, n > 1, sont indépendantes et
suivent toutes la loi 5(1/2).
Inversement, pour une telle suite (X,,)n>1, la variable aléatoire U définie par () suit la loi uniforme sur [0,1].

Démonstration: Soit N € N*. Pour tous ¢1,...,en € {0,1}, on a
P(X1=¢1,.... Xy =en) =P(U € [z, + 2],

oz = Zﬁ’zl en2” ™. Cette probabilité vaut donc f[:c,x+2_N[ 1(0,1)(t)dt = 2~ ~. En sommant sur les 2V~ choix possibles

de €1,...,en—1, on obtient, pour ey € {0,1},
1o 1
P(XN :EN) :2N 12 N = 5,
ce qui montre que Xy suit la loi de Bernoulli de paramétre 1/2. Par le méme argument, il en va de méme de X1,...,Xny_1.

On a donc, pour tous €1, ....en € {0,1},
P(Xi=¢1,...Xn=¢en) =2 " =P(X; =e1)---P(Xny = en),
ce qui montre que Xi,...,Xy sont indépendantes. Ceci est vrai pour tout N, d’ou la conclusion.

La seconde partie résulte de la premiére vu que U s’exprime en fonction de la suite (X,), dont on a décrit la loi.

NB. Si on dispose d’une variable aléatoire U de loi uniforme sur [0,1], alors avec une bijection ¢ : (N*)2 — N*,
on peut définir, avec les notations ci-dessus, pour tous k,n € N*, Xflk) = Xy (n,k), Duis pour tout k,

U=
n=1

Par la proposition (2 fois) et l'indépendance par paquets, on obtient que (Uy)ig>1 est une suite de variables
aléatoires indépendantes, de loi uniforme sur [0,1].

Ayant construit cette suite (Uy)g, si on se donne maintenant une suite de lois (ux)r>1 sur R, ayant pour fonctions
de répartitions respectives (Fy)g>1, alors par l'exercice 11.2 la suite (Yi)r>1 = (F,;l(Uk))kzl est une suite de
variables aléatoires indépendantes, telle que Y} suit la loi pg.

Comme on sait définir U (cela revient & ’existence de la mesure de Lebesgue sur R), on sait ainsi définir, donc
montrer ’existence, d’une suite de variables aléatoires réelles indépendantes suivant des lois prescrites. Le cas
de variables aléatoires dans R? est plus délicat.

Notation. Signalons l'abréviation courante suivante : « (X,),>0 est une suite de v.a. i.i.d. » signifie que
(Xn)n>0 est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (c’est-a-dire qu’elles
suivent toutes la méme loi).
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3 Convergence d’une suite de variables aléatoires

Soit (X, )n>0 une suite de variables aléatoires & valeurs dans R? (ou dans un espace métrique quelconque), et
X une variable aléatoire & valeurs dans le méme espace.

3.1 Convergence en probabilité
Définition

La suite (X, )n,>0 converge vers X en probabilité, ce que I'on note aussi X,, g X, si
- n

pour tout § > 0, P(X, — X|>d) — 0.

Propriété

La limite est unique (& égalité presque sire prés) : si X, @) X et X, @) X', alors X = X' p.s..
n n

Démonstration: On suppose X, @b X et X, 25 X', Soit N € N*. On a |1 X — X'| <|X — Xn|+|X"— X,| donc, si
n

n

|X — X'| > £, alors |X — X,| +|X" — X,| > 2 et 'un des termes (au moins) doit alors étre plus grand que +, d’ott

N
2 1 1 1 , 1
P(X - X'|> ) < P({|X—Xn| > HU{IX = Xa| > N}) < P(IX = Xal > ) + P(IX' = Xl > 5)-

Par les hypothéses, le membre de droite tend vers 0 quand n — co. On a donc : VN € N*, p.s. | X — X'| < % Comme
N* est dénombrable, le premier lemme de ce chapitre donne : p.s., VN € N, | X — X'| < 2, c’est-a-dire ps., X = X'. W

Donnons un exemple fondamental, qui illustre également 1’utilisation de I'inégalité de Tchébychev.

Proposition (Loi faible des grands nombres L?)

Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires réelles, indépendantes et de méme loi, de carré intégrable
(c’est-a-dire que E[(X1)?] < 00). On a

X, 4+ X,
At A 0 gy,

n n

NB. Comume les variables aléatoires X1,Xo, ..., ont méme loi, elles ont méme espérance : E[X;] = E[X3] =+ -,
et de méme E[(X;)?] = E[(X2)?]

Démonstration: Notons X,, = %(Xl + .-+ X,,). Cette variable aléatoire vérifie

E[Xa] = - (E[X] + -+ E[Xa)) = (E[Xa] + -+ E[X]) = E[X)]
et
Var(Xo) = 5 Var(Xa 4+ Xu) = 5 (Var(X1) £ -+ Var(X,)) = %
car Xi,...,X, sont indépendantes (avant-derniére égalité), et de méme loi (derniére égalité). Soit § > 0. L’inégalité de

Tchebychev donne donc ici

P(|X. — ELX]| > 8) = (/X — E[X.]| > 0) < Varé?") = Va;gfl) .

C’est le résultat annoncé. [ ]

Supposons que (X,,),>0 est une suite de v.a. i.i.d. de loi B(1/2) (c’est-a-dire une suite de tirages & pile ou face
indépendants, équilibrés). Alors X; est bornée, donc de carré intégrable, et la proposition donne

X e+ X, 1
At A @y L
n n 2

Notons que les X; valent 0 ou 1, donc X7 + --- + X, est aussi le nombre d’indices entre 1 et n pour lesquels
X; = 1, de sorte que 21+ +Xu egt 1a proportion de tirages parmi X1, ...,X,, qui valent 1 (ou encore le nombre
de « piles »). On a donc obtenu le fait que quand le nombre de tirages tend vers +oo, la probabilité que la
proportion de piles s’écarte de 1/2 de plus que § converge vers 0. C’est une premiére forme de la loi des grands
nombres, dite faible car la convergence a lieu en probabilité. Elle n’assure cependant pas que, pour chaque suite

de tirages, on observe une convergence des proportions vers 1/2; ce serait une convergence presque stre.
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3.2 Convergence presque sire

Ce qui suit n’est pas une définition o proprement parler mais plutét une redite; on [’écrit ainsi pour la mettre
en paralléle avec les autres modes de convergence.
Définition

La suite (X,),>0 converge vers X presque sirement, noté X,, — X p.s., si, presque siirement, la suite
- n

(Xn)n>0 converge vers X dans R?, c’est-a-dire si

P(X, — X) =

Autrement dit (X,,),>0 converge vers X p.s. s’il existe un événement ' C Q tel que P(Q') = 1 et, pour toute
réalisation w € (', la suite de terme général X,,(w)(€ R?) converge vers X (w).

Proposition

a) Si X, —>Xps alors X, @) x.

b) X, — X D.s. si, et seulement si, pour tout § > 0, P(limsup, {|X,, — X| > d}) = 0. En particulier, si

pour tout § > 0, ZP(|X,,—X| > ) < o0
n>0
alors X, —>Xp.s.

c) Si X, *)> X, alors il existe une sous-suite (X, ))x qui converge vers X p.s..

Démonstration: a) On suppose X,, — X p.s.. Par le lemme de Fatou, on a
0 = P(limsup{| X, — X| > ¢}) = E[limsup 1{|x, — x|>6}] = limsup E[1{x,—x|>s}] = limsup P(|X,, — X| > )

d'otu P(| X, — X| > 9d) — 0.
b) On a X, /4 X si, et seulement si, il existe N € N tel que, pour une infinité de n, | X, — X| > % Autrement dit,

- P(X, = X) <J<’Jhmsup{|X - X| > —}) = hmT P(hmsup{|X - X| > 7})

L’équivalence b) en résulte rapidement. Le cas particulier est une conséquence des lemmes de la section
¢) Si X,, — X en probabilité, on peut construire la suite ¢ (k) par récurrence de telle sorte que, pour tout k, p(k+1) > (k)
et

1 .
P(1Xpqksn) — X| > m) < g (D),

Alors, pour tout § > 0,

D P Xy = X[>0) <67+ D P(IXpuy — X[ >08) <67+ P(IXpw) — X|> )<+ ZT
k k>6—1 k

donc le b) s’applique a la suite (X, (x))x, qui converge donc p.s. vers X. |

Théoréme (Lot forte des grands nombres)

Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et de méme loi, intégrables (c’est-a-dire
que E[|X;1]] < ). On a

Xy 4+ X
Mt I ey ps
n n

Démonstration : Dans le cas out les variables sont dans L? (c’est-a-dire E[(X1)*] < c0), qui couvre en particulier le cas
borné (tirages a pile-ou-face, sondages...), on peut donner une preuve trés courte. Notons S, = X1 + --- + X,,. Quitte &
remplacer X,, par X, —E[X,], on peut supposer E[X,,] = 0. En développant puis en regroupant les termes, avec X = X1,

E[(S.)'T=E[ > XX;XeX]= Y  EXX;XpX]
1<i,j,k,l<n 1<i,j,k,l<n
= nE[X*] + 4n(n — 1)E[X]E[X®] + 6n(n — 1)(n — 2)E[X]’E[X’] + 3n(n — 1)E[X?]* + n(n — 1)(n — 2)(n — 3)E[X]*
=nE[X"] 4+ 3n(n — 1)E[X?]* ~ 3n°E[X?),

n—oo
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d’ou (par le TCM), \ . ,
2 )]-5 5

Sn.
n

(Sn)* ceulier Sn
%~ tend vers 0 p.s., et en particulier 2* — 0 p.s., ce

4
et par conséquent ( ) < 00 p.S., donc le terme général

que 'on voulait démontrer.

NB. Le théoréme s’étend immeédiatement au cas de v.a. & valeurs dans R?, en appliquant & chaque composante.

Notons que ce résultat (difficile dans le cas général L') implique la loi faible des grands nombres donnée plus
haut. De plus, dans le cas de tirages & pile ou face, il traduit tout & fait ’observation : pour (presque) toute
suite de tirages, la proportion de piles converge vers 1/2. De méme, si la probabilité de pile est p (en prenant
X; de loi B(p)), la proportion de piles converge vers p. Ceci justifie I'interprétation de la probabilité P(A) a
posteriori comme fréquence d’occurrence de I’événement A si on répeéte I'expérience de fagcon indépendante un
grand nombre de fois.

3.3 Convergence LP

En tant que fonctions mesurables & valeurs dans R%, on peut définir pour les variables aléatoires les normes LP,
ou 1 < p < oo, et donc les espaces LP = LP(Q,A,P) et les convergences associées (en probabilités, on utilise peu
la convergence L) :

Définition

La suite (X,)n>0 de variables aléatoires LP converge vers X dans L? si || X,, — X|, — 0, c’est-a-dire si
- n

E[|X, — X|P] — 0.

La proposition suivante donne quelques comparaisons entre modes de convergence :
Proposition

. L? (p)
a) Si X, — X, alors X,, — X.
n n

b) Si X,, — X p.s., et si |X,| < Z pour tout n, ou Z € LP, alors X, L x.
n n

c) Sil<p<gq, X, £>X, implique X, L x.
n n

Démonstration : a) résulte de I'inégalité de Markov.
b) résulte du théoréme de convergence dominée.
c) se déduit par exemple de I'inégalité de Jensen : ¢ : © — 2P est convexe, donc

E[1X, — X7 = p(E[| X — X)) < El(1 X0 — X)) = E[[X,, — X7,

drot [| X5 — Xl < | X5 — Xl

En revanche, en général, la convergence p.s. n’implique pas la convergence dans LP.

NB. On peut démontrer que, dans la loi des grands nombres, la convergence a lieu dans L', et méme dans L?
si on ajoute 'hypothese que les variables aléatoires sont dans L2. Cette derniére assertion est élémentaire : si
E[(X1)?] < oo, alors en notant X,, =

%(Xl + +Xn)7 on a, vu que E[Xn} = E[X1]>

e[[%. — B[] = E[(X0 — E[X.]) ] = Var (%) = L Var(X)) — 0

P 2
(voir la preuve de la loi faible des grands nombres L?), ce qui montre que X, N E[X1]. On retrouve d’ailleurs

la loi faible des grands nombres L2, vu que la convergence L? implique la convergence en probabilité.
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4 Convergence en loi

Soit (X, )n>0 une suite de variables aléatoires, & valeurs dans R? (ou dans un espace topologique quelconque),

et X une variable aléatoire & valeurs dans le méme espace.

4.1 Définition et propriétés

Définition

La suite (X,)n>0 converge vers X en loi, noté X, X, si, pour toute fonction continue bornée
- n

¢ :R? = R, E[p(Xn)] — E[p(X)].

Une remarque essentielle est que la variable aléatoire X pourrait étre remplacée par n’importe quelle variable
aléatoire ayant la méme loi. Pour cette raison, on peut aussi dire que X,, converge en loi vers la loi y, noté

loi loi
Xn(i;,usan(igXoﬁXsuitlaloiy.
n n
De plus, on note que cette convergence ne dépend que de la loi de X,, pour chaque n, et non pas de la loi jointe

de (X,)n>o il s’agit en fait de la convergence de la loi de X,, vers la loi de X. En cela, cette convergence est
relativement différente des précédentes.

On dispose de diverses maniéres équivalentes et souvent plus pratiques de démontrer une convergence en loi.

Théoréme

Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) (X,)n converge vers X en loi.

(i) pour toute fonction ¢ : R? — R continue bornée, E[p(X,,)] — E[p(X)].
(iii) pour toute fonction ¢ : RY — R de classe C* a support compact, E[p(X,,)] — E[p(X)].
n

(iv) sid =1 :en tout t € R ou la fonction de répartition Fx est continue (c’est-a-dire que P(X =t) = 0),

Fx, (t) — Fx(t).

(v) pour toutt € R, ®&x (t) — ®x(t). (L'équivalence de (v) avec (i) est appelée le théoréme de Lévy)
n

Le point (iv) s’avére notamment utile quand X, est définie comme min ou max de v.a. indépendantes.

Le point (v) s’avére notamment utile quand X, est définie comme somme de v.a. indépendantes.
Démonstration: (i) équivaut a (ii) par définition, et (ii) implique (iii) et (v) comme cas particuliers (écrire ®x (t) =
E[cos tX] + iE[sin tX] pour se ramener & des fonctions réelles continues bornées).

(ii) et (iv) : encadrements

(iii) implique (ii), et (v) implique (ii). On commence par montrer que la suite (X,)n est tendue : pour tout € > 0, il
existe un compact K tel que, pour tout n, P(X, ¢ K) <&, et P(X ¢ K) <e.

Depuis (iii) : On note ici |z| = max; |z;| la norme L* de x = (z1,...,zq). Soit € > 0. On a lim},, P(|X| > n) = 0 (car les
événements A, = {|X| > n} forment une suite décroissante dont 'intersection est {|X| = oo} = 0). Il existe donc M tel
que P(|X| > M) <e.

On choisit une fonction ¥ de classe C*° a support compact telle que ¥(z) = 1si |z| < M, ¢(x) =1si|z| > M+ 1 et
0 < 9(z) < 1 pour tout 2 € R%. Comme | - | est la norme L, il suffit de considérer une telle fonction ¢g : R — R (voir
annexe), puis de poser ¥(z) = Yr(z1) - - - Yr(zq) pour tout z = (z1,...,24).

On a alors, pour tout = € R?, 1{zj<my < ¥(x) < 1{z<m+1}, Aol en intégrant par rapport & Px,

P(|Xnl < M+1) > EW(X,)] —ERX)] >P(X|<M)>1—c¢.
Ainsi il existe no tel que, pour tout n > ng,
P(|Xn|<M+1)>1-—c¢.

**Transformer en exercice!!!**

En supposant (v) : On voit facilement que la fonction caractéristique de chaque composante converge, et que si chaque
composante est tendue alors la suite est tendue, donc on peut ne traiter que le cas réel. Supposons donc X & valeurs
réelles. Pour tout ¢ > 0, par le théoréme de Fubini,

/c (1—dx(t))dt = / E[1 — &X]dt = E[/ 1- e”X)dt] = 2cE[1 - Si:;X] > zcE[(1 - Sii‘;X)ch‘Zﬂ]

—c —c —c

> cP(jeX]| > 2)
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ol la premiére inégalité repose sur le fait que sinz < x pour tout x, de sorte que le terme dans 'espérance de gauche est
positif; et la deuxiéme vient du fait que, pour z > 2, sinz < 1 < x/2. En particulier, pour tout r > 0,

2/r

P(X|>r) < g/ (1= @x(t))dt.

—2/r

Ainsi, en appliquant ceci & X,,, on a, pour tout r > 0, par théoréme de convergence dominée (avec la domination
Px, (t) < 1)

2/r

limsup P(| Xn| > 7) < %/2/ (1—Dx(t))dt.

Et, quand r — +00, le terme de droite converge vers 0 par continuité de ®x en 0. On en déduit que la suite (X,). est
tendue.

La convergence en loi est plus faible que toutes les autres. En effet :
Proposition

a) Si X, ﬂX, alors X, (ligX.

. loi
b) Dans le cas o1 X est constante égale a c € RY, X, ﬂ c équivaut a X, (Lo c.
n n

On peut signaler deux cas particuliers utiles :
Proposition
a) Si les v.a. X,, sont discrétes, a valeurs dans un méme sous-ensemble discret fermé E C R (c’est-a-dire

loi .
sans point d’accumulation), alors X, (ig X si, et seulement si, pour tout x € E,
n
P(X, =z) — P(X =z).
n

b) Si les v.a. X,, ont chacune une densité fx
pour tout x € R et [ g(x)dz < oo, alors

et s'il existe une fonction g : R — R telle que fx, (z) < q(x)

n?

x, U x.

Attention, convergence en loi n’équivaut pas a convergence des densités!!

Exemple (« loi des événements rares »). Si X, suit la loi B(n,p,) ou np, — A > 0, alors X, Gl P(A).
n

n

Le schéma suivant résume les implications entre les modes de convergence : si 1 < p < ¢,

Xn— X ps. o, D xb—— »lx, ©lx
~____—
/ si X est constante
L L
X, —>XH— X, — X

4.2 Théoréme central limite
On rappelle que la loi normale N (m,o?), de moyenne m et de variance o2, a pour fonction caractéristique

itm—t%0? /2

d:t—e

En particulier, la loi A(0,1) a pour fonction caractéristique t — e~t*/2. Et la formule précédente reste vraie
avec la convention N (m,0) = 4, (une variable aléatoire de variance nulle est p.s. égale & son espérance).

Théoréme (Théoréme central limite)

Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi, de carré intégrable. On note
m = E[X}] et 02 = Var(X;). On a

X1+ + X, —nm (oi 9
—g 0,07).
T - N(0,0%)
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Signalons une autre écriture de cet énoncé :
X+ + X, ;
Jn <1++ _ m) 0 A (0,02).
n n

Ceci montre que l'erreur dans la loi des grands nombres est de 'ordre de ﬁ et qu’elle est approximativement

distribuée selon une loi normale. Dans la suite on suppose o # 0 (sinon, les v.a. sont constantes).
De plus, si Z suit la loi N'(0,1) alors ¢ Z suit la loi N'(0,02), de sorte que I'on peut aussi écrire ces énoncés sous

la forme.
W " Iy o n n b) .

Ou peut aussi en donner une expression plus élémentaire, a I’aide de ’équivalence (iv) précédente :

-+ X, —nm ) /b 2o dt
<b| — e VP
Vno? B " Ja V2

(NB. On peut appliquer (iv) en tout ¢ € R car la loi limite est continue).

X, 4.
pour tous a < b, P(CLS s

Démonstration: On utilise 'équivalence (v) du théoréme. Remarquons d’abord que, quitte a remplacer X, par X, —
E[X.], on peut supposer que m = E[X,,] = 0. On a, pour tout n,

Xt Xn it XL itXn
Dx +4x, (1) =E |e e =E|le vn...e vV
=

car Xi,...,X, sont indépendantes et de méme loi, d’o
t n
P ax, (B) =D — ] .
X1+ﬁ+x (t) X1 (ﬁ)
Rappelons-nous maintenant que, si E[(Xl)Q] < 00, alors ®x, a un développement limité & ’ordre 2 en 0 donné par
. t2 2 2 t20'2 2
@Xl(t):1+ztE[X1]—5E[(X1) |+o(t)=1- + o(t%)

(vu que E[X1] = 0). Comme ﬁ —n, 0, on a donc, pour tout reéel ¢,

t t?o? 1
3} — | =1- n | =,
X (ﬁ) o T (n)
et par suite

t*o? 1\\" 1252 1 1252
‘I)x1+;/.;7+xn (t) = (1 -2 + on (E)) = exp (nLn (1 ™ + on (E))) = exp (— 3 —|—on(1)> ,

(attention, il s’agit d’un logarithme complexe, mais il vérifie bien les propriétés voulues au voisinage de 1 dans C)
autrement dit

t?o?
D xp 4 xn (t) — €xp <— ) = dy(t),
Xt dXn » B
o Z suit la loi ./\/'(0,02). Vu l’équivalence (v), il en résulte que Xl"'i\/gX“ converge en loi vers Z, ce que 'on voulait
démontrer. |

Reprenons notre exemple classique : Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, de loi B(1/2).
On a E[X;] = 1/2 et Var(X;) = 1/4. Par le théoréme central limite,

Xi+--+ X, 1) (loi

W(n‘2

VA

n
ou Z suit la loi A7(0,1).
Ainsi, pour tous a < b réels,

a Xi4+-+ X, 1 b\ _ Xi+-+ X, 1
P<2\/ﬁ< - —2<2\/ﬁ>_P(a<2\/ﬁ< - 2><b>

—Pla<Z<b)= e
n N a Vor

Par exemple pour n = 1000, la probabilité que la proportion de piles s’écarte de moins de 3% de 50% est
(approximativement)

P(—2-0,03-v1000 < Z < 2-0,03 - v/1000) :/

-1,9 21

1,9

Autrement dit, dans 94% des cas, aprés 1000 tirages, la proportion de piles s’écarte de moins de 3% de la moitié.
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Intégrale et dérivée

On s’intéresse aux généralisations au cadre de 'intégrale de Lebesgue du théoréme suivant, dont on donne deux
formulations :

Théoréme (« Théoréme fondamental du calcul intégral »)

Intégrale de la dérivée. Si F : [a,b] — C est dérivable sur [a,b] et sa dérivée F' est continue sur [a,b],

alors

Dérivée de l’intégrale. Si f : [a,b] — C est continue, alors la fonction

F:xHF(m):/xf(t)dt

est dérivable sur [a,b], de dérivée f.

e Dans quelle mesure peut-on affaiblir les hypotheéses de la premiére formulation ?

De fagon simple (découpage) : si F' est continue, dérivable sauf un nombre fini de points, avec une dérivée
continue sur chaque morceau (avec limites & gauche et & droite aux points de discontinuité), alors ’énoncé
reste vrai.

Remarquons qu’en général, si F' est dérivable, il se peut que F’ ne soit pas intégrable au sens de Riemann
(ou méme de Lebesgue). Exemple : F : z — z%sin 2 sur [0,1] (F” n’est pas intégrable).

Par contre, si on suppose F' intégrable sur [a,b], alors énoncé reste vrai. (Théoréme 7.21 de Rudin ; voir
aussi le théoréme 7.20)

Et si on suppose seulement F' continue sur [a,b] et dérivable sauf en un nombre fini de points de [a,b],
avec F’ intégrable sur [a,b] (F’ est définie presque partout), alors I’énoncé reste vrai aussi.

Attention, on ne peut cependant pas demander & F' d’étre seulement dérivable presque partout, méme
si F' est continue : lescalier de Cantor est une fonction continue sur [0,1], croissante, dérivable presque
partout et dont la dérivée est nulle presque partout, de sorte que 'intégrale de F’ est nulle alors que F
n’est pas constante...

e Quant & la seconde formulation, une généralisation (a4 ne pas confondre avec les précédentes) serait : si f est
intégrable sur [a,b], alors F' est dérivable presque partout, de dérivée égale presque partout a f. (Théoréme 7.11
de Rudin)

NB. Les théorémes du livre de Rudin (Analyse réelle et complexe) se situent au-dela du programme de agré-
gation. On les mentionne ici principalement & fin de souligner les difficultés que présentent les généralisations
du lien entre dérivée et intégrale.
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FIGURE 1 — Décomposition d’un ouvert en pavés dyadiques semi-ouverts disjoints
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Subdivisions dyadiques
imbriquement et monotonie

Définition

Les nombres dyadiques sont les réels de la forme 2% ouk € Z et n € N. Ce sont, a la base 2, ce que les

nombres décimaux sont a la base 10.

Pour n € N, on appellera les réels de la forme 2%, ou k € Z, les nombres dyadiques d’ordre n.
Pour tout n € N, les intervalles [%,k’;ﬁl [, ou k parcourt Z, partitionnent R. Appelons cette subdivision de R la
subdivision dyadique d’ordre n. On constate que la subdivision d’ordre n+1 est un raffinement de la subdivision

d’ordre n, ce qui n’aurait pas été le cas pour la suite de subdivisions par les intervalles [£ XtL[ k€ Z.

Plus généralement, pour n € N, les pavés dyadiques d’ordre n semi-ouverts [EL BEL[ ... x [22 EaHL[ o
k1,... kq parcourent Z, partitionnent R?, et on a la méme propriété de raffinement.
Proposition

Soit f : E — Ry une fonction mesurable. Il existe une suite croissante (¢,)n>0 de fonctions étagées positives

qui converge vers f. De plus, on peut choisir la fonction ,, a valeurs dans les nombres dyadiques d’ordre n.

Démonstration: On définit (en I'écrivant d’une facon ou d’une autre, de fagon équivalente)

n2™

k
#n = 2 gy ([ D) L ey

on(T) = max{%'k € {0,1,...,n2"} et 2% < f(m)}

27’L
ot i (n 201
Autrement dit, pour tout z € E, ¢n(x) est le plus grand nombre dyadique d’ordre n inférieur & f(z), tronqué au-dela
la valeur n (ceci, afin que ¢, ne prenne qu'un nombre fini de valeurs). Pour tout = € R, dés que n > f(z), on a
on(z) < f(x) < pn(x) + 55, d'olt la convergence de ¢, vers f. Et comme tout nombre dyadique d’ordre n + 1 est un
nombre dyadique d’ordre n, on a, pour tout x € R, pnt1(x) > @n(z). Dessin ? [ |

La proposition précédente est importante pour ’étude (et la définition) de 'intégrale de Lebesgue ; en particulier,
elle donne un moyen de I’obtenir comme une limite, en subdivisant 1’intervalle d’arrivée de la fonction : par le
théoréme de convergence monotone, pour toute mesure p sur F,

n2™
[ fdn=timt [ gudp=timt 3° (s ([;k; : D )+ (" (. + o).
n C—

(Si I'intégrale est finie, on peut voir que le dernier terme tend vers 0 et peut donc étre enlevé)
Inversement, l'intégrale de Riemann procéde par subdivision de I'espace de départ, et une subdivision dyadique
permet, d’avoir de la monotonie, ainsi que l’illustre la proposition suivante :

Proposition

Soit f : R? — R une fonction continue. Il existe une suite croissante (p,)n>0 €t une suite décroissante
(¥n)n>0 de fonctions en escalier qui convergent vers f. De plus, on peut choisir les fonctions ¢, et
constantes sur chaque pavé dyadique semi-ouvert d’ordre n.

Démonstration: On considére

en(z) = Inf f et on(z)= sup f,
Chp () Chn(x)

ot Cy(z) est le pavé dyadique semi-ouvert d’ordre n de R? contenant x. La (dé)croissance vient 3 nouveau de Iimbri-
quement des pavés dyadiques, et la convergence résulte de la continuité de f. |

Proposition
Soit U un ouvert de R?. Il existe une suite (P,,)m>0 de pavés semi-ouverts disjoints tels que U = Usso P
De plus, on peut choisir ces pavés dyadiques.

Démonstration: On considére la famille (P, )m>0 des pavés dyadiques semi-ouverts maximaux contenus dans U, et
on vérifie qu’elle convient. Cela revient aussi & considérer la fonction ¢, de la démonstration précédente pour f = 1y,
car pn, = 1a,, 0it A, C Any1, U, An = U, et Apy1 \ An est réunion de pavés dyadiques d’ordre n + 1. Dessin ? |
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Fonctions de classe C*™ & support compact

Proposition

Il existe une fonction f : R — Ry de classe C* telle que, pour x < 0, f(z) = 0.

—1/z .
. . . e sixz >0 .
Démonstration: On vérifie que la fonction f : = +— {0 <0 est continue et que, pour tout n > 1,
sixz <0.
7 () — 0 (on montre par récurrence que cette dérivée n-ieme est de la forme F(z)e™'/® ou F est une fraction
x—0

rationnelle).
Il en résulte que f est de classe C* sur R, avec f(”)(()) = 0 pour tout n > 0. |

Corollaire

11 existe une fonction ¢ : R — [0,1] de classe C* telle que :
— pour tout t <0, p(t) =0;
— pour tout t > 1, p(t) = 1;
— ¢ est strictement croissante sur [0,1].

Démonstration: Avec la notation de la proposition précédente, on observe que g : t — f(¢)f(1 — t) est aussi une
fonction C* sur R, positive, et que g vaut 0 en-dehors de ]0,1].

Si on définit alors

Jo g()dt
Lp(:E) = 01
o g(®)dt
on constate tout de suite que ¢ satisfait les conditions demandées. |

Corollaire

Soit a < u < v < b. II existe une fonction ¢ : R — [0,1] de classe C* telle que
— pour tout t ¢]ab[, Y(t) =0;
— pour tout t € [u,v], Y(t) =1,
— 1) est strictement croissante sur [a,u] et strictement décroissante sur [v,b].

Démonstration : Il suffit de jouer sur la fonction ¢ précédente : poser, pour ¢t € R,

0 sit<a
gp(z:‘;) sia<t<u
P(t)=1<1 siu<t<w
gp(,’)’_%) stv<t<b
0 sit>b. [

Proposition

Soit a < b. Il existe une suite croissante (i,)n>0 de fonctions positives et de classe C*™ qui converge
ponctuellement vers 14 |-

Démonstration : Pour tout n > ﬁ, considérer la fonction v, de la preuve précédente avec u = a + % etv=">-— % |
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