PRINCIPAUX THEOREMES D’ INTEGRATION

Soit (E,A,u) un espace mesuré.

Théoréme (Théoréme de convergence monotone)

a) Soit (fn)n>0 une suite croissante de fonctions mesurables positives sur E. On a :
lim? [ fn du= / lim? f, du.
n— oo n—oo

b) Soit (fn)n>0 une suite de fonctions mesurables positives. On a :

/gfndu=§%/fdu~

Théoréme (Théoréme de convergence dominée (de Lebesgue))

Soit (fn)n>0 une suite de fonctions mesurables de E dans C, et f une fonction mesurable de E dans C. On
suppose que :

— (limite) pour p-presque tout x € E, f,(z) — f(x);
n—oo

— (domination) il existe une fonction ¢ : E — Ry mesurable telle que [¢dp < oo et
pour tout n € N, pour u-presque tout x € F, |fn(x)’ < p(x).

On a alors : f est intégrable, de méme que f, pour tout n € N,
[l tlaw 0 et [fodu = [fan
n—oo n—oo

Théoréme (Théoréme de continuité sous l’intégrale)

Soit f : (t,x) — f(t,x) une fonction de I x E dans C (ou I est un intervalle de R). On suppose que :
— (mesurabilité) pour tout t € I, x — f(t,x) est mesurable;
— (continuité) pour p-presque tout x € E, t — f(t,x) est continue sur I ;
— (domination) il existe une fonction ¢ : E — Ry mesurable telle que [ ¢ dp < oo et

pour tout t € I, pour p-presque tout x € E, ‘f(t,x)f < ().

Alors la fonction
F:t— F(t)= /f(t,x) du(z)

est bien définie pour tout t € I, et est continue sur I.

Théoréme (Théoréme de dérivation sous l’intégrale)

Soit f: (t,x) — f(t,x) une fonction de I x E dans C. On suppose que :
— (existence de F') pour tout t € I, x — f(t,x) est intégrable;
— (dérivabilité) pour p-presque tout x € E, t — f(t,x) est dérivable sur I, de dérivée notée ar .

ot 7
— (domination de la dérivée) il existe une fonction ¢ : E — R4 mesurable telle que [ ¢ du < oo et
of
pour tout t € I, pour pu-presque tout x € E, E(t,x) < p(x).

Alors la fonction
F:t— F(t)= /f(t@) du(z)

est dérivable sur I et, pour tout t € I,

P = [ o) dua).




Théoréme (Théoréme d’holomorphie sous l'intégrale)

Soit f : (z,2) — f(z,x) une fonction de U X E dans C, ou U est un ouvert de C. On suppose que :
— (mesurabilité) pour tout z € U, z — f(z,z) est mesurable; )
— (holomorphie) pour u-presque tout x € E, z — f(z,x) est holomorphe sur U, de dérivée notée % ;
— (domination de f!) il existe une fonction ¢ : E — Ry mesurable telle que [ @du < oo et

pour tout z € U, pour u-presque tout x € F, |f(z,2)] < p(x).

Alors la fonction

F:z— F(z)= /f(z,x) du(x)

est holomorphe sur U, et, pour tout z € U, la fonction x — %(z,x) est intégrable et

P = [ L) duto)

Soit (E,A,u) et (F,B,v) deux espaces mesurés.

Théoréme (Théoréme de Fubini-Tonellt)

Pour toute fonction mesurable positive f sur E x F,
[ tendwenen = [ [ senaw)ae = [ ([ e )ow. o

Théoréme (Théoréme de Fubini-Lebesgue)

Pour toute fonction mesurable f : E x F — C, telle que

/ |f(zy)| d(p @ v)(z,y) < oo,
EXF

la suite d’égalités reste vraie.

NB. Par le théoréme de Fubini-Tonelli, la condition équivaut a

/E (/F |f(x,y)|d1/(y)>d,u(x) < 00 ou /F (/E |f(ac7y)|d,u(:v)>dy(y) < 0.

Théoréme (Théoréme de changement de variable dans R?)

Soit U,D des ouverts de R%. Soit f : D — C mesurable, et ¢ : U — D un C'-difféomorphisme.

a) Si f est positive, alors
[ s@ s = [ f(pw)|s)] du
D U
et

| rew)au= [ j@ls @) an

b) Si f est intégrable sur D, la premiére égalité précédente a un sens (autrement dit, v — f(p(u))|J,(u)]
est intégrable sur U) et est vraie. Si f o ¢ est intégrable sur U, alors il en est de méme de la deuxiéme.




