
Principaux théorèmes d'intégration

Soit (E,A,µ) un espace mesuré.

Théorème (Théorème de convergence monotone)

a) Soit (fn)n≥0 une suite croissante de fonctions mesurables positives sur E. On a :

lim↑
n→∞

∫
fn dµ =

∫
lim↑
n→∞

fn dµ.

b) Soit (fn)n≥0 une suite de fonctions mesurables positives. On a :∫ ∞∑
n=0

fn dµ =

∞∑
n=0

∫
f dµ.

Théorème (Théorème de convergence dominée (de Lebesgue))

Soit (fn)n≥0 une suite de fonctions mesurables de E dans C, et f une fonction mesurable de E dans C. On
suppose que :

� (limite) pour µ-presque tout x ∈ E, fn(x) −→
n→∞

f(x) ;

� (domination) il existe une fonction ϕ : E → R+ mesurable telle que
∫
ϕdµ <∞ et

pour tout n ∈ N, pour µ-presque tout x ∈ E,
∣∣fn(x)∣∣ ≤ ϕ(x).

On a alors : f est intégrable, de même que fn pour tout n ∈ N,∫ ∣∣fn − f ∣∣dµ −→
n→∞

0 et

∫
fn dµ −→

n→∞

∫
f dµ.

Théorème (Théorème de continuité sous l'intégrale)

Soit f : (t,x) 7→ f(t,x) une fonction de I × E dans C (où I est un intervalle de R). On suppose que :
� (mesurabilité) pour tout t ∈ I, x 7→ f(t,x) est mesurable ;
� (continuité) pour µ-presque tout x ∈ E, t 7→ f(t,x) est continue sur I ;
� (domination) il existe une fonction ϕ : E → R+ mesurable telle que

∫
ϕdµ <∞ et

pour tout t ∈ I, pour µ-presque tout x ∈ E,
∣∣f(t,x)∣∣ ≤ ϕ(x).

Alors la fonction

F : t 7→ F (t) =

∫
f(t,x) dµ(x)

est bien dé�nie pour tout t ∈ I, et est continue sur I.

Théorème (Théorème de dérivation sous l'intégrale)

Soit f : (t,x) 7→ f(t,x) une fonction de I × E dans C. On suppose que :
� (existence de F ) pour tout t ∈ I, x 7→ f(t,x) est intégrable ;
� (dérivabilité) pour µ-presque tout x ∈ E, t 7→ f(t,x) est dérivable sur I, de dérivée notée ∂f

∂t ;
� (domination de la dérivée) il existe une fonction ϕ : E → R+ mesurable telle que

∫
ϕdµ <∞ et

pour tout t ∈ I, pour µ-presque tout x ∈ E,

∣∣∣∣∂f∂t (t,x)
∣∣∣∣ ≤ ϕ(x).

Alors la fonction

F : t 7→ F (t) =

∫
f(t,x) dµ(x)

est dérivable sur I et, pour tout t ∈ I,

F ′(t) =

∫
∂f

∂t
(t,x) dµ(x).
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Théorème (Théorème d'holomorphie sous l'intégrale)

Soit f : (z,x) 7→ f(z,x) une fonction de U × E dans C, où U est un ouvert de C. On suppose que :
� (mesurabilité) pour tout z ∈ U , x 7→ f(z,x) est mesurable ;
� (holomorphie) pour µ-presque tout x ∈ E, z 7→ f(z,x) est holomorphe sur U , de dérivée notée ∂f

∂z ;
� (domination de f !) il existe une fonction ϕ : E → R+ mesurable telle que

∫
ϕdµ <∞ et

pour tout z ∈ U , pour µ-presque tout x ∈ E, |f(z,x)| ≤ ϕ(x).

Alors la fonction

F : z 7→ F (z) =

∫
f(z,x) dµ(x)

est holomorphe sur U , et, pour tout z ∈ U , la fonction x 7→ ∂f
∂z (z,x) est intégrable et

F ′(z) =

∫
∂f

∂z
(z,x) dµ(x).

Soit (E,A,µ) et (F,B,ν) deux espaces mesurés.

Théorème (Théorème de Fubini-Tonelli)

Pour toute fonction mesurable positive f sur E × F ,∫
E×F

f(x,y) d(µ⊗ ν)(x,y) =
∫
E

(∫
F

f(x,y)dν(y)

)
dµ(x) =

∫
F

(∫
E

f(x,y)dµ(x)

)
dν(y). (∗)

Théorème (Théorème de Fubini-Lebesgue)

Pour toute fonction mesurable f : E × F → C, telle que∫
E×F

∣∣f(x,y)∣∣ d(µ⊗ ν)(x,y) <∞,
la suite d'égalités (∗) reste vraie.

NB. Par le théorème de Fubini-Tonelli, la condition équivaut à∫
E

(∫
F

∣∣f(x,y)∣∣dν(y))dµ(x) <∞ ou

∫
F

(∫
E

∣∣f(x,y)∣∣dµ(x))dν(y) <∞.

Théorème (Théorème de changement de variable dans Rd)

Soit U,D des ouverts de Rd. Soit f : D → C mesurable, et ϕ : U → D un C1-di�éomorphisme.

a) Si f est positive, alors ∫
D

f(x) dx =

∫
U

f
(
ϕ(u)

)∣∣Jϕ(u)∣∣ du
et ∫

U

f
(
ϕ(u)

)
du =

∫
D

f(x)
∣∣Jϕ−1(x)

∣∣ dx.
b) Si f est intégrable sur D, la première égalité précédente a un sens (autrement dit, u 7→ f(ϕ(u))|Jϕ(u)|

est intégrable sur U) et est vraie. Si f ◦ ϕ est intégrable sur U , alors il en est de même de la deuxième.
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