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COURS RAPIDE SUR LES CHAINES DE MARKOV

1 Définition

Définition

Soit E un ensemble dénombrable (ou fini). Une suite X = (X,,),>0 de variables aléatoires & valeurs dans E
est une chaine de Markov si, pour tout n > 0, pour tous x1,...,Tn,Tnt+1 € E,

P(XnJrl = ,’L‘n+1 |X0 =20, --- 7Xn = .’En) = P(Xn+1 = $n+1 ‘Xn = (E),

dés lors que P(Xy = zo,...,Xn = x,) > 0.
E est I'espace d’états de X. La loi initiale de X est la loi de X, c’est-a-dire la famille (P(Xo = x))zep.
Cette chaine de Markov est homogéne (dans le temps) s’il existe (z,y) — P(z,y) sur E x E telle que : pour
tout n > 0, pour tous ¢,y € F,

P(Xnt1 =y| X, =1) = P(z,y),

dés lors que P(X,, = z) > 0. P est la matrice de transition de X.

Ainsi, (X,,), est une chaine de Markov si, en tout « temps » n, connaitre la position « présente » X,, renseigne
tout autant sur la loi de la position « future » X,,;1 que de connaitre tout le « passé » X, ...,X,. Autrement
dit, sachant X,,, la variable aléatoire X,,; devient indépendante de Xg,...,X,—1.

On peut montrer que ceci revient aussi a dire que X suit une certaine loi, puis que la suite (X,,),, est définie
par une récurrence de la forme X, 41 = f,(X,,U,) ot la variable aléatoire U,, est indépendante de Xo,...,X,.
Le cas d’une chaine homogéne est celui ot la transition est la méme & chaque étape : les fonctions f,, n > 0,
sont égales & une méme fonction f, et les variables U,, n > 0, ont toutes la méme loi. C’est donc un analogue
aléatoire des suites récurrentes d’ordre 1.

Dans la suite, les chaines de Markov seront toujours supposées homogénes.
La loi d’une chaine de Markov homogéne est entiérement donnée par sa loi initiale et sa matrice de transition :

Lemme

Si (X,)n est une chaine de Markov de loi initiale p et de matrice de transition P alors, pour tout n > 0,
pour tous xg,...,xt, € F,

P(Xo = o, ..., Xy = zn) = p(wo) P(x0,21) - - P(p—1,Tn).

Remarquons que la matrice P est stochastique : ses coefficients sont positifs, et la somme de chaque ligne
vaut 1. Inversement, & 'aide du lemme, on peut définir la loi d’une chaine de Markov & partir de tout choix
d’une loi p sur E et d'une matrice stochastique P sur F x E.

On aura constamment besoin de considérer des chaines de Markov ayant la méme matrice de transition P
mais différentes lois initiales. Pour cela, on peut toujours considérer la méme variable aléatoire (X,,),>0 sur un
espace (£2,,4) donné, par exemple 'application identité de Q = EN (appelée variable canonique), et faire varier
la probabilité P sur €. Si la matrice P est spécifié¢e dans le contexte, on notera ainsi P, une probabilité sous
laquelle (X,,)n>0 est une chaine de Markov de loi initiale 1 et de matrice de transition P.

Ici, @ est une probabilité sur E, que 'on voit comme une famille p = (u(x)),cp. Pour tout « € E, on a ainsi
P, (Xo = ) = p(a).

Dans le cas ot yu = 4, c’est-a-dire que Xy = 2z p.s., on notera P, au lieu de Ps_. Sous P,, X est une chaine de
Markov dite issue de z :
Pz(XO == Z) =1.

Par la définition, pour tous z,y € E, comme P, (Xo =z) =1,



et, pour toute loi initiale p et tout y € F,

PuXi=y)=)> PuXo=2X1=y)= > p@Pu,(Xi=y|Xo=1)= Y pux)Pxy).
reE z€E, p(x)>0 relR

Plus généralement, pour toute loi u sur E, pour tous z,y € E, pour tout n, de méme,

Pu(Xn-i-l =y) = Z Pu(Xn =z, Xpt1 = y)
el

= Y PuXu=2)Pu(Xpp1=y|X,=1)
z€E tel que
P (Xn=z)>0

=Y Pu(Xn = x)P(zy).

zEE

Notons, pour z € E et n € N, p,(z) = P,(X,, = z), c’est-a-dire que pu,, est la loi de X,, sous P,. On a donc
o = p, et la formule précédente s’écrit, en voyant les mesures sur E comme des vecteurs-lignes, et P comme
une matrice (éventuellement infinie),

Hn+1 = fn P.
On a donc . En particulier (si u = d,), la ligne  de P™ donne la loi de X,, sous P, : pour tous z,y,

P.(X, =y) = P"(2,9)|

Définition
Le graphe d’une chaine de Markov X d’espace d’états E et de matrice de transition P est le graphe orienté
dont les sommets sont les états et les arétes sont les couples (x,y) tels que P(x,y) > 0.

Le graphe de X représente donc les transitions possibles en 1 pas.

Propriété de Markov

La propriété suivante généralise la définition en exprimant que, sachant la position présente X,,, le futur
(X0, X1, .. .) est indépendant du passé (Xo,...,X,) et suit la loi Px .

Proposition (Propriété de Markov faible au temps n)

Pour tout n, pour tous xg, . ..,x, € E (tels que P(Xy = xg,...,X,, = x,) > 0),
sachant Xy = g, ..., X, = Tp, (Xntk) k>0 suit la loi P, .

Autrement dit, quelle que soit la loi initiale p,
— pour tout U C E", et tout V C EN mesurable, pour tout « € E,

Pu((Xn, Xnt+1,-..) €V | (Xo,....Xn) €U, X =) =P,((X0,X1,...) €V)
— pour toutes fonctions f : E™ — R et g : EN — R mesurables bornées,

Eu[f(Xo, e ,Xn)g<Xn,Xn+1, .. )] = El‘« [f(Xo, . 7,XV,,L)EX71 [g(X(),Xl, .. )]:I .

Cette propriété s’étend aux temps aléatoires qui « ne dépendent pas du futur » :
Définition

Un temps d’arrét de (X,,), est une variable aléatoire T a valeurs dans N U {oo} telle que, pour tout n,

{r=n} e a(Xo,...,.Xn).

On rappelle que o(Xp,...,X,) est la tribu engendrée par X, ...,X,, : c’est 'ensemble des événements qui ne
dépendent que de Xy, ...,X,,. 7 est donc un temps d’arrét si, pour tout n, on peut savoir si 7 = n a partir de la
seule connaissance de X, ...,X,. Si on découvre X(,Xq,... 'un aprés autre, on peut donc s’« arréter » a X,.

Les temps d’arrét les plus courants sont les temps d’atteinte : si A C F, le temps d’atteinte de A est

T4 =inf{n >0| X, € A} € NU{co}.



Proposition (Propriété de Markov forte au temps T)

Pour tout temps d’arrét T, pour tout n, pour tous zg,...,r, € E,
sachant T = n et Xg = xg,...,X,, = Tn, (Xri4r)k>0 suit la loi Py, .

Autrement dit, quelle que soit la loi initiale p,
— pour tout U C E™, et tout V C EN mesurable, pour tout x € E,

P.(Xr Xrq1,...) €V |T=n,(Xo,... Xp) €U, X,y =2) =P,((X0,X1,...) €V)
— pour toutes fonctions f : E® — R et g : EN — R mesurables bornées,

Eu[l{‘r:n}f(XOa s 7Xn)g(XnaXn+17 e )] = E,u, [1{T:n}f(X07 s 7Xn)EX,. [g(XO7X1a e )H .

Vu que {7 =n} dépend de Xy, ..., X, cette proposition est en fait un cas particulier de la précédente.

Autre formulation des propriétés de Markov. On peut aussi introduire les tribus
fnZU(Xo,...,Xn), ]:n:O'(Xn7Xn+1,...),
Fr="0(Xo,...,.X;)" ={A € A|pour tout n, AN {r =n} e F,},
Fr =% (Xr, Xr41,...)" ={A4 € A|pour tout n, AN {r =n} € F'},

et les opérateurs de décalage (ou shift) 6, : Q@ — Q ou n € N, tels que Xy 0 0,, = Xy, pour réécrire les
propriétés de Markov précédentes sous la forme :
— pour tout A € F, et tout B € F", pour tout z € E,

P#(B | An{X, = :c}) =P.(B)
— pour toutes variables aléatoires Y et Z bornées, telles que Y est F,,-mesurable et Z est F'-mesurable,
E.Y - (Z06,)]=E, [YEXH [Z]]

NB. Z est de la forme Z = g(Xo,X1,...), et on a alors Z 0 0,, = (X1, Xnt1,...)-
— pour tout A € F, et tout B € F", pour tout x € E,

F’#(B | AN{r < 00, X, = x}) =P,(B)
— pour toutes variables aléatoires Y et Z bornées, telles que Y est F,-mesurable et Z est F'-mesurable,

E/.L[l{T<OO}Y . (Z o 9-,—)] = EH [1{T<OO}YEX-,— [ZH .

Avec la notion d’espérance conditionnelle, on écrira aussi : pour toute v.a. Z F°-mesurable,

EulZ 0 00| Fal =Ex, 7] et EullireoyZ00r| il = LrcjEx, [7]



2 Reécurrence et transience

On s’intéresse aux états ou se trouve la chaine de Markov aprés un temps long : en particulier, quels états ne
seront plus visités aprés un certain temps, et quels états seront au contraire revisités perpétuellement ?

Définition

Soit x € E. On note 7, le temps de retour en x :
T =inf{n > 1| X, =} € N U {oo}.
L’état © € E est récurrent si P, (7, < co) =1, et transient sinon.

Ainsi, x est récurrent si, partant de x, X revient presque stirement en x. Par la propriété de Markov forte au
temps 7., si un retour est presque str, alors un second retour sera presque sir, etc. :

Proposition

Soit x € E. On note N, le nombre de visites en x :

N, = Z 1(x,—z)-
n=0

a) x est récurrent si, et seulement si P, (N, = o) = 1.
Plus généralement, s’il existe y € E tel que P, (N, = 00) > 0, alors x est récurrent.

b) Si x est transient alors, sous P,, N, suit la loi géométrique de paramétre P, (7, = 00).

Par b) on note que, si « est transient alors E,[V,] < oo. Ainsi, = est récurrent si, et seulement si E,;[N,] = oo,
c’est-a-dire si

2.1 Classification des états

Définition

Pour z,y € E, on note x — y s’il existe n > 0 tel que P"(x,y) > 0.

Deux états x,y € F communiquent si x — y et y — x. On note alors x <> y.

< est une relation d’équivalence dont les classes sont appelées les classes de communication de la chaine
de Markov.

Une classe de communication C est fermée si, pour tout « € C, il n’y a pas de y ¢ C tel que x — y.

S’il y a une seule classe de communication C = E, la chaine de Markov est dite irréductible.

Sur le graphe de la chaine de Markov, x <> y 8'il y a un chemin (d’une certaine longueur) de x vers y, et un
chemin de y vers z. Une classe est fermée si aucune transition n’en sort.

Proposition

a) Six est récurrent et x — y, alors y est récurrent. Par suite, les éléments d’une classe sont tous récurrents,
ou tous transients. On parle de classe récurrente ou de classe transiente.

b) Si x est récurrent et x — y, alors y — x. Par suite, si une classe n’est pas fermée, elle est transiente.

¢) Une classe fermée et finie est récurrente.

Démonstration: (Intuition) a) Si  est récurrent alors, partant de z, x est visité infiniment souvent ; dés lors, s’il est
possible, depuis x, de suivre un chemin pour visiter y (avec probabilité P"(z,y) > 0), alors ceci va se produire lors d’une
infinité de retours en x : y sera visité infiniment souvent, donc y est récurrent.

b) De plus, pour que = puisse étre visité infiniment souvent, il doit &tre possible de revenir en = aprés la premiére visite
ay, donc y — x.

c) Partant de x appartenant & une classe fermée finie C, la chaine de Markov passe tout son temps dans ’ensemble fini
C, donc il existe y € C qui est visité infiniment souvent (avec probabilité > 0). Cet état y est alors récurrent.

Cette proposition permet de déterminer la nature (récurrent ou transient) de tous les états d’une chaine de
Markov finie : les classes fermées sont récurrentes, et les autres transientes. En particulier, une chaine de
Markov irréductible sur un espace fini est récurrente.



En revanche, une classe fermée infinie peut étre transiente ou récurrente : cela va dépendre plus finement de la
matrice P (la classification précédente ne dépend que de la position des coefficients non nuls de P).

Notons que si un état z est transient, alors il est visité un nombre fini de fois (quel que soit 1’état initial), tandis
que s’il est récurrent, alors il est visité une infinité de fois ou aucune selon que la chaine de Markov atteigne sa
classe de communication ou non.

2.2 Probabilités d’absorption

Dans le cas ot il y a plusieurs classes fermées se pose la question de savoir dans quelle classe la chaine de Markov
va ultimement étre « bloquée ».

Définition

Soit C une classe fermée (pour la chaine de Markov X ). On note 7¢ son temps d’atteinte :
7¢c =inf{n > 0| X,, € C} € NU {c0}.
Pour tout état x € E, la probabilité d’absorption par C partant de x est

ge(x) = Py(1¢ < 00).

On a évidemment ge(x) = 1 si x € C et ge(x) = 0 si x appartient a une classe fermée différente de C.

Et si x appartient & une classe non fermée, alors sous P,, 7¢ = 1 + 7¢ 0 81 donc 7¢ < oo si, et seulement si
Tc 061 < oo (pour atteindre C depuis z il faut l'atteindre a partir de la position X7). Par la propriété de Markov
au temps 1, ceci donne :

ge(x) =Py(mc 06 <00) =Y Pu(X1 =y, 7cob) <o0) =Y P.(X;=y)Py(rc < ),

yeE yeE

ce qui se rameéne, si 7 est la réunion des classes non fermées (rappel : ce sont donc des état transients), a

ge(z) =Y Plx.y)ac(y) + Y Play).

yeT yeC

Ces équations, d’inconnues ge¢(x) pour x € T, définissent un systéme linéaire dont on peut montrer, si T est
fini, qu’il admet une unique solution : on a donc une méthode pratique de calcul des probabilités d’absorption.

NB. Si T est fini, comme chaque état transient est visité un nombre fini de fois, la chaine de Markov atteint
p-s. un état hors de T en temps fini. Par conséquent, dans ce cas, pour tout = € F,

> ge(@)=1.
C non fermée

En revanche, si 7 est infini, il se peut que X passe un temps fini dans chaque état de 7 mais néanmoins reste
indéfiniment dans 7. Ezxemple caricatural : sur N, P donnée par P(0,0) =1 et P(n,n+ 1) =1 pour n > 1.



3 Mesures invariantes

Dans toute cette partie, on supposera a priori la chaine de Markov (X,,),>0 irréductible. Dans le cas général,
on pourra néanmoins appliquer les théorémes suivants a la chaine de Markov restreinte & une classe fermée et
en déduire alors des résultats sur certaines chaines de Markov non irréductibles.
Ayons en téte le cas récurrent : chaque état est visité infiniment souvent. Les définitions suivantes sont surtout
pertinentes dans ce cas-ci.
Tandis que la question de la récurrence ou la transience ont trait au comportement asymptotique de (X,),, de
fagon qualitative (est-ce que X visite tel état infiniment souvent ?), on s’intéresse maintenant & des questions
plus quantitatives, a savoir :
— Combien de temps la suite (X,,),, passe-t-elle dans les divers états ? (en proportion, pendant un temps n — oo)
— Combien de temps faut-il a la suite (X,,), pour revenir a son point de départ ? (en espérance)
— La loi de X, admet-elle une limite quand n est grand ? Peut-on espérer une propriété de « mélange », a savoir

que la loi de X,, ne dépend presque plus de celle de X et s’approche d’un équilibre 7
Pour tout n, on note u,, = (P(Xn = :E))zeE la loi de X, (on considérera p,, comme un vecteur-ligne). On a vu
que, pour tout n € N,

Hnt1 = pn P

Ainsi, si g, — p (et si la multiplication par P est continue), p doit vérifier yp = uP.
Définition
Une mesure p sur E est invariante (pour P) si u = pP, c’est-a-dire :

pour tout y € B,  p(y) = _ p(x)P(zy).
zel

On parle de loi invariante si de plus u est une probabilité (u(E) =1).
(On dit aussi loi/probabilité invariante/stationnaire)

Vu la relation 41 = p, P, on constate de suite que, si p est une loi invariante et Xy ~ p, alors X,, ~ p pour
tout n. En revanche, si p n’est pas une probabilité, alors uP n’a pas d’interprétation probabiliste.

3.1 Existence et « unicité » des mesures invariantes

On va voir qu’une chaine de Markov récurrente admet toujours une mesure invariante (non nulle), et celle-ci
sera unique & un facteur prés dés lors que la chaine de Markov est irréductible. En particulier, une chaine de
Markov finie irréductible admet toujours une mesure invariante, unique & un facteur prés.

Cas fini. Dans le cas fini, la relation y = pP signifie que p est un vecteur propre ¢ gauche de P pour la valeur
propre 1, ou encore que u est un vecteur propre (a droite) de P. Vu que 1 est valeur propre de P (la somme
des lignes vaut 1), on sait que 1 est valeur propre de 'P, donc il existe p # 0 tel que uP = p. 11 faut voir que
lon peut choisir p & coefficients positifs ; et I'unicité revient a dire que 1 est une valeur propre simple.

On peut donner une preuve élémentaire mais c’est aussi une conséquence d’un important théoréme plus général :

Théoréme (de Perron-Frobenius)

Soit A une matrice carrée de taille N a coefficients positifs. On suppose A irréductible : pour tous 1i,j, il
existe n > 0 tel que (A™);; > 0.

Alors le rayon spectral de A, p = max{|A|| A € Sp(A)}, est une valeur propre simple de A, et admet un
vecteur propre (non nul) & composantes positives.

Cas général. On peut donner un argument probabiliste, qui donne une expression des mesures invariantes :
Proposition
Si X est récurrente irréductible, alors il existe une mesure invariante (non nulle), unique a un facteur pres.

Explicitement, si on se donne xg € E, la mesure my, définie par

Tog—1

Mo () = By [ Z 1{Xn_m}:| (<)

n=0

ou 7, est le temps de retour en xg, est 'unique mesure invariante m telle que m(zg) = 1.



En toutes lettres, my,(x) est, pour la chaine de Markov issue de zg, le nombre moyen de visites a « avant de
retourner en xg.

NB. 1l est possible pour une chaine de Markov transiente d’avoir des mesures invariantes non nulles. Par
exemple, la mesure 1 = 1 pour la marche aléatoire simple sur Z3.

3.2 Mesures réversibles
Définition

Une mesure p sur E est réversible (pour P) si, pour tous z,y € E,

wz)P(z,y) = u(y)Py,z).

La premiére remarque est qu’une telle mesure est invariante : pour tout y € F,

(uP)(y) =Y _ p(z)P(zy) = > Plyz)ux) = p(x).

zeE z€E

Cependant, la plupart des mesures invariantes ne sont pas réversibles.

Un intérét pour les mesures réversibles vient du fait qu’elles sont plus faciles a trouver (si elles existent) que les
mesures invariantes : le systéme ci-dessus se résout immédiatement (si on fixe pu(x), on déduit u(y) pour tout
y tel que P(x,y) > 0, etc., et il faut juste vérifier que ceci ne méne pas a des incohérences) Il peut donc étre
bénéfique de commencer par chercher d’éventuelles mesures réversibles.

L’intérét principal est cependant théorique : on montre que, si X suit la loi réversible (donc stationnaire), alors
la suite (Xo,X1,...,X,) a méme loi que la suite (X,,,X,—1,...,X0), ce qui justifie 'appellation. Une chaine de
Markov réversible a méme loi, sous la probabilité stationnaire, lorsque I'on retourne le temps. Des paralléles
avec 1’étude des réseaux électriques existent pour les chaines de Markov réversibles, et une grande quantité de
résultats, souvent d’inspiration physique, leur sont spécifiques.

3.3 Récurrence positive

La formule explicite () pour les mesures invariantes a un intérét fondamental. Pour commencer, on note que
sa masse totale est : (échange entre espérance et série justifié car v.a. positives)

mao(B) = 3 may(0) =B | 5 Y M| =B 01| = Enll

z€E n<Ty, 2€E n<Tax,
Définition

Un état x € FE est récurrent positif si E,[7,] < co. Notons que cela implique que x est récurrent.

Si un état est récurrent et n’est pas récurrent positif, il est dit récurrent nul.

Par la remarque précédente, si un état xg est récurrent positif, la mesure invariante m,, est finie (c’est-a-dire
de masse totale finie), et vice-versa; en particulier, en divisant m,, par cette masse totale E;, [74,], on obtient
1

une loi invariante 7, unique lorsque la mesure invariante est unique a un facteur prés. Et m(zg) = E ]
20 [Tz0

On en déduit la seconde partie de ce qui suit.

Proposition

— Si x est récurrent positif et x <+ y, alors y aussi. La récurrence positive est donc une propriété des classes.
Pour P irréductible, on dit que P est récurrente positive si un état (ou tous) est récurrent positif.

— Si P est irréductible, P est récurrente positive si, et seulement s’il existe une loi invariante .
Et, dans ce cas, pour tout état x,

Dans le cas out F est fini, la masse totale d’'une mesure invariante est toujours finie. Par suite :
Corollaire
Toute chaine de Markov irréductible sur un espace d’états fini est récurrente positive.



4 Théorémes limites

4.1 Comportement presque sir : théoréme ergodique

On considére le temps passé en un état donné au cours d’une longue trajectoire de la chaine de Markov.

Le théoréme ergodique énonce que, si la chaine de Markov est récurrente positive, alors elle passe une proportion
strictement positive de son temps dans chaque état, et cette proportion est donnée par sa loi invariante. Si elle
est récurrente nulle, alors elle passe en chaque point une proportion de son temps qui converge vers zéro.

Ceci se comprend via la formule 7(x) = ﬁ : entre deux visites en z, il se passe un temps moyen E,[7,], donc
sur une durée n, on peut s’attendre & ce que X passe un temps de l'ordre de % = nn(z) en x (par la loi des
grands nombres).

Théoréme (Théoréme ergodique, dans le cas récurrent positif)

On suppose la chaine de Markov irréductible et récurrente positive, de probabilité invariante .
Pour tout état x, pour toute loi initiale p,

n—1
1
P.-p.s., - ,;) 1ix,—a) n:; m(x).

Plus généralement, pour toute fonction f : E — R intégrable par rapport a m, pour toute loi initiale p,

n—1

P.-p-s., ;Zf(Xk) — fd7r— > fla)

k=0 zel

Ce théoréme s’applique donc notamment, on le rappelle, aux chaines de Markov finies irréductibles.
La version dans le cas récurrent nul est nettement moins utile que la précédente. La voici néanmoins :

Théoréme (Théoréme ergodique, dans le cas récurrent nul)

On suppose la chaine de Markov irréductible et récurrente nulle, ayant une mesure invariante \.
Pour tout état x, pour toute loi initiale p,

Pu—p.S., — Z 1{Xk =z} n—)oo
Pour toutes fonctions f,g : E — R bornées, telles que fE gd\ # 0, pour toute loi initiale p,

S K) | Jp i Saep F@N)
> 09( n—reo ngd/\ > wer (@) (@)

P.-p.s.,

Par exemple, la proportion de temps passé en z tend vers 0, mais le rapport entre le temps passé en x et le

temps passé en y converge vers % (prendre f = 1g,) et g = 1g,).

4.2 Convergence en loi

A partir du théoréme ergodique dans le cas récurrent positif, le théoréme de convergence dominée permet de
déduire (en prenant l’espérance) :

fZP X, =12) — w(x).

n—oo

Ainsi, la suite de terme général P, (X,, = =) (autrement dit, la loi de X,,) converge en moyenne de Cesaro vers
m(x) dés que la chaine de Markov est irréductible et récurrente positive.

Cependant, ceci ne suffit pas & ce que P,(X,, = x) converge vers 7(z). Voici un contre-exemple typique : la
chaine de Markov sur {0,1}, de matrice de transition P = ((1) 0) vérifie Pg(X,, =0) = 0 si n est pair et 1 sin

est impair, et on vérifie immédiatement que ™ = (1 /2 1/ 2) est la loi invariante. La chaine de Markov alterne
entre les deux états, donc la fréquence d’occupation de chacun converge bien str vers 1/2 (c’est ce que dit le
théoréme ergodique). Néanmoins, la probabilité d’étre dans un état donné au temps n ne converge pas.



Pour un exemple moins artificiel, il suffit de considérer I'urne d’Ehrenfest, ol se pose exactement le méme
probléme : la parité de X, change a chaque pas donc la suite de terme général Po(X, = x) ne peut pas
converger. Comme on le voit, un obstacle tient & une notion de périodicité; c’est en fait le seul.

Définition

La période d’un état x € E est
d(z) = pged({n > 1| P"(z,x) > 0}).
Sid(x) =1, z est dit apériodique.

C’est donc le pged des longueurs des chemins depuis x vers = (dans le graphe associé a la chaine de Markov).
On trouve dans I'exemple précédent et 'urne d’Ehrenfest (et les marches aléatoires simples) que d(z) = 2 pour
tout état x.

Notons que si P(z,x) > 0, alors immédiatement d(z) = 1.
Proposition

Si x <>y, alors d(x) = d(y) : la période est la méme pour tous les états d’une méme classe.

Pour une chaine de Markov irréductible, on pourra donc parler sans ambiguité de sa période, et de chaine
apériodique si, pour un état x (et donc pour tous), d(z) = 1.
Théoréme
On suppose que la chaine de Markov (X,,)n>0 est irréductible, récurrente positive et apériodique. Alors,
pour toute loi initiale p, pour tout état x,

P.(X, =

WX =12) — (a),

ou 7 est I'unique loi invariante. Autrement dit, la loi de X,, converge vers la loi invariante. En particulier,

pour tous x,y € F,
P(zy) — w(y),

n—roo

donc P™ converge vers une matrice dont les lignes sont toutes égales au vecteur-ligne .
Plus généralement, pour toute loi initiale j, pour toute fonction bornée f : F — R,

Démonstration: Admis (et la preuve est méme officiellement hors-programme).
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