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EXERCICES DE PROBABILITES

Memento
Fonctions associées aux lois

Pour une variable aléatoire X & valeurs dans ]Rd

— Fonction de répartition (sid=1) : Fx(t) =P(X <t),teR
— Fonction génératrice (si X est a valeurs dans N) : Gx(s) = E[s*] =Y [P(X =n)s", s € | — R, R
— Transformée de Laplace : Lx(\) = E[e= ™)) €]0, +o0], A € R?
— Fonction caractéristique : ®x (t) = E[e?>X)] € C, t € R?
Lois discrétes classiques
Nom Parameétres Support | Définition : P(A) =3 -, p(a)
Loi de Dirac ¢, aeR {a} p( ) =1
Loi de Bernoulli B(p) p €[0,1] {0,1} p(0) = (1) = p
Loi binomiale B(n,p) | n€ N, p € [0,1] | {0,...,n} p(k) = (Z) —k
Loi géométrique G(p) p €]0,1] N* p(k) = ( )
Loi de Poisson P()\) A €0, +00] N p(k) = %
Lois continues classiques
‘ Nom ‘ Parameétres ‘ Support ‘ Définition : IP’ = poat:
Loi uniforme U([a, b]) a<b [a, O] flx) = ab) ()
Loi exponentielle () A €]0, 00] 10, +o0] f(z) = /\e 1]0 too[(T)
Loi de Cauchy a €]0, 4+o00] R f(z) = P e
Loi normale/gaussienne N'(m, %) | m € R, % €]0, +o0| R fx)= \/2;7 exp ( — (w2—67721)2)

Exercice 1 — Modélisation. Pour chacune des situations suivantes, donner un modéle et définir la variable ou
I’événement cité :

1. On lance deux piéces de monnaie. On s’intéresse au fait que les piéces tombent sur des cotés différents.

2.0n lance un dé a six faces, puis autant de piéces de monnaie qu’indique le résultat du dé. On note X le nombre
de piéces lancées qui sont tombées sur Pile.

3. On lance une piéce jusqu’a ce qu’elle tombe sur pile. On note N le nombre de lancers réalisés.

4.Soit 1 < k < n des entiers. Une urne contient n boules numérotées de 1 & n. On enléve k boules au hasard sans
remise. On considére la somme S des numéros tirés.

5.0n dispose de n tickets numérotés de 1 & n, que 'on place au hasard dans n enveloppes numérotées de 1 & n, a
raison d’un ticket par enveloppe. On note N le nombre de tickets qui ont le méme numéro que I’enveloppe ot ils ont
été placés.

6. (Paradoxe de Bertrand) On choisit au hasard une corde d’un cercle. On s’intéresse au fait que sa longueur excéde
celle du triangle équilatéral inscrit dans le cercle.

7. Un individu a un nombre aléatoire d’enfants (positif ou nul), qui & leur tour ont des enfants, et ainsi de suite. On
s’intéresse a 1’éventualité que la descendance de cet individu s’éteigne.

Exercice 2 — Espaces de probabilité. En probabilités, on précise rarement ’espace (€2, A, P) utilisé, car ce choix
n’a pas d’importance tant que les variables aléatoires considérées ont la loi voulue. Cependant, il faut tout de méme
savoir justifier |’ existence d’un tel espace. De plus, ce choix est parfois important pour coupler des variables aléatoires.
1. Soit y une probabilité sur (RY, B(R9)). Donner de la fagon la plus simple possible un espace de probabilité et une
variable aléatoire aléatoire X sur celui-ci tels que X suit la loi p.

2. Soit p une probabilité sur (R™, B(R™)) et v une probabilité sur (R™, B(R™)). Donner un espace de probabilité et
des variables aléatoires X et Y sur celui-ci tels que X et Y sont indépendantes et de lois respectives u et v.

3.S0it 0 < px < py < 1. Donner un espace de probabilité et des variables aléatoires X et Y sur celui-ci tels que X
et Y suivent les lois de Bernoulli de paramétre px et py respectivement, et tels que X <Y.

4. Donner un espace de probabilité et une famille croissante (X),),e0,1] de variables aléatoires tels que, pour tout
p € [0,1], X, suit la loi B(p). Indication : prendre Q = [0, 1], muni de la mesure de Lebesgue



Exercice 3 — Linéarité de l’espérance et théoréme de Fubinai.
1. Soit IV une variable aléatoire & valeurs dans N. Montrer que

E[N] =Y P(N >n).

n>1

(Ecrire N = Eszl 1 =372, 1ir<ny et utiliser le théoréme de convergence monotone)
2. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R, et a > 0. Montrer que

MXﬂ:a/ t*IP(X > t)dt
0

(Ecrire X* = fOX at®~1dt et utiliser le théoréme de Fubini-Tonelli). Expliciter le cas particulier important oo = 1.
3.850it (A;,)n>1 une suite d’événements. On note N le nombre (aléatoire) d’événéments parmi ceux-ci qui se pro-
duisent. Montrer que, si

Z P(4,) < oo,

alors presque-siirement N < co. C’est le lemme de Borel-Cantelli.
(S’inspirer de la preuve de la question 1)

Exercice 4 — Quelques exemples de calculs.

1. On lance une piéce et un dé. On note X (€ {0,1}) le résultat de la piéce, et Y (€ {1,...,6}) celui du dé. Calculer
la loi de S = X + Y et son espérance.

2. Soit X,Y des variables aléatoires indépendantes, de loi P(\) et P(u).

2.a) Déterminer la loi de X + Y.

2.b) Donner une expression pour P(X = Y') sous forme de série.

3.Soit X, Y des variables aléatoires indépendantes, de loi uniforme dans [0, 1].

3.a) Calculer P(X <Y), P(max(X,Y) < t) (pour t € R), E[X], E[max(X,Y)], E[X1{x<yy] et E[ X1 xsyy].

3.b) Quelle est la loi de Z = max(X,Y)?

4.0n choisit un point au hasard uniformément dans le disque de centre O et de rayon 1 dans R%. On note R sa
distance au centre et © € [0, 27[ son argument par rapport & un axe [Oz) donné.

4.a) Calculer la probabilité P(R < r) pour tout réel r, puis en déduire la densité de R et son espérance.

4.b) Déterminer la loi des variables aléatoires X = RZ et Y = X2

4.c) Calculer la probabilité P(O € [a,b]) pour tous 0 < a < b < 27 et en déduire la loi de O.

4.d) Pour toute fonction mesurable positive g, montrer que

27 1 r
Blo(r.0) = [ [ atr.0)Zar o,

en déduire que R et O sont indépendantes et retrouver leurs lois.

5.S0it X7, Xs,... une suite de variables aléatoires indépendantes, de loi uniforme dans [0, 1]. On note Sy = 0 et,
pourn>1,85,=X;+ -+ X,.

5.a) Déterminer la loi de Ss.

5.b) Pour tout n € N* et ¢ € [0, 1], montrer que

t
P(S, < t) = / P(S,_1 <t — u)du.
0

5.c) En déduire la valeur de P(S,, < t) pour tout n € N et ¢t € [0, 1].
5.d) On note N = max{n > 1| X; +--- + X,, < 1}. Calculer P(N > n) et en déduire E[N].



Exercice 5 — Minimum et maximum d’une famille de variables aléatoires exponentielles. Soit XY deux
variables aléatoires indépendantes de lois respectives £(A) et £(u). A 1'aide de fonctions de répartition, déterminer
les lois de U = min(X,Y) et V = max(X,Y). On précisera leur densité (le cas échéant).

Exercice 6 — Somme de variables aléatoires.

1.So0it X,Y des variables aléatoires indépendantes de lois P(A) et P(u). Déterminer la loi de X + Y, directement
puis via les fonctions génératrices.

2.S0it X,Y des variables aléatoires indépendantes de loi de Cauchy de paramétre a et b. A 'aide des fonctions
caractéristiques, déterminer la loi de X 4+ Y. Pour obtenir ®x, on pourra utiliser la formule de Cauchy avec un
contour bien choisi, ou alors avoir l'idée de calculer la fonction caractéristique de la loi de Laplace %e‘“""dx et
utiliser la formule d’inversion.

Exercice 7 — Lois images.
1. Soit X une variables aléatoire de loi £(X). Déterminer la loi de | X | + 1. C’est une loi géométrique.

On pose Z = | X | + 1. Comme X est a valeurs dans R, Z est une variable aléatoire a valeurs dans N*. De plus,
pour tout n € N*,

P(Z=n)=P(|X|+1=n)=Pnh-1<X<n)= / e Mdg = e AT oA — (] g7 A) e A,
n—1

Ceci montre que Z suit la loi G(1 —e™?).
2. Soit U une variable aléatoire de loi U([—1,1]). Déterminer la loi de arcsin(U).
On pose V = arcsin(U). V est une variable aléatoire & valeurs dans [—7/2, 7/2]. Pour tout A € B(R),

P(V € A) = E[14(V)] = E[1a(arcsin(U))] = B 1,4(:aurcsin(u))C%u7

d’ot, si on pose v = arcsinu (pour u € [—1, 1], ou arcsin est injective), ce qui donne v = sinv et du = (cosv)dv :

/2 cosv cosv
P(V e A= / 14(v) dv = / 1 /2,72 (v) dv.
—x/2 2 A 2

Ceci montre que V' a pour densité fy : v~ <521

(= /2,7/2) (V).
3.S0it X de loi N(0,1). Déterminer la loi de | X].

On pose Z = | X|. Z est une variable aléatoire a valeurs dans R. Pour tout A € B(R), par pariteé,

(Z € A) = P(|X| € A) /RlA(|xD e /251 - OOO 1A(a:)ez2/2\(/i2%_

Ceci montre que Z a pour densité fz : x — 2 e~ /215 ().

4. Soit X,Y deux variables aléatoires indépendantes de loi N'(0, 1). Déterminer la loi de . En déduire la loi de % - si
Z suit une loi de Cauchy de paramétre 1.

On pose Z = % On a, pour toute fonction mesurable bornée g sur R,

Elg(2)] = E / / o~ e L2

:/R(/w L) [ ( [ )t

en faisant le changement de variable linéaire  + z = yx dans l'intégrale intérieure (NB : ce changement de
variable est décroissant si y < 0, d’ou la valeur absolue, qui correspond & la valeur absolue du jacobien dans la
formule de changement de variable). On a done, par le théoréme de Fubini (et par parité) :

< 2 dy 1 22 dz dz
Elg(Z)] = 2 (25 d—/ 2— e (1H=)% —:/ oy
020 = [ a1 (2 [y 05 Yo = [ g2 e B RSy




Ceci montre que Z suit la loi de Cauchy. (NB : on aurait pu se contenter du cas ot ¢ = 14 avec A € B(R))

Remarquons que, par symétrie des roles de X et Y, % = % a méme loi que % = Z. Autrement dit, % suit encore
une loi de Cauchy. Ceci est une propriété de la loi de Cauchy, et vaut donc pour toute variable Z qui suit une loi

de Cauchy.

5.S0it X,Y deux variables aléatoires indépendantes de loi A(0,1). On définit les variables aléatoires R,© par
(X,Y)=(RcosO,Rsin®), R> 0 et O € [0,27]. Montrer que R et © sont indépendantes et déterminer leurs lois.

Notons que R et O sont bien définies dés lors que (X,Y) # (0,0), ce qui est le cas presque stirement. Plus précisé-
ment, on a (R,0) = ¢ }(X,Y) ot ¢ : (r,0) — (rcosf,rsinf) est une bijection entre les ouverts ]0, +o00[x]0, 27|
et R2\ (Ry x {0}); or Y # 0 p.s. donc (X,Y) appartient presque stirement & ce dernier ouvert. ¢ est bien un
C!-difféomorphisme : c’est une bijection, il est clair que ¢ est de classe C!, et sa différentielle au point (r, ) a pour

déterminant
cosf —rsinf

— 2 2 o
sin  rcosf =r(cos“f@+sin“0) =r#£0

Jw(l‘?y) =

donc est inversible, ce qui implique (théoréme d’inversion globale) que ¢! est de classe C!.

Soit g : R? — R une fonction mesurable bornée (on pourrait prendre simplement g = 14 ot A € B(R?)). On a :

Big(R.0)) = Elo(e (X)) = [ gl e G

_r2 dr df 2 do
- / o(r.0)e % |, (r,0)| L2 — / o(r.0) 1, (ryre™ % drloan(6) 22,
10,+00[x]0,27[ 2 R2 o

’7‘2 . . .
ce qui montre que (R,©) a pour densité (r,6) — 1g, (r)re” = 1jg 2.((f)5=. En particulier, cette densité est a
variables séparées : c’est le produit d’une fonction de r par une fonction de 6, ce qui implique que R et © sont
indépendantes. De plus, R et © ont des densités multiples de ces fonctions :

fr:r e fr(r) = Cre‘r2/21R+(7‘)

et

1
fo:0— fo() = 0/%1]0,%[(9)

avec CC” = 1. Or on voit tout de suite que C’ =1 (pour avoir [ fg =1) : © suit la loi uniforme sur [0, 27]. D’ou
C =1 aussi.
On peut constater que R? a pour densité u — 2e~21g, (u) : autrement dit, R? suit la loi £(1/2).

Exercice 8 — Lot Gamma. Pour a > 0 et A > 0, on définit la loi vy, par sa densité relativement & la mesure de
Lebesgue :

)\(l
I'(a)
1. Vérifier que cette fonction définit bien une densité.

2. Déterminer ’espérance de cette loi.

297 e M g, (2).

fa)\(x) =

I On utilise le fait que I'(a + 1) = al'(a) pour obtenir que lespérance de cette loi est a/A.

3. Soit V1, Vs, ..., V, des variables aléatoires réelles indépendantes de loi £(\). Déterminer la loi du vecteur (V,V; +
Va,...,Vi+---4+V,) et en déduire que Vi + -+ + V), ~ v, x.

On note (T1,...,T,) = Vi, Vi+Vao,...,Vi+---+V,). Soit g une fonction mesurable bornée de R™ dans R. On a

Elg(Ty,...,Tn)] =ElgVi,Vi + Vao,..., Vi + -+ V)]

g(v1,v1 + 2, . vp e Un)P(Vl,..‘,Vn)(Ula ceeyUp)

g(’Ul, v +vo, ..., 01+ Un))\ei)\vl 1{U1>0}d’U1 s )\eiAv"l{vn>0}dl}n

Il
— e —

g(vl’ U1 + V2,...,U1 + -4 vn))\TLef)\(’Ul“r'”Jrvn)1{U1>O,-“7vn>0}dvl e d'l)n.

On fait le changement de variable ¢ : (v1,...,v,) — (t1,...,tn) = (v1,v1 + V2, ..., 01 + -+ -+ vy,), de R™ dans R™.
C’est une bijection, d’inverse

o (b, tn) = (U1, 00) = (B ty =t ety — ).



¢~ ! est une application linéaire, dont le déterminant (ou le jacobien en n’importe quel point) est

1 0 O 0 O
-1 1 0 0 O
0 -1 1 0 O
det ™! = ) =1,
: 0 O
0 0 O 1 0
0 0 O -1 1

d’ou
E[g(Tl, . ,Tn)] - /g(tl, to,. .. ,tn))\nei)\t"1{0<t1<m<tn}dt1 ceediy.
Comme, par ailleurs,

E[Q(Tl, ce 7Tn)] = /g(t17t27' . ~;tn)P(T1,..A,T,L)(t1a v 7tn)a

et que ce qui précéde vaut pour toute fonction mesurable g bornée (donc en particulier pour les fonctions indica-
trices), on en déduit que la loi de (T1,...,T},) est

Pr,.1)= /\nefM"1{0<t1<~~<t"}dt1 ceedty,.

(autrement dit, c’est la loi sur R™ de densité (t,...,t,) = A"e M 1oy oy y)
Pour en déduire la loi de T},, on intégre cette densité par rapport aux autres variables : T}, a pour densité

fr, (tn) = / 1{0<t1<"'<tn})\nei/\tn1{O<t1<"'<tn}dt1 cdt_y = A"eMn / dty---dtn_1.
Rr—1 {(tl7'~~;tn71)‘0<t1<"'<tn}

Il reste a calculer le volume du simplexe, en utilisant le théoréme de Fubini(-Tonelli) :

Vio1(t) = / dty---dt, 1
{(t1,etn—1)|0<t1 < <tp_1<t}

t
:/ (/ dtl---dtn2>dtn1
0 {(t1yeestn—2)|0<t1<-<ty_1}

t
= / Vn72(tn71)dtn717
0

n—1

d’ou V4 (t) =t puis, en intégrant, Va(t) = %, Va(t) = % et, par récurrence, V,,_1(t) = h Ainsi,

n
A tnflef)\t

fr.(t) = =1l ;

c’est-a-dire que T;, suit la loi v, x.

4. Soit X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes de loi 7y, x.
4.a) Déterminer la loi de AX.

I On peut utiliser la fonction de répartition. Avec un changement de variable on voit que AX ~ 7, 1.
4.b) Montrer que X +Y et X/Y sont des v.a. indépendantes dont on calculera les lois.

Soit g une fonction mesurable bornée de R? dans R?. On a

Bo(X +Y.X/V) = [ al0)Pocay.s ()
et

Blo(X +Y.X/V) = [ g0 f@) P @)
ou f(z,y) = (z+y,x/y) définie de (R*+)? vers (R*+)2. Comme les variables X et Y sont indépendantes, le couple
(X,Y) a pour densité Px (z)Py (y) par rapport a la mesure de Lebesgue sur R?.

On fait alors le changement de variable u =2 4+ y, v = z/y, pour x > 0 et y > 0;
Ceci est équivalent & x = uv/(v+1) et y =u/(v+ 1) pour u >0 et v > 0.

| v/(v+1)  w/(v+1) | w .
On a de plus |J(u,v)| = U +1) —w/(wtD? |~ ) 11 suit
a—1 2a
_ 2a—1 _—Au v
B + Y. X/V)) = [ gl e 0 e s dud



5.
de

6.

A2 I(2a) v

Les variables sont indépendantes, Px iy (u) = e )uQ‘l_le_)‘uquodu et Px/y(v) = 1,>0dv.
a a

D(a)? (v+1)?

4.c) Montrer que X +Y et X/(X +Y) sont des v.a. indépendantes. Calculer la loi de X/(X +Y).

Soit g une fonction mesurable bornée de R? dans R2. On a

Bo(X + Y X/(X+ V) = [ alw0)Pocvyesvy (u.0)

et
Blo(X + V. X/(X V) = [ g0 fen) Py (@9

ott f(z,y) = (z+y,x/(z+y)) définie de (R**)? vers (R**)2. Comme les variables X et Y sont indépendantes, le
couple (X,Y) a pour loi Px Py = fo () fax(y)drdy.
On fait alors le changement de variable u = x 4+ y, v = x/(z + y), pour > 0 et y > 0;
Ceci est équivalent & x = uv et y = u(l — v) pour u > 0 et v € (0,1).
v U

On a de plus [J(u,v)| = ‘ l—v —u ‘ = u. Il suit
A a1 '(2a) a—1
B + VXX V) = [ au,0) s e Lusopo) (o1 = 0)" ™ Locycrdude,
. . , F(2CL) a—1
Les variables sont donc indépendantes et on a de plus Py,(x4y)(v) = I(a)? (v(1 = v)" " lo<w<idv.
a

Soit X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes de loi v, et 7s,) respectivement. Déterminer la loi
X+Y.

Le seul point délicat est de calculer fg 207t —x)b"ldy = ta bt fol y* (1 —y)’~tdy = t*+*=1C, ;. La constante
Cl,p est forcément égale & I'(a)I'(b)/I'(a + b) en tenant compte de la normalisation.

Soit Z1,Za, ..., Zy, des variables aléatoires réelles indépendantes de loi A(0,1).

6.a) Montrer que Z? suit une loi Y1/2,1/2-

Si X est de loi N(0,1) et g une fonction mesurable bornée de R dans R, on a

Blo(x*) = [

R

s)Pxe)  Blo(X*) = [ ala?Px(e) = 2= [ o) do.
Par parité de z — 9(I2)6*12/2 onaE(g(X?)) = \/% fooo g(xz)e*ﬁ/zdx _ \/% fooo g(y)ey/z;\l% done Pys(y) =

\/ﬁe‘y“y‘mlw (y)dy.

6.b) Montrer que Z2 + - - - + Z2 suit une loi Yny2,1/2- La loi vy 2170 est également appelée loi du khi-deux a n degrés

de

liberté, notée x2.

On le montre par récurrence. Pour n = 1 c’est vrai. Supposons que S, | = ZZ + ...+ Z2 | ~ Y11 et
Zp ~ N(0,1). On a S, = S,—1 + Z2. Comme f(21,...,2n-1) = 27 + ...+ 22_, et g(z,) = 22 mesurables on
en déduit que S,,_1 et Z,QL sont indépendantes car (Z1,...,Z,_1) et Z, le sont. On utilise ensuite la question 5

donnant que S, suit une Ynoii1 1 =7z 1.
2 2 ’

2

Propriétés générales

Exercice 9 — Formule du crible.
Soit Aj,..., A, des événements. Montrer la formule du crible, ou |S| désigne le cardinal de S :

n

P(AyU---UA,) =Y (-DF N P4, n---nA4;,) = > (—1)S|+1P(ﬂAi>.

k=1 1<i1 < <ip<n Sc{1,...,n},S#£0 i€S

(Ecrire 14,0...ua, = 1 — 1acn..nac =1 —[[;(1 —14,) et développer)



Pour tous événements A et B, on a 14qp = 141lp et 14c = 1 — 14, en revanche il n'y a pas de formule aussi
simple pour la réunion, mais on peut se ramener & une intersection en passant au complémentaire :

laup=1—-1acape =1—14elpge=1—-(1-14)1—-1p)=14+1p —14lp=14+1p — 14np,

ce qui, en intégrant chaque membre, donne P(AU B) = P(A) +P(B) — P(AN B). On généralise maintenant cette
formule & n événements. On a

Lauua, = 1= Tagnonae =1 = [J(1=14,)

=1— > ()" 14

Sc{1,...,n} €S

(o1, en développant, S désigne ’ensemble des indices du produit ou 'on garde le terme —1 4, au lieu du terme 1).
En prenant l'espérance de chaque terme, on obtient I’égalité demandée (I’expression avec les indices ¢; est une
réécriture en utilisant 'injection S — (i1,...,4;) ou k = |S|, S = {41,...,9x} avec i; < ... < 4y, cette écriture
étant unique). Par exemple,

P(AUBUC)=PA)+P(B)+P(C)—-P(ANB)-P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC).

Exercice 10 — Autour de l’indépendance.

1.Soit X,Y,Z des variables aléatoires indépendantes, de loi pu = %5,1 + %(51. Onnote X' =YZ, Y = XZ et
7' = XY. Montrer que X', Y', Z’ sont des variables aléatoires de loi i indépendantes deux a deux, mais non
indépendantes (dans leur ensemble).

On note que X', Y’ et Z’ sont a valeurs dans {—1, 1} et sont définies de maniére symétrique (cyclique), done pour
montrer 'indépendance 2 & 2 il va suffire de vérifier que

PX'=1Y =1)=PX' =1)PY'=1).
Eneffet onaensuite P(X' =1,V =-1)=PX' =1)-P(X' =1,V =-1)=PX' =1)-P(X' =1)P(Y' =1) =

P(X’'=1)P(Y’ = —1), puis on a passe de méme a P(X' = -1,Y' = -1)=P(X' = -1) - P(X' = -1,Y' =1), et
la symétrie induit les autres vérifications. Or on a

PX'=1,Y =1)=PYZ=1,XZ=1)=PX =Y =2)=PX=1>+P(X =-1)° = -

et
P(X’:l):]P’(YZ:l):]P’(Y:l,Z:1)+]P’(Y:—1,Z:—1):P(Y:1)2+]P’(Y:—1)2:f

d’ou I'égalité voulue. X, Y, Z sont donc indépendantes 2 a 2. En revanche,
PX' =1,Y'=1,2=-1)=PYZ=1,XZ=1,XY =-1)=0£4#PX'=1)PY' =1)P(Z = -1),

carYZ =1et XZ =1 impliquent X = Z =Y donc XY = 1. Ainsi, X, Y, Z ne sont pas indépendantes dans leur
ensemble.

2. Est-ce qu’un événement A peut étre indépendant de lui-méme ? Méme question pour une variable aléatoire X.

A est indépendant de lui-méme si, et seulement si P(ANA) = P(A)P(A), c’est-a-dire P(A) = P(A)?, ce qui équivaut
aP(A) =0 ou 1 : les événements négligeables et presque strs sont les seuls & étre indépendants d’eux-méme (et
de n’importe quel autre événement, d’ailleurs).

Si une v.a. X est indépendante d’elle-méme, & valeurs dans (E, &), pour toute partie A € £ on a P(X € A) =
P(X € A, X € A) = P(X € A)? car 'événement {X € A} est indépendant de lui-méme, d’ott P(X € A) € {0,1}.
Si X est entiére, on peut noter que 1 = P(X = x) et chaque terme vaut 0 ou 1, donc un seul vaut 1 : il existe
n € N tel que X = n presque stirement (on dit que X est presque stirement constante). Si, plus généralement,
X est a valeurs dans (R, B(R)), par le méme argument, pour tout n, il existe un unique intervalle de la forme
[k27" (k+1)27"[, ou k € Z, qui contient X presque siirement ; ces intervalles doivent étre emboités, et leur largeur
tend vers 0, ce qui détermine X, donc X est constante presque stirement. On peut généraliser le raisonnement
a R? (muni des boréliens), et a des espaces satisfaisant quelques hypothéses naturelles, mais pas & n’importe
quel espace (E,E). Entre autres, la tribu doit étre assez fine (si £ = {), E} est la tribu grossiére, toutes les
fonctions & valeurs dans (E, £) sont des variables aléatoires, et elles sont toutes indépendantes d’elles-mémes). En
revanche, si E est un espace métrique complet séparable (espace polonais), et € est la tribu borélienne, ’argument
s’étend (il existe une suite (), dense dans E, donc pour tout n les boules B(xy,27") (k € N) recouvrent E
dou 1 = P(X € E) <>, yP(d(X,z1) < 27"), or ces probabilités valent 0 ou 1, donc il existe z(™) tel que




d(X ,:I:(")) < 27™ presque stirement ; I'inégalité triangulaire implique que (;U(”))n est une suite de Cauchy, et X
est presque sirement égal a la limite de cette suite).

Inversement, toute variable aléatoire X constante presque stirement (c’est-a-dire qu’il existe x € E tel que P(X =
x) = 1) est indépendante d’elle-méme (et de n’importe quelle variable aléatoire).

Problémes (simples) classiques

Exercice 11 — Formule de Bayes.. Une maladie M affecte une personne sur 1000 dans une population donnée. On
dispose d’un test sanguin qui détecte M avec une fiabilité de 99% lorsque cette maladie est effectivement présente.
Cependant, on obtient aussi un résultat faussement positif pour 0,2% des personnes saines testées. Quelle est la
probabilité qu'une personne soit réellement malade lorsque son test est positif 7

La population est notée €2, on la munit de la mesure uniforme P. On note M ’ensemble des personnes malades,
et T 'ensemble des personnes dont le test est positif. L’énoncé donne donc P(M) = 0.001, P(T|M) = 0.99 et
P(T|M*€) = 0.002, et on cherche P(M|T). Comme la famille (M, M¢) partitionne la population, on peut appliquer
la formule de Bayes :

p(ur) = BEMPAL) P(T|M)P(M) B v R PP
P(T) P(T|M)P(M) +P(T|M)P(M®) {55100 + 1005100 3

Ainsi, bien que le résultat soit rarement faussement positif, la rareté plus grande encore de la maladie fait que la
plupart (66%) des résultats positifs sont en fait faussement positifs, ce qui peut apparaitre de prime abord comme
un paradoxe.

Exercice 12 — Problémes « concrets ».

1. Un secrétaire vient de mettre cent lettres dans des enveloppes comportant des adresses avant de se rendre compte
que les lettres étaient nominatives. Quelle est la probabilité que pas une seule des lettres ne soit dans la bonne
enveloppe ? En donner une valeur approchée. Penser a la formule du crible.

Posons n = 100. Un espace de probabilités possible est (&, P(S,,), P) ot P est la loi de probabilité uniforme
P sur &,,. Pour 0 € G,, et i € {1,...,n}, o(i) donne le numéro de la personne qui recevra la lettre destinée a
la i-iéme personne. On note A; = {o(i) = i} 'événement {la personne ¢ recevra sa lettre}, pour ¢ = 1,...,n. On
cherche P((A; U---UA,)°) =1—-P(A4; U---UA,). En vue d’appliquer la formule du crible, on calcule, pour
1<k<n,etl1<ig<---<i<n,

P(Ah M- mAzk) :P(U(Zl) = 'L'1,...,O'(’Z:k) = Zk)

et pour cela on constate que le nombre de fagons de réaliser I’événement ci-dessus est (n — k)! car, en-dehors de
{i1,...,9x}, la restriction de o est une bijection quelconque. On a donc

(n—k)!

Par la formule du crible,

n

P(AU---UA,) = Z(_l)k‘+1 Z P(A;, N---NA;) = zn:(_l)kﬂ Z Lk‘)'

|
k=1 1<y < <ip<n k=1 1<iy < <ix<n n
_ . k1 (T (n—k)! _ = 1 1
=y () = e
k=1 k=1

d’ou finalement la probabilité qu’aucune lettre n’arrive a son destinataire :

no ok
B((A U UA)) =3¢ kll) .
k=0

Remarquons que cette suite n’est ni croissante, ni décroissante (ce qui peut étonner), et qu’elle converge trés
rapidement vers e =% ~ 0.368 (le fait que la probabilité d’envoyer une lettre au bon destinataire ne dépend presque
pas du nombre de lettres peut aussi surprendre).

2. Quelles est la probabilité que, dans un groupe de 25 personnes, deux au moins aient leur anniversaire le méme
jour 7 (On négligera les années bissextiles, on supposera les dates de naissances équiprobables et indépendantes) En
donner une valeur approchée.



Supposons qu’il y a N personnes, dont les dates de naissances X1, ..., Xy sont indépendantes et de loi uniforme
dans {1,..., A} ou A = 365. Alors on cherche

P(2 anniversaires le méme jour) =1 —P(Xy,..., X, distincts)
Y
—1- Y B=an Xe=ay)=1- Y (A)
ai,...,an distincts ai,...,an distincts

AA-1)- (A= N+1)
AN

=1- .
On veut montrer que cette valeur est grande (supérieure a 0.5) ; donnons donc une minoration, qui donne une idée
de lordre de grandeur et se préte mieux par exemple a une évaluation sur une calculatrice : en utilisant ’'inégalité
l1—z<e ™ pourzxeR,

Pour N = 25, on obtient une minoration proche de 0.56 et, pour N = 23, proche de 0.500002. Dés 23 personnes,
il devient avantageux de parier sur le fait que deux personnes ont leur anniversaire le méme jour. Le calcul de la
valeur exacte confirmerait cette valeur « critique »de N = 23. Cela étonne a priori, car 23 est trés faible comparé
a 365. Cependant, il est plus pertinent de comparer non pas le nombre de personnes, mais le nombre de paires
de personnes, soit N(J\;_l), avec 365 (on remarque d’ailleurs que cette quantité apparait dans le calcul). Or, pour
N =23, 1l y a déja 253 paires, ce qui est bien plus comparable a 365.

On pourrait vouloir aussi une majoration. Par exemple,

P(2 anniversaires le méme jour) =P U {Xi # X;}

1<i#j<N
NN-1) 1
< > P(XHAXJ):%'Z-
1<i#j<N

(Ceci donne 0.82 pour N = 25 et 0.69 pour N = 23). Dans la limite A — oo, elle est du méme ordre que la
minoration.

3. Sachant que chaque paquet de céréales contient une vignette a collectionner, que ’on ne découvre qu’a 'ouverture
du paquet, combien en moyenne faut-il ouvrir de paquets pour posséder au moins un exemplaire de chacune des n
vignettes 7 En donner une expression approchée.

On décompose ce nombre en N,, =11 + T2 + -+ - + 7, ol 7} est le nombre de paquets supplémentaires nécessaires
pour obtenir k vignettes différentes quand on en a déja k — 1 différentes.

Lorsque l'on dispose de k — 1 vignettes différentes, pour en avoir k il faut effectuer de nouveaux tirages de
vignettes, indépendants, jusqu’a ce qu'une vignette soit différente des k — 1 modéles déja possédés, ce qui arrive
avec probabilité w On en déduit donc (voir exercice 1) que 73 suit la loi géométrique de parameétre n=(k=l)
1l y a en fait une subtilité, en cela que 'on regarde les tirages aprés un temps aléatoire (la premicre fois ot il y a
k — 1 vignettes différentes), mais ce temps ne dépend que des tirages précédents, donc n'influe pas sur la loi des
tirages suivants; cf. la notion de temps d’arrét pour les chaines de Markov.

Par suite, par linéarité de I’espérance, le temps moyen pour avoir toutes les vignettes est

E[N,]) =E[n] + - +E[r,] = Z#—l) :nzl
k=1

(en effectuant le changement d’indice k — j =n — (k — 1)). En particulier, on a classiquement

E[N,] ~ nlan.

n— oo

(comparaison série-intégrale)

Exercice 13 — Paradoxes probabilistes pour tous.
1. Hier, je discutais avec ma nouvelle voisine :



MOI — Combien avez-vous d’enfants 7

ELLE — Deux.

MOI — Y a-t-il une fille parmi eux?

ELLE — Oui.

MOI — Et l'autre enfant, est-ce une fille également 7

1.a) Quelle est la probabilité que ma voisine réponde « oui » ?

Il est important de préciser le modéle. On suppose que les sexes des enfants sont indépendants et uniformes : la

probabilité d’avoir un gargon vaut 1/2, de méme pour une fille.

En particulier, pour deux enfants, il y a quatre possibilités : FF, FG, GF et GG, ou chacune a pour probabilité

1/4 (attention, il y a bien FG et GF).

Sachant que I'un des enfants est une fille, on se restreint au sous-ensemble {FF, FG, GF} a trois éléments dont
i 1

un seul contient deux filles, donc la probabilité que 'autre enfant soit une fille aussi est ﬁ =3.
4 4 4

1.b) Qu’en est-il si & ma deuxiéme question j’avais demandé si I'ainé(e) était une fille ?

Sachant que le premier enfant est une fille, on se restreint au sous-ensemble {FF, FG} seulement, donc la probabilité
que 'autre enfant soit un gargon est % On peut aussi dire que, par hypothése, le sexe du deuxiéme enfant est
indépendant du premier, donc (toujours par hypothése) le deuxiéme, quel que soit le premier, est une fille avec
probabilité 1/2.

2. (Probléme de Monty Hall) Un jeu télévisé se déroule a chaque fois de la fagon suivante : on présente trois boites
fermées & un candidat, dont 'une contient 10000 euros, et seul le présentateur sait laquelle ; le candidat choisit une
boite mais, avant qu’il ait pu 'ouvrir, le présentateur l'interrompt, et ouvre I'une des deux autres boites, qu’il sait
vide. Le candidat peut alors maintenir son choix, ou ouvrir la boite restante. L’une de ces options est-elle meilleure
que lautre?

L’intuition est ici mise a ’épreuve. Voir par exemple I’article wikipedia pour les faux raisonnements habituels. La
difficulté vient du conditionnement induit par 'information nouvelle.

Le plus convaincant est de s’abstraire de ce conditionnement en considérant toutes les situations (sans condition-
nement, elles sont équiprobables). Appelons les boites 1, 2 et 3, et par symétrie on peut supposer que le candidat
choisit la boite 1. S’il maintient son choix, il gagne lorsque le gain est en 1, ce qui arrive avec probabilité 1/3. S’il
change, il gagne lorsque le gain est en 2 ou en 3 (s'il est en 2, le présentateur ouvre 3, et vice-versa), ce qui arrive
avec probabilité 2/3. La probabilité de gain est donc doublée en changeant de boite !

Preuves du cours : caractérisation des lois

Exercice 14 — Fonction de répartition inverse. Soit X une variable aléatoire réelle. On rappelle que sa fonction
de répartition Fx : t — Fx(t) = P(X <t) est croissante, continue & droite, et a pour limites 0 et 1 en —oo et +00.
On définit, pour tout u €]0, 1] I'inverse généralisée continue a gauche de Fy :

Fy'(u) = inf{t | Fx(t) > u}(€ R).
1. Montrer que, pour tous ¢ € R,u €]0,1[, (Fx'(u) <t) & (u < Fx(t)).

Soit w €]0, 1]. Pour tous s < ¢t € R, si Fix(s) > u, alors Fx(t) > Fx(s) > u par croissance de Fx, donc 'ensemble
{t| Fx(t) > u} est un intervalle de la forme [, +-00[ ou |, +oc[, avec par définition a = Fiy.' ().

Pour tout ¢ > Fy'(u), on a donc Fx(t) > u. Par continuité de Fx & gauche, ceci implique Fy (Fy'(u)) > u.
Ainsi, Fy 1(u) appartient & ’ensemble précédent, qui est donc

{t] Fx(t) > u} = [Fx' (u), +oo[.

C’est ce que l'on voulait démontrer.

2. En déduire que, si U suit la loi uniforme sur [0, 1], alors X=F o1 (U) suit la méme loi que X. Expliciter F5;* dans
les cas d’une loi exponentielle et d’une loi de Cauchy.

Calculons la fonction de répartition de X : pour tout t € R,
P(X <t)=P(Fg'(U) <t)=P(U < Fx(t)) = Fx(t)

(en utilisant la question 1, puis le fait que U suit la loi uniforme et que Fx(t) € [0, 1])
Ceci montre que X et X ont méme fonction de répartition, donc ont méme loi.

10



Pour la loi £(X), Fx(t) = (1 — e *)1jg 1oo((t), et pour tout u €]0,1[, Fx(t) = u équivaut & t = — 5 In(1 — u). On
en déduit que X = —+In(1 = U) suit la loi £(A). En fait, 1 — U a méme loi que U, donc —4 InU suit aussi la loi
E(N).

Si X suit la loi de Cauchy de paramétre a, Fx (t) = L arctan L+ 1, d’ott F'(u) = atan (7 (u — 1)). On en déduit

que X = atan (7r (U — %)) suit la loi de Cauchy de paramétre a.

3. A laide de ce qui précéde, montrer que toute fonction croissante F continue & droite telle que lim_o F = 0 et
lim; o F' =1 est la fonction de répartition d’une loi de probabilité sur R.

On définit F~! comme ci-dessus & partir de F. On a Fgl(u) € R pour 0 < u < 1 vu les limites, et on pose
X = F1(U) ou U est une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1]. Alors, comme F' vérifie les mémes propriétés
que F, on peut reprendre la preuve ci-dessus et obtenir que Fx = F. On a donc construit une variable aléatoire
dont la fonction de répartition est F'.

4.0On suppose Fx continue. Montrer que, pour tout 0 < u < 1, Fx (F;l(u)) = u, en déduire que F;l(X) suit la loi
uniforme sur [0, 1].

Soit 0 < u < 1. On a déja vu que Fx (Fx'(u)) > u a 'aide de la continuité a droite de Fx. Pour tout v < Fy ' (u),
on a Fx(v) < u par définition de F'(u); en passant a la limite quand v — Fy'(u) & gauche, par continuité de
Fx & gauche on a Fx(Fx'(u)) < u. Dot Fx(Fy'(u)) = u.
On calcule la fonction de répartition de V = Fx(X) : V est a valeurs dans [0, 1] et, pour tout 0 < v < 1, par la
question 1,

P(V <v) =P(Fx(X) <v) =P(X < Fy'(v)).

Or Fx est continue, donc P(X = Fx'(v)) = 0 et on peut écrire “<” au lieu de “<” dans la derniére probabilite,
qui est donc Fx (Fy'(v)) = v par le début de la question. Alors :

PV <v)=1-w.

Cette fonction est continue sur ]0,1[, donc P(V < v) = lim|,_,,+ P(V < w) = 1 — v. C’est donc la fonction
caractéristique de V', et on constate que c’est aussi celle de la loi uniforme sur [0, 1], d’ou le résultat.

Exercice 15 — Lemme de classe monotone. Soit E un ensemble. Une classe monotone est un ensemble M de
parties de F contenant F, stable par différence (si A, B € M et A C B, alors B\ A € M) et par union croissante (si

pour tout n, A, € M et A, C A,41, alors UA" eM).

1. Vérifier qu’une intersection de classes mogotones est une classe monotone. En déduire que, pour tout ensemble C
de parties de F, il existe une plus petite classe monotone contenant C : on 'appellera la classe monotone engendrée
par C, notée M(C).

2. Soit C un ensemble de parties de E. On va montrer le lemme de classe monotone : si C est stable par intersection
(pour tous A, B € C, AN B € (), alors M(C) = o(C).

2.a) Soit A € C. Posons M; ={B € M(C)| AN B € M(C)}. Montrer que M; est une classe monotone et C C Mj.
2.b) Soit B € M(C). Posons My = {A € M(C)|AN B € M(C)}. Montrer que Ms est une classe monotone et
C C Ms.

2.c) En déduire que M(C) est stable par intersection puis que M(C) est une tribu. Conclure.

3. Application. Soit C un ensemble de parties de E stable par intersection. Soit p, v deux mesures sur o(C) telles que,
pour tout C € C, u(C) = v(C) < co. Montrer que p = v. Vérifier que ces ensembles C' forment une classe monotone.
4. Vérifier que I'ensemble des pavés fermés de R? est stable par intersection, de méme que les cylindres de EV.

5. Application. Soit un espace de probabilité (2, F, P).

5.a) Soit A et B deux ensembles d’événements stables par intersection. Montrer que si les familles 4 et B sont
indépendantes, alors leurs tribus engendrées le sont aussi. Pour A € A, My = {B € o(B)|P(AN B) = P(A)P(B)}
serait-il une classe monotone ? Définir ensuite une classe Ms. Etendre a n familles.

5.b) Soit A, B,C trois tribus indépendantes. Montrer que o(A U B) et C sont indépendantes. Noter que C est indé-
pendante de {ANB| A € A, B € B}, stable par intersection. Etendre & la propriété d’indépendance par paquets.

Exercice 16 — Fonction caractéristique. Soit X,Y des variables aléatoires & valeurs dans R. On suppose que
leurs fonctions caractéristiques coincident sur R : pour tout ¢t € R,

E[eitX] _ E[eitY].

On souhaite conclure que X et Y ont méme loi.

Soit f : R — R une fonction continue & support compact.

1.Soit A > 0, assez grand pour que le support de f soit inclus dans [—A, A]. Justifier 'existence de f4 : R — R
périodique de période 2A qui coincide avec f sur [—A, A]. Montrer que

E[fa(X)] — E[f(X))
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On a fa(X) = f(X)+ (fa(X) = f(X)1{x|>a}, fa — f est bornée et P(|X| > A) = 0...
2. Soit € > 0. Montrer qu’il existe K € N, et ayg,...,ax € C tels que, pour tout =z € R,

217

K
fa(z) — Zake 2R < ¢
k=0

(c’est un théoreme classique). En déduire que E[f4(X)] = E[fa(Y)].
3. Conclure : pour cela, il suffit de montrer que E[f(X)] = E[f(Y)].

Exercice 17 — Transformée de Laplace. Soit X,Y des variables aléatoires a valeurs dans [0, +o0o[. On suppose
que leurs transformées de Laplace coincident sur Ry : pour tout A > 0,

E[e=*X] = E[e~*Y].

On souhaite en conclure que X et Y ont méme loi.
Soit f : [0, +0o[— R une fonction continue a support compact.
1. Soit € > 0. Montrer qu’il existe K € N et ag,...,ax € R, Ag,...,A\g € Ry tels que

K
pour tout x € Ry, ‘f(x) — Zake—Am <e.
k=0

Considérer g(u) = f(—1nu) sur [0,1] et appliquer le théoréme de Stone-Weierstrass. On a en fait A\, = k
2. En déduire que E[f(X)] = E[f(Y)], et conclure.

Une autre preuve consisterait & se ramener & l’égalité entre fonctions caractéristiques : la fonction Lx : z — Ele
est holomorphe dans l'ouvert {Re(-) > 0} et continue sur son adhérence (par théorémes de régularité sous lintégrale) ;
par unicité du prolongement analytique, [’égalité entre Lx et Ly sur Ry s’étend a 'ouvert précédent, et par continuité
elle s’étend a son bord iR, soit ®x = Py .

—ZX]

Convergence de variables aléatoires, exemples

Exercice 18. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, de loi E(A).
1. Montrer la convergence en probabilité suivante :

1 1
—— max Xy E)% —.
Inn 1<k<n no\

Soit § > 0. Il s’agit de montrer

"

ce qui équivaut a (en découpant I’événement en deux)

1 1
— max Xy — —|>6] — 0,
Inn 1<k<n A n

1 1 1 1
P{— max Xy, <——-6) —0 et Pl— max Xy >~—+6) — 0.
Inn 1<k<n A n Inn 1<k<n A n

La premiére probabilité se réécrit

— L l_ — 1_ n_ _ —)x(l—5)lnn "
]P’(pourk:—l,...,n,lnnXk<)\ 6)—P<X1<(>\ 6)1nn> —(1 e "\X )

(La derniére égalité suppose 0 < %, sans quoi la probabilité est nulle et la convergence est démontrée). On conclut
facilement.
La deuxiéme probabilité se réécrit

1 1 1
P (il existe k € {1,...,n} telque — X, > -+ | <nP (X7 >(~-+d)Inn
Inn A A
_ ne—A(%-&-é) Inn _ n—A5 0.

(Ici, cette majoration par sous-addivité de P suffit; autrement, il aurait fallu passer au complémentaire pour
utiliser 'indépendance : P(3k, X, > -+ ) =1 -P(Vk, X <---)=1-P(X; < ---)", etc.)

2. Démontrer que la suite de terme général

Inn
max Xp — —
1<k<n A

converge en loi vers une limite & déterminer.

12



On utilise la caractérisation de la convergence en loi & 'aide des fonctions de répartition : montrons que ¢ —

Inn ) admet une limite qui est une fonction de répartition. Pour tout ¢ € R, on a

]P’(maxlgkgn ka -~ <t
Inn Inn
P max Xy — — <t|=P(pourk=1,...,n, Xk§t+T

1<k<n A
lnn " 7)\(t+lnn) n e "
= < —_— pry —_ P —_
P(Xl_t+ \ > (1 e X ) 1 -

e

n

(La 3¢ égalité est vraie si Inn > —\t, ce qui est vrai pour n grand) La fonction ¢ — e " est continue sur R, et

admet pour limites 0 et 1 en —oo et +00, c’est donc la fonction de répartition d’une loi de probabilité (appelée
loi de Gumbel). On en déduit
Inn (loi
max X — — (ig 7

1<k<n A on

—t

ou Z suit la loi de Gumbel : pour tout t € R, P(Z <t) = e~ °

3. Montrer que ( 1%71)” converge vers 0 en probabilité. Est-ce que cette convergence est presque stire ?

Soit § > 0. On a
Xn —AS1 1
P(’lnn >5>—]P’(Xn>5lnn)—e H"ZW%O,
donc l)rf—“;b converge vers 0 en probabilité.
Si on choisit § < %, on a toutefois >, P (‘fg—’;‘ >0)=>, n% = 00. Or les événements A, = {‘fg—’; > 5} sont

indépendants, donc le lemme de Borel-Cantelli montre que presque stirement une infinité de ces événements se

produit :

— > 4.

. o, 4 n
p.s., pour une infinité de n,
Inn

En particulier, p.s., l)r?fi ne converge pas vers 0.

Exercice 19. Soit (X,,), une suite de variables aléatoires. On suppose qu’il existe une suite (¢, ),, de réels telle que,

pour tout § > 0.
P(| X, —cn| > d) — 0.

On suppose de plus que la suite (¢,,), admet une limite c. Montrer que X,, converge vers ¢ en probabilité.

Soit § > 0. Il existe ng tel que, pour n > ng, |c, — ¢| < g. Alors, pour n > ng, | X, — ¢| > § implique

| X —cn| > |Xn — | = [e—cn| > 6 — & =2, de sorte que

P(|Xn—c|>(5)§P(|Xn—cn|>g)7

et le terme de droite converge vers 0 par ’hypothése. Ceci montre que (X,,),, converge vers ¢ en probabilité.
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Exercice 20. On reprend le probléme du collectionneur de vignettes (exercice 12) : Soit n > 1. Soit (X )x>1 une
suite de v.a. i.i.d. de loi uniforme sur {1,...,n}. Pour 1 <k < n, on définit

¢ =inf {m > 1|Card({X1,...,Xm}) = k}.
1. Montrer que les variables aléatoires (77" — 7" ;)2<k<n, sont indépendantes, de lois respectives Q(”*T’“H) pour
2<k<n.

Une preuve naturelle (mais peut-étre pas plus courte) consisterait a utiliser la propriété de Markov forte en
montrant d’abord que la suite Z,, = Card({ X7, ..., X, }) est une chaine de Markov. Donnons une preuve directe.
Notons Ty, = 7 —7;'_1. On a : pour t; =1 et ta,...,t, € N*, en notant r, =t; +--- 4+t pour 1 <k <n,

]P(ngtQ,,Tn:tn):P< L‘ﬂ {VkE{l,...,nL X,«k :U(k), ViE{Tk+1,...,Tk+1—1}, XZGO'({I,,]{})}>
oeG,

Z P(Vke{l,...,n}, X, =ok), Vie{rs+1,...,r541 — 1}, X; 60({1,...,k})>

oceG,

Z 1 1 1 1 _n! (1)t2—1(2)t3—1 (n—l)tn—l
nn 2r2—r1—1 37"3—7"2—1 nrn—rn_l—l - n® \n n n

ceS,
SO 1O RSO R AR
n n/\n n n n
ce qui montre que (T5,...,T),) suit la loi produit G(1 — %) ®- -G - "T_l), autrement dit 13,..., T, sont
indépendantes, et T} suit la loi G(1 — %)

2. En déduire l'espérance et la variance de N,, = 7.

On a donc
[Nn] [1 (2 1) (n nfl)} 1 4 Qn k 1 nj lj

(en intégrant le 1 & la somme et en inversant 'ordre de sommation). En particulier, E[N,] ~ nlnn quand n — oo.
Et, comme les variables de la question 1 sont indépendantes, (et Var(7j") = Var(1) = 0)

n _ n—k+1
1 n

Var(N,,) = Var(ry' — ") + -+ + Var(r)) —7,/_1) = g T
= ()
n—1 n—1 n—1
1-4 1
_ no_ 2 _ —
= (1)2 n Z 2 +n J
j=1 \n Jj=1 j=1

3. Donner un équivalent de I'espérance, et montrer que Var(N,,) = O,,(n?).

On a E[N,] ~, nlnn. Et on rappelle que

n—1 n—1
1 1
Var(N,,) = n? E — +n E -.
=17 =17

oo . 2 . N . 4 . N
Comme C' = ) 7, L converge, le premier terme est équivalent 4 Cn?, tandis que le second est équivalent a
=13

nlnn = o(n?). Par suite le premier domine : Var(N,,) ~,, Cn?.

4. En déduire, pour tout € > 0,
P(‘Nn — E[N,]| > 5nlogn) — 0,

puis
Ny
@9
nlogn n

On applique l'inégalité de Tchebychev :

Var(N,) Cn? C
5~ 5 = 5— — 0.
e2n?2ln“n  e2n2ln“n  2ln“n =n

P(|Nn - E[NnH > Enlnn) <

14



Ceci se réécrit N EIN
(BN

nlnn nlnn n
Ny,

Par ailleurs, on a vu que
nlnn

— 1. En application de I’exercice précédent, on conclut que

N"l
®y

nlnn n

Modes de convergence

Exercice 21 — Convergence des images. Soit (X,,), une suite de variables aléatoires & valeurs dans R?, et X

une autre variable aléatoire a valeurs dans R?. Soit ¢ une fonction continue de R? dans R™. Montrer que X,, — X
n

implique ¢(X,,) — ©(X) pour les convergences p.s., en probabilité et en loi.

e Pour la convergence p.s., ¢’est immédiat : si, pour w € 2, la suite (de réels) (X, (w)), converge vers X (w), alors
par continuité ¢(X, (w))), converge vers p(X(w)). Donc si la premiére convergence a lieu avec probabilité 1, la
deuxiéme aussi.

e Supposons que X, (lig X. Pour toute fonction f : R™ — R continue bornée, f oy : R? — R est continue bornée
donc E[f(¢(Xn))] =n E[f(¢(X))], ce qui montre que p(X,,) (o) o(X).

e Supposons que X, ﬂ X. On souhaite controler la probabilité que ¢(X,,) soit loin de ¢(X), en sachant que

X, est proche de X a\:lec grande probabilité. Comme X est variable, ceci suggére 1'utilisation d’une continuité
uniforme. A priori, ¢ n’est pas uniformément continue. Par contre, avec grande probabilité X est inférieure a une
constante donnée assez grande, ce qui permet de se ramener a un compact et d’utiliser le théoréme de Heine.
Soit § > 0. Soit € > 0. Il existe A > 0 tel que P(|X| > A) < e (en effet, lim|,, P(|X| > n) = P{),{|X| > n}) =0).
On a

P(lp(Xn) = 9(X)| > 8) < P(lp(Xn) = p(X)| > 6, [ X[ > A) + P(lp(Xn) = p(X)[ > 6,| X[ < 4)
SP(IX] > A) + P(lp(Xn) — o(X)[ > 6, |X] < A)
Par le théoréme de Heine, ¢ est uniformément continue sur B(0,2A) donc il existe a > 0 tel que, si |z| < 24,

ly| < 24 et |z — y| < a, alors |p(z) — ©(y)| < §. Notamment, si [¢(X,) — @(X)| > § et | X| < A, alors | X,,| > 24
(donc | X, — X| >2A—- A= A) ou|X, — X| > a, ce qui donne

P(lp(Xn) = o(X)| > 6, | X[ < A) <P(|X,, — X[ > A) + P(|X, — X[ > ).

Vu I'hypothése, chaque terme de droite converge vers 0 quand n — oo, donc est inférieur a € pour n grand.
Finalement, pour n assez grand, on a donc

P(jo(Xn) = p(X)| > 0) < 3e.

Ceci montre que ¢(X,,) — p(X).

Une autre preuve aurait consisté a utiliser le fait que la convergence en probabilité de (X,,),, vers X est équivalente
a ce que toute sous-suite de (X,,), admette une sous—(sous—)suite qui converge presque slirement vers X, ce qui
raméne la question a celle de la convergence presque stire, qui est immédiate.

Exercice 22.
1. Donner un exemple de suite (X, )n>0 qui converge en loi mais pas en probabilité. Le construire par exemple &
Vaide de X ~ B(%) et de 1 — X, qui a méme loi.

Supposons donnée une variable aléatoire U de loi uniforme sur [0,1]. On pose alors X,, = U si n est pair et

X, = 1—U si n est impair. Pour tout n, X, a la méme loi, donc converge en loi (vers la loi uniforme sur
(p)

[0,1]). En revanche, si on avait X,, — X, alors P(|X,, — X| > ¢) devrait converger vers 0, or cette suite ne
n

prend que deux valeurs, selon la parité de n, et ces valeurs ne peuvent étre égales a 0 vu que P(|X,, — X| >
8) +P(|Xpt1 — X| > 8) > P(| X, — Xpy1| > 26) =P(2U — 1 > 26) > 0 dés que 6 €]0,1] (si | X, — Xpt1] > 296,
alors vu que | X,, — X| + | X, 41 — X| > |X,, — Xpn41], I'un des deux premiers termes doit étre supérieur a ¢). On
pourrait aussi dire que les sous-suites des termes pairs et impairs devraient avoir des sous-suites qui convergent
p.s. vers X, d’'oit X =U =1 — U, ce qui a une probabilité nulle.

2. Donner un exemple de suite (X,,),>0 qui converge en probabilité mais pas p.s. Prendre X,, indépendantes, de loi
B(pn) ou py tend vers 0 mais ), pn = 00, et appliquer le lemme de Borel-Cantelli. Ou : Soit U de loi uniforme sur

[0,1]. Prendre X,, égal 4 1 ssi U € [2%,’)2%1[ oun=2F+pet0d<p<2k,
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3.Pour p > 0, donner un exemple de suite (X,,),>0 qui converge en probabilité mais pas dans LP Prendre X,, a
valeurs dans {0,n} et ajuster les probabilités respectives de 0 et n.

Si la loi de X, est définie par P(X,, = n) = -% et P(X,, = 0) = 1 — -5, ot @ > 0, on note que X, @ 0 car

a
n n

P(|X,| > &) = - pour n assez grand ; et E[|X,[P] = n?~* donc (X,,),, ne converge vers 0 dans L? que si p < a.

no

Exercice 23 — Lemme de Slutzky.

1. Montrer le lemme de Slutzky : Soit (X,,)n, (Y,,), deux suites de variables aléatoires réelles telles que (X, ), converge
en loi vers X et Y, converge en loi vers une variable aléatoire égale p.s. & une constante c. Alors (X,,,Y,,), converge
en loi vers (X, ¢). En particulier,

X4+, " xie et XV, ex

On rappelle la définition de la fonction caractéristique ®(x yy(s,t) = E[etX+Y)] pour s,t € R. On découpe,
pour tous s,t € R,

1P (x, v (8:8) = Px,y) (8, 0)] < [@(x, v, (8:1) — Px, o) (8. D)+ [R(x, 00 (85 8) — Px o) (1))
< EHeitYn o eitc” + |E[€ian} o E[eisX”
en appliquant I'inégalité triangulaire (intégrale) au premier terme seulement (puis en factorisant par e Xn et en
utilisant |e**X»| = 1), et en mettant en facteur la constante e**® dans le second terme (et en utilisant |e*¢| = 1).

loi loi . . . .
Les deux termes convergent vers 0, car X, (—; XetY, (*g c et les fonctions x 5 €% et y — |e'Y — €'¢| sont

continues bornées : E[e?*Xn] — E[e!X] et E[|e®Yn — ei¢|] — E[|e!c — e'¢|] = 0. Notons que la preuve fonctionne
pour des variables & valeurs dans R¢ aussi.

Les cas particuliers s’obtiennent en considérant les fonctions continues g : (z,y) — = +y et h: (z,y) — xy : par
le lemme de Slutzky et la convergence des images (voir exercices précédents), g(X,,Y,) et h(X,,Y,) convergent
en loi vers g(X, ¢) et h(X,c) respectivement.

Ou, sans utiliser la fonction caractéristique (ce qui étend la preuve & des espaces plus généraux que R? et n’utilise
pas le théoréme de Lévy), pour toute fonction ¢ : R x R — R continue a support compact, pour tout é > 0,

|Elp(Xn, Yn)] = Elp(Xn, 0)]] < 2l|@llocP([Yn — €| > 8) + Bllo(Xn, Ya) — ¢(Xu, )11y, —cj<s}] + | Elp(Xn, ©)] = Elp(X, c)]|
< 2llpllocP(|Yn = ¢ > 8) + wy(8) + | Elp(Xn, 0)] = Elp(X, c)]|,

ol

we(0) = sup lo(z,y) — @,y
|z—a'|+|y—y’|<o

est le module de continuité de ¢ (pour la distance £!). On a donc, pour tout § > 0, du fait des hypothéses de

convergence,

lim sup | Elp(Xn, Ya)] = Elp(Xn, )] < wy (9).

Comme ¢ est continue & support compact, elle est uniformément continue donc w,(d) — 0 quand § — 0T, ce
qui conclut. Pour montrer une convergence en loi, il suffit en effet de montrer la convergence des espérances des
fonctions continues & support compact.

2. Application : Intervalle de confiance. Soit X7, ..., X,, des variables aléatoires i.i.d. de carré intégrable, de moyenne
m et de variance 2. Justifier ce qui suit :

_ 1 &
X, = ﬁz;XZ T>m p.-S.
1=

et

S%(X) = Z (X; —Yn)Q — 0% ps.

n
1

1
n—1

n

7

Montrer que E[S2(X)] = 02 pour comprendre l'origine du n — 1. Enfin, justifier que

Xi+---+ X, —nm @N(O 1)
nS2(X) n ’

et en déduire un « intervalle de confiance » contenant m avec probabilité proche de 95%, pour n grand.
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Exercice 24 — Méthode Delta. On suppose que la suite (X,,), de variables aléatoires réelles satisfait
\/E(Xn - m) 5N (0, 0%),

oll m et o sont des réels.
Exemple : X, = (&1 + -+ &,)/n ot (&)k sont i.i.d. de moyenne m et de variance o2, par le TCL.
Soit g : R — R une application continue, et dérivable en m. On souhaite montrer que

(loi
Vi(9(x) = glm)) 3 N(0, 0% (g'(m))?).
1. Justifier que X,, converge vers m en probabilité.

Par exemple on peut appliquer le lemme de Slutzky avec Y,, = ﬁ, pour obtenir
o
X, —m o,
n

et cette convergence vers une constante est donc aussi une convergence en probabilité. Elle équivaut a la conver-
gence cherchée.

2. On définit la fonction A : R — R par : pour tout z € R\ {m},

Ala)  96) = gm)

r—m

et A(m) = g'(m). Justifier que A(X,,) converge en probabilité vers ¢’(m).

Par les hypothéses, A est continue sur R. Par la convergence des images (exercice ...), vu que X,, converge vers
m en probabilité, A(X,,) converge en probabilité vers A(m) = ¢'(m).

3. Conclure, a 'aide du lemme de Slutzky (exercice précédent).

On sait que A(X,,) converge en probabilité vers la constante g'(m) et que ¥(X,,) = v/n(X,, — m) converge en loi
vers Z ~ N(0,0?%). Or,

\/ﬁ(g(Xn) - g(m)) = A(X,)¥(X,)

donc par le lemme de Slutzky

4 g/ (m)Z ~ N(0,0%(g'(m)?)).

4. Exemple : si les v.a. X, sont i.i.d. de loi £(A), o A > 0, étudier la convergence en loi de \/ﬁ(ﬁ - )\).

Théorémes-limites

Exercice 25 — Loi des grands nombres pour des variables non-intégrables. Soit (X,,),>1 une suite de
v.a. 1.i.d. de méme loi que X, ou E[X ] = oo et E[X_] < o0, de sorte que cela a un sens d’écrire E[X] = +00. On
pose S, = X1 + --- + X,. Montrer que, p.s., 37" — 4-00.

n

Comme on peut appliquer la loi forte des grands nombres a la suite des parties négatives ((X,,)—)n, en découpant
X, = (Xn)+ — (X,,)— on constate qu’il suffit de montrer 1((X1)4 + -+ (X,)4) — +00 p.s.. Autrement dit, on
peut supposer X,, > 0 pour tout n a partir de maintenant.

Soit A > 0. Comme la suite (min(X,n)),, est positive, croissante et converge (en fait stationne) vers X, le théoréme
de convergence monotone montre que E[min(X, n)] — E[X] = +oo. Il existe donc m € N tel que E[min(X,m)] > A.
Or on peut appliquer la loi forte des grands nombres a la suite de terme général Y,, = min(X,,,m) : presque
stirement,

min(Xy,m) + -+ + min(Xn, m) — E[min(X, m)].
n n

Et, pour tout n,
Xit -+ Xo | min(Xy,m) +- -+ min(X,, m)

n n
d’om, presque stirement,
X+ -+ X
lim inf Sl B s} > E[min(X,m)] > A.
n n
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Ceci vaut pour tout A > 0, en particulier tout A € N. En « intervertissant p.s. et VA € N » (opération justifiée car
N est dénombrable), c’est-a-dire en utilisant le fait qu'une intersection dénombrable d’événements presque siirs
est presque siire, on obtient que presque siirement la limite inférieure ci-dessus est supérieure a tout A € N et est
donc égale & +00. Autrement dit, presque stirement, % — ~+00.

Exercice 26 — Calculs de limites a l’aide des théorémes-limites.

1. Appliquer le théoréme central limite a une suite (X,,),>1 de variables aléatoires indépendantes de loi de Poisson
de paramétre 1 pour trouver la limite de la suite de terme général

—n En nk
e _—.
k!
k=0

Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, de loi P(1). Cette loi est de carré intégrable, de
moyenne 1 et de variance 1, donc le théoréme central limite donne, en particulier,

G ”<0>7>P(Z<0):

Vu que X7 + -+ + X, suit la loi P(n), la probabilité ci-dessus est aussi

X1+ + X,
IP’( 1+ +

n k
., n
P(X1 4+ Xy Sn) =) e "o,
k=0

d’ou la limite de ’énoncé.

2. So0it f une fonction continue [0, 1] — R. Déterminer la limite de la suite de terme général

/ / <x1+ +z")dx1---dxn

Soit (Up)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, de loi uniforme sur [0,1]. L’intégrale multiple de
loi

Iénoncé est E[f(Y+4Un)] Par la loi faible des grands nombres, YttUn (o E[U:] = 1 donc comme f est

v g n
. L . Ui+--+Un, -

continue sur [0, 1] donc bornée aussi, E[f (D=4t )] — E[f(1)] = f(3).

On pourrait évidemment partir de la loi forte (convergence p.s.) : f (%) - f (%) presque stirement (LFGN et

continuité de f), et cette suite est majorée par || f ||, qui est intégrable sur (22, P), donc le théoréme de convergence

dominée montre que ]E[f(%)] —E[f(3)] = f(3).

En tout cas, dés que f est bornée et continue en 1/2,

[ r—(

Exercice 27 — Polynémes de Bernstein. On veut donner une preuve probabiliste (et constructive) du théoréme
de (Stone-)Weierstrass sur [0, 1]. Soit f une fonction continue de [0,1] dans R. On définit, pour n > 0, la fonction

polynomiale sur [0, 1]
P,z Py Zf (> (1—z)" "k

1.En écrivant P, (z) =E[f (%)], ou S, suit la loi binomiale de paramétres (n, x), justifier la convergence simple de
P, vers f sur [0,1].

Soit x € [0, 1]. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, de loi B(x). Pour tout n, la variable

aléatoire S, = X1 + -+ + X,, a pour loi B(n,z) (par 'exercice 1), et en particulier E[f(%)} = P,(x)

Xyt X
n

est le polynéme de ’énoncé en la variable x. Or, par la loi faible des grands nombres, L converge vers

E[X;] = x en loi, ce qui implique, f étant continue bornée, que E[f(w)] — E[f(x)] = f(x) (voir aussi
exercice précédent, question 2, pour utiliser la loi forte). Par suite, E[f ( 2)] — f(x). Ceci montre la convergence
simple de (P,), vers f en z. Et donc sur [0, 1].

2.Soit & > 0. On note w(f,d) = sup {|f(x) — f(y)|||x — y| < 6} le module de continuité de f. Justifier I'inégalité

>4).

F(@) = Pu(a)] < w(f.8) + 21| fllcP (’i e

et en déduire une majoration de || f — P, |loc. Conclure.
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Soit 4 > 0. On a

o= re =i -1 (52 )| = -1 () < 2 e -1 (5]

<EUf Gl bt el Gl b=l
w(f,0)P (‘ <6)+2||f||oo (‘—x >5)
w(f,6>+2||f||oop(\; ~d] > 5).

et on peut utiliser I'inégalité de Tchebychev pour majorer la derniére probabilité : comme E [Sn

(

d’oul une majoration uniforme :

Sn
— — X
n

Sn _
~5) < Var(=2) _ Var(Sy,) _ nVar(X;) z(l—2x) < 1 ’
- 62 no? nd? né?  ~ 4nd?

I llso
”f_PnHoo < W(f76) + DR

Ceci vaut pour tout § > 0. Or, par continuité (uniforme) de f, w(f,d) — 0 quand § — 0T. Soit € > 0. Il existe donc

0 tel que le premier terme est inférieur & 5. Puis, pour n > Hj =, le second est inférieur & § donc || f — P, o < €.
Ceci montre la convergence uniforme de P, vers f sur [0,1].
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Divers

Exercice 28 — Marche aléatoire simple sur Z¢. On note (e1,...,e4) la base canonique de Z?. Soit (X;);>1 une
suite de v.a. i.i.d. de loi uniforme sur {ei,...,eq, —e1,...,—eq} C Z% On pose S, = X1 + -+ X,,.

Pour tout n, on note ®,, la fonction génératrice de S,,.

1. Montrer que, pour tout n, ®,, = (f4)" o, pour x = (x1,...,74) € RY,

1 &
falz) = p Zcos(:ﬂj).
j=1

2. Pour tout n, en écrivant ®,,(z) = >, .4 P(Sn = k)e™*, montrer que

P(Su=0) = g [ (fute)"is
3. En déduire

o 1 dx d dx
El#passages en 0] = ;P(Sn =0)= (2m)d / (z)2 - (2m)d /[_ 1 1— fa(@)?

[—mad L= fa

Jusi
272

On pourra noter que les termes d’indice n pair sont nuls.

4. En déduire que l'espérance ci-dessus est finie ssi d > 2.

5. On suppose d > 3. Déduire de la question précédente (en adaptant celle d’avant) que lespérance du nombre de
passages de (S,,), par n'importe quel € Z¢ donné est fini. En déduire que, p.s., ||Sn|| — +oc.

6. On suppose d < 2. On note p = P(3In > 1, S,, = 0). Montrer que la probabilité que (S,,),>1 visite 0 au moins k
fois est p¥. En déduire que, si p < 1, 'espérance du nombre de visites de (S,,), en 0 serait fini. Conclure que 0 est
visité infiniment souvent p.s., et généraliser & tout point z € Z.

Exercice 29 — Une fonction continue, croissante, de dérivée presque-partout nulle : « lU’escalier du
diable ». Soit (&,),>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi donnée par P(¢; = 0) = 1 = P(¢; = 2). On pose

X:Z:lgz,

‘ AxS

et on définit F(t) =P(X <t) pour 0 <t <1.

1. Montrer que F est continue sur [0, 1]. Il faut voir que P(X = t) = 0 pour tout t, ce qui se déduit de la (quasi-Junicité
du développement en base 3

2. On note O 'ensemble des réels dans |0, 1] qui ont au moins un 1 dans leur développement en base 3. Justifier que

O est bien défini, que c’est un ouvert de mesure 1, et que F' est constante sur chacune de ses composantes connexes.
Noter que P(X € O) = 0.
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