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EXERCICES

Memento
Fonctions associées aux lois

Pour X variable aléatoire a valeurs dans R¢,

— Fonction de répartition (sid=1) : Fx(t) = P(X <t¢),t€R

Fonction génératrice (si X a valeurs dans N) : Gx(s) = E[s*] =37 P(X =n)s", s€ | — R, R
+
N,

) =
— Transformée de Laplace (sid =1) : Lx()\) = E[e™*X] € ]O, I, A eR
— Fonction caractéristique (si X dans R?) : ®x (t) = E[et{tX

teR?
Lois discrétes
Nom Paramétres Support | Définition : P(A) = > . 4 p(a)
Loi de Dirac d, aeR {a} pla) =1
Loi de Bernoulli B(p) p € [0,1] {0,1} p(0)=1—-p,p(1)=p
Loi binomiale B(n,p) | n€ N, p € [0,1] | {0,...,n} p(k) = (})pk (1 —p)n=*
Loi géométrique G(p) p € (0,1] N* p(k) = (1—p)1tp
Loi de Poisson P()\) X €]0, 00| N p(k) = e
Lois continues
| Nom | Parametres | Support | Définition : P(4) = [, f(z)dx |
Loi uniforme U([a, b]) a<b [a, b] f(@) = =1 5(2)
Loi exponentielle £()) A €]0, 00| 10, +o0[ f(@) =A™ 10 4 oop(2)
Loi de Cauchy a €]0, +o0] R flx) = =
. . rT—m 2
Loi normale/gaussienne N'(m,o?) | m € R, o2 €]0, +o0[ R f(x) = \/2;7 exp (-4 202) )

Déterminer des lois

Exercice 1 Fonction de répartition inverse cf. |6]
Soit X une variable aléatoire réelle. On rappelle que sa fonction de répartition F'x : ¢ — Fx(t) = P(X <t)
est croissante, continue a droite, et admet pour limites 0 et 1 en —oo et +00.

On définit, pour tout u € (0,1) inverse généralisée continue a gauche de Fx :

F'(u) = inf{t | Fx(t) > u}.

1. Montrer que, pour tous t € R,u € (0,1), (F5x'(u) <t) < (u < Fx(1)).

2. En déduire que, si U suit la loi uniforme sur [0, 1], alors X = F);l(U) suit la méme loi que X. Expliciter
ceci dans les cas d’une loi exponentielle et d’une loi de Cauchy.

3. A laide de ce qui précéde, montrer que toute fonction croissante F continue a droite telle que
lim_o F' =0 et limy F =1 est la fonction de répartition d’une unique loi de probabilité sur R.

Exercice 2 Minimum,/mazimum de variables aléatoires exponentielles
1. Soit X, Y deux variables aléatoires indépendantes de lois respectives £()) et £(u1). A I'aide de fonctions
de répartition, déterminer les lois de U = min(X,Y) et V = max(X,Y).

Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, de loi £(\).
2. Montrer la convergence en probabilité suivante :

P
— max X — (e)
Inn 1<k<n n

>/|'—‘



3. Démontrer que la suite de terme général

Inn
max Xy — —
1<k<n A

converge en loi vers une limite a déterminer.

Exercice 3 Somme de variables aléatoires

1. Soit X,Y des variables aléatoires indépendantes de lois P(A) et P(u). A I'aide des fonctions généra-
trices, déterminer la loi de X + Y.

2. Soit X,Y des variables aléatoires indépendantes de loi de Cauchy de paramétre a et b. A 1'aide des
fonctions caractéristiques, déterminer la loi de X + Y. On pourra calculer la fonction caractéristique de
la loi de Laplace %e’“mdx et utiliser la formule d’inversion.

Exercice 4 Somme et densité

Soit X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes. Montrer que si la loi de X admet une densité,
alors celle de X + Y aussi.

C’est une nouvelle illustration du fait général que la convolée de deuz fonctions/mesures a la régularité
de la plus réguliere des deux.

Exercice 5 Lois images

1. Soit X une variable aléatoire de loi U([—1,1]). Déterminer la loi de arcsin(U).

2. Soit X de loi N(0,1). Déterminer la loi de | X|.

3. Soit X,Y deux variables aléatoires indépendantes de loi A/(0,1). Déterminer la loi de % En déduire
la loi de % si Z suit une loi de Cauchy de paramétre 1.

4. Soit X,Y deux variables aléatoires indépendantes de loi A(0,1). On définit les variables aléatoires
R,0 par (X,Y) = (Rcos©,Rsin®), R > 0 et © € [0, 27[. Montrer que R et © sont indépendantes et

déterminer leurs lois.

Exercice 6 Loi Gamma
Pour @ > 0 et A > 0, on définit la loi v, » par sa densité relativement & la mesure de Lebesgue :

a

Jar(z) = A exp(—=Az)z gy (2).

I'(a)

. Vérifier que cette fonction définit bien une densité.
2. Déterminer 'espérance de cette loi.

—

Soit V1, Va, ...,V des variables aléatoires réelles indépendantes de loi £(N).
3. Déterminer la loi du vecteur (Vi,Vi +Va,..., Vi +--- 4+ V,) et en déduire que Vi +--- + V,, ~ vp.5.

Soit X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes de loi g .
4. Déterminer la loi de A\ X.
5. Montrer que X +Y et X/Y sont des v.a. indépendantes dont on calculera les lois.
6. Montrer que X +Y et X/(X +Y) sont des v.a. indépendantes. Calculer la loi de X/(X +Y).

Soit X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes de loi v, x et vp,» respectivement.
7. Déterminer la loi de X + Y.

Soit Z1,Za, ..., Zy, des variables aléatoires réelles indépendantes de loi N'(0, 1).
8. Montrer que Z? suit une loi Y1/2,1/2-
9. Montrer que Z7 + - -- + Z2 suit une loi Yny2,1)2- (La loi vy 01/2 est également appelée loi X2).

Théorémes-limites

Exercice 7 Loi des grands nombres pour des variables non-intégrables
Soit (X,)n>1 une suite de v.a. i.i.d. de méme loi que X, ot E[X ] = 0o et E[X_] < oo, de sorte que cela
a un sens d’écrire E[X]| = oo. On pose S, = X1 + --- + X,,. Montrer que, p.s., S,, — +00.

n
On pourra tronquer les variables pour se ramener a la loi forte des grands nombres habituelle.



Exercice 8 En grande dimension, cube plein ~ sphére cf. 2]
Soit n > 1. Soit X (™) une variable aléatoire de loi uniforme dans le cube [—1,1]". Justifier que X ™) =
(X1,...,Xpn) ou Xq,..., X, sont i.i.d. de loi U([—1,1]) et, par la loi faible des grands nombres, montrer

que, pour tout § > 0,
P (x-f3] > 6va) —ao

Interpréter ce résultat en terme de volume.
Exercice 9 Calculs de limites & aide des théorémes-limites cf. [7]

1. Appliquer le théoréme central limite & une suite (X, ),>1 de variables aléatoires indépendantes de
loi de Poisson de paramétre 1 pour trouver la limite de la suite de terme général

2. Soit f une fonction continue [0, 1] — R. Déterminer la limite de la suite de terme général

/ / <J31—|— +xn)d$1d$n

Exercice 10 Polynémes de Bernstein cf. [7, 2, 1]
On veut donner une preuve probabiliste (et explicite) du théoréme de (Stone-)Weierstrass sur [0, 1]. Soit
f une fonction continue de [0, 1] dans R. On définit, pour n > 0, la fonction polynomiale sur [0, 1]

P iz — Py :zn:f <> (1—az)"F,

=0

1. En écrivant P, (z) = E[f(%”)] , ou Sy, suit la loi binomiale de parameétres (n, ), justifier la convergence
simple de P, vers f sur [0,1].
2. Soit 4 > 0. On note w(f,d) = sup {|f(x) — f(¥)|||[x — y| < 6} le module de continuité de f. Justifier
I'inégalité
Sn
) = Pl < w(.0) + 207 1P (|22 = o] > 6)

et en déduire une majoration de || f — P, |loc. Conclure.

Modes de convergence

Exercice 11 Convergence des images

Soit (X,,)n une suite de variables aléatoires, et X encore une variable aléatoire. Soit ¢ une fonction
continue. Montrer que X,, —, X implique ¢(X,,) —, ©(X) pour les convergences p.s., en probabilité et
en loi.

Exercice 12

Sur (2, A, P) = ([0,1], B([0,1]), dz),

1. Donner un exemple de suite (X, )n>0 qui converge en loi mais pas en probabilité. Indication : utiliser
par exemple U : x — x et 1 — U, qui a méme loi.

2. Donner un exemple de suite (X,,)n>0 qui converge en probabilité mais pas p.s..

3. Pour p > 0, donner un exemple de suite (X,,),>0 qui converge en probabilité mais pas dans LP.

Exercice 13 Lemme de Slutzky

1. Montrer le lemme de Slutzky : Soit (Xp,)n, (Y )n deux suites de variables aléatoires telles que (X,,)n,
converge en loi vers X et Y,, converge en loi vers une variable aléatoire égale p.s. & une constante c. Alors
(X, Ys,)n converge en loi vers (X ¢).

Utiliser les fonctions caractéristiques et découper |®(x, v.)(z,y) — ®xv)(z,y)] < |®x,,v.)(,y) —
Qx, vy (@, y)| +|Px, vy (7, y) — Pxv)(2,y)|. Evpliciter les termes ; il ne reste que deux lignes a écrire.



2. Application : Intervalle de confiance. Soit X1, ..., X,, des variables aléatoires i.i.d. de carré intégrable,
de moyenne m et de variance 2. Justifier ce qui suit :

o 1 n
X, = EZXz T m Pp.s.
i=1
et
1

n—1+4

K3

(Xi — Yn)Q — 0 ps.

n
1

Vo(X) =

Montrer que E[V,,(X)] = 02 pour comprendre l'origine du n — 1. Enfin, justifier que
X1+ 4+ X, —nm (loi)

nVn(X) VoD

et en déduire un « intervalle de confiance » contenant m avec probabilité proche de 95%, pour n grand.

Exercice 14 Théoréme de Glivenko—Cantelli cf. [6, 5]

Soit X une variable aléatoire réelle. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. de méme loi que
X. On a en téte un cadre statistique : on dispose d’un échantillon X1, ..., X,, de données dont on suppose
qu’elles sont indépendantes et suivent la méme loi, et on voudrait connaitre cette loi de fagon approchée.
Ceci revient a trouver une approximation de la fonction de répartition Fx : t — P(X < t) a partir de
ces données ; il s’agit de la fonction de répartition empirique :

1 n
V(tw) ER XD, Futw) = =D 1ix; )<
j=1

que P'on peut voir comme une fonction aléatoire. Pour tout ¢, F,,(¢,-) est la proportion de valeurs parmi
Xq,..., X, qui sont inférieures ou égales a t. On note

D(w) = Sup |Fn(t,w) — Fx ().

1. Montrer que

D = sup [Fy(t,) — Fx(t)],

teQ

de sorte que D est bien mesurable (car limite d’une suite). Utiliser la continuité & droite.
2. Mountrer que, pour tout ¢ € R, (F,(t,-)), converge presque siirement vers Fx (), et (F,,(t7,")), vers
Fx(t7). En utilisant la continuité a droite et le fait que ’ensemble des points de discontinuité de F'x est
dénombrable, en déduire que presque-siirement F),, converge simplement vers F'x.
3. Si Fx est continue, conclure par un théoréme de Dini que D,, tend presque-siirement vers 0.
4. On va se ramener au cas précédent. Soit (U;);>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme
sur [0,1]. On pose, pour tout j, )~(j = Fx'(Uj) (au sens de l'exercice 1). Alors la suite ()Ai;j)j est aussi
une suite i.i.d. de méme loi que X, donc on peut supposer que c’est la suite de ’énoncé et montrer le
résultat sur celle-ci. On omet donc les tildes et on écrit X; = Fy'(U;). On écrit aussi X = Fy'(U) avec
U ~U([0,1]). Montrer que

n
D, < sup Z Lv,<uy — P(U < u)|, (1)
u€(0,1) j=1
et conclure D,, —, 0 p.s. grace a la question précédente. C’est le théoréme de Glivenko-Cantelli.
5. Complément : On suppose a nouveau Fx continue. Montrer qu’il y a égalité dans (1). Il suffit de dire
que l'image de Fx contient (0,1) par TVI.
Ainsi, la loi de D,, ne dépend pas de la loi de X pourvu que celle-ci soit continue. On en déduit le test
de Kolmogorov-Smirnov : pour tester si Xi,..., X, est un échantillon tiré suivant la loi de fonction de
répartition F' continue, on calcule R
D,, =sup|F,(t) — F(t)|,
teR
et on considére que le test échoue si la valeur trouvée est supérieure a d,,, qui est tel que P(D,, > ¢,) ~ 0.05
et est fourni par des tables (nb : la loi de D,, ne dépend pas de celle de X vu ’égalité dans (1) d’ou
une tabulation possible). Si on a bien Fx = F, on se trompe dans 5% des cas; mais si Fx # F,

ﬁn ~ ||F — Fx|lco > n p-s. si n est grand, et le test échoue presque tout le temps.



Exercice 15 Théoréme de Helly—-Bray & théoréme de Prohorov cf. [1]

1. Démontrer le théoréme de Helly-Bray : si (F),), est une suite de fonctions de répartition, il existe une
fonction croissante continue a droite F' et une sous-suite (F),, ) telles que F,, (t) —k F(t) en tout point
de continuité t de F. Procéder a une extraction diagonale sur les rationnels pour définir une limite G,
puis poser F(x) = inf{G(r)|r € Q,r > x}

2. Montrer qu’il existe une mesure p sur R telle que, pour tous a < b, u(Ja,b]) = F(b) — F(a). Se ramener
a lexercice 1, par exemple.

3. Soit (X,,)n une suite de variables aléatoires réelles, que 1'on suppose tendue : pour tout € > 0, il existe
M tel que, pour tout n, P(X,, € [-M, M]) > 1—e. Montrer que (X,,),, admet une sous-suite qui converge
en loi. En particulier, toute sous-suite de (X,,), admet une sous-suite qui converge en loi.

4. Réciproquement, montrer que si une suite (X,,),, de variables aléatoires n’est pas tendue, il existe une
sous-suite de (X, ), qui n’admet pas de sous-suite convergente.

On définit de méme la tension d’un ensemble A de lois de probabilité (ou de variables aléatoires). Alors,
par Uexercice, A est tendu ssi A est relativement compact pour la convergence en loi.

Meéthode de Monte-Carlo

Voir exercice sur le lemme de Slutzky, pour un intervalle de confiance ; voir aussi inégalité de Hoeffding
pour intervalle de confiance non-asymptotique ; calcul de volume (Scilab).

Dénombrement

Exercice 16 Formule d’inclusion-exclusion
1. Soit Ay,..., A, des événements. Démontrer la formule suivante, dite d’inclusion-exclusion (ou du
crible) :

n

P(A;U--UA,) =) (D Y P(A;, 0N Ay,
k=1 i< <k
Indication : procéder par récurrence ou, plus directement, développer 1 —[[.(1 —14,) et intégrer.
2. Un secrétaire vient de mettre cent lettres dans des enveloppes comportant des adresses avant de se
rendre compte que les lettres étaient nominatives. Quelle est la probabilité que pas une seule des lettres
ne soit dans la bonne enveloppe ? En donner une valeur approchée.

Exercice 17 Paradoxe des anniversaires

Quelles est la probabilité que, dans un groupe de 25 personnes, deux au moins aient leur anniversaire le
méme jour ? (On négligera les années bissextiles, on supposera les dates de naissances équiprobables et
indépendantes) En donner une valeur approchée.

Divers

Exercice 18 Conditionnement : Cas indépendant
Soit X,Y des variables aléatoires réelles indépendantes, ¢ : R? — R, et A € B(R). Montrer que

E[$(X.Y)] = / E[6(X,y)|dPy (y),

et
P(6(X +Y) € 4) = / P(6(X +y) € A)dPy (y).

Exercice 19 Collectionneur de vignettes cf. [3]
Soit n > 1 [le nombre de vignettes différentes]. Soit (Xi)r>1 [les vignettes trouvées dans les paquets de
céréales| une suite de v.a. i.i.d. de loi uniforme sur {1,...,n}. Pour 1 < k < n, on définit

T,?:inf{mz1|#{X17~~~7Xm}:k}

[le nombre de paquets de céréales & ouvrir avant d’avoir k vignettes différentes|.
1. Montrer que les variables aléatoires (77 —7/"_; )2<k<n, sont indépendantes, de lois respectives G
pour 2 < k < n.

n—:+1)



2. En déduire I'espérance et la variance de T,, = 7,".
3. Donner un équivalent de 'espérance, et montrer que Var(7},) = O(n?).
4. En déduire, pour tout € > 0,
P(|T, - EIT,]| > enlogn) — 0,
n

puis

nlogn n

[Le nombre de paquets & ouwvrir pour avoir toutes les vignettes est de ordre de nlogn./
5. On se donne k, ~ pn (entier) ot 0 < p < 1. Calculer E[r} ], Var(7}! ), donner un équivalent de
I’espérance, montrer que la variance est dominée par n, et en déduire : pour tout € > 0,

P(|T,?n —E[m ]| > sn) — 0,

puis
Ton @), 10, 1
n n 1—p

[Le nombre de paquets & ouwvrir pour avoir une proportion p des vignettes est de l'ordre de nlog ﬁ/

6. Montrer que
Tn Tn —nl oi
( - —1) logn = ———— nognuz,
nlogn n n

ou la loi de Z est donnée par sa fonction de répartition Fy : t — P(Z < t) = e~ " ou encore par sa

densité fz 1t — e 'e~¢ ' sur R ou sa fonction caractéristique ®(t) = I'(1 — it) (loi de Gumbel; on peut

montrer que E[Z] = ). Utiliser la fonction caractéristique, et reconnaitre la limite suivante :

n~%n!
D(1 —it) = —itT(—it) = lim ="
n [Te_, (k —it)

Exercice 20 Marche aléatoire simple sur Z@ cf. [4]

On note (eq,...,eq) la base canonique de Z<. Soit (Xi)i>1 une suite de v.a. i.i.d. de loi uniforme sur
{e1,...,ed,—€1,...,—eq} CZL Onpose S, = X1 + -+ + X,,.

Pour tout n, on note ®,, la fonction génératrice de S,,.
1. Montrer que, pour tout n, ®,, = (f4)" ou, pour z = (z1,...,24) € RY,

1 d
falx) = - ZCOS(%)-

2. Pour tout n, en écrivant ®,,(z) = >, .74 P(Sn = k)e™*, montrer que

PSn=0= G | (fatw)yae

3. En déduire

dx
xja 1 — fa(x)?

jus
2

On pourra noter que les termes d’indice n pair sont nuls.

4. En déduire que 'espérance ci-dessus est finie ssi d > 2.

5. On suppose d > 3. Déduire de la question précédente (en adaptant celle d’avant) que l'espérance du
nombre de passages de (S, ),, par n’importe quel x € Z? donné est fini. En déduire que, p.s., || S, —n +oo0.
6. On suppose d < 2. On note p = P(3In > 1, S, = 0). Montrer que la probabilité que (S, ),>1 visite 0
au moins k fois est p*. En déduire que, si p < 1, I'espérance du nombre de visites de (S,,), en 0 serait
fini. Conclure que 0 est visité infiniment souvent p.s., et généraliser a tout point = € Z.



Exercice 21 Processus de branchement de Galton-Watson cf. [2]?

Exercice 22 Une fonction continue, croissante, de dérivée presque-partout nulle : « ’escalier du diable »
Soit (&)n>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi donnée par P(¢; = 0) = 1 = P(& = 2). On pose

o &n
X:Zjlg—n,

et on définit F(t) = P(X <t) pour 0 <t < 1.

1. Montrer que F est continue sur [0,1]. Il faut voir que P(X =t) = 0 pour tout t, ce qui se déduit de
la (quasi-)unicité du développement en base 3

2. On note O 'ensemble des réels dans |0, 1[ qui ont au moins un 1 dans leur développement en base 3.
Justifier que O est bien défini, que c’est un ouvert de mesure 1, et que F est constante sur chacune de
ses composantes connexes. Noter que P(X € O) =0.

Exercice 23 Une fonction C* nulle part analytique : la fonction de Fabius
Soit (Uy,)n>1 une famille de v.a. i.i.d. de loi U([0, 1]). On pose

oo Ui
X:§§7

et on définit Fb(z) = P(X < z) pour z € R.
1. Montrer que la loi de X admet une densité (cf. exercice 4) [d’ou la continuité de Fb], et que Fb(x) =
Fb(1 — z) pour tout z € [0,1].

2. En remarquant que X = U1+X/ ol X’ a méme loi que X et est indépendante de U, montrer que,

pour 0 <z < %,
2x
Fb(x) = [ Fbly)dy,
0
et en déduire que Fb est dérivable sur R et, pour tout 0 < x < %,
Fb'(z) = 2Fb(2x).

3. Dessiner allure des graphes de Fb et Fb'. Conclure que Fb est de classe C* sur R, et donner lallure
des graphes des dérivées suivantes.

4. Montrer que Fb n’est pas analytique en 0 (on pourra noter que Fb(")(Q’”) = 2" > 0), puis en aucun
point dyadique et conclure que Fb n’est nulle part analytique sur R.
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