Introduction aux probabilités : Travaux dirigés

Rémi Peyre et Laurent Tournier

Automne 2010

Voici les énoncés des exercices que nous avons donnés anxidivigés dans le cadre
du cours « Introduction aux probabilités » de Guillaume Amlgoour les éléves de L3 de
I'ENS Lyon au premier trimestre de I'année universitairé @11.

A Tlintérieur de chaque feuille, les exercices sont grassitent rangés par difficulté
croissante. Les questions les plus délicates sont indéqpafaine étoile(). Les questions
marquées de deux étoilesr() sont des questions trés difficiles, qui n’ont pas été taité
en TD mais que nous mentionnons néanmoins pour leur intéitérel.
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Feuille 1 ;: Echauffement

8 novembre 2010

Exercice 1. Nombres de Catalan

On appellebon parenthésage de longuetir une suite d&€n symboles ‘(" ou )’ satis-
faisant les conditions de compatibilité suivantes : lasscitntient exactementsymboles
de chaque sorte et, pokir= 1,...,2n — 1, parmi lesk premiers symboles de la suite
il y a au moins autant de ‘(" que de *)’. On notg, le nombre de bons parenthésages de
longueur2n.

1. (D) Montrer que pour tout, C,, = == (*").
Indication : Trouver une relation de récurrence sur la suftg,),,, et I'utiliser pour ob-

tenir une expression de la série génératrjcer — > > C,z".

2. Donner un équivalent asymptotique, quane- oo, de la probabilité qu’une suite
aléatoire choisie uniformément parmi les suites2desymboles ‘(" ou )’ soit un bon
parenthésage.

Exercice 2. Formule d'inclusion-exclusion

1. Soit Ay, ..., A, des parties d'un ensemble fihl. Démontrer la formule suivante,
dite d'inclusion-exclusion (ou du crible) :

n

AL U UA =) (=DM > 4, N n Ay

k=1 1 <-<ig

2. Montrer de plus que les sommes partielles indexées par{1}, k € {1,2},...,
k € {1,...,n} majorent et minorent alternativement le membre de gauche.

3. Un secrétaire vient de mettre cent lettres dans des enwadoppmportant des
adresses avant de se rendre compte que les lettres étaieimatives. Quelle est la pro-
babilité que pas une seule des lettres ne soit dans la bore®ppe ? En donner une
valeur approchée.

Exercice 3. Boites et enveloppes

1. De combien de fagons peut-on répaktienveloppes distinguables dangoites
numerotées ?

2. (0) Qu'en est-il si on impose qu’il y ait au moins une enveloppelpite ?

3. (0) Reprendre les deux questions précédentes en considésamveloppes indis-
tinguables.

4. En déduire les nombres de suites croissantes et de suitdésmatnt croissantes de
longueurn formées d’éléments del, . .., k}.

-1-
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Exercice 4. Retour en Terminale

On tire au hasard une main de 8 cartes dans un jeu de 32. Gdpl®babilité des
événements suivants :

1. La main est constituée par les huit carreaux ;

2. La main contient les quatre valets;

3. La main contient (au moins) un carré ;

4. La main contient (au moins) trois cartes de méme hauteur.

Exercice 5. Paradoxe des anniversaires

Question. Quelle est la probabilité que, dans un groupe de 25 perspdeas (au
moins) aient leur anniversaire le méme jour ? (On négligesaahnées bissextiles). En
donner une valeur approchée.

Exercice 6. Probabilités et intuition

1. Hier, les numéros tirés au loto ont été 1, 2, 3, 4 et 5 (parmiclfds). Déja peu
banal, ce tirage a encore moins de chance de se reproduireclaame fois et il vaudra
donc mieux ne pas jouer 1, 2, 3, 4, 5. Qu'en pensez-vous ?

2. En Inde, un député (hypothétique) propose, afin de contidléémographie tout
en comblant le déficit de filles, d’autoriser les familles aiagutant de filles que la nature
veut bien leur en donner avant la naissance éventuelle dpriemier garcon, qui est alors
leur dernier enfant. A quel point cette politique augmeaitezlle la proportion de filles
parmi les naissances ?

3. Dans un jeu, dix personndy, ..., P tirent I'une aprés l'autre un billet dans un
sac opaque qui en contient vingt de 1 dollar et un de 100 dolédrle gardent. Apres
chaque tirage, la probabilité que le billet de 100 dollaitsesacore dans le sac diminue;
pour éviter ce désavantage,, propose aP; de lui donner 1 dollar pour pouvoir tirer en
premier,P; tirant alors en dernie?; doit-il accepter ?

4. Prenez un jeu ordinaire de 52 cartes, bien battu. Vous meta@ues cartes une a une,
face visible. Durant cette procédure vous devez, a un modeevidtre choix, parier que la
prochaine carte retournée sera rouge ; au pire, il s’agé deitniére (et on n'a méme pas
besoin de la retourner pour savoir si le pari est remporié)o$ décidez a I'avance de
parier sur la dixieme, par exemple, la probabilité de gagsede 50 %. Mais comment
optimiser cette probabilité par un choix de carte prenartanpte la connaissance des
cartes précédentes ?

5. Les cent passagers d’'un vol en avion — toutes les places énéééervées —
s’apprétent a embarquer. Le premier a monter dans I'aviomrin étourdi, s’assied au
hasard. Les suivants s’installent ensuite a la place pr@andeur billet, & moins que
celle-ci ne soit déja occupée, auquel cas ils choisissanplate au hasard. Quelle est la
probabilité que le dernier passager a entrer trouve sa baee
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Feuille 2 : Probabilité conditionnelle

15 novembre 2010

Exercice 1. Paradoxe de Simpson

Soient(B;);cs et (B!);c;r deux partitions de l'univer§. SoientA et A’ deux événe-
ments.

1. Si pour touti, P(A'|B;) > P(A|B;), en déduire qu®(A’) > P(A).

2. Si pour touti, P(A’'|B!) > P(A|B;), la conclusion précédente tient-elle encore ?

3. Lors d’un débat politique, deux personnalités s’affrobhtem I'évolution du niveau
des lycéens entre 2007 et 2010.qui représente la majorité, affirme que la proportion
de lauréats a augmenté dans chaque filiBrele I'opposition, affirme que la proportion

globale de lauréats a baissé. Le spectateur peut-il en@éguiun des deux ment? Si
non, essayer de donner un contre-exemple réaliste.

Exercice 2. Probleme de Monty Hall

Au cours d’'un jeu télévisé, on présente trois boites fernéées candidat. L'une
d’elles contient 10 000 euros, et seul le présentateur agitelle. Le candidat choisit
une boite mais, avant qu'’il ait pu I'ouvrir, le présentatinterrompt, et ouvre l'une des
deux autres boites, gu'il sait vide (le jeu se déroule togjainsi). Le candidat peut alors
maintenir son choix, ou ouvrir la boite restante.

Question. L'une de ces options est-elle meilleure que l'autre ?

Exercice 3. Les enfants de ma voisine

Hier, je discutais avec ma nouvelle voisine :
Mol — Combien avez-vous d’enfants ?

ELLE — Deux.
MOl — Y a-t-il une fille parmi eux ?
ELLE — Oui.

MOl — Et I'autre enfant, est-ce une fille également ?
1. Quelle est la probabilité que ma voisine réponde « oui » ?
2. Méme gquestion, sauf qu’a la troisieme réplique j'ai demasidi@iné était une fille.
3. (O0) Méme question, sauf qu’a la troisieme réplique j'ai den@asidun des enfants
s'appelait Mathilde.

4. (0) Dans le(s) cas ou laréponse n’est pA% expliquer heuristiquement d’ou vient
le paradoxe, et en particulier pourquoi on pouvait prévai ta vraie valeur serait plus
petite ou plus grande queg2.
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Exercice 4. Dix petits negres

Dans une Tle du Devon occupée gar+ 2) personnes, un meurtre est comn#s.
priori, les (n + 1) suspects ont tous la méme probabilité d’étre coupablegefis,
I'enquéte de la police permet de déterminer que le meussede groupe sanguikB,
une propriété partagée par une fractiote la population anglaise.

On décide de procéder a I'analyse des groupes sanguins si@sctsl La premiere
personne analysée, Wargrave, est précisément de gidep®lalheureusement, a peine
cette premiere analyse terminée, une fausse manceuvré tétralyseur, de sorte que
les groupes sanguins desutres suspects restent inconnus. On se demande alorte: quel
est la probabilité: que Wargrave soit 'assassin ?

Deux statisticiens confrontent leurs points de vue. D'spre

Parmi lesn suspects non analysés, le nombre d’individus de graupest
distribué selon la binomialB, (p). Si k suspects non analysés sont de groupe
AB, la probabilité que Wargrave soit coupable valtk + 1), de sorte que

"\ (n e 1
=3 (et
k=0

B, lui, utilise un raisonnement différent :

Notons M I'événement « Wargrave est le meurtrierdd, son complémen-
taire, etA B I'événement « Wargrave est de groupB ». Alors on aP (M) =
1/(n+1),P(AB|M) = 1,P(AB|M) = p, etz = P(M|AB), de sorte qu'on
devrait pouvoir conclure par la formule de Bayes.
1. (0) Simplifier I'expression donnée paY. Application numérique poun = 8 et
p = 0,04.

2. Appliguer la formule de Bayes dans le raisonnemenBdApplication numérique
pour les mémes valeurs que précédemment. Constater qualéessvtrouvées par les
deux méthodes différent.

3. (0) Qui atort, et pourquoi ?

Exercice 5. Absence de mémoire de la loi géométrique

Question. Soit X une variable aléatoire a valeurs da¥is Montrer queX suit une
loi géométrique si, et seulement si, pour tous: € N*,

P(X>m+n|X >m)=P(X >n).

Expliquer pourquoi on dit que les lois géométriques modélisa durée de vie de ma-
chines « sans usure ».

Exercice 6. Intransitivité des corrélations

1. Pour deux événementset B de probabilités non triviales, montrer que le signe de
P(A|B) — P(A) est le méme que celui d&(B|A) — P(B), et que ce signe est nul si et

-2
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seulement si et B sont indépendants. Selon le cas, on dira.qu B sontpositivement
ou négativementorrélés.

2. (0) Construire trois événements, B et C' sur un méme espace de probabilités
tels queA et B soient (strictement) positivement corrélés.et C' soient (strictement)
positivement corrélés, mais queet C' soient (strictement) négativement corrélés.
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Feuille 3 : Indépendance — Lois classiques

15 novembre 2010

Exercice 1. Indépendance et passage au complémentaire
Soit (2, P) un espace de probabilité, 8, . . ., A, des événements indépendants.
1. Montrer queA$, As, ..., A, sont indépendants aussi.
2. En déduire la propriété plus générale Ixi € {Ay, AS},..., B, € {A,, A%}, les
événement®, ..., B, sontindépendants.

3. Montrer queAy, ..., A, sont indépendants si, et seulement si les variables aléa-
toiresl,,,..., 14, lesont.

Exercice 2. Compléments sur I'indépendance

1. SoientX;, j € J, des variables aléatoires indépendantes. Pourjtaut/, notons
X; 'ensemble des valeurs prises pgy, et soitf; une fonction arbitraire d&’; dansR.
Montrer que les variables aléatoir(sg- X; ) _sont indépendantes.

2. Si (X;);es est une famille finie de variables aléatoires mdependa&ttéls Ji
sont des parties d|Sjomtes demontrer que les variables aleat0|£§s]1, . XJk sont
indépendantes, OXJ désigne la variable aléatoire vectorig(lg;);c ;.

3. Réciproquement, étant donnée une famille finie de variahléstoires(.X;);cy
et une partltlon[ = Jy U--- U Jg, montrer que si les variables aléatoires vectorielles
XJI, . XJk sont mdependantes et si pour tout {1,...,k} les variables aléatoires
X;,1 € Jl, sontindépendantes, alors les variables aleatéﬁi{e'se I, sontindépendantes.

4. (0) Pourn > 3, trouver des variables aléatoirés, . .., X,, non indépendantes
telles que(n — 1) quelconques d’entre elles soient néanmoins toujours argntes.
Indication : On pourra considérer des variables aléatoit&s, . . ., X,,_; indépendantes
de loi uniforme suf —1, 1} et définirX,, a partir de celles-ci.

Exercice 3. Calculs sur des lois suW

1. Soitpx,py € (0,1), et X etY deux variables aléatoires indépendantes de loi
géométrique de paramétres respegtifset py. CalculerP(X > Y).

2. Soit X, Y deux variables aléatoires indépendantes distribuéen del lois géo-
meétriques de paramétres respediifset py-. Déterminer la loi d&Z := min(X,Y).
Indication : On pourra commencer par calcul&(Z > n).

3. Retrouver ce dernier résultat a I'aide de I'interprétatites lois géométriques en
termes de lancers d’une piéce biaisée.

-1-
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4. Soit X,Y deux variables aléatoires indépendantes distribuées sige lois de
Poisson de parametres respechifst .. Déterminer la loi dé X + Y').

5. Soit X, Y deux variables aléatoires indépendantes distribuéen del lois géo-
métriques de méme parametreDéterminer la loi deX + Y.

6. Déterminer la loi de la somme de deux variables aléatoiSpandanteX etY
suivant des lois binomiales de parametres respéetifg) et (n, p).

7. Retrouver ce dernier résultat, de méme que I'espérancevatitmce des lois bino-
miales, a partir de leur interprétation en termes de larstarse piece biaisée.

8. On tire une variable aléatoir& distribuée selon la loi binomiale de paramétres
(n,p), puis on tireY” selon la loi binomiale de paramétre&’, ¢) (conditionnellement a
X s’entend). Quelle est la loi d€ ? La retrouver via I'interprétation précédente.

Exercice 4. Recensement des écureuils

On veut estimer le nombr¥ d’écureuils dans une forét. Pour cela on en captuon
leur met une petite marque sur la patte et on les relache. éimaise apres (on suppose
qu’aucun écureuil n’est mort ou né dans l'intervalle) on aptare/ et on compte ceux
d’entre eux qui portent la marque.

1. Calculer la probabilit¢(m) qu’on trouvem écureuils marqués en fonction dg
ketl. Laloi (p(m))nmen €St appelédi hypergéométriquee parametred/, k et/.

2. Calculer la valeur d&V pour laquelle la probabilité d’observer une valeudonnée
est maximale.

Exercice 5. Entropie
Pour une variable aléatoirg, on définit 'entropiede X par

H(X):=) P(X =uz)log (P(X = 1))

zeX
et de méme, pour deux variables aléatoiXest Y sur le méme espace de probabilité,

H(X.Y):= Y PX=zY=ylog(PX=2zY=y)).

rzeX,yeYy

Question. (00) Montrer que, siX etY sont deux variables aléatoires sur un méme
espace de probabilité, 'entropte( X, Y') est majorée pak (X )+ H(Y'), et que I'égalité
est atteinte si et seulement’sietY sont indépendantes.
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Feuille 4 : Espérance

22 novembre 2010

Exercice 1. Lois usuelles
1. Calculer I'espérance et la variance de la loi de Bernoudigdrameétre).

2. Déterminer la fonction génératrice de la loi de BernoulBtiRuver les résultats de
la question précédente a partir de celle-ci.

3. Calculer la fonction génératrice des lois (discrétes) lssie loi binomiale, loi de
Poisson, loi géométrique.

4. Déterminer les espérances et variances des lois citéessis, en utilisant au choix
un calcul direct ou la fonction génératrice.

Exercice 2. Indépendance et espérance

1. Montrer que deux variables aléatoir&set Y sont indépendantes si et seulement
si, pour toutes fonctiong et g réelles bornéed[f(X)g(Y)] = E[f(X)] E[g(Y)].

2. Trouver des variables aléatoires réellesn indépendantes et Y telles que
E[XY] = E[X]E[Y].

Exercice 3. Approximation d’une variable aléatoire par une constante
Question. Pour une variable aléatoire réelle bornéedéterminer la fonction

t € R E[(X —1)?.

Exercice 4. Inégalité de Jensen

Soit X une variable aléatoire ¢t: / ¢ R — R une fonction convexe définie sur un
intervalle/ contenant les valeurs dé. On suppose qu& et f(X) sont intégrables.

1. Montrer quef (E[X]) < E[f(X)].
Indication : Observer que SE[X] € I, on peut trouver,b € R tels quef(z) >
ax + b pour toutz € I avec égalité e = E[X], et intégrer cette inégalité en prenant
r=X(w).

2. En déduire que sE£[X?] < oo alorsE[|X|] < oo. Plus généralement, pour tous
0 < p < ¢, montrer queE[| X |?] < oo implique E[|X|?] < oo. Le retrouver par un
raisonnement direct.

3. Montrer que sif est strictement convexe, I'égalif§E[X]) = E[f(X)] implique
gqueX est constante.
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Exercice 5. Théoréme de convergence monotone (cas discret)

1. Soit, pour toutn € N, une famille croissantér,, ,),>o de réels positifs, dont on
note la limitez,, o, € [0, +oc]. Montrer que

n—00
E xm,n - E xm,oo'

meN meN

2. En déduire que, 9iX,,),,>0 est une suite de variables aléatoires positives croissant
vers une variables aléatoie, .Y, E[X,,] "=° E[X].

3. En déduire que, s{X,).>o est une famille de variables aléatoires positives,
E [Zio:o Xn} = ZZO:O E[Xn]

Exercice 6. Espérance et fonction de répartition
1. PourX une variable aléatoire a valeurs d&hsmontrer que

E[X] = ip(x > n).

2. Supposons maintenant & valeurs dan® . Montrer que

(les deux membres de I'égalité pouvant éventuellemenirdires).

3. Pour X a valeurs dan®\, exprimer)_ >~ nP(X > n) comme une espérance.
Quelle est I'égalité correspondante podi valeurs dan® | ?

Exercice 7. La « méthode probabiliste » en combinatoire

Un graphefini G = (V, E) est la donnée d’'un ensemble firii(lessommetset d’un
ensembler’ de paires d’éléments dé (lesaréteg. On dit que l'aréte: = {x, y} relie x
ety. Un graphe’ = (V’, E’) est unsous-graphe&eG siV’ C V et E' C E. Un graphe
est ditbiparti s’il existe un coloriage de ses sommets en deux couleursrtiecggaucune
aréte ne relie deux sommets de méme couleur.

1. Montrer que tout graphe fitk = (V, E') admet un sous-graphe biparti contenant
au moins; |E| arétes.
Indication : Considérer un coloriage aléatoire des sommets et calctdspErance du
nombre d’arétes bicolores.

2. On considere le graphe complét, = ({1,...,n}, E,), c'est-a-dire quer,, est

. N EY_1 . .

I'ensemble de toutes les paires de sommets. Montrer qu«a,uﬁ%) <20 ! il existe
un coloriage des arétes dg tel qu'aucun sous-graphekdsommets n’est unicolore.

M C.-a-d. que pour tout € Q, (X,,(w)), croitversX (w).

-2
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Feuille 5 : Inégalité de Markov — Loi des grands nombres

6 décembre 2010

Exercice 1. Queue d’'une loi SuR
Soit X une variable aléatoire a valeurs d&s.
1. SIE[X] < oo, montrer quéP (X > t) = o(1/t) quandt — oo.

) t;w

2. (O) Trouver une contre-exemple a la réciproque : on peut 80X > ¢
o(1/t) et pourtantE[ X ] = oo.

3. Montrer que néanmoins, si pour yn> 0 on aP(X > ¢) "= O(1/t'™"), alors
E[X] < oo.
Indication : Utiliser le résultat de I'exercice 6 de la feuille précédent

4. Plus généralement, pour, 5 € (0, 00), dire quelles sont les implications valides
entre les proprigtésE[X°] < oo” et “P(X > t) "=° O(t~9) (resp.o(t7))".

Un peu de vocabulaire : on dit qué€ a un moment d’ordrex pour dire quek[.X ]
< o0, et queX a une queue polyndmiale d’ordrepour dire quesd est le supremum des
3 tels queP(X > t) = O(t~%). On dit également qu& a un moment exponentigil
existec > 0 tel queE[eX] < oo, resp.une queue exponentiekd! existec > 0 telle que
P(X >t)=0(e ).

5. Montrer gu’avoir un moment exponentiel est équivalent arawte queue exponen-
tielle (quel lien y a-t-il entre les constantedes deux définitions ?), et en déduire qu’avoir
un moment exponentiel implique d’avoir des moments polyadmde tous ordres.

Exercice 2. Collection de vignettes

La margueChocapicoffre, dans chacun de ses paquets de céréales, une vignette fi
gurant un département francais distribué uniformémennpkes n départements. Une
collectionneur achete des boites une a une afin d’obtenyidesttes du plus de départe-
ments différents possibles.

1. Soit X, le nombre de boites a acheter pour obténitépartements différents, ou
ke {1,...,n}. Ecrire X;, comme une somme de variables géométriques indépendantes;;
en déduire son espérance et sa variance.

2. On fait maintenant tendre et £ vers l'infini de facon qué ~ pn pour un rapport
p € (0,1). Montrer queP (|.X;/n — E[X;/n]| > ) tend vers) pour tout=> 0. Etudier
le comportement d&[ X, /n] et montrer qu’on peut remplacer ce terme par une constante
dans la limite précédente.

3. On prend maintenant = n. Trouver une expression simplg(n) telle que
P (| X,./nT(n) — 1| > ¢) tende vers) pour tout=> 0. Commenter.

-1-
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Exercice 3. Cliques d'un graphe aléatoire

Soitn > 1. On noteK,, = ({1,...,n}, E,) le graphe complet sufl, ..., n}. Pour
pn € (0,1), on définit, sur un espace de probabilif,, P,,), un sous-graphe aléatoire
G, de K, en conservant chaque aréte avec probabilitéindépendamment les unes
des autres. On not&/; (c’est une variable aléatoire) le nombre de triangles (as se
du graphe) dan§,,.

1. Le nombrel, d’arétes de~,, suit une loi binomiale (pourquoi ?) ; montrer que ce
n'est en revanche pas le casdg.
Indication : Regarder les valeurs possibles 8§ pourn = 4.

2. CalculerE,,[Ms)]. En déduire qué®,,(Ms = 0) "= 1 dés quewp, "— 0.

3. PourX une variable aléatoire positive bornée non identiquemefe,rmontrer que
poura € (0,1):
5, Var(X)
E[X]*

P(X <aEX]))<(1-a)

4. (0) Pour tout trianglé” dansk,,, on noteA; := {7 est un triangle dé&/,, }. Mon-
trer I'estimation :

Var, (Ms) < B, [Ms] + ) Pu(As N Ag),
S, T

ou la somme est indexée par les couples de trianglds,dayant exactement une aréte
en commun. (nous faisons remarquer que deux trianglés,dee peuvent avoir que, 1
ou 3 arétes en commun — pourquoi ?).

5. En déduire que, pour tod < oo, P, (M3 > C) "=" 1 dés quewp, "— +oc.

6. (0) Adapter tout ce qui précéde ®,, le nombre de sous-graphes complets a
sommets dan§,,.

Exercice 4. Grandes déviations
1. Pour X une variable aléatoire de I&tinomiale(n, p), pouri > 0, calculerE[e*¥].
2. En déduire que pour tout > p, pour touth > 0:

P(X > nz) <exp <n[log (1 + p(e? — 1)) — )\x})

3. Optimiser I'expression précédente syrde facon a obtenir un résultat de la forme
“P(X > nz) < e (®)”, Commenter le comportement de la fonctibn

4. (00) Montrer qu’en fait,

n—oo

logP(X > nz) "~ —nl(x).
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Exercice 5. Comportement de la moyenne d’une variable aléatoire narghatble

Soit X une variable aléatoire réelle telle qE&X] = +o0, au sens olE[X _| < oo
etE[X ]| = co. SoientX}, ..., X, des variables aléatoires indépendantes de méme loi
queX ;onnoteS, :=> "  X;.

Question. Montrer que pour touf’ < oo, P(S,/n > C') — 1 quandn — oo.

Exercice 6. Loi L! des grands nombres

Soit X une variable aléatoire réelle telle glig|.X|] < oco. SoientX;,..., X,, des
variables aléatoires indépendantes de méme loiXjuen notesS,, = >  X;. Le
but de cet exercice est de montrerlta L' des grands nombresquandn — oo,
E [|S./n—E[X]|] — 0.

1. On suppose dans un premier temps gHEX|?] < oo. Montrer que
E [|S./n — E[X]|] < Var (S,/n — E[X])l/2 ; en déduire le résultat dans ce cas.
2. On se place maintenant dans le cas général. Montrer que

lim E [|S,/n — E[X]|] <E[|X - E[X]|].

n—~o0

3. Si X estune variable aléatoire telle gEg X || < oo, montrer que pour tout > 0,
on peut trouver une décompositiéh=Y + Z avecE [|Z — E[Z]|] < ¢, E[|Y]*] < o0
et| E[X] — E[Y]| < e.

4. En déduire la loiL! des grands nombres.
5. Retrouver la loi faible des grands nombres comme un corelti la loiL!.
6. (0) Pourp > 1, est-il vrai de méme quE [|S,/n — E[X]|"] "=°07?

Exercice 7. Loi des grands nombres pour une suite dépendante

Soitn > 1 et soit (X;)o<i<, UNe suite de variables aléatoires de carré intégrable
centrées telles que, pour toug € {1,...,n}, onatE[X;X;] = v(j —i),00v: Z — R
est une fonction ne dépendant paswlavec) _, _, [v(z)| < co. On notes,, :=>"" | X;.

1. Montrer queVar(S,) "=" O(n).
2. En déduire que pour toat> 0, P(|S,/n| > ) "= 0.

Pourp € (0,1), soit (U;)o<i<n Une famille de variables aléatoires i.i.d. de loi
Bernoulli(p) ; pour0 < i < n, on poseY; := U;_1U,.

3. Montrer que pour tout > 0, pour un réek a préciser,
P(’(nlzﬁ>—a’>€> — 0 quandn — oc.
=1

Indication : Introduire X; :=Y; — E[Y;].
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Exercice 8. Théoreme de Stone —Weierstrass

Le but de cet exercice est de donner une démonstration «hplist&» duthéoreme
de Stone-Weierstrassir R : pour tout compack’ C R, pour toute fonction continue
f: K — R, pour touts > 0 il existe un polyndme réel a une variabfetel que|P(z) —
f(z)|] < e pourtoutr € K.

1. Montrer qu’il suffit de traiter le ca®&” = [0, 1].

2. Pour X une variable aléatoire bornée paf, notant.S, la somme den va-
riables aléatoires indépendantes de méme loiXjueappeler comment on peut majorer
P(|S,/n — E[X]| > ¢) en fonction deV/ et des > 0.

3.(0) Soite > 0. Justifier la propriété suivante : i est une variable aléatoire de loi
Binomiale(n, x), alorssup, o 1 | E[f(X/n)] — f(z)| < e.

4. Etablir que, & fixé, la fonction
z — E[f(X/n)]

est polynomiale, oX note une variable aléatoire de Binomiale(n, x).
Ce polynéme s’appelledpproximation de Bernsteitke / d’ordren.
5. Démontrer le théoreme de Stone —Weierstras®sur

6. (0) Adapter le travail précédent au cas du théoréme de Stonéerdtvass surR™
(le polyndbmeP étant alors un polynémeravariables).
Indication : On pourra prendreX = {(z1,...,2,): 0 < z; < --- < 2, < 1}. Dans
ce cas, un analogue pertinent de la loi de Bernoulli, péuy, . .., z,) € K, estla loi
Truc,(z1, ..., x,) quivaut(l,..., 1) avec probabilitér;, (0,1, ..., 1) avec probabilité
(xg — x1), ..., (0,...,0,1) avec probabilit&z,, — z,_1), et(0,...,0) avec probabilité
(1—x,).

Exercice 9. Un peu de statistique

Soientyu,, . . ., u; des lois de probabilité siit deux a deux distinctes. Quelqu’un choi-
sitd € {1,..., k} sansvous dire sa valeur, puis tirgariables aléatoires i.i.cy, ..., X,
selon la loiuy. Votre objectif est de devinéra partir de la donnée des;.

1. (O0) Montrer gu'il existe une fonction bornéé: R — R telle que, notan¥,. une
variable aléatoire de I9i,, lesE[f(Z,)], 7 € {1,..., k}, sont tous distincts.

2. Grace a la question précedente, imaginer un algorithmeaguirie propositior@z‘i
partir de la donnée d& 1, ..., X,,, tel queP (6 # ) "=° 0.



Introduction aux probabilités — Automne 2010 Travaux digg feuille 6

Feuille 6 : Cahier de vacances

18 décembre 2010

Exercice 1. Encore des boites et de I'argent

Deux boites fermées sont présentées a un candidat, chamteea&nt un cheque a son
nom. Le candidat peut prendre le contenu de la boite de sax, chais pour se décider il
n'a le droit de consulter que le contenwdeboite (au choix). Par ailleurs, les régles du
jeu indiquent qu’on a placé un montakitdans une boite et un montanX” dans l'autre,
ou X > 0 est choisi avant chaque partie selon un procédé secrete éégiboites ont été
mélangées. Le but du jeu pour le candidat est de maximisezsgmérance de gain.

Le paradoxe est le suivant :

Les r6les des deux boites étant symétriques, le candidatedgbitrairement
d’ouvrir la premiere boite. Il trouve que celle-ci contieneuros. Comme le
candidat ne sait rien sur la fagon dont on a chalsj il y a une chance sur
deux pour que la boite choisie soit la moins bien dotée, et tlantre boite
contient2a euros avec probabilité eta/2 euros avec probabilité, soit en

moyenne
LRV NE VLN B
2><(a)+2><2—4a ,
de sorte que le candidat a avantage a changer de boite (quelsqit le
contenu vu dans la premiere). Compte-tenu de la symétriehdix dnitial,

cela est absurde.
1. Quel est le point du raisonnement qui semble sujet a caution ?

Pour étudier la question plus finement, on précise le moAéted’éviter tout biais da
a la parité, on suppose qué = 2%, ou(Q suit une certaine loi de probabilitéa valeurs
dansN. Une variable aléatoir¢ de loi Bernoulli(3) indépendante d& détermine les
contenusA et B des boites aprés mélange {sk 0, alors(4, B) = (X, 2X) etsi§ =1,
alors(A, B) = (2X, X).

2. Reprendre la question précédente avec ce cadre : montesrauie loj: ne justifie
le raisonnemeHi .

3. Concrétement, on suppose queest la loi Géométrique(p). Déterminer pour
quelles valeurs telles queP(A = a) > 0on aE[B|A = a] > a,resp.E[B|A = a] < a.

4. (0) Commenter le résultat selon la valeur;deéEn particulier, observer que le cas
p < 1/2 montre que la question 2 ne résout pas entierement le paatigravait en effet
une seconde erreur de raisonnement : laquelle ?

[11on pourra éventuellement utiliser, pour formaliser leaai'ement, la notion d’espérance condition-
nelle : 'espérance conditionnelle d’une v.8.sachant I'événement/ (ou P(M) > 0) est simplement
I'espérance par rapport a la probabilité conditionnélig| M), c’est-a-direE[X|M] = P(lM)E[XlM].
C’est la moyenne d& parmi les éventualités ol est réalisé.

-1-
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5. Méme question qu’au8 si est la loiPoisson(\).

6. (0) n est maintenant inconnue. Y a-t-il une stratég@épendante de qui assure
un gain moyen strictement supérieuE@| ? (E[A] est supposé fini).

Exercice 2. Théoréeme de Perron—Frobenius

Soitn € N*. Pour touti € {1,...,n} =: V, on se donne une loi de probabilité
(p(i,7))1<i<n SUrV, i.e. une famille de nombres tels quéi, j) > 0 pour tout; et
>_;—1p(i,j) = 1. On considére également une loi de probabjliésur V' (qui pourra
varier dans la suite). Podr € N, on définit alors une famille de variables aléatoires
(Xo, X1,...,X7) avaleurs dan¥ telle que

T-1
P(X():ZL’Oet... etXT:I'T —,LLO ZEO Hp ZL’t,IH_l
t=0

On pourra se représent&; comme la position au tempsi’'un mobile qui a initialement
la distribution de probabilitg:, et qui quand il est en au tempst a une probabilité
p(z,2") de sauter en’ au tempg + 1 : c’est ce qu’on appelle urghaine de Markav

1. Montrer que pour tout, pour toutj € V' :
P(Xy1=17) ZPXt—Z (1,7).

L'objectif de cet exercice est de comprendre la loidgoourt grand. On noterga, la
loi de X4, i.e.
M = (P(Xt =1

Z>)1<z‘<n‘

2. Définissons
1 t—1
u=0

(En d’autres termegj, est la loi de probabilité telle qug, (i) := ¢t > ' _ oﬂu( ) Vi).
Montrer que la suitéf, )cn+ posséde (au moins) une valeur d’adhéremcet que celle-
ci est bien une mesure de probabilité, iéi) > 0 Viet) !  7(i) = 1.

Indication : Utiliser un argument de compacité.

3. Montrer que lei trouvé a la question précédente est une mesure d’équiléla d
chaine de Markov, c.-a-d. que g = @, alorsu, = 1 Vt. Dans la suitejz désignera
simplement une mesure d’équilibre arbitraire de la chaen®ldrkov.

4. Poury, v deux mesures de probabilité s, . .., n}, on note

v = pll = Iw(i) -
=1
Montrer que pour toute mesure de probabilité

[ — 7l < o — 7|

-2
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Dans les questions qui suivent, on suppose que towsiles sont strictement positifs.
On dit alors que la chaine de Markov eéitptique

5. (0) Montrer que sous I'hypothese d’ellipticité, il existe uwrenstante”’ < 1 indé-
pendante de, telle que :

lper — 7l < Cllpo — 7|-

Indication : Pour résoudre cette question, on sera forcé d'utiliser qaesdémme des
(1o(7) — 11;) est nulle. (Il s’agit plus d’'un garde-fou que d’une véritatihdication).

6. En déduire que, quand— oo, la loi de X, converge verg :

VieV i) S m(),
avec une vitesse de convergence exponentielle indépendignt. Remarquer au passage
que cela implique qug est unique.

On va maintenant faire le lien entre les chaines de Markogrédines matrices. Dans
la suite de I'exercice, les mesuresseront ainsi considérées comme des vecteurs-lignes.

7. Trouver une expression de en fonction deu, et de la matrice de taille x n

Q= (p(iuj))i,jev'

Indication : Procéder par récurrence suravec la question 1.

8. (0) Gréace a cette expression matricielle, déduire des qumssgicecédentes gue
est une valeur propre de la transpo§€e qu’il s’agit de I'unique valeur propre (méme en
tenant compte des dégénérescences éventuell€g) de module> 1, et que le vecteur
propre associé a cette valeur propre a toutes ses coordopositves (et donc strictement
positives [pourquoi ?]). C’est llnéoréme de Perron—Frobenius

9. Etendre le résultat de la question précédente oji(leg) ne sont plus nécessaire-
mentstrictementpositives, mais ou il existe € N* pour lequelQ! a toutes ses entrées
strictement positives. Que signifie cette hypothese enggprobabilistes ?

10. (00) Qu’est-ce qui reste vrai du théoréme de Perron — Frobeniaisdjon enléve
complétement les hypothéses de stricte positivité ?

Exercice 3. Matrices aléatoires

Soitn € N*. On considére une matrice aléatolE™ = (X;;)1<; <, de taillen x n
définie de la fagon suivante :

— Pour tout, X;; =0;

— Pourleq(i, j) tels quei < j, les variables aléatoire’s;; sont indépendantes, de loi

uniforme sur{+1} ;

— Pouri > j, X;; = Xj,.
La matriceM ™ est ainsi une matrice réelle symétrique, elle a don@leurs propres
réelles. Notre objectif est de comprendre la loi d’'une vajgopre tirée uniformément
parmi cesn valeurs propres quandtend vers l'infini. (Il y a donc deux niveaux d’aléa :

-3-
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un pour choisir la matrice et un pour la valeur propre). Netbft) une telle valeur propre
aléatoire. Pour comprendre le comportement asymptotigué’d, on va seulement étu-
dier le comportement dE[f(A™)] pour les fonctionsf polynomiales : on veut donc
étudierE[(A™)*] pour toutk € N.

1. Exprimer la traceTr ((M(™)*) en fonction des valeurs propreg™, ... A"
de M. En déduire que

E[(A™)] =nE[Tr (M™)")].

2. DévelopperE [Tr ((M™)*)] comme une somme de termes de la forme
3. Pourk impair, montrer que tous les termes de la somme sont nulsorie gue
E[(A™)"] =0.

4. Pour k£ pair, donner une condition nécessaire et suffisante sur deples
(t1,71), - - -, (ix, k) pour queE[X; ;, X,.;, - - - X, ;] soit non nulle, et déterminer alors
la valeur de cette espérance.

114N i2j2 °

5. (0) On dira qu'une famillgiy, ji, . . ., ix, jx) €Stgénériquement bonree elle satis-
fait les conditions suivantes :

1. Pourtout € {1,...,k— 1}, 5, = ij41, €tjp =iy ;
2. Pourtout € {1,...,k}, j; # i, etil existe un uniqué tel que(iy, ji) = (i, 4) ;

3. Le graphe formé par les arétgs, j;} (ou I'on compte une seule fois po{i;, j; }
et{iy, jr}) estun arbre.

Montrer que la contribution des termes correspondant aumilés non génériguement
bonnes a I'espérance de la trace(d€™)* croit enO(n*/?) quandn — oo.

Indication : Pour une famille (contribuant a la somme) qui n'est pas gé&pg&ment
bonne, montrer qu’il y a au plug/2 valeurs de;; distinctes.

6. (0) Pourk pair, Montrer gu’il existe exactement

1 k n!
k2 + 1 (k/2) (n—k/2—1)

familles génériguement bonnes.
Indication : On pourra utiliser le dénombrement des parenthésages cirifait dans
I'exercice 1 de la feuille 1.

7. En déduire que, quand— oo,
1 2k
A~ g ( k )”

8. (0) La densité semi-circulairest la fonctionn surR définie par :
m(z) = L (2m) V4 — 22,

-4 -
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Pour toutk € N, montrer que

/R () dr = Tyeon ﬁ ( kljz)

Indication : Le cask impair est trivial (pourquoi ?). Pouk pair, procéder par récurrence
sur k en intégrant par parties.

On a ainsi démontré un théoreme-limite (pour la convergeoacdre les fonctions
polynomiales) pouh ™ : pour toute fonction polynomialg surR,

B (A /)] "= [ fwm) do

9. (0O) Démontrer que le théoreme-limite contre les fonctionypdiniales entraine
en fait la convergence contre toutes les fonctigrae la formel, ;, i.e. que pour tous
a<b:

b
P (A(”) € [anl/Q,bnl/Q]) n;m/ m(z) dz.

Exercice 4. De la loi faible des grands nombres a la loi forte

Dans toute la suite de I'exercic& est une v.a. d’espérance bien définie (i.e. telle
queE[| X|] < o) avecE[X] = 0. Pourm € N*, on considére un espace de probabilité
(Qm, P.,) sur lequel on définitn copies indépendantes,, . .., X, de X. Pourn < m,
on note alorsS,, := > | X; (noter que la loi des),, ne dépend pas de). Notre objectif
est de démontrer la propriété suivante, thidorte des grands nombres

Ve >0 lim lim P, ( sup [S,/p|=¢)=0.

n—00 M—00 n<p<m

1. (0) L'énoncé usuel de la loi forte des grands nombres est l@astiw siX;, X, ...
est une suite infinie de v.a. indépendantes de méme loiXg@eu X est intégrable et
E[X] = 0), alors, avec probabilité, la suite aléatoirg(.S,,)/n) .. a pour limite0
en linfini ». Expliquer pourquoi la formule ci-dessus y egu&alente, et pourquoi les
auteurs ont écrit I'énonceé sous cette forme-la.

Dans la suite du probléme, on suppese 0 fixé.
2. Pour toutk € N*, on note

Ap =Py ( sup |[S,/p| =e).

2k—1p2k
Montrer qu’il suffit de prouver que la somme dég converge.

3. (0) Montrer que pour touk,

Poe (|S0:/2°| 2 ) 2 Py ( sup  [Sy/p| = 4e) x  sup  Poet (|5, < £2%).

2k—l<p<2k 0<n<2k71

-5-
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Indication : Considérer le premiep > 2¢~1 éventuel pour lequelS,|/p > 4s. Pour
trouver la valeur de cep, il suffit de connaitre les valeurs d&, ..., X,, de sorte
que, connaissant et .S,, les v.a.X, 1, ..., Xo restent i.i.d. et de méme loi qu'initia-
lement. Trouver alors une condition sur ces variables gauas, en utilisant I'hypothese
“|S,|/p = 4e”, que | S /28| > €.

4. Déduire de la loi faible des grands nombres, que pourgoub),

lim sup P, (\Sp| > 5n) =0.

N0 0gpgn

Indication : Noter queP,, (|S,| > en) < P, (]S,| = ep) sip < n d’ot une majoration
uniforme par rapport & pourp assez grand, et traiter le nombre fini d’indigesestants
en prenant: assez grand.

5. Grace au résultat de la question précédente, déduire desigu 3 qu'il suffit de
prouver que la somme dé, définis ci-dessous converge :

Bk = P2k <|52k/2k‘ > 5).

6. PourM < oo, on noteX ™) := 1 x<,; X. Montrer queE[X (*)] =% 0, et que
si k est suffisamment grand pour quiB[X ?")]| < £/2:

AE [|X@I]

kS 20k +2FP (|1 X| = 2Y).

Indication : Il suffit de refaire la démonstration de la loi des grands noesbvue en
cours.

7. (0) Déduire de la formule ci-dessus que la sommel@esonverge. Conclure.

8. Etendre I'énoncé de la loi forte des grands nombres quaspdiance dé& n’est
plus forcément nulle.

9. (0) Montrer que la loi forte des grands nombres implique la &dble des grands
nombres, maisa priori pas la loiL! (cf. exercice 6 de la feuille 5).

10. (0O) Montrer que toute v.aX vérifiant la loi forte des grands nombres satisfait
E[|X]|] < oc.
Indication : La question devient assez simple une fois qu’on connétiene de Borel-
Cantelli: les curieux pourront se renseigner sur la question...

11. (0O) Montrer qu’en revanche, il existe des v.a. pour lequdll8s( || = oo et qui
pourtant vérifient la loi faible des grands nombres.
Indication : On pourra regarder attentivement la preuve du cours et vagelbps sont les
hypothéses minimales pour que celle-ci marche.
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Exercice 5. Fonctions harmoniques discrétes

[0 Cet exercice utilise allégrement des marches aléatoirdexé@es pal, qui en
toute rigueur ne peuvent pas étre définies sur un espace talpiiité dénombrable. Nous
demandons aux éléves d’admettre néanmoins que, dans Ipgsaatés par cet exercice,
ces marches ont un sens et qu’on peut manipuler les probbdomme a I'accoutumée.

Dans tout I'exercice, on considerera un graphe- (V, E), ouV est 'ensemble des
sommets dé&r et £ I'ensemble de ses arétes. On notera y pour dire quer ety sont
voisins ce qui signifie que l'arétér, y} est dand”. On notedeg(z) le degrédez, i.e. son
nombre de voisins. On supposé&raconnexg(i.e. pour touse, y € V il existe une suite
d’'arétes deF reliantx ay). On dit qu’une fonctionf: V' — R estharmoniquesur V' si
elle satisfait le critere suivant :

> yea F W)
On dit qu’elle est harmonique sur une paiftiedeV’ si elle satisfait le méme critére pour
toutx € VV*. On notera S i)
Yy
_ y~zx _
le laplacien discrete f ; dire quef est harmonique, c’est dire que son laplacien discret
est nul.

Dans un premier temps, on preadfini. On fixe une partid, de V, non vide et de
complémentaire non vide, et on se donne une foncfionl, — R. Notre objectif est
de trouver une fonctiorf: V' — R qui coincide aved, sur 1, et qui soit harmonique
surV \ V1, : c’est ce qu'on appelle Iprobléme de DirichlesurV ~ V4.

Pourz € V, soit (X?),cn la suite de variable aléatoires a valeurs derdéfinie par
X§ = z, et par la relation

1:c~xn
P( §+1:$‘Xg:$0,...,X7f:xn) :m

Autrement dit, X7 | est tiré uniformément parmi les voisins &&. (X7), est appelée
marche aléatoire issue de(c’est un exemple dehaine de Markowf. exercice 2).
1. Soitf : V — R etz € V. Montrer la relation suivante :

E [f(XT) = f(z)] = (Af)(z).

2. On note
7, :=min{n > 0: X, € V,}

le temps d’atteintade V; par la marche issue de (c’est une variable aléatoire, car la
valeur der, dépend de la trajectoire d& *),,). Montrer quer,, est fini avec probabilité.

3.(0) Pourtoutr € V, soitt, le temps d’atteinte d&, par la marche aléatoire issue
dez, etU, := fo(Xfm) la valeur def, au point ouX? atteintV;, pour la premiere fois.
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C’est une variable aléatoire bornée (paix | fy|), donc d’espérance bien définie. Montrer
que la fonctionf définie pour tout: € V' par

est harmonique. Elle résout donc le probléme de Dirichlet.
Indication : Distinguer selon la valeur de&y.

4. (0) Montrer que la fonction décrite ci-dessus est en la seudlgiso du probléme
de Dirichlet.
Indication : Pour f harmonique surl’ ~ V4, montrer par récurrence sun que
E[f(XZ.. )] = f(x), puis faire tendre: vers I'infini.

NNA\Tg

On se propose maintenant de montrethigoréme de LiouvillsurZ¢ : « Toute fonc-
tion harmonique bornée est constante ». Soit dpnme fonction harmonique bornée
surZze,

Pourz,y € Z4, soient(X?),cy et (XY),en deux marches aléatoires (pas indé-
pendantes) issues resp. deet y, vérifiant la propriété suivante : s{? = X7, alors
X7 = X7 pour toutn’ > n. (Autrement dit, si & un moment donné les deux marches se
retrouvent au méme point, alors elles « fusionnent » et @nblde conserve ensuite). Soit
7% > A, := [—m,m]?. On notep,, la probabilité que les marches issuesidet dey se
rencontrent avant de toucher le bord/de.

5. Montrer que

1f(y) = f(@)] < (1= pm) Sup | f]-

Indication : Utiliser le résultat des deux questions précédentes &vee A,, et =
O\,

6. (0) Montrer qu’'une marche aléatoire sarissue del finit par touchei) avec pro-
babilité 1. (Cette question est indépendante de la précédente).
Indication : Considérer la fonctionp(z) sur N définie comme la probabilité qu’une
marche aléatoire issue definisse par toucheb. Cette fonction est harmonique Nt et
bornée (pourquoi ?). En déduire le résultat en montrant éoti@me de Liouville su¥ (ce
que I'on fera par un argument analytique, en décrivant teués fonctions harmoniques
sur N¥).

7. (0) Montrer qu'il est possible de définir deux marches aléatitans?, issues de
(—1,0,0) et(1,0,0), qui finissent par se rencontrer avec probabilité
Indication : Cette question demande seulement un penéfiiexion

8. En déduire quef(—1,0,0) = f(1,0,0), puis quef est constante sur tous les
(x,y, 2) tels quer + y + z soit impair, puis que’ est constante sur toft’.

On va maintenant étudier la marche aléatoire sur un arbma. P& 3, on noteT}
I’arbre régulier de degrel, c’est-a-dire I'unique graphe connexe sans cycle dont tous
les sommets ont pour degié On peut par exemple le réaliser en prenant godien-
semble des mots finis (éventuellement vides), écrits avedpirabet de! lettres, qui ne
contiennent jamais deux lettres successives identiqueas mots sont alors voisins si on
passe de I'un a I'autre en ajoutant ou en retirant une letsandout. On notera le mot
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vide, que I'on appellera leacinede l'arbre. La distance d’'un mata la racine est alors
son nombre de lettres ; on la noté(a).

9. Soit (X,,) une marche aléatoire silj, issue de la racine. Autrement dit, a chaque
instantn, connaissanfX,,, on construitX,,,; soit en lui retirant sa derniére lettre, soit
en lui ajoutant 'une deg$d — 1) lettres de l'alphabet autorisées, chacun de ces choix
étant réalisé avec une probabilité égale’d.?! Montrer que la longueur d&,, tend vers
I'infini quand n tend vers I'infini avec probabilité.

Indication : Utiliser la loi forte des grands nombres (cf. exercice 4) pmontrer que,
avec probabilitél, lim, __ ({(X,)/n) =1 —2/d > 0.

10. On considére la marche aléatoire sur I'arbre issue de 10iP,.. Montrer qu'avec
probabilitél, il existe un instant apres lequel la premiére lettreXgene change plus.
Indication : Observer que d’aprés la question précédente, il existe stair apres lequel
la marche ne passera plus en(pourquoi ?).

n—00

11. NotonsY la valeur stationnaire de la premiere lettre des mots de fahmaaléa-
toire. Fixons une lettre de I'alphabet Montrer que la fonctiorf (z) := P,(Y = a) est
harmonique suf; et bornée.

12. (O0) Montrer quef est non constante. Le théoreme de Liouville est donc faux
pour7y.
Indication : Exprimer f(x) en fonction de la premiére lettre du moet de la probabilité
gue la marche issue depasse paw. Il faut alors montrer qu'il existe un: tel que la
probabilité que la marche issue depasse paw soit strictement inférieure &

21 Avec une petite nuance poif,, = @, puisqu’il N’y a alors pas de premiére lettre a retirer, ntgi®on
a le droit d’ajouter n’importe laquelle dedettres de I'alphabet.
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