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FeEUILLE DE TD 6

Modes de convergence et lemme de Borel-Cantelli

Exercice 1 Soit (X,,),>0 une suite de variables aléatoires & valeurs dans R et A un borélien de R. On
rappelle que pour une suite d’événements (A, ),>0 dans Q on pose limsup,, A, =, Uy>,, Ax- Montrer
que
limsup{X,, € A} = {X,, € A pour une infinité¢ de n}.
n

Exercice 2 Soit (7,),>0 une suite de nombres réels. On rappelle que limsup,, ¥, = lim, sup,>, 7.
Montrer que

T, > 0 pour une infinité den =— limsupz, >0
n

et

limsupz, >0 = =z, > 0 pour une infinité de n.
n

En revanche, les implications réciproques ne sont pas toujours vraies. Trouver des contre-exemples.

Exercice 3 Soit (X,,),>0 une suite de variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle de paramétre
A > 0. On pose
. Xn
Y =limsup —.
n Inn

Le but est de montrer que Y = % presque siirement.
1. Montrer que
X 1 X 1
P ( lim sup > <P(limsup — > = |.
n Inn = A n  nn T A

)=1.

2. Montrer que P (hm sup,, {—" > %}) = 1. En déduire que P(Y >

Inn
3. Montrer que, pour tout € > 0,

Xn 1 X, 1
P | limsup — > re <P|limsupq — > te .
n Inn A n Inn A

4. Montrer que P (lim sup,, {fgn 13‘\'6 }) = 0. En déduire que P(Y > %) =0.
5. En déduire que P(Y = ;) = 1.
Xn

6. Montrer que = converge vers 0 en probabilité. Cette suite converge-t-elle presque stirement vers 07

>|=

Exercice 4 Soit (p,)n>1 une suite dans [0,1] qui tend vers 0. Soit (X,),>1 une suite de variables
aléatoires indépendantes de loi Bernoulli de paramétre p,, : P(X,, =1) =p, =1 —-P(X,, =0).

1. Montrer que X,, converge vers 0 en probabilité.

2. Sous quelle condition sur la somme ) p, la suite (X,),>1 converge-t-elle aussi presque stirement
vers 07

Exercice 5 Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires, a valeurs dans {1, ..., %k}, indépendantes et
de méme loi. On suppose que, pour i = 1,...,k, p; = P(X,, = i) > 0. On définit Q,, : {1,...,k}" — [0,1]
par :

Qn(ila v 7Zn) = P(Xl =i1,..., X, = 7’71)

Qn(i1,...,1,) est donc la probabilité d’observer les valeurs 41, ...,4, pour Xi,..., X,.
On considére la variable aléatoire Q,(X1,...,X,). Montrer que la suite (—% log, @, (X1, ... ’X"))n>1

converge presque strement vers l'entropie (binaire) de P.



