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Durée : 3 heures

Document autorisé : une page A4 de notes manuscrites. Appareils électroniques interdits.

Toute Téponse doit étre soigneusement rédigée et justifice.

Le sujet comporte 5 exercices.

1 (w=m)?
On rappelle que la densité de la loi N'(m,0?) est & +— ————=e 252
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Exercice 1. Soit X,Y deux variables aléatoires indépendantes, de loi N'(0,1). On définit
U=X+Y et V=X-Y

1. Calculer la densité de (U, V).
2. Les variables aléatoires U et V sont-elles indépendantes 7 Quelles sont leurs lois ?

Exercice 2. Soit X une variable aléatoire ayant pour densité

frae fla)=2(e™ — €)1 ool (7).

. Justifier que f définit bien une densité.

. Calculer la fonction de répartition Fx de X.

. Calculer E[X].

.On définit Y =1 — e~*. Montrer que Y a pour densité fy : y — 2yl 1)(y).

. Calculer 'espérance et la variance de Y.

. Calculer la fonction de répartition Fy de Y.

.Soit Y7,Ys, ... des variables aléatoires indépendantes et de méme loi que Y. On définit, pour tout n > 1,

S,=Y1+---4+Y, et M, = max(Y3,...,Yy,).
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7.a) Que peut-on dire de la suite — ?
n

7.b) Pour 0 < § < 1, calculer P(Mn <1- 5), et donner la limite de cette probabilité quand n — co. Que dire
de P(M,, > 1+ 9)? En déduire que la suite (M,,),, converge en probabilité et donner sa limite.

Exercice 3 — Equilibrage de piéce. On considére une suite (Xn)n>1 de tirages a pile ou face indépendants
d’une méme piéce biaisée (on note 1 pour pile et 0 pour face) : il existe p €]0, 1] tel que, pour tout n > 1,

P(X,=1)=p et P(X,=0)=1-p.

On groupe les tirages 2 par 2 (X; avec X, X3 avec Xy, etc.), et on considére le premier groupe ou les deux
tirages sont distincts :

N =min{n > 1|(Xan_1,X2,) = (0,1) ou (1,0)}.
On notera 4,, = {(X2n—1,X2,) = (0,1) ou (1,0)} I'événement ou les tirages du n-iéme groupe sont distincts.
1. Que vaut P(A4,), pour tout n > 17 Les événements Ay, Ao, ... sont-ils indépendants ? (Pourquoi ?)
2. Pour tout n > 1, exprimer I’événement {N = n} en fonction des Aj. En déduire P(N = n). Quelle est la loi
de N7
3. Calculer P({N =n}N{Xayn_1 =1}) pour tout n > 1.
4.En déduire P(Xony—1 = 1).
5.En déduire une méthode, & ’aide d’une piéce de monnaie biaisée, pour tirer un nombre au hasard dans
I’ensemble {0,1} de fagon équiprobable. NB. La méthode ne requiert pas de connaitre p.



Exercice 4. Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur [~1,1] (donc de densité f : x> $1_q 1)(2)).

1. Calculer la fonction caractéristique ¢ — ® x (t) = E[e®X] de X. Vérifier que ® x(t) € R pour tout ¢ € R.
2. Soit Y et Z deux variables aléatoires réelles, indépendantes et de méme loi (non spécifiée). On pose W =Y —Z.
Montrer que, pour tout t € R,

Dy (t) = Dy (1) Py (t) = [Py (1)

3. Existe-t-il des variables aléatoires réelles Y et Z, indépendantes et de méme loi, telles que Y — Z suit la loi
uniforme sur [—1,1]? Indication : penser au signe de ®

Exercice 5 — Convergence de série aléatoire. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes,
a valeurs dans [0, 1]. Le but de lexercice est de montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

) > E[X,] <0

(ii) presque sirement, Z X, < oo.

n=1

Pour tout n > 1, on notera S, = X1+ -+ X,,, et S= lim S, = ZX” € [0, 00].
n—oo

1. On suppose (i). En déduire E{Z X } < 00, puis (ii).

2. Dans la suite de cette question, on suppose (ii).
2.a) Justifier que E[e~°] > 0.

n
2.b) Justifier que, pour tout n > 1, E[e™ 5" H . En déduire (justifier) une expression de E[e™*],

k=1
puis conclure que

— Z In (Ele”*"]) < 0.
n=1
2.c) Montrer que, pour tout z € [0,1],
l—z<e®<1-—e 'z

Indication : partant de e=* =1 — [\ e'dt, encadrer Uintégrale.
2.d) En déduire, pour tout n > 1, une majoration de E[e~*"] en fonction de E[X,], puis

E[e’X"] < efe_lE[Xn]

2.e) En déduire (i).



